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Исследованы свойства операторов вложения модельных подпространств
Kp

Θ класса Харди Hp (коинвариантных подпространств оператора сдвига),
порожденных внутренними функциями. Найден критерий компактности
вложения пространства Kp

Θ в пространство Lp(µ), аналогичный теореме
Вольберга–Трейля об ограниченных вложениях; при этом получен поло-
жительный ответ на вопрос, поставленный Симой и Мейтсоном. Доказа-
тельство основано на неравенствах типа Бернштейна для функций из Kp

Θ.
Исследованы меры µ такие, что оператор вложения принадлежит некото-
рому идеалу Шаттена–фон Неймана.
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§ 1. Введение и основные результаты

Пусть D = {z : |z| < 1} – единичный круг, а T = {z : |z| = 1} – единичная
окружность. Обозначим через m нормированную меру Лебега на T. Ограни-
ченную аналитическую в D функцию Θ называют внутренней, если |Θ| = 1
m-п. в. на T в смысле некасательных граничных значений. Напомним, что вся-
кая внутренняя функция Θ допускает факторизацию:

Θ(z) = B(z)Iψ(z)

(с точностью до постоянного множителя, равного по модулю единице). Здесь

B(z) =
∏
n

|zn|
zn

zn − z

1− znz
, z ∈ D,

– произведение Бляшке с нулями zn ∈ D, последовательность {zn} удовлетво-
ряет условию Бляшке

∑
n(1− |zn|) <∞ (мы считаем |zn|/zn = 1, если zn = 0),

сингулярную внутреннюю функцию Iψ определяют формулой

Iψ(z) = exp
(
−

∫
T

ζ + z

ζ − z
dψ(ζ)

)
, z ∈ D,

где ψ – конечная борелевская мера на T, сингулярная относительно меры m.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 06-01-00313).

c⃝ А.Д. Баранов, 2009



4 А.Д. БАРАНОВ

Обозначим через Hp класс Харди в D, 1 6 p 6 ∞. Каждой внутренней
функции Θ сопоставим подпространство

Kp
Θ = Hp ∩ΘHp

0

пространства Hp, где Hp
0 = {f ∈ Hp : f(0) = 0} = zHp. Иначе можно

определить Kp
Θ как множество всех функций f в Hp таких, что ⟨f,Θg⟩ =∫

T fΘg dm = 0 для всех g ∈ Hq, 1/p+ 1/q = 1.
Заметим, что K2

Θ = H2 ⊖ ΘH2. Известно, что для 1 6 p < ∞ всякое
замкнутое подпространство в Hp, инвариантное относительно оператора об-
ратного сдвига (S∗f)(z) = f(z)−f(0)

z , имеет вид Kp
Θ для некоторой внутрен-

ней функции Θ (см. [1, гл. II] и [2]). Подпространства Kp
Θ часто называют

∗-инвариантными. Эти подпространства важны как в теории операторов, так
и в теории функций (см. [3]–[6]) и, в частности, в модели Надя–Фойаша для
операторов сжатия в гильбертовом пространстве (поэтому их называют так-
же модельными подпространствами). Заметим, что в том случае, когда Θ –
произведение Бляшке, Kp

Θ совпадает с замыканием в Hp линейной оболочки
простейших дробей с полюсами соответствующих кратностей в точках 1/zn.

Обозначим через σ(Θ) так называемый спектр внутренней функции Θ, т. е.
множество таких ζ ∈ D, что lim infz→ζ, z∈D |Θ(z)| = 0. Иначе говоря, σ(Θ) – наи-
меньшее замкнутое подмножество в D, содержащее нули zn и носитель меры ψ.
Хорошо известно, что Θ так же, как и всякий элемент подпространства Kp

Θ, до-
пускает аналитическое продолжение через любую дугу, лежащую в множестве
T \ σ(Θ).

В настоящей статье мы рассматриваем следующую задачу: для данных
внутренней функции Θ и показателя p > 1 описать класс борелевских мер µ
в замкнутом круге D таких, что подпространство Kp

Θ вложено в Lp(µ), или та-
ких, что вложение компактно. Эта задача была поставлена Коном в 1982 г. [7];
несмотря на целый ряд частичных результатов, вопрос остается открытым.
Вложение Kp

Θ ⊂ Lp(µ) равносильно оценке

∥f∥Lp(µ) 6 C∥f∥p, f ∈ Kp
Θ. (1.1)

Класс мер µ с вышеуказанным свойством мы обозначим через Cp(Θ).
Напомним, что конечную борелевскую меру µ в замкнутом круге D называ-

ют мерой Карлесона, если найдется константа M > 0 такая, что

µ(S(I)) 6 M |I| (1.2)

для всякой дуги I ⊂ T. Здесь и всюду в дальнейшем мы обозначаем через |I|
длину дуги I, а через S(I) – квадрат Карлесона,

S(I) =
{
z = ρeiϕ ∈ D : eiϕ ∈ I, 1− (2π)−1|I| 6 ρ 6 1

}
. (1.3)

Класс мер Карлесона обозначим через C; для меры µ ∈ C обозначим через Mµ

наименьшую константу M в неравенстве (1.2). Классическая теорема Карлесо-
на утверждает, что Hp ⊂ Lp(µ) для некоторого (любого) p > 0 тогда и только
тогда, когда µ ∈ C (см. [1], [3]). Вложение Hp ⊂ Lp(µ) компактно тогда и
только тогда, когда µ – исчезающая мера Карлесона, т. е.

lim
|I|→0

µ(S(I))
|I|

= 0 (1.4)

(см. [8]; некоторые обобщения можно найти в статье [9]).
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Очевидно, C ⊂ Cp(Θ). Можно ожидать, что класс Cp(Θ) будет суще-
ственно зависеть от геометрических свойств функции Θ. В настоящее вре-
мя класс Cp(Θ) полностью описан только для некоторых специальных классов
внутренних функций. Будем говорить, что Θ – однокомпонентная внутренняя
функция, если множество уровня

Ω(Θ, ε) = {z ∈ D : |Θ(z)| < ε}

связно для некоторого ε ∈ (0, 1). Кон [7] показал, что в том случае, когда функ-
ция Θ однокомпонентная, достаточно проверить неравенство (1.1) для воспро-
изводящих ядер пространства K2

Θ (см. определение в § 2). Недавно Ф. Назаров
и А. Л. Вольберг [10] показали, что в общем случае это неверно.

Геометрическое условие на меру µ, достаточное для вложения простран-
ства Kp

Θ, принадлежит А. Л. Вольбергу и С. Р. Треилю [11]: вложение Kp
Θ ⊂

Lp(µ) имеет место, если найдется ε ∈ (0, 1) такое, что µ(S(I)) 6 C|I| для всех
квадратов S(I), удовлетворяющих условию

S(I) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅.

Таким образом, достаточно проверить условие Карлесона (1.2) только для
квадратов специального вида. Обозначим через C(Θ) класс мер, удовлетворяю-
щих условию теоремы Вольберга–Треиля для некоторого ε ∈ (0, 1). А. Б. Алек-
сандров [12] показал, что условие µ ∈ C(Θ) необходимо (т. е. Cp(Θ) = C(Θ))
тогда и только тогда, когда функция Θ однокомпонентная. Более того, если Θ
не является однокомпонентной функцией, то класс Cp(Θ), p > 0, существенно
зависит от показателя p (в отличие от классической теоремы Карлесона). Неко-
торые другие теоремы вложения были получены в статьях [12]–[14], компакт-
ность вложений рассматривалась в [13], [15], [16].

Особый интерес представляет случай, когда µ =
∑
n anδλn

– дискретная
мера; тогда вложение равносильно свойству Бесселя для системы воспроизво-
дящих ядер {kλn

}. Даже частный случай, когда µ – мера на единичной окруж-
ности, представляет большой интерес. В отличие от вложений всего класса
Харди Hp (отметим, что меры Карлесона на T – это меры с ограниченной
плотностью относительно меры Лебега m), класс Cp(Θ) при p > 1 всегда со-
держит нетривиальные примеры сингулярных мер на T, в частности для p = 2
меры Кларка [17], для которых вложение K2

Θ ⊂ L2(µ) изометрично. С дру-
гой стороны, если µ = wm, w ∈ L2(T), то проблема вложения оказывается
связанной со свойствами оператора Теплица Tw (см. [13]).

Новый подход к теоремам вложения был предложен в статьях автора [18],
[19]. Он основан на неравенствах Бернштейна для пространств Kp

Θ. Под нера-
венством Бернштейна мы подразумеваем оценку весовой нормы производной f ′

через обычную Lp-норму функции f ∈ Kp
Θ в пространстве Lp(T, µ), т. е. оценку

вида
∥f ′∥Lp(µ) 6 C∥f∥p, f ∈ Kp

Θ, (1.5)

где µ – мера в замкнутом круге D. Этот подход позволил получить существенно
новые теоремы вложения, обобщающие теорему Вольберга–Треиля и некото-
рые результаты Кона. Еще одно приложение неравенств Бернштейна связано
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с устойчивостью последовательностей Бесселя и базисов Рисса из воспроиз-
водящих ядер [20]. Результаты статей [19], [20] получены для классов Харди
в верхней полуплоскости. В § 3 мы обсудим их аналоги для случая круга.

В настоящей статье мы применим неравенства Бернштейна для Kp
Θ к изуче-

нию компактности оператора вложения и его принадлежности идеалам Шат-
тена–фон Неймана. Один из наших основных результатов – геометриче-
ское условие, достаточное для компактности вложения, аналогичное теоре-
ме Вольберга–Треиля. Теперь нам достаточно проверить “условие исчезнове-
ния” (1.4) только для квадратов, пересекающих множество уровня. В случае
однокомпонентных функций это условие оказывается также и необходимым.

Теорема 1.1. Пусть 1 < p < ∞, µ – борелевская мера на D, ε ∈ (0, 1) и
выполнены условия:

(i) для всякого η > 0 найдется δ > 0 такое, что µ(S(I))/|I| < η , как только
|I| < δ и S(I) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅;

(ii) вложение подпространства Kp
Θ в Lp(µ) компактно.

Тогда условие (i) влечет за собой условие (ii). Если внутренняя функция Θ
однокомпонентная, то верно и обратное: из условия (ii) следует (i).

Импликация (ii) =⇒ (i) для однокомпонентных внутренних функций бы-
ла доказана в работе [16], где был задан вопрос о достаточности условия (i).
Теорема 1.1 дает положительный ответ на этот вопрос. Также в статье [16]
было предложено другое “условие исчезновения” меры µ, достаточное для ком-
пактности вложения Kp

Θ ⊂ Lp(µ) для всех p > 0. Мы покажем (предложе-
ние 4.1), что это условие влечет за собой условие (i) теоремы 1.1 (таким обра-
зом, мы отвечаем на еще один вопрос, заданный в [16]). Мы выведем теоре-
му 1.1 из более общей теоремы вложения (теорема 3.1), обобщающей теорему
Вольберга–Треиля.

В § 5, 6 мы изучаем принадлежность оператора вложения Jµ : K2
Θ → L2(µ),

Jµf = f , идеалам Шаттена–фон Неймана Sr и даем полное описание таких
мер для однокомпонентной внутренней функции Θ и r > 1. Для ε ∈ (0, 1) мы
рассмотрим разбиение типа Уитни множества T \σ(Θ) в объединение дуг Ik со
свойством

dist(Ik,Ω(Θ, ε)) ≍ |Ik|

(подробное описание см. в § 3, лемма 3.3). Тогда справедлива следующая тео-
рема.

Теорема 1.2. Пусть µ – борелевская мера такая, что suppµ ⊂
⋃
k S(Ik).

Предположим, что для некоторого r > 0

Mr(µ) =
∑
k

(
µ(S(Ik))
|Ik|

)r/2
<∞. (1.6)

Тогда Jµ ∈ Sr и ∥Jµ∥rSr
6 Mr(µ).

Через Rn,m обозначим элементы стандартного диадического разбиения кру-
га (см. определение в § 5). Имеет место следующее необходимое условие.
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Теорема 1.3. Пусть ε ∈ (0, 1). Если Jµ ∈ Sr , r > 1, то∑
Rn,m∩Ω(Θ,ε) ̸=∅

(2nµ(Rn,m))r/2 <∞. (1.7)

Для однокомпонентных внутренних функций верны утверждения, обратные
теоремам 1.2 и 1.3; в этом случае мы получим полное описание вложений клас-
са Sr, r > 1.

Теорема 1.4. Пусть Θ – однокомпонентная внутренняя функция, и
пусть µ – борелевская мера на D ∪ (T \ σ(Θ)). Тогда оператор вложения Jµ
принадлежит классу Sr , r > 1, в том и только в том случае, когда мера µ
удовлетворяет условиям (1.6) и (1.7) для всякого ε ∈ (0, 1).

Наши условия, сформулированные в терминах диадического разбиения кру-
га, аналогичны теореме Люкинга [21], описывающей вложения класса Sr всего
пространства Харди, а также результатам Парфенова [22], [23]. Дальнейшее
обсуждение этих результатов см. в § 5, 6.

Как и в статьях [19], [20], нашим основным инструментом исследования слу-
жат неравенства Бернштейна для Kp

Θ. Для полноты изложения мы включили
обсуждение этих результатов, представляющих самостоятельный интерес. При
этом, в отличие от статьи [19], мы дадим оценки и для старших производных.
Сформулируем два результата такого рода. Первый из них показывает, что
рост производных на границе контролируется расстоянием до множества уров-
ня. Для ζ ∈ T положим dε(ζ) = dist(ζ,Ω(Θ, ε)).

Теорема 1.5. Пусть ε ∈ (0, 1), 1 < p <∞, n ∈ N. Тогда

∥f (n)dnε ∥p 6 C(p, n, ε)∥f∥p, f ∈ Kp
Θ.

Пусть Θ – однокомпонентная внутренняя функция. Тогда граничный спектр
σ(Θ) ∩ T имеет нулевую меру Лебега [24]; таким образом, n-я производ-
ная f (n)(ζ) корректно определена для почти всех ζ ∈ T.

Теорема 1.6. Пусть Θ – однокомпонентная внутренняя функция, и пусть
1 < p <∞, n ∈ N, µ ∈ C . Тогда∫

D
|f (n)(z)|p

(
1− |z|

1− |Θ(z)|

)pn
dµ(z) 6 C(Θ, p, n, µ)∥f∥pp, f ∈ Kp

Θ, (1.8)

и, в частности,

∥f (n)|Θ′|−n∥p 6 C(Θ, p, n)∥f∥p, f ∈ Kp
Θ. (1.9)

Теоремы 1.5, 1.6 представляют собой следствия более общего, но несколько
более сложного неравенства Бернштейна, которое будет доказано в § 2 (теоре-
ма 2.1).

Мы будем использовать следующие обозначения: для данных неотрицатель-
ных функций g и h будем записывать g . h, если g 6 Ch для положительной
константы C и всех допустимых значений переменных, и g ≍ h, если g . h . g.
Через C,C1, . . . будем обозначать различные положительные константы, кото-
рые могут менять свои значения в различных формулах.

Автор благодарит А. Б. Александрова за полезные обсуждения и замечания.
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§ 2. Неравенства Бернштейна для старших производных

Всюду далее полагаем, что p ∈ [1,∞), а q – сопряженный показатель, т. е.
1/p+ 1/q = 1. Через Lp обозначено обычное пространство Lp(T,m).

Начнем с обсуждения локального поведения элементов модельного подпро-
странства и их производных вблизи границы. Важную роль в дальнейшем
играют воспроизводящие ядра. Воспроизводящее ядро пространства K2

Θ, отве-
чающее точке z ∈ D, имеет вид

kz(ζ) =
1−Θ(z)Θ(ζ)

1− zζ
.

Поскольку kz ∈ K∞
Θ , мы имеем

f(z) =
∫

T
f(τ)kz(τ) dm(τ), f ∈ Kp

Θ (2.1)

для всех 1 6 p 6 ∞. Аналогичное представление имеет место и для n-й произ-
водной:

f (n)(z) = n!
∫

T
τnf(τ)(kz(τ))n+1 dm(τ), f ∈ Kp

Θ, (2.2)

что вытекает из того факта, что (1− τz)n+1 − (kz(τ))n+1 ∈ ΘH∞.
Интегральные представления (2.1), (2.2) могут быть распространены на

некоторые точки z = ζ единичной окружности T. Хорошо известно, что вся-
кая функция из Kp

Θ допускает аналитическое продолжение через любую дугу,
лежащую в множестве T \ σ(Θ), и, таким образом, равенства (2.1), (2.2) вы-
полняются для всех z = ζ ∈ T \ σ(Θ). Граничное поведение в точках спектра
зависит от “плотности” спектра вблизи данной точки, и ответ зависит от “плот-
ности” спектра вблизи данной точки. Для ζ ∈ T положим

Sq(ζ) =
∑
n

1− |zn|2

|ζ − zn|q
+

∫
T

dψ(τ)
|ζ − τ |q

.

Тогда согласно результатам, полученным П. Р. Ахерном, Д.Н. Кларком [25]
и В. С. Коном [26], производная f (n)(ζ) (понимаемая в смысле некасательных
граничных значений) существует для всякой функции f ∈ Kp

Θ тогда и
только тогда, когда S(n+1)q(ζ) < ∞; в этом случае kn+1

ζ ∈ Kq
Θ и равен-

ство (2.2) выполнено и для z = ζ. Величина S2, отвечающая за включение
kζ ∈ K2

Θ, представляет особый интерес. В том случае, когда функция Θ имеет
некасательный предел в точке ζ и Θ(ζ) ∈ T, величина S2 совпадает с моду-
лем угловой производной функции Θ в точке ζ (под угловой производной мы
понимаем limz→ζ

Θ(z)−Θ(ζ)
z−ζ , где z стремится к ζ некасательным образом):

|Θ′(ζ)| =
∑
n

1− |zn|2

|ζ − zn|2
+

∫
T

dψ(τ)
|ζ − τ |2

.

Наш основной результат, полученный в настоящем параграфе, – следующее
весовое неравенство Бернштейна вида (1.5), которое имеет место для произ-
вольной внутренней функции Θ и для мер вида wµ, где µ – мера Карлесона,
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а вес w(z) зависит от нормы ядра kn+1
z в Lq (т. е., фактически, от нормы функ-

ционала f 7→ f (n)(z), f ∈ Kp
Θ). Положим

wp,n(z) = ∥kn+1
z ∥−

pn
pn+1

q .

Мы считаем ∥kn+1
ζ ∥q = ∞ и wp,n(ζ) = 0, как только ζ ∈ T и S(n+1)q(ζ) = ∞;

таким образом, произведение f (n)(z)wp,n(z) корректно определено для всех
f ∈ Kp

Θ, z ∈ D.

Теорема 2.1. Пусть µ ∈ C , 1 6 p <∞, n ∈ N. Тогда оператор

(Tp,nf)(z) = f (n)(z)wp,n(z)

имеет слабый тип (p, p) как оператор, действующий из Kp
Θ в Lp(µ), и огра-

ничен как оператор из Kr
Θ в Lr(µ) для всякого r > p; более того, существует

константа C = C(Mµ, p, r, n) такая, что

∥f (n)wp,n∥Lr(µ) 6 C∥f∥r, f ∈ Kr
Θ. (2.3)

Чтобы применять теорему 2.1, необходимо получить эффективные оценки
для участвующих весов, т. е. для норм воспроизводящих ядер. Для p = 2
имеется явная формула

∥kz∥22 =
1− |Θ(z)|2

1− |z|2
, z ∈ D,

и ∥kζ∥22 = |Θ′(ζ)|, ζ ∈ T. Точные неравенства для норм воспроизводящих ядер
известны для случая однокомпонентных функций Θ (см. [12, неравенство (15)]).
Мы также свяжем вес wp,n с геометрическими свойствами множеств уровня
функции Θ:

dnε (ζ) . wp,n(ζ) . |Θ′(ζ)|−n, ζ ∈ T. (2.4)

Доказательство этих оценок содержится в [19, лемма 4.5], где соответствующее
неравенство получено для n = 1; рассуждения очевидным образом переносятся
на случай n > 2. Близкие результаты можно найти в [12].

Доказательство теоремы 2.1 основано на интегральном представлении (2.2),
которое сводит исследование оператора дифференцирования к исследованию
некоторых сингулярных интегральных операторов. Мы выведем неравенст-
во (2.3) из ограниченности следующих интегральных операторов в Lp-прост-
ранствах, связанных с мерами Карлесона [19, теоремы 3.1, 3.2].

Теорема 2.2. Пусть µ ∈ C , и пусть h – неотрицательная функция в D,
измеримая относительно мер µ, m и такая, что h(z) > A(1− |z|), z ∈ D, для
некоторой константы A > 0. Положим

Tf(z) = h(z)
∫
|ζ−z|>h(z)

f(ζ)
|ζ − z|2

dm(ζ), z ∈ D.

Тогда T – оператор слабого типа (1, 1) как оператор из L1 в L1(µ), он ограни-
чен как оператор из Lr в Lr(µ) для всех r > 1. При этом норма оператора T
не превосходит константы C , зависящей только от r , A и константы Кар-
лесона Mµ меры µ.
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Мы рассмотрим также класс интегральных операторов с “диагональным”
ядром. Пусть µ, ν ∈ C, и пусть K(z, u) – (µ × ν)-измеримая функция. Для
z ∈ D положим

∆z(p) =
{
u ∈ D : |u− z| < ∥K(z, · )∥−pLq(ν)

}
(не умаляя общности, мы считаем, что функцияK(z, · ) ν-измерима для всех z,
и полагаем ∥K(z, · )∥−pLq(ν) = 0, если K(z, · ) /∈ Lq(ν)). Рассмотрим следующее
“усечение” интегрального оператора с ядром K:

Tpf(z) =
∫

Δz(p)

K(z, u)f(u) dν(u).

Теорема 2.3. Если ∥K(z, · )∥−pLq(ν) > A(1− |z|), то оператор Tp имеет сла-
бый тип (p, p) как оператор из Lp(ν) в Lp(µ), он ограничен как оператор
из Lr(ν) в Lr(µ) для всех r > p.

Подробные доказательства теорем 2.2 и 2.3 даны в [19] для случая полуплос-
кости; доказательства для круга получаются с помощью точно тех же рассуж-
дений, поэтому мы их не приводим.

Идея доказательства теоремы 2.1 состоит в том, чтобы разбить интеграл,
представляющий производную, на “диагональную” и “внедиагональную” части
и оценить их по отдельности, используя теоремы 2.2 и 2.3 соответственно.

Доказательство теоремы 2.1. Положим h(z) = (wp,n(z))1/n. Из оче-
видного неравенства |kz(w)| 6 2(1 − |z|)−1, z, w ∈ D, вытекает оценка h(z) >
A(1 − |z|). Умножим интеграл в равенстве (2.2) на wp,n(z) и разобьем его на
две части:

1
n!
wp,n(z)f (n)(z) = I1f(z) + I2f(z), (2.5)

где

I1f(z) = wp,n(z)
∫
|ζ−z|>h(z)

ζ
n
f(ζ) kn+1

z (ζ) dm(ζ),

I2f(z) = wp,n(z)
∫
|ζ−z|<h(z)

ζ
n
f(ζ) kn+1

z (ζ) dm(ζ).

Поскольку |1− ζz| = |ζ − z|, ζ ∈ T, мы имеем

|I1f(z)| 6 Chn(z)
∫
|ζ−z|>h(z)

|f(ζ)|
|ζ − z|n+1

dm(ζ) 6 Ch(z)
∫
|ζ−z|>h(z)

|f(ζ)|
|ζ − z|2

dm(ζ).

Теперь из теоремы 2.2 следует, что оператор I1 ограничен как оператор из Lr

в Lr(µ) для всякой меры Карлесона µ и r > 1.
Чтобы оценить интеграл I2f , положим K(z, ζ) = (h(z))nkn+1

z (ζ). Тогда
∥K(z, · )∥−pq = (h(z))−pn∥kn+1

z ∥−pq = h(z). Таким образом,

I2f(z) =
∫
|ζ−z|<∥K(z, · )∥−p

q

ζ
n
f(ζ)K(z, ζ) dm(ζ),

и, применив теорему 2.3, мы заключаем, что оператор I2 имеет слабый тип
(p, p) как оператор из Lp в Lp(µ) и ограничен как оператор из Lr в Lr(µ) для
всякой меры µ ∈ C и r > p.
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Доказательство теоремы 1.5. Ввиду неравенства (2.4) утверждение вы-
текает из теоремы 2.1 при µ = m.

Доказательство теоремы 1.6. В [12] показано, что для однокомпонент-
ной функции Θ мы имеем

∥kz∥ss ≍ ∥kz∥
2(s−1)
2 , z ∈ D, (2.6)

с константами, зависящими от Θ и s ∈ (1,∞), но не зависящими от z. Следо-
вательно,

wp,n(z) ≍
(
∥kz∥2(q(n+1)−1)

2

)− pn
(pn+1)q = ∥kz∥−2n

2 =
(

1− |z|2

1− |Θ(z)|2

)n
, z ∈ D,

и wp,n(ζ) ≍ |Θ′(ζ)|−n, ζ ∈ T. Теорема доказана.

Замечание 2.1. Следует сравнить неравенство (1.9) в теореме 1.6 с нера-
венством Бернштейна для L∞-норм: если функция Θ имеет некасательный
предел в точке ζ ∈ T, Θ(ζ) ∈ T и |Θ′(ζ)| <∞, то для всякой функции f ∈ K∞

Θ

производная f ′(ζ) существует в смысле некасательных граничных значений и∣∣∣∣ f ′(ζ)Θ′(ζ)

∣∣∣∣ 6 ∥f∥∞. (2.7)

В самом деле, f ′(ζ) =
∫

T τf(τ)k2
ζ(τ) dm(τ), следовательно, |f ′(ζ)|6 ∥f∥∞ ∥kζ∥22 =

∥f∥∞ |Θ′(ζ)|. Заметим, что неравенство (2.7) выполнено для произвольной (не
обязательно однокомпонентной) внутренней функции и константа 1 являет-
ся точной. Это неравенство принадлежит Левину [27]; для случая конечного
произведения Бляшке оно было позднее переоткрыто рядом авторов (см., на-
пример, [28]).

Замечание 2.2. В [19, пример 5.2] показано, что показатель p
p+1 в опреде-

лении веса wp,1 в определенном смысле точен.

Замечание 2.3. Неравенства Бернштейна для модельных подпространств
(Kp

θ )+ в верхней полуплоскости C+ исследовались К.М. Дьяконовым [29], [30],
который показал, что дифференцирование действует как ограниченный опера-
тор из (Kp

θ )+ в Lp(R) при 1 < p 6 ∞, т. е.

∥f ′∥p 6 C(p, θ)∥f∥p, f ∈ (Kp
θ )+, (2.8)

тогда и только тогда, когда θ′ ∈ H∞(C+). В этом случае функция θ меро-
морфна во всей комплексной плоскости и подпространство (Kp

θ )+ тесно связа-
но с определенным пространством целых функций (в частности, для p = 2 –
с пространствами де Бранжа [31, предложение 1.1]). Весовые неравенства
Бернштейна вида (1.5), полученные в [18], [19], существенно обобщают нера-
венство (2.8). Преимущество весовых оценок состоит в том, что вес может
компенсировать возможный рост элементов подпространства (Kp

θ )+ и их про-
изводных около границы. Отметим, что неравенство Бернштейна для обычных
Lp-норм, т. е. ∥f ′∥p 6 C∥f∥p, выполняется для модельного подпространства Kp

Θ

в круге тогда и только тогда, когда оно конечномерно, таким образом, Θ –
конечное произведение Бляшке. Поэтому идея рассматривать весовые нера-
венства Бернштейна (с “исправляющим” весом) представляется еще более есте-
ственной, когда мы рассматриваем пространства в круге.
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§ 3. Теоремы вложения

Неравенства Бернштейна для модельных подпространств оказались удоб-
ным инструментом для доказательства новых теорем вложения. Это позво-
ляет дать новые доказательства и существенно обобщить почти все известные
результаты о вложениях. Так, мы покажем, что теорема 2.1 влечет за собой
теорему вложения, обобщающую теорему Вольберга–Треиля. Этот результат
даст нам также условие, достаточное для компактности вложения. Всюду да-
лее мы считаем, что µ – конечная борелевская мера в замкнутом круге D.

Квадратом со стороной длины h в единичном круге мы будем называть
множество вида

S(h0, φ0, h) =
{
ρeiφ : h0 −

h

2π
6 ρ 6 h0, φ0 6 φ 6 φ0 + h

}
,

где h0 ∈ (0, 1], φ0 ∈ R и 0 < h < 2πh0. Мы будем обозначать через J(S)
внешнюю сторону квадрата S, т. е. J(S) = {h0e

iφ : φ0 6 φ 6 φ0 + h}.
Заметим, что это определение содержит как частные случаи карлесоновы

квадраты (1.3) (они отвечают h0 = 1) и диадические квадраты (5.1), которые
будут введены в § 5.

Пусть {Sk}k∈N – последовательность квадратов в D, Jk – внешняя сторона
квадрата Sk и δJk

– мера Лебега на дуге Jk. Предположим, что 1 < r < p,
а квадраты Sk удовлетворяют следующим двум условиям:∑

k

δJk
∈ C, (3.1)

sup
k
|Jk| ∥w−1

r ∥pLq(Jk) <∞, (3.2)

где wr(z) = wr,1(z) = ∥k2
z∥
− r

r+1
r′ , 1/r+1/r′ = 1, – вес из неравенства Бернштейна

(см. § 2). Условие (3.1) означает, что последовательность квадратов {Sk} доста-
точно редкая, в то время как их размеры контролируются неравенством (3.2).

Теорема 3.1. Пусть последовательность квадратов {Sk}k∈N удовлетво-
ряет условиям (3.1) и (3.2), и пусть µ – борелевская мера на

⋃
k Sk . Тогда:

(i) если µ(Sk) 6 C|Jk|, то µ ∈ Cp(Θ);
(ii) если, к тому же, µ(Sk) = o(|Jk|), k → ∞, то вложение Kp

Θ ⊂ Lp(µ)
компактно.

Заметим, что, как и в теореме Вольберга–Треиля, мы рассматриваем меры
с условием Карлесона для специального класса достаточно больших квадратов.
Мы увидим, что квадраты в теореме 3.1 могут быть существенно больше (см.
ниже предложение 3.1).

При доказательстве теоремы 3.1 нам понадобятся следующие леммы. Пер-
вая из них утверждает, что нормы воспроизводящих ядер обладают определен-
ной монотонностью на радиусах.

Лемма 3.1. Пусть q > 1. Тогда найдется константа C = C(q) такая,
что для всех z = ρeiφ и z̃ = ρ̃eiφ , 0 6 ρ̃ 6 ρ, мы имеем

∥kz̃∥q 6 C(q)∥kz∥q. (3.3)
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Доказательство. Для случая верхней полуплоскости соответствующее
свойство установлено в [19, следствие 4.7]. Утверждение для круга следует
с помощью тех же рассуждений. Лемма доказана.

Если последовательность {Sk} удовлетворяет условию (3.2), то из оцен-
ки (3.3) вытекает, что

sup
k
|Jk|

(∫
Sk∩{|z|=ρ}

w−qr (z) |dz|
)p/q

6 C (3.4)

для всех ρ ∈ (0, 1] (через |dz| обозначена мера Лебега на соответствующей дуге).

Лемма 3.2. Если Jk ⊂ T, то из условия (3.2) следует, что интеграл∫
Jk
|Θ′(τ)| dm(τ) конечен. В частности, Int Jk ∩ σ(Θ) = ∅ (через Int Jk обо-

значена относительная внутренность дуги Jk в T), и функция Θ непрерывна
в каждом из (замкнутых) квадратов Sk .

Доказательство. Согласно неравенствам (2.4) и (3.2) мы имеем∫
Jk

|Θ′(τ)|q dm(τ) <∞.

Следовательно,
∫
Jk
|Θ′(τ)| dm(τ) < ∞, и мы заключаем, что Θ непрерывна

на Jk. Легко видеть, что |Θ′(rζ)| 6 C|Θ′(ζ)|, ζ ∈ T, r ∈ (0, 1), и поэтому Θ
непрерывна на Sk. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.1. (i) Вложение Kp
Θ ⊂ Lp(µ|{|z|<1/2}), оче-

видно, компактно. Поэтому мы можем, не умаляя общности, считать, что
suppµ ⊂ {1/2 6 |z| 6 1}. Из леммы 3.2 следует, что множество функций
f ∈ Kp

Θ, непрерывных на каждом из Sk, плотно в Kp
Θ, 1 < p < ∞ (достаточ-

но рассмотреть воспроизводящие ядра). Таким образом, достаточно доказать
неравенство

∥f∥Lp(µ) 6 C∥f∥p, f ∈ Kp
Θ,

только для функций, непрерывных на
⋃
k Sk.

Пусть функция f ∈ Kp
Θ непрерывна на каждом из Sk. Тогда найдутся

wk ∈ Sk такие, что

∥f∥pLp(µ) 6
∑
k

|f(wk)|pµ(Sk) 6 sup
k

µ(Sk)
|Jk|

∑
k

|f(wk)|p |Jk|. (3.5)

Утверждение (i) будет доказано, как только мы покажем, что∑
k

|f(wk)|p |Jk| 6 C∥f∥pp, (3.6)

где C не зависит от f и от выбора точек wk ∈ Sk.
Рассмотрим дуги J̃k = Sk ∩ {|z| = |wk|}. Поскольку µ({|z| < 1/2}) = 0, то

|J̃k| > |Jk|/2. Пусть ν =
∑
k δJ̃k

. Тогда из условия (3.1) следует, что ν ∈ C
(и константы Карлесона Mν таких мер ν равномерно ограничены). Имеем( ∑

k

|f(wk)|p |J̃k|
)1/p

6 ∥f∥Lp(ν) +
( ∑

k

∫
J̃k

|f(z)− f(wk)|p |dz|
)1/p

(3.7)

и ∥f∥Lp(ν) 6 C1∥f∥p.
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Оценим последнее слагаемое в формуле (3.7). Для z ∈ J̃k обозначим
через γ(z, wk) дугу с концами z и wk, лежащую внутри дуги J̃k. Тогда
f(z) − f(wk) =

∫
γ(z,wk)

f ′(u) du (в случае Jk ⊂ T заметим, что по лемме 3.2
всякая функция f ∈ Kp

Θ аналитична на Jk, за исключением, может быть, кон-
цевых точек) и, значит,∑

k

∫
J̃k

|f(z)− f(wk)|p |dz| =
∑
k

∫
J̃k

∣∣∣∣∫
γ(z,wk)

f ′(u) du
∣∣∣∣p |dz|

6
∑
k

∫
J̃k

(∫
γ(z,wk)

w−qr (u) |du|
)p/q(∫

γ(z,wk)

|f ′(u)|pwpr (u) |du|
)
|dz|

6
∑
k

|J̃k|
(∫

J̃k

w−qr (u) |du|
)p/q(∫

J̃k

|f ′(u)|pwpr (u) |du|
)
.

Согласно неравенству (3.4) получим∑
k

∫
J̃k

|f(z)− f(wk)|p |dz| 6 C2

∑
k

∫
J̃k

|f ′(u)|pwpr (u) |du|

= C2∥f ′wr∥pLp(ν) 6 C3∥f∥pp,

где последнее неравенство вытекает из теоремы 2.1.
(ii) Для борелевского множества E ⊂ D определим оператор IE : Kp

Θ → Lp(µ)
как IEf = χEf , где χE – характеристическая функция множества E. Для
N ∈ N положим FN =

⋃N
k=1 Sk. Как и выше, мы считаем, что функция f ∈ Kp

Θ

непрерывна в
⋃
k Sk. Тогда из оценок (3.5) и (3.6) следует, что∫

D\FN

|f |p dµ 6 C sup
k>N

µ(Sk)
|Jk|

∥f∥pp,

значит, ∥ID\FN
∥ → 0, N → ∞. Утверждение (ii) будет доказано, как только

мы покажем, что оператор IFN
компактен для всякого N (таким образом, наш

оператор вложения J = ID = IFN
+ ID\FN

может быть приближен в оператор-
ной норме компактными операторами IFN

). Очевидно, достаточно показать
компактность оператора ISk

для всякого фиксированного k.
Приблизим оператор ISk

операторами конечного ранга. Разобьем квад-
рат Sk в конечное объединение квадратов {S̃l}Ll=1 с попарно не пересекающи-
мися внутренностями и зафиксируем произвольную точку ζl в каждом из квад-
ратов S̃l. По лемме 3.1 мы можем выбрать квадраты S̃l настолько малыми, что
для данного ϵ > 0 мы получим(∫

[ζl,zl]

w−qr (z) |dz|
)p/q

< ϵ (3.8)

при всех l, 1 6 l 6 L, и всех zl ∈ S̃l. Здесь через [z, w] обозначен отрезок
прямой с концами z и w.

Теперь рассмотрим оператор конечного ранга

T : Kp
Θ → Lp(µ), (Tf)(z) =

L∑
l=1

f(ζl)χS̃l
(z).
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Покажем, что ∥ISk
−T∥p 6 Cϵ. Как и в доказательстве утверждения (i), имеем

∥(ISK
− T )f∥pLp(µ) =

L∑
l=1

∫
S̃l

|f(z)− f(ζl)|p dµ(z)

6
L∑
l=1

∫
S̃l

(∫
[ζl,z]

|f ′(u)|pwpr (u) |du|
)(∫

[ζl,z]

w−qr (u) |du|
)p/q

dµ(z).

По теореме 2.1 получаем∫
[ζl,z]

|f ′(u)|pwpr (u) |du| 6 C1∥f∥pp,

где C1 не зависит от f ∈ Kp
Θ, 1 6 l 6 L и z ∈ S̃l. Следовательно, согласно

неравенству (3.8) имеем

∥(ISK
− T )f∥pLp(µ) 6 C1ϵ∥f∥pp

L∑
l=1

µ(S̃l) = C1ϵµ(Sk)∥f∥pp.

Мы заключаем, что оператор ISK
может быть приближен операторами конеч-

ного ранга, следовательно, он компактен.

Замечание 3.1. В доказательстве теоремы 3.1 мы воспользовались тем,
что по лемме 3.2 функции, непрерывные в каждом из квадратов Sk, плот-
ны в Kp

Θ. На самом деле из результатов статьи [2] вытекает, что функции,
непрерывные во всем замкнутом круге D, плотны в Kp

Θ, p > 1.

Теорема 3.1 описывает более широкий класс мер, чем класс C(Θ) в теореме
Вольберга–Треиля. А именно, имеет место следующее предложение.

Предложение 3.1. Если µ ∈ C(Θ), то µ = µ1 +µ2 , где мера µ1 удовлетво-
ряет условиям теоремы 3.1, (i) для всех p > 1 и r ∈ (1, p), в то время как
µ2 ∈ C .

В дальнейшем нам понадобится специальное семейство дуг на T (нетрудно
видеть аналогию с разбиением Уитни для множества D \ Ω(Θ, ε)).

Лемма 3.3. Пусть ε ∈ (0, 1). Предположим, что T \ σ(Θ) ̸= ∅. Тогда
найдется последовательность таких дуг Ik ⊂ T, k ∈ N, с попарно непересека-
ющимися внутренностями, что

⋃
k Ik = T \ σ(Θ) и

|Ik| 6 dist(Ik,Ω(Θ, ε)) 6 2|Ik|. (3.9)

Более того, если мы положим F =
⋃
k S(Ik) и G = D \ F , то для всех z ∈ G,

z ̸= 0, мы имеем

dist
(
z

|z|
,Ω(Θ, ε)

)
6 6π(1− |z|). (3.10)

Доказательство. Заметим, что
∫

T\σ(Θ)
d−1
ε (ζ) dm(ζ) = ∞. Поэтому мы

можем выбрать последовательность дуг Ik с попарно непересекающимися внут-
ренностями так, что

⋃
k Ik = T \ σ(Θ) и∫

Ik

d−1
ε (ζ) dm(ζ) =

1
2
.
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Следовательно, найдется точка ζk ∈ Ik такая, что dε(ζk) = 2|Ik|. Тогда для всех
ζ ∈ Ik выполнено dε(ζ) > dε(ζk)− |Ik| > |Ik| и мы получаем неравенство (3.9).

Пусть теперь z= reiφ ∈G. Тогда либо eiφ ∈σ(Θ) (и, значит, dist(eiφ,Ω(Θ, ε)) 6
1 − |z|), либо eiφ ∈ Ik для некоторого k. Поскольку z /∈ S(Ik), мы име-
ем 1 − r > |Ik|/(2π). Следовательно, согласно неравенству (3.9) выполнено
dist(eiφ,Ω(Θ, ε)) 6 3|Ik| 6 6π(1− r). Лемма доказана.

Доказательство предложения 3.1. Как обычно, для дуги I ⊂ T и a > 0
мы обозначаем через aI дугу с тем же центром и длиной, равной a|I|. Поло-
жим µ1 = µ|F и µ2 = µ|G, где множества F , G определены в формулировке
леммы 3.3. Из оценки (3.9) вытекает, что

|Ik|
(∫

Ik

d−qε (ζ) dm(ζ)
)p/q

6 C.

Пусть r ∈ (1, p). Согласно неравенству (2.4) выполнено dε . wr, следовательно,
мы имеем

|Ik|
(∫

Ik

w−qr (ζ) dm(ζ)
)p/q

6 C1. (3.11)

Таким образом, семейство квадратов S(Ik) удовлетворяет условиям (3.1) и (3.2).
Покажем, что µ1(S(Ik)) 6 C2|Ik|. В самом деле, из оценки (3.9) следует, что
S(AIk) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅ для достаточно большой абсолютной константы A. Учи-
тывая, что µ ∈ C(Θ), мы получаем µ1(S(Ik)) 6 µ(S(AIk)) 6 C2|Ik|.

Покажем теперь, что µ2 – обычная мера Карлесона. Если S(I) ∩G ̸= ∅ для
некоторой дуги I ⊂ T, то по неравенству (3.10) существует константа A1 > 1
такая, что

S(A1I) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅, (3.12)

значит, µ(S(I)) 6 C3|I| для положительной константы C3. Предложение дока-
зано.

Следующий пример показывает, что теорема 3.1 описывает существенно бо-
лее широкий класс мер, чем теорема Вольберга–Треиля.

Пример 3.1. Согласно предложению 3.1 всякая мера µ ∈ C(Θ) имеет вид
µ = µ1 +µ2, где мера µ1 удовлетворяет условию (i) теоремы 3.1, а µ2 – обычная
мера Карлесона. Таким образом, теорема Вольберга–Треиля следует из тео-
ремы 3.1. С другой стороны, нетрудно построить меру µ, удовлетворяющую
условиям теоремы 3.1, (i), которая не лежит в C(Θ).

Например, если µ ∈ C(Θ), то мера µ не имеет точечных нагрузок в точках
граничного спектра, т. е. µ({ζ}) = 0 для всех ζ ∈ σ(Θ)∩T (заметим, что в этом
случае S(I) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅ для любого ε ∈ (0, 1) и для любой дуги I такой,
что ζ – внутренняя точка I). В то же время меры в теореме 3.1 могут иметь
нетривиальные нагрузки на σ(Θ)∩T. Пусть B – произведение Бляшке с нулями
zn = (1− 2−n)ei/n, n ∈ N. Тогда для всякого p ∈ (1,∞) имеем

∥k2
ζ∥q 6 C1, −π < arg ζ 6 0,

следовательно, w−1
p (ζ) = ∥k2

ζ∥
p/(p+1)
q 6 C2 при −π < arg ζ 6 0. Таким образом,

δ1 ∈ Cp(Θ). Аналогично, нетрудно построить бесконечную сумму точечных
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нагрузок, т. е. µ =
∑
n anδζn при an > 0, ζn ∈ σ(Θ) ∩ T, такую, что вло-

жение Kp
Θ ⊂ Lp(µ) ограничено или даже компактно (подробности см. в [19,

пример 6.3]).

§ 4. Компактные вложения. Доказательство теоремы 1.1

В настоящем параграфе мы докажем теорему 1.1 и обсудим соотношение
между двумя “условиями исчезновения”, введенными в статье [16].

Доказательство теоремы 1.1. Как уже было отмечено, импликация
(ii) =⇒ (i) для однокомпонентных внутренних функций была доказана в [16].
Мы рассмотрим импликацию (i) =⇒ (ii), ее доказательство аналогично дока-
зательству предложения 3.1. Пусть ε ∈ (0, 1), и пусть Ik, F , G, µ1 и µ2 имеют
тот же смысл, что в предложении 3.1 и в лемме 3.3. Покажем, что мера µ1

удовлетворяет условию (ii) теоремы 3.1, а µ2 – исчезающая мера Карлесона
(см. определение в § 2), таким образом, вложение Hp ⊂ Lp(µ2) компактно.

Для всех p ∈ (1,∞) и r ∈ (1, p) мы имеем оценку (3.11). Поскольку |Ik| → 0,
k → ∞, при этом S(AIk) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅ для достаточно большой абсолютной
константы A > 1, из предположения теоремы вытекает, что

lim
k→∞

µ(S(Ik))
|Ik|

= 0.

Следовательно, вложение Kp
Θ ⊂ Lp(µ1) компактно по теореме 3.1, (ii). Как

показано в доказательстве предложения 3.1, для всякой дуги I такой, что
µ2(S(I)) ̸= 0 (т. е. S(I)∩G ̸= ∅), мы имеем (3.12) для достаточно большой абсо-
лютной константы A1 > 1. По условию (i) теоремы 1.1 имеем µ2(S(I))/|I| → 0,
когда |I| → 0 и S(A1I) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅. Следовательно, µ2 – исчезающая мера
Карлесона. Теорема доказана.

В статье [16] было предложено другое условие исчезновения, достаточное
для компактности вложения: для δ > 0 положим

Hδ = {z ∈ D : dist(z, σ(Θ) ∩ T) < δ}

и будем говорить, что мера µ удовлетворяет первому условию исчезновения
(кратко, И1), если

Mµδ
→ 0, δ → 0, (4.1)

где µδ = µ
∣∣
Hδ

. Напомним, что Mν обозначает константу Карлесона меры ν.
Если мера µ удовлетворяет условию (i) теоремы 1.1, будем говорить, что µ
удовлетворяет второму условию исчезновения (И2).

В [16] показано, что в том случае, когда мера µ удовлетворяет И1, вложение
Kp

Θ ⊂ Lp(µ) компактно для всех 0 < p <∞. Авторы статьи [16] задали вопрос:
какова связь между этими двумя условиями исчезновения? Здесь мы ответим
на этот вопрос, показав, что условие И1 всегда влечет за собой условие И2,
но не наоборот (таким образом, для p > 1 достаточное условие компактности,
приведенное в [16], следует из доказанной теоремы 1.1).

Предложение 4.1. Из условия И1 следует условие И2.
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Доказательство. Предположим, что мера µ удовлетворяет условию И1,
но не удовлетворяет условию И2. Тогда найдется последовательность дуг
{Jn}n∈N таких, что для некоторого фиксированного ε ∈ (0, 1) выполнено
S(Jn) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅, |Jn| → 0, n→∞, но

µ(S(Jn)) > C|Jn| (4.2)

для некоторой константы C > 0.
Зафиксируем δ > 0 и положим Gδ = D \Hδ. Из определения спектра σ(Θ)

следует, что Θ непрерывна на Gδ и |Θ(z)| → 1 равномерно при |z| → 1, z ∈ Gδ.
Следовательно, найдется константа δ1 ∈ (0, δ) такая, что

|Θ(z)| > ε, z ∈ Gδ, 1− δ1 6 |z| 6 1. (4.3)

Выберем N так, чтобы |Jn| < δ1, n > N . Очевидно, S(Jn) ⊂ {z ∈ D : 1− δ1 6
|z| 6 1}. Поскольку S(Jn) ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅, то из условия (4.3) вытекает, что

S(Jn) * Gδ ∩ {1− δ1 6 |z| 6 1}, n > N.

Приходим к заключению, что S(Jn) ∩ Hδ ̸= ∅, n > N . Следовательно,
S(Jn) ⊂ H2δ, значит, µ(S(Jn)) 6 Mµ2δ

|Jn|, n > N . Это противоречит оцен-
ке (4.2), так как согласно условию (4.1) имеет место Mµ2δ

→ 0, когда δ → 0.

Пример 4.1. Покажем теперь, что условие И1 не необходимо для вложения
даже в случае однокомпонентных функций (и, таким образом, из условия И2
не следует условие И1). Пусть In – последовательность дуг из леммы 3.3, и
пусть ζn – середина дуги In. Положим µ =

∑
n an|In|δζn , где an → 0, n → ∞.

По теореме 3.1, (ii) вложение Kp
Θ ⊂ Lp(µ) компактно для всякого p ∈ (1,∞).

Предположим, что функция Θ однокомпонентная. Тогда по теореме 1.1, (ii)
мера µ удовлетворяет условию И2 (это можно проверить аналогично доказа-
тельству предложения 3.1). Однако мера µδ имеет нетривиальные точечные
нагрузки на T для всех δ > 0, следовательно, она не будет мерой Карлесона.
Таким образом, мера µ не удовлетворяет условию И1.

§ 5. Классы Sr. Достаточные условия

Определение и основные свойства операторных идеалов Шаттена–фон Ней-
мана Sr можно найти в [32].

Пусть Rn,m – элементы стандартного диадического разбиения круга D, а
именно

Rn,m =
{
z = ρeiφ : 1− 1

2n−1
6 ρ 6 1− 1

2n
,
πm

2n−1
6 φ <

π(m+ 1)
2n−1

}
, (5.1)

где n ∈ N, m = 0, 1, . . . , 2n − 1.
Напомним принадлежащую Люкингу [21] теорему, описывающую Sr-свойст-

ва вложений всего класса Харди H2. Для меры Карлесона µ в D оператор
вложения пространства H2 в L2(µ) принадлежит Sr, r > 0, тогда и только
тогда, когда ∑

n,m

(2nµ(Rn,m))r/2 <∞, (5.2)
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где мы суммируем по всем диадическим квадратам Rn,m. Интересный общий
подход к вложениям гильбертовых пространств с воспроизводящими ядрами
был предложен в статье [22]. Мы будем существенно использовать идеи из
работы [22], особенно при доказательстве необходимых условий.

Критерий принадлежности оператора вложения Jµ : K2
Θ → L2(µ), Jµf = f ,

идеалу S2 очевиден.

Предложение 5.1. Имеем Jµ ∈ S2 тогда и только тогда, когда ∥kz∥2 ∈
L2(µ); при этом ∥Jµ∥2S2

=
∫
∥kz∥22 dµ(z).

Доказательство. Мы имеем

(Jµf)(z) =
∫

T
f(w)kz(w) dm(w), f ∈ K2

Θ. (5.3)

Заметим, что оператор J̃µ, определенный формулой (5.3) на всем простран-
стве L2(T), будет ортогональным проектором из L2(T) на K2

Θ. Тогда Jµ ∈ S2,
если и только если J̃µ ∈ S2, что равносильно условию∫ ∫

T
|kz(w)|2 dm(w) dµ(z) =

∫
∥kz∥22 dµ(z) <∞.

Предложение доказано.

Следующая теорема дает условие, достаточное для выполнения включения
Jµ ∈ Sr, r > 0, и использующее дуги In из леммы 3.3 и некоторое специальное
семейство диадических квадратов; этот результат включает в себя теорему 1.2.
Для ε ∈ (0, 1) и A > 0 положим

R(ε,A) =
{
Rn,m : dist(Rn,m,Ω(Θ, ε)) 6 2−nA

}
.

Теорема 5.1. Пусть r > 0, µ – борелевская мера в D∪(T\σ(Θ)) и ε ∈ (0, 1).
Тогда существует абсолютная константа A > 0 такая, что Jµ ∈ Sr , как
только

∑
n

(
µ(S(In))
|In|

)r/2
<∞, (5.4)∑

Rn,m∈R(ε,A)

(2nµ(Rn,m))r/2 <∞. (5.5)

В доказательстве теоремы 5.1 мы воспользуемся следующим свойством
дуг In, построенных в лемме 3.3.

Лемма 5.1. Пусть ε ∈ (0, 1), и пусть {In} – система дуг из леммы 3.3.
Тогда найдется константа C = C(ε) > 0 такая, что

|kz(w)| =
∣∣∣∣1−Θ(z)Θ(w)

1− zw

∣∣∣∣ 6 C|In|−1

для всех n и z, w ∈ S(In). В частности, |Θ′(ζ)| 6 C|In|−1 , ζ ∈ In .
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Доказательство. По построению дуг In имеем dε(ζ) = dist(ζ,Ω(Θ, ε)) >
|In|, ζ ∈ In. Пусть w = rζ, r ∈ (0, 1), ζ ∈ In. Очевидно, |kz(w)| 6 ∥kz∥2 ∥kw∥2, и
по лемме 3.1 получаем

∥kw∥22 6 C∥kζ∥22 = C|Θ′(ζ)|.

Из неравенства (2.4) (см. также [19, теорема 4.9]) следует, что |Θ′(ζ)| 6
C1(dε(ζ))−1 6 C1|In|−1. Следовательно, ∥kw∥22 6 C2|In|−1, w ∈ S(In). Лем-
ма доказана.

Теперь мы докажем теорему 5.1. Сначала рассмотрим случай 0 < r 6 1.
Здесь мы воспользуемся одной идеей из статьи [22], затем, используя метод
комплексной интерполяции между различными идеалами Sr, дадим доказа-
тельство для случая r > 1.

Доказательство теоремы 5.1. Для данного ε ∈ (0, 1) рассмотрим семей-
ство дуг {In}, построенное в лемме 3.3. Как в доказательстве предложения 3.1,
положим F =

⋃
n S(In) и G = D \ F . Отметим, что G ∩ T = σ(Θ) ∩ T и, следо-

вательно, µ(G ∩ T) = 0.
Прежде всего, покажем, что для всякого r > 0 из условия (5.5) с подхо-

дящим A следует, что оператор вложения Jµ|G : H2 → L2(µ|G) принадлежит
идеалу Sr. Пусть Rn,m – диадический квадрат такой, что Rn,m ∩ G ̸= ∅.
Покажем, что Rn,m ∈ R(ε,A) для некоторого A > 0. В самом деле, пусть
z ∈ Rn,m \ F , z = (1 − ρ)ζ, ρ ∈ (0, 1), ζ ∈ T. Если ζ ∈ σ(Θ), то
dist(z,Ω(Θ, ε)) 6 ρ 6 2−(n−1). В противном случае, ζ ∈ Ik для некоторо-
го k, и согласно оценке (3.10) имеем dist(ζ,Ω(Θ, ε)) 6 6πρ. Следовательно,
dist(z,Ω(Θ, ε)) 6 (6π+1)ρ 6 2−(n−1)(6π+1). Мы заключаем, что Rn,m ∈ R(ε,A)
для A = 12π + 2. Таким образом,∑

Rn,m∩G̸=∅
(2nµ(Rn,m))r/2 <∞,

и Jµ|G ∈ Sr по теореме Люкинга.
Далее мы рассматриваем оператор вложения J : K2

Θ → L2(µ), где µ – мера
на множестве F =

⋃
n S(In).

Пусть 0 < r 6 1. Воспользуемся одной идеей из статьи [22]. Обозначим че-
рез Dn наименьший круг, содержащий карлесонов квадрат Sn = S(In). По лем-
ме 3.3 имеем dist(In,Ω(Θ, ε)) > |In|, откуда радиус dn круга Dn не превосходит
2|In|/3. Обозначим через D̃n круг с тем же центром и радиусом d̃n = 3|In|/4.
Следовательно,

dist(D̃n,Ω(Θ, ε)) ≍ |In|.

В этом случае функция Θ аналитична в D̃n, Θ(z) = 1/Θ(1/z), z ∈ D̃n \ D, и
|Θ(z)| 6 1/ε, z ∈ D̃n. Более того, всякая функция f ∈ K2

Θ аналитична в D̃n,
и kz будет воспроизводящим ядром для K2

Θ в точке z ∈ D̃n. Мы заключаем,
аналогично лемме 5.1, что

∥kz∥22 . |In|−1, z ∈ D̃n. (5.6)

Согласно известному неравенству Ротфельда для идеалов Sr, r 6 1, выпол-
нено ∥A + B∥rSr

6 ∥A∥rSr
+ ∥B∥rSr

. Поэтому мы можем представить оператор
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вложения J : K2
Θ → L2(µ) как сумму операторов вложения Jn : K2

Θ → L2(µ|Sn
)

и оценить их Sr-нормы по отдельности. Теперь мы факторизуем оператор Jn
как Jn = J

(2)
n J

(1)
n , где J (1)

n – оператор вложения пространства K2
Θ в H2(D̃n),

а J
(2)
n – оператор вложения пространства H2(D̃n) в L2(µ|Sn

). Здесь H2(D̃n)
обозначает класс Харди в круге D̃n.

Из стандартных свойств идеалов Sr вытекает, что

∥Jn∥Sr 6 ∥J (2)
n ∥Sr∥J (1)

n ∥S2 . (5.7)

Из неравенства (5.6) следует, что

∥J (1)
n ∥2S2

=
1

2πd̃n

∫
∂D̃n

∫
T
|kz(ζ)|2 dm(ζ) |dz| = 1

2πd̃n

∫
∂D̃n

∥kz∥22 |dz| 6 C|In|−1.

Заметим, что dn 6 δd̃n, где δ < 1 – некоторая абсолютная константа. Пусть
sl – l-е сингулярное число оператора J (2)

n . Тогда имеет место оценка

sl 6 C(δ)δl(µ(Dn))1/2. (5.8)

В самом деле, применяя сдвиг и линейную замену переменной, мы можем све-
сти задачу к рассмотрению ситуации D̃n = D, Dn = δD, а ν – мера на δD.
Тогда sl не превосходит нормы сужения оператора вложения в L2(ν) на под-
пространство zlH2(D) пространства H2(D). Заметим, что |f(z)| 6 C(δ)∥f∥2,
z ∈ δD. Тогда

∥zlf∥2L2(ν) =
∫
δD
|zlf(z)|2 dν(z) 6 C2(δ)δ2lν(δD)∥f∥22, f ∈ H2(D),

откуда следует оценка (5.8). Теперь, сложив srl , мы получим, что ∥J (2)
n ∥rr 6

C(µ(Sn))r/2, откуда согласно неравенству (5.7) имеем

∥Jn∥rr 6 C

(
µ(Sn)
|In|

)r/2
.

Мы приходим к выводу, что

∥J ∥rr 6 C
∑
n

(
µ(Sn)
|In|

)r/2
.

Пусть r > 1. Положим an = µ(Sn) и рассмотрим нормализованные меры
µn = a−1

n µ
∣∣
Sn

на квадратах Карлесона Sn. Тогда µ =
∑
n anµn. Введем меру

ν =
∑
n µn. Очевидно, отображение f 7→

∑
n a

1/2
n fχSn

будет унитарным опера-
тором, действующим из L2(µ) на L2(ν) (напомним, что через χG мы обозначаем
характеристическую функцию множества G). Таким образом, оператор вложе-
ния J принадлежит идеалу Sr тогда и только тогда, когда оператор

T : K2
Θ → L2(ν), T f =

∑
n

a1/2
n fχSn

,

принадлежит Sr, и ∥J ∥Sr
= ∥T∥Sr

. Покажем, что T ∈ Sr и ∥T∥Sr
6 CMr(µ),

если Mr(µ) =
∑
n(an/|In|)r/2 <∞.
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Мы воспользуемся методом комплексной интерполяции (см. [32]). Для ζ ∈ C,
0 6 Re ζ 6 1, рассмотрим аналитическое семейство операторов T (ζ) : K2

Θ →
L2(ν),

T (ζ)f =
∑
n

a1/2
n

(
an

|In|r/(r−1)

) ζr−1
2

fχSn
.

Очевидно, T (1/r) = T . Мы покажем, что T (ζ) ограничен (как оператор из K2
Θ

в L2(ν)) и

∥T (ζ)∥ 6 A0, Re ζ ∈ [0, 1]. (5.9)

Мы также покажем, что T (ζ) ∈ S1 при Re ζ = 1 и

∥T (ζ)∥S1 6 A1, Re ζ = 1. (5.10)

Тогда согласно [32, теорема 13.1] имеем T = T (1/r) ∈ Sr и ∥T∥Sr
6 A

1−1/r
0 A

1/r
1 .

Отметим, что при t > 0 выполнено |tζr−1| 6 t−1, значит,

|T (ζ)f | 6
∑
n

|In|
r

2(r−1) |f |χSn
= Mf.

Нелинейный оператор M будет ограниченным как оператор из K2
Θ в L2(ν),

как только будет ограниченным оператор вложения пространства K2
Θ в L2(ν0)

с мерой ν0 =
∑
n |In|r/(r−1)µn. Последнее справедливо по теореме 3.1, так как

ν0(Sn) = |In|r/(r−1) 6 C0|In|. Таким образом, имеет место оценка (5.9).
Пусть теперь Re ζ = 1. Тогда

T (ζ)f =
∑
n

(
an
|In|

)r/2
eiαnfχSn

,

где αn = r
2 Im ζ log an

|In|r/(r−1) . Очевидно, T (ζ) принадлежит S1 (как оператор
изK2

Θ в L2(ν)) тогда и только тогда, когда оператор вложения пространстваK2
Θ

в L2(ν1) принадлежит S1, где

ν1 =
∑
n

(
an
|In|

)r
µn.

Имеем ν1(Sn) =
(
an

|In|
)r и

M1(ν1) =
∑
n

(
an
|In|

)r/2
<∞.

Применяя полученный выше результат для случая S1, мы заключаем, что
T (ζ) ∈ S1 и оценка (5.10) выполнена для A1 = C1M1(ν1) = C1Mr(µ). Сле-
довательно, T = T (1/r) ∈ Sr и ∥T∥rSr

6 C2Mr(µ). Доказательство теоремы
завершено.
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§ 6. Необходимые условия включения Jµ ∈ Sr.
Доказательство теоремы 1.4

В этом параграфе мы рассмотрим условия, необходимые для выполнения
включения Jµ ∈ Sr, r > 1. Мы воспользуемся общими результатами, полу-
ченными в работе [22]. Пусть X – гильбертово пространство, состоящее из
функций, аналитических в области D, с воспроизводящим ядром K. Предпо-
ложим, что {Dn} – разбиение области D и для всякого n найдется wn ∈ Dn

такое, что для всех z ∈ Dn

|K(z, wn)|2 > cK(z, z)K(wn, wn), (6.1)

где c – положительная константа (не зависящая от n). Рассмотрим дискретную
меру ν =

∑
n(K(wn, wn))−1δwn

. Для меры µ в G положим

jn =
(∫

Dn

K(z, z) dµ(z)
)1/2

.

Если оператор вложения пространства X в L2(ν) ограничен, а оператор вло-
жения пространства X в L2(µ) принадлежит классу Sr, r > 1, то {jn} ∈ ℓr [22,
теорема 3].

Доказательство теоремы 1.3. Зафиксируем нумерацию Rn, n ∈ N, мно-
жества тех квадратов Rl,m, для которых Rl,m ∩ Ω(Θ, ε) ̸= ∅. В каждом из
квадратов Rn выберем точку wn так, чтобы |Θ(wn)| < ε. Если Rn = Rl,m,
положим dn = 2−l. Нетрудно показать, что существует такое число δ < 1, за-
висящее только от ε, что |Θ(z)| < δ, z ∈ Rn. Иными словами, Rn ⊂ Ω(Θ, δ) для
всех n.

Мы имеем ∥kz∥22 ≍ d−1
n , z ∈ Rn, с константами, зависящими только от δ.

Поэтому множества Dn = Rn и точки wn удовлетворяют условию (6.1). Если
мы положим ν =

∑
n dnδwn , то из конструкции контуров Карлесона (см. [1,

гл. VIII, § 5]) следует, что ν – мера Карлесона. Пусть теперь µ – мера на⋃
nRn, и пусть Jµ : K2

Θ → L2(µ) – оператор вложения. Если Jµ ∈ Sr, r > 1,
то согласно [22, теорема 3] мы имеем {jn} ∈ ℓr, где jn =

(∫
Rn
∥kz∥22 dµ(z)

)1/2 ≍
(µ(Rn)/dn)1/2. Теорема доказана.

Мы завершим этот параграф доказательством теоремы 1.4. Получим снача-
ла элементарную оценку внутренних функций.

Лемма 6.1. Пусть ζ ∈ T \σ(Θ), z ∈ D, и пусть |z− ζ| < Adist(ζ, σ(Θ)) для
некоторой константы A ∈ (0, 1). Тогда найдется константа C = C(A) > 0
такая, что

log |Θ(z)| 6 −C(1− |z|)|Θ′(ζ)|.
Доказательство. По теореме Фростмана функция Θα = Θ−α

1−αΘ будет про-
изведением Бляшке для почти всех α, |α| < 1, и ∥Θα −Θ∥∞ → 0, когда α→ 0.
Мы имеем также |Θ′α(ζ)| → |Θ′(ζ)|, α → 0, если ζ ∈ T \ σ(Θ). Таким образом,
достаточно доказать оценку для случая, когда Θ – произведение Бляшке.

Пусть B – произведение Бляшке с нулями zn, и пусть z ∈ D. Тогда

log |B(z)|2 =
∑
n

log
(

1− (1− |zn|2)(1− |z|2)
|1− znz|2

)
.
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Напомним также, что |B′(ζ)| =
∑
n

1−|zn|2
|ζ−zn|2 , ζ ∈ T. Поскольку выполнено

|z − ζ| < Adist(ζ, σ(Θ)), мы имеем |z − ζ| < A|zn − ζ| для всех n. Поэтому

(1−A)|ζ − zn| < |1− znz| < (1 +A)|ζ − zn|.

Учитывая, что log(1− t) < −t, t ∈ (0, 1), мы получим

log |B(z)|2 < −
∑
n

(1− |zn|2)(1− |z|2)
|1− znz|2

< −C(A)(1− |z|)
∑
n

1− |zn|2

|ζ − zn|2
= −C(A)(1− |z|)|B′(ζ)|.

Лемма доказана.

В следующей лемме через {In} обозначено семейство дуг из леммы 3.3, по-
строенное по ε ∈ (0, 1).

Лемма 6.2. Пусть Θ – однокомпонентная внутренняя функция. Тогда су-
ществует δ ∈ (0, 1) (зависящее от Θ и ε, но не зависящее от n) такое, что
|Θ(z)| 6 δ для z = (1 − |In|/(2π))ζ , ζ ∈ In (т.е. для z на внутренней стороне
квадрата S(In)). Также мы имеем kz(z) = ∥kz∥22 ≍ |In|−1 , z ∈ S(In).

Доказательство. Сначала покажем, что найдутся такие константы Cj =
Cj(Θ, ε) > 0, j = 1, 2, что

C1|In|−1 6 |Θ′(ζ)| 6 C2|In|−1, ζ ∈ In. (6.2)

Нужно доказать только первое неравенство; второе вытекает из леммы 5.1.
По лемме 3.3 найдется точка w ∈ Ω(Θ, ε) такая, что |ζ − w| 6 C3|In|, ζ ∈ In,

для некоторой абсолютной константы C3 > 0. Следовательно,

|kw(ζ)| > 1− |Θ(w)|
|ζ − w|

> C−1
3 (1− ε)|In|−1.

С другой стороны, согласно неравенству, полученному в [12], для однокомпо-
нентной функции Θ имеем

|kw(ζ)| 6 C4|Θ′(ζ)|, w ∈ D, ζ ∈ T, (6.3)

откуда следует оценка (6.2).
Теперь зафиксируем ζ ∈ In и положим z = (1 − |In|/(2π))ζ. Поскольку

dist(In, σ(Θ)) > |In|, имеем |ζ − z| < Adist(ζ, σ(Θ)) для некоторого A < 1. Из
неравенства (6.2) и леммы 6.1 следует, что |Θ(z)| 6 δ = exp(−C(A)C1/(2π)).
Мы заключаем, что kz(z) ≍ |In|−1, когда z = (1 − |In|/(2π))ζ, ζ ∈ In. Теперь
из леммы 3.1 следует оценка kz(z) = ∥kz∥22 ≍ |In|−1 для всех z ∈ S(In). Лемма
доказана.

Следствие 6.1. Пусть Θ – однокомпонентная внутренняя функция, ε ∈
(0, 1). Тогда найдется число δ ∈ (0, 1) такое, что |Θ(z)| 6 δ , z ∈ G ∩ D.
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Доказательство. Напомним, что G = D\
⋃
n S(In). Покажем, что найдет-

ся δ ∈ (0, 1) такое, что |Θ(z)| 6 δ, z ∈ ∂G ∩ D. Поскольку ∂G – спрямляемая
жорданова кривая, |Θ(z)| 6 1 в G, а ∂G ∩ T = σ(Θ) ∩ T имеет нулевую меру
Лебега (см. [24]), мы заключаем, что |Θ(z)| 6 δ, z ∈ G ∩ D.

Пусть z ∈ ∂G∩D. Тогда имеются две возможности: либо z = (1−|In|/(2π))ζ,
ζ ∈ In для некоторого n (z лежит на внутренней стороне некоторого квадрата),
либо найдутся два смежных квадрата S(In) и S(Im), |In| 6 |Im|, таких, что
z = rζ, где ζ – общая концевая точка дуг In и Im, а 1 − |Im|/(2π) 6 r 6
1 − |In|/(2π). В первом случае |Θ(z)| 6 δ1 < 1 по лемме 6.2. Заметим, что
по неравенству (6.2) выполнено |In| ≍ |Im| ≍ |Θ′(ζ)|−1. Следовательно, во
втором случае |Θ(z)| 6 δ2 < 1 по лемме 6.1. Здесь δ1 и δ2 зависят только от ε.
Следствие доказано.

Доказательство теоремы 1.4. Сначала докажем достаточность усло-
вий (1.6) и (1.7). Как и ранее, положим F =

⋃
n S(In), G = D \ F . Из теоре-

мы 1.2 следует, что оператор вложения K2
Θ в L2(µ|F ) принадлежит идеалу Sr.

Пусть теперь Rn,m – диадический квадрат такой, что Rn,m ∩ G ̸= ∅. Тогда
по следствию 6.1 найдется константа δ < 1 такая, что Rn,m ∩ Ω(Θ, δ) ̸= ∅. По
условию (1.7) имеем∑

Rn,m∩G ̸=∅
(2nµ(Rn,m))r/2 6

∑
Rn,m∩Ω(Θ,δ)̸=∅

(2nµ(Rn,m))r/2 <∞,

и включение Jµ|G ∈ Sr следует из теоремы Люкинга.
По теореме 1.3 условие (1.7) необходимо для включения Jµ ∈ Sr даже в слу-

чае произвольной внутренней функции. Чтобы доказать необходимость усло-
вия (1.6), мы проверим условия теоремы Парфенова для Dn = S(In). Согласно
лемме 6.2 можно выбрать точки wn ∈ S(In) так, что |Θ(wn)| 6 δ. Следователь-
но, имеем

|kwn
(z)|2 =

∣∣∣∣1−Θ(z)Θ(wn)
1− zwn

∣∣∣∣2 > C1|In|−2 > C2kz(z)kwn
(wn).

Мы воспользовались оценками |1− zwn| . |In| и kz(z) . |In|−1 (см. лемму 6.2),
выполненными для всех z ∈ S(In). Также имеем kwn

(wn) ≍ |In|−1, и мера
ν =

∑
n |In|δwn принадлежит классу C2(Θ) по теореме 3.1, (i).

Если Jµ|F ∈ Sr, r > 1, то согласно [22, теорема 3] имеем {jn} ∈ ℓr,

jn =
(∫

S(In)

kz(z) dµ(z)
)1/2

.

Остается заметить, что jn ≍
(
µ(S(In))/|In|

)1/2, так как kz(z) ≍ |In|−1, z ∈
S(In). Теорема доказана.

Замечание 6.1. Условие Rn,m ∈ R(ε,A) в теореме 5.1 означает, что рассто-
яние от диадического квадрата Rn,m до множества уровня Ω(Θ, ε) не намного
превосходит размеры квадрата Rn,m. Константа A = 12π + 2, появляющаяся
в доказательстве теоремы 5.1, никоим образом не является точной. Между до-
статочным условием (5.5) и необходимым условием (1.7) имеется определенный
зазор. Отметим, что из включения Rn,m ∈ R(ε,A), вообще говоря, не следует,
что Rn,m ∩ Ω(Θ, ε1) ̸= ∅ для некоторого ε1 ∈ (0, 1), не зависящего от n и m.
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Замечание 6.2. Теорема 1.4 (или, точнее, ее аналог для верхней полуплос-
кости) обобщает теорему Парфенова [23] о вложениях пространства Пэли–
Винера PW 2

a (пространства целых функций экспоненциального типа не выше a,
квадратично суммируемых на R): если µ – мера на прямой R и Jµ : PW 2

a →
L2(µ), Jµf = f , то Jµ ∈ Sr , r > 0, тогда и только тогда, когда∑

n∈Z

(
µ([n, n+ 1])

)r/2
<∞.

Пространство PW 2
a по существу совпадает с модельным пространством, по-

рожденным однокомпонентной внутренней функцией θ(z) = exp(2iaz) в C+.
А именно, PW 2

a = e−iaz(K2
θ )+. Заметим, что для функции θ интервалы

Jn = [n, n + 1] обладают тем же свойством, что и дуги In в лемме 3.3: для
всякого ε ∈ (0, 1) расстояние dist(Jn,Ω(θ, ε)) сравнимо с длиной интервала Jn.
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