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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Пробëеìе аксиоìати÷ескоãо заäания инäексов
вëияния посвящено ìножество работ. Среäи них
ìожно отìетитü [1] (первая аксиоìатика äëя ин-
äекса Шепëи — Шубика [2]), [3] (первая аксиоìа-
тика äëя инäекса Банöафа [4]), [5—8] (аксиоìати-
ка äëя инäексов вëияния, зависящих от преäпо÷-
тений у÷астников, ввеäенных в работе [9]).

С äруãой стороны, боëüøинство существуþщих
схеì ãоëосования преäставëяþт собой (иëи ìоãут
бытü описаны как) ãоëосования с квотой. Возника-
ет вопрос — как аксиоìати÷ески заäатü инäекс вëи-
яния на этоì кëассе правиë принятия реøения.

Непосреäственно перенести ëþбуþ из отìе÷ен-
ных этих иëи äруãих, известных автору, аксиоìа-
тик на сëу÷ай ãоëосований с квотой не уäается,
поскоëüку в отëи÷ие от простых иãр, на которых
исхоäно опреäеëяþтся инäексы вëияния, ìножес-
тво ãоëосований с квотой не заìкнуто относитеëü-
но ìноãих операöий (объеäинение, пересе÷ение,
вы÷еркивание коаëиöии).

В работе [10] быëа построена аксиоìатика äëя
инäекса вëияния Банöафа, аäаптированная äëя ãо-
ëосований с квотой. Ввеäено нескоëüко новых ак-
сиоì, форìуëировки которых с то÷ки зрения ав-
тора настоящей статüи сëожнее, ÷еì в аксиоìати-
ках äëя инäекса Банöафа äëя простых иãр.

Преäëоженная конструкöия интересна саìа по
себе, но оказывается, ÷то ìноãие (а на саìоì äеëе
боëüøинство) аксиоìатик ìожно аäаптироватü
äëя ãоëосований с квотой, просто äописав в нуж-
ных ìестах фразу «есëи резуëüтат операöии тоже
буäет ãоëосованиеì с квотой».

Стоëü же просто уäается перефорìуëироватü
äëя ãоëосований с квотой и аксиоìатики äëя вве-
äенных в статüе [9] инäексов вëияния, зависящих
от преäпо÷тений у÷астников.

В раìках статüи невозìожно, äа и не нужно
привоäитü перефорìуëировки и äоказатеëüства äëя
всех возìожных аксиоìатик. Заинтересованный
÷итатеëü сìожет ëеãко проäеëатü это саì. В насто-
ящей статüе это выпоëнено äëя аксиоìатики Ду-
би—Шепëи [3] äëя инäекса Банöафа [4] и оäной из
аксиìатик äëя инäексов вëияния, зависящих от
преäпо÷тений у÷астников [8, 9].

1. ÏÐÎÑÒÛÅ ÈÃÐÛ, ÃÎËÎÑÎÂÀÍÈß Ñ ÊÂÎÒÎÉ
È ÈÍÄÅÊÑÛ ÂËÈßÍÈß

Определение 1. Буäеì называтü простой иãрой

пару (N, v), ãäе N — ìножество, а v: 2N → {0, 1} —
функöия, сопоставëяþщая кажäоìу поäìножеству
N ëибо 0, ëибо 1, при÷еì выпоëняется свойство
ìонотонности: есëи S и T — поäìножества N и
S ⊆ T, то v(S) ≤ v(T ). ♦

Опреäеëение äано в соответствии с работой
[11]. Боëее траäиöионное опреäеëение простой иã-
ры преäпоëаãает также, ÷то v(∅) = 0, v(N ) = 1. Это
усëовие искëþ÷ает тоëüко äве тривиаëüные иãры, в
которых функöия v(S) тожäественно равна 0 иëи 1.
Буäеì обозна÷атü эти иãры как 0 и 1 соответсвенно.

Даëее преäпоëаãается, ÷то N — коне÷ное ìно-
жество, эëеìенты котороãо пронуìерованы от 1
äо n, т. е. N = {1, ..., n}. Эëеìенты ìножества N на-
зываþтся иãрокаìи, поäìножества N — коаëиöи-
яìи. Есëи это не вызывает путаниöы, простая иãра

Отìе÷ено, ÷то боëüøинство встре÷аþщихся в жизни схеì ãоëосования преäставëяþт со-
бой иëи ìоãут бытü записаны как ãоëосования с квотой. Оäнако аксиоìатики äëя ин-
äексов вëияния, опреäеëенных на простых иãрах, пряìо не переносятся на ãоëосования
с квотой, поскоëüку испоëüзуþщиеся в них операöии в этоì сëу÷ае опреäеëены некор-
ректно. Показано, ÷то боëüøуþ ÷астü аксиоìатик ìожно аäаптироватü äëя ãоëосований
с квотой. Привеäены конкретные приìеры.
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(N, v) обозна÷ается просто v, а ÷исëо иãроков в ко-
аëиöии S как s. Множество всех простых иãр n иã-
роков обозна÷ается SG

n
.

Коаëиöия S называется выиãрываþщей, есëи
v(S) = 1, и проиãрываþщей, есëи v(S) = 0.

Иãрок i называется кëþ÷евыì в коаëиöии S,
есëи S выиãрываþщая, а S\{i} — проиãрываþщая
(äëя этоãо, о÷евиäно, необхоäиìо, ÷тобы i ∈ S).
Иãрок называется боëваноì, есëи он не кëþ÷евой
ни в оäной коаëиöии. Название äано в работе [2]
по анаëоãии с бриäжеì: и таì и зäесü боëван — иã-
рок, не иìеþщий возìожности вëиятü на события.
Множество всех коаëиöий, в которых иãрок i кëþ-
÷евой, обозна÷ается ÷ерез W

i
(v).

Выиãрываþщая коаëиöия называется ìини-
ìаëüной, есëи все иãроки в ней кëþ÷евые иëи,
äруãиìи сëоваìи, она не соäержит никакой äруãой
выиãрываþщей коаëиöии. Множества выиãрыва-
þщих и ìиниìаëüных выиãрываþщих коаëиöий
обозна÷аþтся, соответственно, W(v) и M(v). Про-
стая иãра ÷асто заäается пере÷исëениеì всех (иëи
тоëüко ìиниìаëüных) выиãрываþщих коаëиöий.
Это оправäано, поскоëüку M(v) оäнозна÷но опре-
äеëяет W(v), а W(v) — функöиþ v.

Замечание 1. Отìетиì, ÷то в простой иãре, кро-
ìе v = 0, 1 всеãäа естü хотя бы оäна выиãрываþщая
коаëиöия (N), поэтоìу естü и ìиниìаëüная выиã-
рываþщая коаëиöия, при÷еì непустая, так как
∅ ∉ W(v). Поскоëüку в ìиниìаëüной выиãрываþ-
щей коаëиöии все иãроки кëþ÷евые, то в ëþбой
простой иãре буäет иãрок, кëþ÷евой в оäной из ко-
аëиöий. ♦

Пустü S — произвоëüная коаëиöия. Назовеì

оëиãархи÷еской и обозна÷иì ÷ерез uS иãру, в ко-
торой S буäет еäинственной ìиниìаëüной выиã-
рываþщей коаëиöией. Есëи i ∉ S, то i кëþ÷евой
иãрок во всех коаëиöиях, соäержащих S. Есëи i ∉ S,
то i — боëван.

Пустü v — простая иãра, не совпаäаþщая с uN,
S ∉ M(v). Обозна÷иì ÷ерез v

–S
 иãру, поëу÷еннуþ из

v перевоäоì S из выиãрываþщих коаëиöий в про-
иãрываþщие. Форìаëüно W(v

–S
) = W(v)/{S}. Бу-

äеì называтü перехоä от v к v
–S

 вычеркиванием ко-

алиции S. Иãра v
–S

 также буäет простой (поскоëüку

коаëиöия S ìиниìаëüна, ее вы÷еркивание не на-
руøает ìонотонности). При вы÷еркивании коа-
ëиöии S иãроки, вхоäивøие в нее, теряþт оäну
коаëиöиþ, в которой они кëþ÷евые, иãроки, не
вхоäящие в S, наоборот, приобретаþт оäну. То÷-
нее, верна сëеäуþщая ëеììа.

Лемма 1 [5]. Пусть S ∉ M(v). Тогда

Wi(v
–S

) = 

Пример 1. Пустü N = {1, 2, 3, 4}, выиãрываþщие ко-
аëиöии в иãре v — все трех- и ÷етырехэëеìентные поä-
ìножества, коаëиöии {1, 2} и {3, 4}, S = {1, 2}.

Выиãрываþщиìи в иãре v
–S

 буäут по коаëиöии {3, 4},

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}.
В табë. 1 знакоì «+» отìе÷ены коаëиöии, в которых

соответствуþщий у÷астник кëþ÷евой (сëева от косой
÷ерты — äëя иãры v, справа — äëя иãры v

–S
).

Иãроки 1 и 2 при перехоäе к иãре v
–S

 перестаþт бытü

кëþ÷евыìи в коаëиöии {1, 2} (она стаëа проиãрываþ-
щей), а иãроки 3 и 4 становятся кëþ÷евыìи в коаëиöиях
{1, 2, 3} и {1, 2, 4} соответственно. В остаëüных кëетках
табëиöы ни÷еãо не ìеняется.

1.1. Ãîëîñîâàíèÿ ñ êâîòîé

Так называется важный ÷астный сëу÷ай про-
стых иãр, поä который поäпаäаþт боëüøинство
реаëüных схеì ãоëосования.

Определение 2. Пустü N = {1, ..., n} — ìножес-
тво иãроков. Гоëосованиеì с квотой называется
упоряäо÷енный набор из n + 1 неотриöатеëüноãо
÷исëа, первое из которых (q) называется квотой, а
остаëüные (w

1
, ..., w

n
) — ÷исëоì ãоëосов иëи весоì

соответствуþщеãо иãрока. Гоëосование с квотой
кратко записывается, как (q; w

1
, ..., w

n
).

Чисëоì ãоëосов (иëи весоì) коаëиöии назы-
вается суììа ãоëосов вхоäящих в нее иãроков:

w(S) = w
i
. Коаëиöия выиãрываþщая, есëи суì-

Wi v( )\ S{ } есëи i S;∈,

Wi v( ) S i{ }∪{ }∪ есëи i S.∉,⎩
⎨
⎧

Таблица 1

Âû÷åðêèâàíèå êîàëèöèè

Иãрок

Коаëиöии

{1, 2} {3, 4} {1, 2, 3} {1, 2, 4} {1, 3, 4} {2, 3, 4} {1, 2, 3, 4}

1 +/– –/– +/+ +/+ –/– –/– –/–

2 +/– –/– +/+ +/+ –/– –/– –/–

3 –/– +/+ –/+ –/– +/+ +/+ –/–

4 –/– +/+ –/– –/+ +/+ +/+ –/–

i S∈
∑
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ìарное ÷исëо ãоëосов ее иãроков не ìенüøе квоты
и проиãрываþщая в противноì сëу÷ае. Такиì об-
разоì, ãоëосованиþ с квотой сопоставëяется про-
стая иãра. ♦

Пример 2. В Госуäарственной Дуìе РФ (во вреìя ни-
писания текста, иþнü 2011 ã.) 450 äепутатов, вхоäящих
в 4 фракöии: «Еäиная Россия» (315 äепутатов), КПРФ
(57), ЛДПР (40) и «Справеäëивая Россия» (38). Дëя при-
нятия реøений требуется боëее поëовины всех ãоëосов,
т. е. не ìенее 226. Такиì образоì, правиëо принятия ре-
øения — ãоëосование с квотой (226; 315, 57, 40, 38). Вы-
иãрываþщиìи коаëиöияìи в äанноì сëу÷ае буäут все,
соäержащие первуþ фракöиþ. ♦

Соответствие ìежäу ãоëосованияìи с квотой и
простыìи иãраìи неоäнозна÷но. Наприìер, ãоëо-
сования с квотой (51; 34, 33, 33) и квотой (51; 49,
49, 2) заäаþт оäну и ту же простуþ иãру — выиã-
рываþщиìи коаëиöияìи буäут äвух- и трехэëе-
ìентные ìножества и тоëüко они.

Определение 3. Говорят, ÷то простуþ иãру v
ìожно записатü как ãоëосование с квотой, есëи
существуþт такие неотриöатеëüные ÷исëа q, w

1
,

..., w
n
, ÷то ãоëосование с квотой (q; w

1
, ..., w

n
) за-

äает иãру v. ♦
В тех сëу÷аях, коãäа разниöа не важна, ìы бу-

äеì отожäествëятü ãоëосование с квотой и соот-
ветсвуþщуþ ей простуþ иãру.

Обозна÷иì ÷ерез WG
n
 ìножество всех простых

иãр, которые ìожно записатü как ãоëосование с
квотой.

Пример 3 [12]. Совет Безопасности ООН состоит из
15-ти ÷ëенов: пяти постоянных (Веëикобритания, Ки-
тай, Россия, США, Франöия) и 10-ти переизбираеìых
ежеãоäно. Реøение приниìается боëüøинствоì в äевятü
ãоëосов, при÷еì пятü из них äоëжны принаäëежатü пос-
тоянныì ÷ëенаì.

Это правиëо принятия реøения записывается как
ãоëосование с квотой (39; 7, 7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1), т. е. те же выиãрываþщие коаëиöии буäут, есëи
преäоставитü постоянныì ÷ëенаì Совета Безопасно-
сти по 7 ãоëосов, остаëüныì по оäноìу, а квота — 39 ãо-
ëосов. ♦

Не все простые иãры ìожно записатü как ãо-
ëосование с квотой. Привеäеì «ìиниìаëüный»
приìер.

Пример 4. Пустü N = {1, 2, 3, 4}. Заäаäиì иãру ìноже-
ствоì ìиниìаëüных выиãрываþщих коаëиöий: M(v) =
= {{1, 2}, {3, 4}}. Докажеì, ÷то эта иãра не записывается,
как ãоëосование с квотой.

Пустü это не так, т. е. существует набор (q; w
1
, w

2
,

w
3
, w

4
), заäаþщий иãру v. Коаëиöии {1, 2} и {3, 4} выиã-

рываþщие, поэтоìу w
1 
+ w

2
 ≥ q, w

3 
+ w

4
 ≥ q и, сëеäова-

теëüно, w
1 
+ w

2 
+ w

3 
+ w

4
 ≥ 2q. Коаëиöии {1, 3} и {2, 4}

проиãрываþщие, поэтоìу w
1 
+ w

3
 < q, w

2 
+ w

4
 < q и, сëе-

äоватеëüно, w
1 
+ w

2 
+ w

3 
+ w

4
 < 2q. Противоре÷ие. ♦

Правиëа принятия реøения, не записываþщи-
еся как ãоëосование с квотой, встре÷аþтся и в ре-
аëüных выборных орãанах. Оäин из приìеров
(правäа, äовоëüно ãроìозäкий) ìожно посìотретü
в работе [11].

По-виäиìоìу, не существует простоãо способа
опреäеëитü, буäет ëи произвоëüная простая иãра
ãоëосованиеì с квотой. Поäробнее об этоì также
ìожно про÷итатü в работе [11].

Инäекс вëияния, Φ: SG
n
 → Rn, сопоставëяет

кажäой простой иãре v вектор Φ(v), i-я коìпонента
котороãо интерпретируется как вëияние иãрока i.
Инäексоì вëияния ãоëосования с квотой называ-
ется инäекс вëияния соответствуþщей ей прос-
той иãры. Наибоëее известны инäексы вëияния
Банöафа и Шепëи—Шубика. В настоящей статüе
преиìущественно буäет рассìатриватüся первый
из них.

Инäекс вëияния Банöафа (BI) [4] вы÷исëяется
в преäпоëожении, ÷то вëияние иãрока пропорöи-
онаëüно ÷исëу коаëиöий, в которых он кëþ÷евой.
Общий инäекс Банöафа äëя иãрока i TBz

i 
= |W

i
|.

Инäекс вëияния Банöафа Bz
i
 поëу÷ается из об-

щеãо инäекса норìированиеì:

Bz
i
 = |W

i
|/ |W

j
|.

Впервые поäобный инäекс вëияния быë ввеäен
Пенроузоì [13], ãäе ÷исëо коаëиöий с кëþ÷евыì
иãрокоì i äеëится на ÷исëо всех коаëиöий, в ко-
торые вхоäит иãрок i:

P
i
 = |W

i
|.

Во ìноãих работах, в ÷астности, [15] поä инäек-
соì Банöафа пониìается иìенно инäекс Пенро-
уза. Чтобы как-то совìеститü истори÷ескуþ спра-
веäëивостü и сëоживøуþся траäиöиþ, в äанной
статüе резуëüтаты работ [3, 5] буäут перефорìуëи-
рованы äëя общеãо инäекса Банöафа. Чтобы пе-
рейти к инäексу Пенроуза, общий инäекс Банöафа

нужно просто поäеëитü на 2n – 1.

Друãая форìа записи общеãо инäекса Банöафа:

TBz
i
 = (v(S) – v(S, {i})).

Зäесü испоëüзуется свойство кëþ÷евоãо иãрока:
Φ(v) + Φ(w) = Φ(v ∨ w) – Φ(v ∧ w), v(S) – v(S \{i})
равно 1, есëи i — кëþ÷евой иãрок в коаëиöии S,
и 0 в противноì сëу÷ае.

Инäекс Шепëи—Шубика (SSI) [2] возник в тео-
рии иãр как ÷астный сëу÷ай вектора Шепëи. В неì

j 1=

n

∑

1

2
n 1–

------------

S N⊆
∑
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÷исëо, которое коаëиöия äобавëяет к вëияниþ иã-
рока, зависит от ее разìера:

SS
i
 =  ==

== (v(S) – v(S \{i})) .

1.2. Àêñèîìàòèêè äëÿ èíäåêñîâ
Øåïëè—Øóáèêà è Áàíöàôà

Дëя этих, пожаëуй, саìых известных инäексов
вëияния построено ìножество аксиоìатик. При-
веäеì äве истори÷ески первые из них.

Инäекс Шепëи—Шубика оäнозна÷но опреäе-
ëяется сëеäуþщиìи ÷етырüìя аксиоìаìи.

Аксиома болвана / Null Player (NP). Дëя ëþбой
простой иãры v, есëи i — боëван в иãре v, то еãо
вëияние равно нуëþ.

Анонимность / Anonimity (An). Дëя ëþбой иãры
v ∈ SG

n
, ëþбой перестановки π ìножества N и ëþ-

боãо i ∈ N

Φ
i
(πv) = Φ

π(i)
(v),

ãäе (πv)(S) = v(π(S)).

Трансфер / Transfer (T). Дëя ëþбых иãр v, w ∈ SG
n
,

таких ÷то v ∨ w ∈ SG
n
,

Φ(v) + Φ(w) = Φ(v ∨ w) – Φ(v ∧ v),

ãäе i ∈ N (v ∨ w)(S) = max(v(S), w(S)), а (v ∧ w)(S) =
= min(v(S), w(S)). ♦

Эта аксиоìа, как показано в работе [5], иìеет
эквиваëентнуþ форìуëировку.

Трансфер* / Transfer* (T*). Дëя ëþбых иãр v,
w ∈ SG

n
, ëþбой коаëиöии S ∈ M(v) ∩ M(w) и ëþ-

боãо i ∈ N

Φ
i
(v) – Φ

i
(v
–S

) = Φ
i
(w) – Φ

i
(w

–S
).

Эффективность / Efficiency axiom (E). Есëи
v ≠ 0, 1,

Φ
i
(v) = 1,

т. е. верна сëеäуþщая теореìа.

Теорема 1. [2] Пусть Φ: SG
n 

→ Rn. Тогда Φ удов-

летворяет аксиомам NP, An, T (T *) и E, если и
только если Φ — индекс Шепли—Шубика. ♦

Инäекс Банöафа не уäовëетворяет аксиоìе эф-
фективности, поэтоìу ее заìеняет нескоëüко бо-
ëее сëожное усëовие.

Общая сумма Банцафа / Banzhaf Total Power

(BzTP).

Φ
i
(v) = (v(S) – v(S \{i})).

Остаëüные 3 аксиоìы те же, ÷то и äëя инäекса

Шепëи—Шубика.

Теорема 2. [3, 5] Пусть Φ: SG
n
 → Rn. Тогда Φ

удовлетворяет аксиомам NP, An, T (T*) и BzTP, ес-

ли и только если Φ — индекс Банцафа.

2. ÈÃÐÛ È ÈÍÄÅÊÑÛ ÂËÈßÍÈß,
ÇÀÂÈÑßÙÈÅ ÎÒ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Привеäенная äаëее конструкöия обобщает оп-

реäеëения [9] (сì. приìер 3). В опреäеëение прос-

той иãры äобавëяется äопоëнитеëüная инфорìа-

öия — кажäоìу иãроку i и коаëиöии S сопоставëя-

ется ÷исëо f(i, S), которое ìожно восприниìатü

как ìеру жеëания иãрока i присоеäинитüся к коа-

ëиöии S.

Определение 4. Назовеì простой иãрой с преä-

по÷тенияìи тройку (N, v, f ), ãäе N = {1, ..., n} —

ìножество иãроков, пара (N, v) образует простуþ

иãру, f — функöия, сопоставëяþщее кажäой коа-

ëиöии S и иãроку i поëожитеëüное ÷исëо f(i, S). ♦
Простуþ иãру ìожно восприниìатü как про-

стуþ иãру с преäпо÷тенияìи, в которой все коаëи-

öии оäинаково преäпо÷титеëüны: (N, v) ≡ (N, v, 1).

В сëу÷аях, коãäа это не вызывает путаниöы, иãра

(N, v, f ) обозна÷ается просто v. Есëи äве иãры упо-

ìинаþтся в оäноì äоказатеëüстве, преäпоëаãает-

ся, ÷то функöия f у них оäна и та же.

Понятия выиãрываþщей, проиãрываþщей и

ìиниìаëüной выиãрываþщей коаëиöий, кëþ÷ево-

ãо иãрока, вы÷еркивания коаëиöии и ãоëосования

с квотой äосëовно переносятся из простых иãр.

Наëи÷ие äопоëнитеëüной функöии f пока ни на

÷то не вëияет. При вы÷еркивании коаëиöии ìеня-

ется тоëüко v, функöия f остается прежней.

Пример 5 [9]. Преäпо÷тения иãроков заäаþтся

n × n-ìатриöей P. Нефорìаëüно ãоворя, ее эëеìент

p
ij
∈ [0, 1] опреäеëяет жеëание иãрока i вхоäитü в коаëи-

öиþ с иãрокоì j. Матриöа P не обязатеëüно сиììетри÷-

на, т. е. в общеì сëу÷ае p
ij
 ≠ p

ji
. Дëя вы÷исëений уäобно

с÷итатü, ÷то p
ii 
= 0.

В статüе [9] привеäены нескоëüко способов опреäе-

ëения ìатриöы преäпо÷тений äëя реаëüных выборных

орãанов и преäëожено боëее 10 версий инäекса, осно-

S W
i
v( )∈

∑
n s–( )! s 1–( )!

n!
-------------------------------------

S N⊆
∑

n s–( )! s 1–( )!
n!

-------------------------------------

i 1=

n

∑

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑
S N⊂
∑
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ванных на ìатриöе преäпо÷тений. Привеäеì ÷етыре из
них. В обозна÷ениях äанной статüи

f +( j, S, P) = ;

f –( j, S, P) = ;

f( j, S, P) = [ f +( j, S, P) + f –( j, S, P)]/2;

f(S, P) =  =  =

= p
ij
.

Есëи коаëиöия S состоит из оäноãо эëеìента, с÷ита-

еì все функöии равныìи еäиниöе. Функöиþ f +( j, S, P)
ìожно интерпретироватü как среäнее жеëание иãрока j
вхоäитü в коаëиöиþ с остаëüныìи иãрокаìи S, функöиþ

f –( j, S, P) — как среäнее жеëание остаëüных иãроков ко-
аëиöии S вхоäитü в коаëиöиþ с иãрокоì j, f(S, P) — как
среäнее жеëание всех иãроков вхоäитü в коаëиöиþ со
своиìи коëëеãаìи из коаëиöии S.

Есëи отноøения ìежäу всеìи иãрокаìи коаëиöии S

хороøие, т. е. p
ij
 = 1 äëя всех i, j ∈ S, то f +( j, S, P) =

= f –( j, S, P) = f(S, P) = 1, есëи же отноøения ìежäу все-
ìи иãрокаìи коаëиöии S пëохие, т. е. p

ij 
= 0 äëя всех

i, j ∈ S, то f +( j, S, P) = f –( j, S, P) = f(S, P) = 0.

Инäекс вëияния, Φ: SGP
n
 → Rn, как и в сëу÷ае про-

стых иãр, сопоставëяет кажäой иãре v с сиììетри÷ныìи
иëи несиììетри÷ныìи преäпо÷тенияìи вектор Φ(v), i-я
коìпонента котороãо интерпретируется как вëияние иã-
рока i. ♦

Определение 5. α-инäекс вëияния опреäеëяется
по форìуëе

α
i
(v) = f(i, S).

Пустü f(i, S) > 0 äëя всех иãроков и коаëиöий, а v
не равно тожäественно ни 0, ни 1. Опреäеëиì нор-
ìированный α-инäекс вëияния [9] как

Nα
i
(v) = . ♦

Усëовия опреäеëения 5 нужны äëя тоãо, ÷тобы
знаìенатеëü не быë равен нуëþ.

Доказатеëüство сëеäуþщеãо утвержäения (прав-
äа, в нескоëüко изìененной форìуëировке) ìож-
но найти в статüе [8].

Лемма 2. Пустü S ∈ M(v). Тоãäа

α
i
(v) – α

i
(v
–S

) = 

Пример 6. Пустü функöия f(S) зависит тоëüко от ÷ис-
ëа иãроков в коаëиöии S. Есëи f(S) = 1, то α-инäекс сов-
паäает с общиì инäексоì Банöафа, а норìированный
α-инäекс — с инäексоì Банöафа:

St
i
(v) = 1 = |W

i
(v)| = Bz

i
(v).

Есëи же f(S) = 1/2n – 1, α-инäекс совпаäает с инäек-
соì Пенроуза.

Есëи, наконеö, f(S) = , α(v) совпаäает с

инäексоì Шепëи—Шубика:

α(v) =  = SS
i
(v). ♦

Мноãие äруãие инäексы вëияния (наприìер,
Джонстона [14], Диãена—Пакеëа [16], Хоëера—
Пакеëа [17]) также записываþтся ÷ерез α-инäекс
[15]. Поэтоìу α-инäекс ìожно рассìатриватü как
обобщение этих инäексов.

3. ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÊÀ ÄËß a-ÈÍÄÅÊÑÀ

Дëя α-инäекса возìожна аксиоìатика в стиëе
привеäенных выøе [8]. Но äëя разнообразия при-
веäеì зäесü äруãуþ аксиоìатику из той же работы
[8]. Оказывается, ÷то äостато÷но äвух аксиоì.

Аксиома болвана / Null Player (NP). Выиãрыø
боëвана не зависит от интенсивностей преäпо÷те-
ний и всеãäа равен нуëþ.

Усиленная аксиома трансфера / Strong Transfer
(ST). Дëя ëþбой иãры v ∈ SGP

n
, ëþбой коаëиöии

S ∈ M(v)и ëþбоãо i ∈ S

Φ
i
(v) – Φ

i
(v

–S
) = f(i, S).

Есëи i ∈ S, то ST — усиëение аксиоìы T*, в ко-
торой указывается, ÷то разностü Φ

i
(v) – Φ

i
(v

–S
)

постоянна по v, а ST äопоëнитеëüно ãоворит, ÷еìу
эта разностü равна.

Но есëи i ∉ S, аксиоìа ST, в отëи÷ие от аксио-
ìы T*, ни÷еãо не утвержäает.

Теорема 3. Индекс влияния Φ(v) удовлетворяет
аксиомам NP и ST тогда и только тогда, когда
Φ(v) = α(v). ♦

Анаëоã этой аксиоìатики — утвержäение о тоì,
÷то ëинейная функöия опреäеëяется äвуìя свой-
стваìи: в нуëе она равна нуëþ, а произвоäная в
ëþбой то÷ке постоянна.

4. ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÊÈ ÄËß ÈÍÄÅÊÑÎÂ ÂËÈßÍÈß
Â ÑËÓ×ÀÅ ÃÎËÎÑÎÂÀÍÈÉ Ñ ÊÂÎÒÎÉ

Перенести непосреäственно ëþбуþ из рассìот-
ренных аксиоìатик на сëу÷ай ãоëосований с кво-
той не уäается, поскоëüку резуëüтат ìноãих опера-

i S∈
∑

pji
s 1–
-----------

i S∈
∑

pij
s 1–
-----------

j S∈
∑

f
+

j S P, ,( )

s
--------------------------

j S∈
∑

f
–

j S P, ,( )

s
--------------------------

1
s s 1–( )
------------------

i j S∈,
∑

S W
i
v( )∈

∑

αi v( )

αj v( )
j N∈
∑
-----------------------

f i S,( ) есëи i S,∈,

f i S i{ }∪,( )– есëи i S.∉,⎩
⎨
⎧

S W
i
v( )∈

∑

n s–( )! s 1–( )!
n!

-------------------------------------

S W
i
v( )∈

∑
n s–( )! s 1–( )!
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öий наä ãоëосованияìи с квотой (объеäинение,
пересе÷ение, вы÷еркивание коаëиöии) уже не бу-
äет записыватüся как ãоëосование с квотой.

Пример 7. Пустü N = {1, 2, 3, 4}. Обозна÷иì v про-
стуþ иãру с äвуìя ìиниìаëüныìи выиãрываþщиìи ко-
аëиöияìи — {1, 2} и {3, 4}. В приìере 2 быëо äоказано,
÷то v неëüзя записатü в виäе ãоëосования с квотой. Но

� v = u{1, 2} ∪ u{3, 4}, т. е. объеäинение äвух ãоëосований
с квотой;

� рассìотриì ÷етыре ãоëосования с квотой:

w
1 
= (3; 2, 1, 2, 1),  w

2 
= (3; 1, 2, 2, 1),

w
3 
= (3; 2, 1, 1, 2),  w

4 
= (3; 1, 2, 1, 2);

выиãрываþщиìи коаëиöияìи в них буäут все трех- и ÷е-
тырехэëеìентные ìножества иãроков и все äвухэëеìен-
тные, кроìе коаëиöии {2, 4} äëя ãоëосования w

1
, кроìе

{1, 4} äëя w
2
, кроìе {2, 3} äëя w

3
 и кроìе {1, 3} äëя w

4
;

поэтоìу при пересе÷ении этих ãоëосований с квотой по-
ëу÷ается иãра v;
� в ãоëосовании w

1
 пятü ìиниìаëüных выиãрываþщих

коаëиöий — все äвухэëеìентные, кроìе коаëиöии
{2, 4}. Вы÷еркнеì коаëиöиþ {1, 3}. Поëу÷енная про-
стая иãра не ìожет бытü записана, как ãоëосование с
квотой. Ина÷е, поскоëüку коаëиöии {1, 2} и {3, 4} вы-
иãрываþщие, суììа их ãоëосов не ìенüøе äвух квот,
коаëиöии {1, 3} и {2, 4} — проиãрываþщие, поэтоìу
суììа их ãоëосов ìенüøе äвух квот. Но в обоих сëу-
÷аях ре÷ü иäет о суììе ãоëосов всех иãроков. Проти-
воре÷ие. ♦

С äруãой стороны, некоторые «базовые» иãры
записываþтся как ãоëосования с квотой и, хотя из
иãры v ∈ WG

n
 неëüзя вы÷еркнутü произвоëüнуþ

ìиниìаëüнуþ выиãрываþщуþ коаëиöиþ, остав-
øисü в ìножестве WG

n
, но какуþ-нибуäü ìожно.

Поэтоìу некоторые äоказатеëüства прохоäят, есëи
во все аксиоìы äобавитü фразу «в тоì сëу÷ае, есëи
резуëüтат операöии буäет ãоëосованиеì с квотой».
Форìаëизаöиþ сказанноãо на÷неì со сëеäуþщей
ëеììы.

Лемма 3. (а) Простые игры 0, 1 ∈ WG
n
; (б) для

любого S uS ∈ WG
n
; (в) для любого S ≠ N  ∈ WG

n
;

(г) пусть v ∈ WG
n
, а игрок i не болван в игре v. Тогда

существует такая минимальная выигрывающая ко-
алиция Sei, что v

–S
 ∈ WG

n
.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. (а) Пустü äëя всех i ∈ N w
i 
= 1.

Тоãäа есëи q = 0, выиãрываþщиìи буäут все коаëиöии,
а есëи q = n + 1, выиãрываþщих коаëиöий не буäет.

(б) Пустü w
i 
= n + 1, есëи i ∈ S, v

i 
= 1, есëи i ∉ S,

q = |S| (n + 1). В этоì сëу÷ае коаëиöия буäет выиãрыва-
þщей, есëи и тоëüко есëи она соäержит S. Что и требо-
ваëосü äоказатü.

(в) Опреäеëиì веса иãроков так же, как и в преäы-
äущеì пункте, а квоту сäеëаеì на еäиниöу ìенüøе:
q = |S|(n + 1) – 1. Коаëиöия буäет выиãрываþщей, есëи
и тоëüко есëи она соäержит S за оäниì искëþ÷ениеì:
S — проиãрываþщая. Конструкöия некорректна, есëи

|S| = 0. Но тоãäа S = ∅ и v = 1, а этот сëу÷ай уже рас-
сìотрен в п. (а).

(ã) Разобüеì это утвержäение на äва.

(ã1) Есëи иãру ìожно записатü как ãоëосование с
квотой, то ее ìожно записатü как ãоëосование с квотой
так, ÷тобы выиãрыøи всех коаëиöий быëи попарно раз-
ëи÷ны.

(ã2) Есëи выиãрыøи всех коаëиöий попарно разëи÷-
ны, то уìенüøив вес иãрока i, ìожно äобитüся тоãо, ÷то-
бы выиãрываþщиìи остаëисü все те же коаëиöии, кроìе
оäной, соäержащей i.

Докажеì сна÷аëа (ã1). Пустü ε — разниöа ìежäу кво-
той и весоì саìой сиëüной из проиãрываþщих коаëи-
öий. Выбереì поëожитеëüные ÷исëа ε

1
, ..., ε

n
, кажäое из

которых ìенüøе ε/n и рассìотриì теперü ãоëосование с
квотой (q; v

1 
+ ε

1
, ..., v

n 
+ ε

n
).

Покажеì, ÷то новое ãоëосование с квотой заäает ту
же простуþ иãру, ÷то и старое. Квота не изìениëасü, а
вес кажäоãо из иãроков увеëи÷иëся, поэтоìу выиãрыва-
þщие коаëиöии остаëисü выиãрываþщиìи. Но вес каж-
äой коаëиöии увеëи÷иëся не боëее, ÷еì на cуììу всех ε

i
,

кажäое из которых ìенüøе, ÷еì ε/n, т. е. вся суììа уве-
ëи÷иëасü ìенее, ÷еì на ε. Поэтоìу все проиãрываþщие
коаëиöии остаëисü проиãрываþщиìи. Что и требова-
ëосü äоказатü.

Остаëосü äоказатü, ÷то ìожно выбратü ε
i
 так, ÷то веса

всех коаëиöий разëи÷ны.

Множество всех äопустиìых ε
i
 образует открытый

ãиперкуб в Rn, заäанный неравенстваìи 0 < ε
i
 < ε

i
/n, ìе-

ра котороãо равна (ε/n)n > 0. Кажäое усëовие равенства
весов äвух коаëиöий заäает ëинейное уравнение на ε

i
,

т. е. не поäхоäящие наì наборы (ε
1
, ..., ε

n
) ëежат на ко-

не÷ноì ìножестве ãиперпëоскостей в Rn, т. е. иìеþт ìе-

ру 0 в Rn. Поэтоìу ìножество поäхоäящих наборов иìе-
ет ту же (поëожитеëüнуþ) ìеру, ÷то и ìножество всех
äопустиìых наборов ε

i
, поэтоìу ìножество всех поäхо-

äящих наборов непусто.

(ã2) Буäеì непрерывно уìенüøатü вес i-ãо иãрока, не
ìеняя квоту и веса остаëüных иãроков. Коãäа вес иãрока
i станет равен 0, проиãрываþщиìи станут все коаëиöии,
в которых i — кëþ÷евой. Поскоëüку i не боëван, такие
коаëиöии естü.

Поэтоìу при непрерывноì уìенüøении веса иãрока i
быë ìоìент, коãäа проиãрываþщей стаëа первая из этих
коаëиöий, а поскоëüку веса всех коаëиöий разëи÷ны,
ìожно выбратü ìоìент, коãäа проиãрываþщей буäет
тоëüко оäна из них. ♦

Отìетиì, ÷то есëи, как это обы÷но и бывает на
практике, веса иãроков öеëые, то ìожно сäеëатü
так, ÷то и изìененные веса иãроков останутся öе-
ëыìи. Ни÷то не ìеøает выбратü ε

i
 раöионаëüны-

ìи, тоãäа раöионаëüныìи буäут и изìененные ве-
са иãроков. (Деëо в тоì, ÷то ìножество поäхоäя-
щих наборов (ε

1
, ..., ε

n
) буäет не тоëüко непусто, но

также и открыто (как разностü открытоãо ìножес-
тва и коне÷ноãо ÷исëа заìкнутых). А ëþбое непус-

u S–
S
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тое открытое поäìножество в Rn соäержит то÷ку с
раöионаëüныìи коорäинатаìи.)

Отìетиì, ÷то äëя ëþбоãо поëожитеëüноãо a ãо-
ëосования с квотой (q; w

1
, ..., w

n
) и (aq; aw

1
, ..., aw

n
)

заäаþт оäну и ту же простуþ иãру. Поэтоìу, уì-
ножив квоту и веса всех иãроков на общий знаìе-
натеëü ε

i
, поëу÷иì ãоëосование с квотой с öеëыìи

коэффиöиентаìи.

Вообще, рассужäая анаëоãи÷но, несëожно äо-
казатü, ÷то ëþбуþ иãру, записываþщуþся как ãо-
ëосование с квотой, ìожно записатü как ãоëосова-
ние с квотой с öеëыìи квотой и весаìи иãроков.
Быëо бы о÷енü интересно поëу÷итü тот же резуëü-
тат, не испоëüзуя «проìежуто÷ное» ãоëосование с
квотой.

Пример 8. Рассìотриì ãоëосование с квотой (2; 1, 1, 1).
Пустü ε

1 
= 1/2, ε

2 
= 1/3, ε

3 
= 1/6. Добавив их к весаì иã-

роков, поëу÷иì ãоëосование с квотой (2, 3/2, 4/3, 7/6)
иëи (12; 9, 8, 7).

Как виäно из табë. 2, веса всех коаëиöий разëи÷ны,
а выиãрываþщиìи, как и ранüøе, буäут тоëüко коаëи-
öии из äвух и трех иãроков.

Замечание 2. Пункты (а), (б) и (в) ëеììы о÷е-
виäны и äобавëены äëя поëноты форìуëировки.
Анаëоãи÷ный пункту (2) резуëüтат: есëи иãра v за-
писывется как ãоëосование с квотой, то существу-
ет ìиниìаëüная выиãрываþщая коаëиöия S такая,
÷то иãра v

–S
 тоже записывется как ãоëосование с

квотой, быë äоказан в работе [10], но утвержäение
ëеììы боëее то÷но, а привеäенное зäесü äоказа-
теëüство по ìнениþ автора проще и ëу÷øе описы-
вает сутü пробëеìы.

4.1. Àäàïòèðîâàííûå àêñèîìû è õàðàêòåðèçàöèÿ

Аксиоìы NP, An, E и BzTP никак не изìеня-
þтся. Тоëüко обëастü опреäеëения инäекса сужа-
ется со всех простых иãр на ãоëосования с квотой.

Аксиоìы T и T*, кроìе тоãо, нескоëüко осëаб-
ëяþтся:

Трансфер / Transfer (T). Дëя ëþбых v, w ∈ WG
n
,

таких ÷то v ∨ w ∈ WG
n
 и v ∧ w ∈ WG

n

Φ(v) + Φ(w) = Φ(v ∨ w) – Φ(v ∧ v),

ãäе i ∈ N(v ∨ w)(S) = max(v(S), w(S)), а (v ∧ w)(S) =
= min(v(S), w(S)).

Трансфер* / Transfer* (T*). Дëя ëþбых иãр v,
w ∈ WG

n
, äëя ëþбой коаëиöии S ∈ M(v) ∩ M(w) та-

кой, ÷то v
–S

, w
–S

 ∈ WG
n
, и ëþбоãо иãрока i

Φ
i
(v) – Φ

i
(v

–S
) = Φ

i
(w) – Φ

i
(w

–S
).

Дëя äоказатеëüства наì понаäобится сëеäуþ-
щая ëеììа.

Лемма 4. Пусть индекс влияния Φ удовлетворяет
аксиоме T. Тогда он удовлетворяет и аксиоме T*.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü v и w записываþтся как
ãоëосования с квотой, S ∈ M(v) ∩ M(w), v

–S
 и w

–S
 также

записываþтся как ãоëосования с квотой. Есëи S = N, то

v = w = uN и утвержäение ëеììы тривиаëüно. Даëее бу-
äеì с÷итатü, ÷то S ≠ N.

По ëеììе 5 иãры uS и  записываþтся как ãоëосо-

вания с квотой, при÷еì v
–S

 ∪ uS = v, v
–S

 ∩ uS = ,

w
–S

∪ uS = w, w
–S

 ∩ uS = . Зна÷ит, по аксиоìе T

Φ(v) = Φ(v
–S

 ∪ uS) = Φ(v
–S

) + Φ(uS) – Φ
i
( ),

Φ(w) = Φ(w
–S

 ∪ uS) = Φ(w
–S

) + Φ(uS) – Φ
i
( ),

т. е.

Φ(v) – Φ(v
–S

) = Φ(w) – Φ(w
–S

) = Φ(uS) – Φ
i
( ).

Леììа 4 äоказана. ♦

Доказатеëüство корректности привеäенной ак-
сиоìатики äëя инäекса Банöафа бëизко к äоказа-
теëüстваì похожих утвержäений в работах [5, 8].
Сäеëанные поправки позвоëяþт обойти особен-
ности ãоëосований с квотой.

Теорема 4. Пусть Φ: WG
n
 → Rn. Тогда Φ удов-

летворяет аксиомам NP, An, T и BzTP, если и толь-
ко если Φ — индекс Банцафа.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Заìетиì, ÷то перефорìуëиро-
ванные аксиоìы сëабее их анаëоãов — они утвержäаþт
то же саìое, но при существенных оãрани÷ениях. По те-
ореìе 2 инäекс Банöафа, опреäеëенный на SG

n
, уäов-

ëетворяет аксиоìаì NP, An, T и BzTP, сëеäоватеëüно,
тот же инäекс, но опреäеëенный на WG

n
, äоëжен уäов-

ëетворятü теì же аксиоìаì.
Обратное утвержäение буäеì äоказыватü по инäук-

öии по ÷исëу выиãрываþщих коаëиöий, испоëüзуя при
этоì первуþ ÷астü äоказатеëüства.

Основание индукции. Пустü |W(v)| = 0, т. е. v = 0. По
ëеììе 5 v ∈ WG

n
. Ни оäин иãрок не буäет кëþ÷евыì

ни в оäной коаëиöии. Сëеäоватеëüно, по аксиоìе NP
Φ
i
(v) = 0 äëя всех i. Поскоëüку Bz(v) тоже уäовëетворяет

оксиоìе NP, Bz
i
(v) = 0. Зна÷ит, Φ

i
(v) = Bz

i
(v).

Шаг индукции. Возìожны äва сëу÷ая.
1. Пустü в иãре v оäна ìиниìаëüная выиãрываþщая

коаëиöия S, т. е. v = uS. По ëеììе 5 uS w ∈ WG
n
. В этоì

сëу÷ае коаëиöия T буäет выиãрываþщей тоãäа и тоëüко
тоãäа, коãäа она соäержит S, т. е. соäержит в себе всех

Таблица 2

Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 3

X ∅ {C} {B} {A} q {B, C} {A, C} {A, B } {A, B, C}

w(X) 0 7 8 9 12 15 16 17 24

u S–
S

u S–
S

u S–
S

u S–
S

u S–
S

u S–
S
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иãроков из S. Поэтоìу, есëи иãрок j ∉ S, от еãо вхожäе-
ния иëи не вхожäения в коаëиöиþ T ни÷еãо не изìе-
нится — T и T\{ j} буäут выиãрываþщиìи иëи проиãры-
ваþщиìи оäновреìенно. Поэтоìу все иãроки, не вхоäя-
щие в S, буäут боëванаìи в иãре v. Поэтоìу, есëи i ∉ S,
Φ
i
(v) = Bz

i
(v) = 0.

Рассìотриì теперü иãроков, вхоäящих в S. По акси-
оìе анониìности вëияния этих иãроков равны, т. е. äëя
ëþбых i, j ∈ S Φ

i
(v) = Φ

j
(v) и Bz

i
(v) = Bz

j
(v). По аксиоìе

BzTP суììы вëияний иãроков, вы÷исëенные с поìощüþ
инäексов Bz и Φ, равны, т. е.

Φ
i
(v) = Bz

i
(v),

Φ
i
(v) = Bz

i
(v),

|S |Φ
j
(v) = |S |Bz

j
(v), ∀ j ∈ S,

Φ
j
(v) = Bz

j
(v), ∀ j ∈ S,

÷то и требоваëосü.

2. Пустü теперü M(v) > 1, т. е. в иãре v естü äве ìи-
ниìаëüные выиãрываþщие коаëиöии (S и S' ), при÷еì
ìожно с÷итатü, ÷то v

–S
 ∈ WG

n
. Также выиãрываþщиìи

буäут все коаëиöии, соäержащие S, поэтоìу в v не ìенü-

øе выиãрываþщих коаëиöий, ÷еì в uS. Но S ⊄ S' (ина÷е
коаëиöия S' не быëа бы ìиниìаëüной выиãрываþщей).

Зна÷ит, в v боëüøе выиãрываþщих коаëиöий, ÷еì в uS.

Поэтоìу к uS приìениìо преäпоëожение инäукöии.

Вы÷еркнеì S из v и uS; v
–S

 ∈ WG
n
 по преäпоëожениþ,

u
–S

 ∈ WG
n
 по ëеììе 5. По аксиоìе T* äëя инäекса Φ,

преäпоëожениþ инäукöии äëя uS и  и аксиоìе T* äëя

инäекса Bz

Φ(v) – Φ(v
–S

) = Φ(uS) – Φ( ) = Bz(uS) – Bz( ) =

= Bz(v) – Bz(v
–S

).

Но по преäпоëожениþ инäукöии äëя v
–S

 Φ(v
–S

) =

= Bz(v
–S

). Зна÷ит, и Φ(v) = Bz(v). ♦

Анаëоãи÷но ìожно сфорìуëироватü и äоказатü
анаëоãи÷нуþ теореìу и äëя инäекса Шепëи—Шу-
бика.

Теорема 5. Пусть Φ:WG
n
 → Rn. Тогда Φ удовлет-

воряет аксиомам NP, An, T и Е, если и только если
Φ — индекс Шепли—Шубика. ♦

Доказатеëüство äосëовно повторяет äоказатеëü-
ство преäыäущей теореìы с заìеной аксиоìы BzTP
на аксиоìу эффективности. Форìаëüно ãоворя,
аксиоìа E ни÷еãо не утвержäает, есëи v = 0, 1, но
это сëеäует из аксиоìы NP.

Есëи v = 0 иëи 1, в иãре v не буäет иãроков, кëþ-
÷евых хотü в какой-нибуäü коаëиöии, так как в
первоì сëу÷ае не буäет выиãрываþщих коаëиöий,

а во второì — проиãрываþщих. Поэтоìу все иã-
роки буäут боëванаìи и, есëи инäекс вëияния Φ
уäовëетворяет аксиоìе NP, то, как и в äоказатеëü-
стве теореìы 4, Φ

i
(v) = 0 äëя всех иãроков i.

5. ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÊÀ ÄËß a-ÈÍÄÅÊÑÀ
Â ÑËÓ×ÀÅ ÃÎËÎÑÎÂÀÍÈÉ Ñ ÊÂÎÒÎÉ

Бëаãоäаря ëеììе 5 ìожно перефорìуëироватü
äëя ãоëосований с квотой и аксиоìатику äëя α-ин-
äекса. Перепиøеì аксиоìы.

Аксиома болвана / Null Player (NP). Выиãрыø
боëвана не зависит от интенсивностей преäпо÷те-
ний и всеãäа равен нуëþ.

Усиленная аксиома трансфера / Strong Transfer
(ST). Дëя ëþбоãо ãоëосования с квотой v и äëя ëþ-
бой коаëиöии S ∈ M(v) таких, ÷то v

–S
 — тоже ãо-

ëосование с квотой и ëþбоãо i ∈ S

Φ
i
(v) – Φ

i
(v
–S

) = f(i, S).

Теорема 6. α-индекс влияния для голосований с
квотой однозначно задается аксиомами NP и ST, пе-
реформулированными для голосований с квотой.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Как и в äоказатеëüстве теоре-
ìы 4, отìетиì, ÷то перефорìуëированные аксиоìы сëа-
бее их анаëоãов. Поэтоìу раз α-инäекс уäовëетворяет не
перефорìуëированныì äëя ãоëосований с квотой акси-
оìаì NP и ST, то он уäовëетворяет и перефорìуëиро-
ванныì аксиоìаì.

Обратное утвержäение буäеì äоказыватü по инäук-
öии по ÷исëу выиãрываþщих коаëиöий, испоëüзуя при
этоì первуþ ÷астü äоказатеëüства.

Основание индукции. Пустü выиãрываþщих коаëиöий
нет. Эта иãра записывается, как ãоëосование с квотой
(n + 1; 1, ..., 1). Ни оäин иãрок не буäет кëþ÷евыì ни в
оäной коаëиöии. Сëеäоватеëüно, по аксиоìе NP Φ

i
(v) = 0

äëя всех i. Поскоëüку α(v) тоже уäовëетворяет аксиоìе
NP, α

i
(v) = 0. Зна÷ит Φ

i
(v) = α

i
(v).

Шаг индукции. Пустü v ∈ WGP
n
. Есëи i — боëван в иã-

ре v, то Φ
i
(v) = α

i
(v) = 0. Есëи это не так, то по ëеììе 5

существует S ∈ M(v) такая, ÷то v
–S

 ∈ WG
n
. К иãре v

–S

приìениìо преäпоëожение инäукöии, поэтоìу

Φ
i
(v

–S
) = α(v

–S
) = f(i, S).

По аксиоìе ST äëя Φ(v), преäпоëожениþ инäукöии
и аксиоìе ST äëя α(v)

Φ
i
(v) = Φ

i
(v
–S

) + f(i, S) = α
i
(v
–S

) + f(i, S),

α
i
(v) = α

i
(v

–S
) + f(i, S).

Поэтоìу Φ
i
(v) = α

i
(v). ♦

i N∈
∑

i N∈
∑

i S∈
∑

i S∈
∑

u S–
S

u S–
S

u S–
S

T W
i
v

S–( )∈
∑
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Заäа÷а построения аксиоìатик äëя инäексов
вëияния, оãрани÷енных на ãоëосования с квотой,
не кажется автору интересной. Деëо в тоì, ÷то все
известные инäексы вëияния оäнозна÷но заäаþтся,
наприìер, ìножествоì выиãрываþщих коаëиöий
и никакой спеöифики ãоëосований с квотой не ис-
поëüзуþт.

С äруãой стороны, эта статüя показывает, ÷то
аксиоìатики äëя инäексов вëияния в сëу÷ае ãоëо-
сований с квотой ìожно поëу÷атü простой пере-
форìуëировкой аксиоì.

Но основное (с ìатеìати÷еской то÷ки зрения)
утвержäение статüи, состоит в тоì, ÷то хотя про-
стые иãры, соответствуþщие ãоëосованияì с кво-
той не образуþт реøетку, но по этой «не реøетке»
ìожно пройти от ìаксиìаëüноãо эëеìента к ìи-
ниìаëüноìу, посетив ëþбуþ напереä заäаннуþ
верøину. Возìожно, ÷то это соображение поìожет
то÷нее описатü ìножество иãр, записываþщихся
как ãоëосования с квотой.
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