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Let K be an imaginary quadratic field. Consider an elliptic curve E(Fp) defined over
prime field Fp with given ring of endomorphisms oK, where oK is an order in a ring of
integers ZK.

An algorithm permitting to construct endomorphism of the curve E(Fp) corresponding
to the complex number τ ∈ oK is presented. The endomorphism is represented as a pair of
rational functions with coefficients in Fp. To construct these functions we use continued
fraction expansion for values of Weierstrass function. After that we reduce the rational
functions modulo prime ideal in finite extension of K. One can use such endomorphism
for elliptic curve point exponentiation.

Keywords: elliptic curve, continued fraction expansion, reduction modulo prime ideal,
point exponentiation.

Построение эндоморфизмов алгебраических кривых

А. Ю. Нестеренко

Национальный исследовательский институт Высшая школа экономики, Москва

Резюме. Пусть K — мнимое квадратичное поле. Рассмотрим эллиптическую
кривую E(Fp), определенную над простым полем Fp с заданным кольцом
эндоморфизмов oK, где oK — порядок кольца целых ZK.

Предложен алгоритм построения эндоморфизма кривой E(Fp), соответствующего
комплексному числу τ ∈ oK. Эндоморфизм представляется парой рациональных
функций с коэффициентами из Fp. Для построения функций используются
разложения значений функции Вейерштрасса в цепные дроби и приведение
рациональных функций по модулю простого идеала в конечном расширении K.
Такие эндоморфизмы можно использовать для экспоненцирования точек на
эллиптической кривой.
Ключевые слова: эллиптические кривые, разложения в цепные дроби, приведение
по модулю простого идеала, экспоненцирование точки.
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deg g(x) = N(τ)− 1�
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τ℘′(τz) = ℘′(z) ·
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ϕ ≡ ϕτ (mod p), ψ ≡ ψτ (mod p).
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ψ(x) ≡ 2492690311 (319523693+ x)×

(446480654+ x)(647067904 + x)(2275216235+ x)(2321505934+ x)(2362625857+ x)

ζ3(x)
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P1 = (1789807873, 336773927), P2 = (2701258086, 1160593737)
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are two randomly chosen points on curve E(Fp). Then

τ(P1 + P2) = τ(P1) + τ(P2) = (3122761229, 457809648).

In cryptography applications we can use above-mentioned endomorpisms to accelerate
a group operation. Let P be a point of order q on elliptic curve E(Fp). We define cyclic
subgroup G generated by P and suppose1 τ(P ) ∈ G. Then there exists an integer t
satisfying

τ(P ) = [t]P = P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
t times

and t is a root of minimal polynomial of τ modulo q.
Let k be an integer, 0 < k < q. Then k may be represented as k = k0 + k1t, where

0 ≤ k0, k1 <
√
q. For calculating a sum [k]P we can use the equality

[k]P = k0P + k1τ(P ).

More detailed information about elliptic curve point exponentiation may be found in [3].
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1Generally, τ can map a points of elliptic curve E(Fp) between various subgroups of E(Fp).
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