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Введение 

Анализ формальных понятий (АФП) является прикладной ветвью 

алгебраической теории решеток, в рамках которой предложен матема-

тический формализм, описывающий на языке алгебры понятие и иерар-

хии понятий. Основные идеи АФП был сформулированы Рудольфом 

Вилле в его работе [50], а наиболее полной монографией по АФП явля-

ется книга Гантера и Вилле [23].  

Фактически анализ формальных понятий имеет дело с данными в 

объектно-признаковой форме, а формальные понятия, определенные с 

помощью соответствия Галуа, представляют собой пары множеств вида 

(объем, содержание), им в точности до перестановки строк и столбцов 

соответствуют максимальные прямоугольники в таблице объект-

признак. Основными достоинствами такого определения понятия явля-
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ются соответствие традиционным представлениям о понятиях использу-

емым в философии: 1) понятие — это пара вида (объем, содержание), 2) 

при уменьшении объема понятия увеличивается его содержание и 

наоборот, 3) понятия иерархически упорядочены по отношению «быть 

более общим понятием». 

За последние 30 лет АФП прошел значительный путь от первона-

чальных теоретических изысканий к разнообразным многочисленным 

приложениям (только на английском языке издано около 900 научных 

работ по тематике АФП, более половины из которых посвящены при-

ложениям), что позволяет полноправно назвать его прикладной матема-

тической дисциплиной. Основными приложениями АФП, которым мы 

уделим внимание в этой работе, являются анализ данных (машинное 

обучение и разработка данных), представление знаний (онтологии и 

таксономии), информационный поиск, анализ неструктурированных 

данных (в частности, текстов), программная инженерия, социология и 

образование. В настоящее время существуют три наиболее репрезента-

тивных международных конференции по тематике АФП: International 

Conference on Formal Concept Analysis, International Conference on Con-

cept Lattices and Their Applications и International Conference on Concep-

tual Structures. Первая в списке конференция является наиболее пред-

ставительной и служит для обсуждения значительных теоретических и 

практических результатов в области, вторая посвящена преимуществен-

но приложениям АФП, а третья, помимо АФП-сообщества, призвана 

собрать исследователей в области представления знаний и онтологиче-

ского моделирования (например, сооснователем этой серии конферен-

ций является создатель понятийных графов Джон Сова). 

 

Основные определения анализа формальных понятий 

Контекстом в АФП называют тройку K = (G, M, I), где G — мно-

жество объектов, M — множество признаков, а отношение I  G  M 

говорит о том, какие объекты какими признаками обладают. Для произ-

вольных A  G и B  M определены операторы Галуа: 

A' = {m  M | g  A (g I m)}; 

B' = {g  G | m  B (g I m)}. 

Оператор '' (двукратное применение оператора ') является операто-

ром замыкания: он идемпотентен (A'''' = A''), монотонен (A  B влечет 

A''  B'') и экстенсивен (A  A''). Множество объектов A  G, такое, что 

A'' = A, называется замкнутым. Аналогично для замкнутых множеств 

признаков — подмножеств множества M. Пара множеств (A, B), таких, 

что A  G, B  M, A' = B и B' = A, называется формальным понятием 
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контекста K. Множества A и B замкнуты и называются объемом и со-

держанием формального понятия (A, B) соответственно. Для множе-

ства объектов A множество их общих признаков A'  служит описанием 

сходства объектов из множества A, а замкнутое множество A'' является 

кластером сходных объектов (с множеством общих признаков A'). От-

ношение “быть более общим понятием” задается следующим образом: 

(A, B) ≥ (C, D) тогда и только тогда, когда AC. Понятия формального 

контекста K = (G, M, I), упорядоченные по вложению объемов образуют 

решетку  B(G, M, I),  называемую решеткой понятий. Для визуализа-

ции решеток понятий используют т.н. диаграммы Хассе, т.е. граф по-

крытия отношения “быть более общим понятием”.  

АФП в машинном обучении и разработке данных 

В этом разделе мы кратко опишем основные приложения и методы 

на основе АФП в области современного анализа данных, в частности в 

разработке данных (Data Mining). 

 

рис. 1. Диаграмма решетки понятий для 702 статей по АФП, 

охватывающих 2003 — 2009 годы. 
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Классификация 

Соответствия Галуа также использовались некоторыми исследова-

тели в СССР, например, ДСМ-метод автоматического порождения ги-

потез, применяемый для решения задач классификации довольно есте-

ственно формулируется в терминах решеток понятий как метод машин-

ного обучения по положительным и отрицательным примерам [11]. Пе-

реход в данном случае с языка математической логики к алгебраиче-

ским формулировкам позволил разработать эффективные программные 

реализации ДСМ-метода. На языке формальных понятий и соответствий 

Галуа переформулированы такие методы машинного обучения как про-

странства версий и деревья решений (см. [22]). Более поздняя работа 

[14] по применению решеток понятий для порождения деревьев реше-

ний на основе решеток формальных понятий показала улучшение ре-

зультатов по сравнению с известными методами, такими как C4.5 и IB1. 

Отбор признаков 

Отбор признаков (feature selection), сокращение или редуцирование 

признаков на этапе предварительного анализа данных существенно по-

могают сократить не только вычислительные затраты, но и улучшить 

точность классификации. Сплав идей анализа формальных понятий и 

неточных множеств (Rough Sets) убедительно демонстрирует такое со-

кращение [25].  

Частые (замкнутые) множества признаков 

Поиск частых множеств признаков возник как направление в разра-

ботке данных в начале 90-х годов для решения задач анализа корзины 

покупок в крупных продуктовых супермаркетах. Анализ формальных 

понятий и поиск (замкнутых) множеств признаков (Frequent Itemset 

Mining) объединяет идея замыкания. Фактически решетка понятий не-

которого формального контекста в АФП изоморфна решетке замкнутых 

множеств, если требование быть частым множеством не учитывать. В 

АФП было введено понятие решетки-айсберга [47], которое позволило 

максимально сблизить терминологию двух сообществ FIM и FCA. 

Поиск закономерностей: импликации, ассоциативные 

правила и функциональные зависимости 

Импликацией формального контекста K = (G, M, I) в анализе фор-

мальных понятий называется признаковая зависимость вида AB, где 

A, B  M, при условии, что все объекты, обладающие A, также облада-
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ют всеми признаками из B, т.е. A'  B'. Импликация в АФП является 

частным случаем такой признаковой зависимости как ассоциативное 

правило в разработке данных, это в точности ассоциативное правило с 

достоверностью (confidence) равной 1. В свою очередь,  ассоциативные 

правила изучались в АФП задолго до их появления в сообществе разра-

ботки данных под названием частичные импликации [37]. Связь импли-

каций и функциональных зависимостей позволила использовать т. н. 

базис импликаций Дюкена-Гига для компактного представления функ-

циональных зависимостей (см. теорию баз данных) виде их ограничен-

ного множества, из которого все оставшиеся функциональные зависи-

мости данного многозначного контекста (таблицы данных) выводимы 

по правилам Армстронга [23]. Достаточно полный обзор по поиску ас-

социативных правил на основе АФП можно найти в работе [36].  

Модели мультимодальной кластеризации 

Недостатки традиционных методов кластеризации, связанные с по-

терей признакового описания сходства объектов, при установлении 

факта их числового сходства требуют новых методов кластерного ана-

лиза во многих приложениях, таких как анализ данных генной экспрес-

сии и Интернет-данных. Формальные понятия могут быть рассмотрены 

как своего рода бикластеры, в которых описание сходства объектов со-

храняется в признаковой компоненте бикластера — содержании [6, 8]. 

Стоит отменить многочисленные попытки ослабления определения 

формального понятия и его обобщения на многомерный случай. Одни-

ми из успешных таких попыток являются разработка метода поиска 

мультимодальных кластеров DataPeeler [38] и плотных би- [6, 8] и три-

кластеров [4, 5, 30].  

Рекомендательные системы 

Рекомендательные системы также потенциальные кандидаты для 

применения АФП, первые шаги в этом направлении были сделаны в 

работах [1, 7, 28]. 

Приложения в анализе текстов 

Анализ формальных понятий помогает также в анализе неструктуриро-

ванных данных. Например, для выявления (почти) дубликатов по боль-

шим коллекциям веб-документов [9, 10, 29] и анализа текстов полицей-

ских отчетов [41]. Основное преимущество перед методами кластериза-

ции на основе попарного сравнения документов в хорошей эмпириче-

ской временной сложности при кластеризации текстовых коллекций 

благодаря разреженности данных. Во втором приложении важным для 
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экспертов являются таксономические возможности решеток понятий, 

позволяющих удобно изучать коллекции полицейских отчетов по диа-

грамме решетки понятий, построенной по таблице отчеты – ключевые 

слова [41]. 

Приложения в программной инженерии 

Пожалуй, впервые систематическое обсуждение приложений АФП в 

программной инженерии было дано в книге [25]. В основном АФП при-

меняется для поддержки разработки ПО и объектно-ориентированного 

моделирования иерархий классов на ранних стадиях проекта, а также 

для улучшения и рефакторинга кода на более поздних этапах (см. статьи 

[26, 27, 46, 49]). Позднее появился обзор 47 статей по программной ин-

женерии на основе АФП [48]. Авторы разбили эти статьи по 10 катего-

риям на основании стандарта программной инженерии ISO 12207 и ви-

зуализировали результаты анализа с помощью диаграммы решетки по-

нятий. 

АФП в онтологическом моделировании и представлении 

знаний 

Таксономические свойства решеток понятий, представление множе-

ства понятий в виде иерархии с отношением «быть более общим поня-

тием» ставят естественный вопрос насколько тесно АФП связан с онто-

логиями. Ответ на него был дан достаточно давно в работах Ф. Симиано 

и А. Хотхо (исследователь из университета Касселя, Германия) [17]. 

Было установлено как можно получить частичный порядок менее стро-

гий, чем решеточный, из решеток понятий, и, наоборот, как по имею-

щейся онтологии, представленной в виде частичного порядка на поня-

тиях, построить решетку понятий. АФП тесно связан с описательными 

логиками (Descriptive Logic), например, так называемое исследование 

признаков (Attribute Exploration), как метод пополнения баз знаний был 

позаимствован сообществом DL из АФП [13]. 

Важной темой в работах по АФП является вопрос построения онто-

логий эффективным образом. Этой теме посвящено около 30% всех ста-

тей по АФП (всего 93 статьи за период с 2003 по 2009 год).  Авторы 

используют АФП преимущественно как средство извлечения онтологи-

ческих понятий и их иерархий. Большинство из них имеют дело с не-

структурированными текстами, такими как медицинские отчеты, RSS 

потоки, научные статьи и т.п. Анализируя неструктурированные тексты 

авторы как правило используют средства обработки естественного язы-

ка (NLP). С помощью NLP они извлекают из текстовых коллекций клю-

чевые слова, фразы, лексико-синтаксический контекст и т.п. По таким 
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данных можно построить решетки понятий и извлекать онтологические 

классы ключевых слов, иерархически упорядочивать эти понятия, выяв-

лять зависимости между классами и т.п. В итоге новое онтологическое 

знание может быть сохранено, например, в формате OWL, а новые тек-

сты могут быть классифицированы с использованием уже этой онтоло-

гии. Именно с появлением работ Симиано, Хотхо и др. (см. [17] и [18]) 

АФП стал популярным инструментом для построения онтологий. Рабо-

та [17] обсуждает как АФП может быть использован для поддержки 

построения онтологий и как онтологии могут быть использованы в при-

ложениях АФП. Ричардс [43] предлагает использовать АФП для по-

строения небольших персональных и ad hoc, которые могут помочь по-

ниманию области исследований.  

 Таксономические свойства АФП оказались удобными для пред-

ставления знаний, например, при анализе посещаемости сайтов в сети 

Интернет для построения таксономий аудиторий веб-сайтов [33]. 

Информационный поиск 

Среди приложений АФП по информационному поиску можно отме-

тить мета-поисковые системы для Интернета [16, 19, 32]. Для более де-

тального знакомства с предметом рекомендуется обратиться к книге 

Карпинето и Романо [15] или еще вполне актуальному обзору Уты 

Присс [42]. 

Социологические приложения и анализ образователь-

ных данных 

Ключевыми фигурами по приложениям АФП в социологии являются 

Линтон Фриман и Винсент Дюкен. Линтоном Фриманом изучались воз-

можности решеток понятий для определения сообществ в анализе соци-

альных групп и сетей [21], а Винсентом Дюкеном сделано немало для 

социологических и антропологических исследований на основе опрос-

ных данных [20, 39 и 40]. Исследованием эпистемических сообществ 

интенсивно занимались Сергей Объедков и Камий Рот [45]. Анализу 

результатов социологических опросов и данных в области образования 

посвящены работы автора этой статьи [2, 3, 31 и 44]. Работа [4] посвя-

щена изучению три-сообществ в социальных Интернет-сервисах. 

Заключение 

Таким образом, можно сделать вывод, что АФП является бурно раз-

вивающейся дисциплиной на стыке прикладной математики и компью-

терных наук, а математическая формализация понятия оказала свое бла-
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готворное влияние на анализ данных, представление знаний и различ-

ные разделы информатики, породив при этом в исследователях желание 

экспериментировать и находить все новые интересные и востребован-

ные приложения. 
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