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ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÏÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÏ× ×ÌÉÑÎÉÑ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÈ ÐÒÅÄ-
ÐÏÞÔÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ æ. áÌÅÓËÅÒÏ×ÙÍ. ðÏÓÔÒÏÅÎÙ Ä×Å ÁËÓÉÏ-
ÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÔÁËÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ á. ìÁÒÕÅÌÌØ
É æ. ÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× âÁÎÃÁÆÁ (ðÅÎÒÏÕÚÁ) É ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ. ðÏ-
ÌÕÞÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
ÁËÓÉÏÍÙ ÁÎÏÎÉÍÎÏÓÔÉ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

óÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÉÎÄÅËÓÙ ûÅÐÌÉ|
ûÕÂÉËÁ [1] É âÁÎÃÁÆÁ [2]. 1

úÁËÏÎÏÍÅÒÅÎ ×ÏÐÒÏÓ: "þÅÍ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ?" ïÄÉÎ ÉÚ
ÏÔ×ÅÔÏ×: "îÁÂÏÒÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× (ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÏÊ), ËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÔ ÉÎÄÅËÓ." áËÓÉÏÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÁ × [3], Á ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ | × [4].

áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ (É, ËÁË ÓÞÉÔÁÀÔ Á×ÔÏÒÙ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÊ) ÎÁÂÏÒ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ
ÉÎÄÅËÓÏ× âÁÎÃÁÆÁ É ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ × [5].

ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× ×ÌÉÑ-
ÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × [6].

2. ðÒÏÓÔÙÅ ÉÇÒÙ É ÉÎÄÅËÓÙ ×ÌÉÑÎÉÑ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÏÊ ÐÁÒÕ (N; v), ÇÄÅ N | ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï, Á v : 2N → {0; 1} | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ N
ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ 1, É ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, Ô.Å., ÅÓÌÉ S É T |
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N É S ⊂ T , ÔÏ v(S) 6 v(T ).

äÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ N | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅ-
ÒÏ×ÁÎÙ Ó 1 ÄÏ n, Ô.Å. N = {1; : : : ; n}. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ,
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N | ËÏÁÌÉÃÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÐÒÏÓÔÁÑ ÉÇÒÁ
(N; v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË v, Á ÞÉÓÌÏ ÉÇÒÏËÏ× × ËÏÁÌÉÃÉÉ S ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÇÒ n ÉÇÒÏËÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË SGn.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó [7]. âÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÊ
ÉÇÒÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ v(∅) = 0, v(N) = 1. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÔÏÌØËÏ
Ä×Å ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÇÒÙ.

ì Å Í Í Á 1. ðÕÓÔØ v | ÐÒÏÓÔÁÑ ÉÇÒÁ. ôÏÇÄÁ
1) ÅÓÌÉ v(∅) 6= 0, ÔÏ v(S) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ S ⊆ N ;

1òÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �08-01-
00039a.
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2) ÅÓÌÉ v(N) 6= 1, ÔÏ v(S) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ S ⊆ N .
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. 1) åÓÌÉ v(∅) 6= 0, ÔÏ v(∅) = 1 É ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ,

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ v(S) > v(∅) = 1. á ÐÏÓËÏÌØËÕ v(S) ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ
0, ÌÉÂÏ 1, ÔÏ v(S) = 1.

÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
ëÏÁÌÉÃÉÑ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ v(S) = 1, É ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ

v(S) = 0.
éÇÒÏË i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ × ËÏÁÌÉÃÉÉ S, ÅÓÌÉ S ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ, Á S \ {i} |

ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ i ∈ S). éÇÒÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÂÏÌ×ÁÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÄÁÎÏ × [1] ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ
Ó ÂÒÉÄÖÅÍ: É ÔÁÍ, É ÚÄÅÓØ ÂÏÌ×ÁÎ | ÜÔÏ ÉÇÒÏË, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÌÉÑÔØ
ÎÁ ÓÏÂÙÔÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÇÒÏË i ËÌÀÞÅ×ÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ Wi(v).

÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ËÏÁÌÉÃÉÑ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÉÇÒÏËÉ × ÎÅÊ
ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, S ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ
ËÏÁÌÉÃÉÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÉÇÒÙ×Á-
ÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÁË W (v), L(v) É M(v). ðÒÏÓÔÁÑ ÉÇÒÁ
ÞÁÓÔÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏ-
ÁÌÉÃÉÊ. üÔÏ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M(v) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ W (v), Á W (v) |
ÆÕÎËÃÉÀ v:

W (v) =
⋃

S∈M(v)

( ⋃

T⊇S
{T}

)
;

v(S) =
{

1; ÅÓÌÉ S ∈ W (v);
0; ÅÓÌÉ S =∈ W (v):

ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÁÌÉÃÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ uS ÉÇÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ S ÂÕÄÅÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÏÁÌÉÃÉÅÊ. åÓÌÉ i ∈ S, ÔÏ i | ËÌÀÞÅ×ÏÊ
ÉÇÒÏË ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÁÌÉÃÉÑÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ S. åÓÌÉ i =∈ S, ÔÏ i | ÂÏÌ×ÁÎ.

ðÕÓÔØ v | ÐÒÏÓÔÁÑ ÉÇÒÁ, S ∈M(v). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v−S ÉÇÒÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ v
ÐÅÒÅ×ÏÄÏÍ S ÉÚ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ × ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ W (v−S) =
W (v) \ {S}. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ v Ë v−S ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ËÏÁÌÉÃÉÉ S. éÇÒÁ
v−S ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÁÌÉÃÉÑ S ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÅÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅ ÎÅ
ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v−S−T ÉÇÒÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ S ÉÚ v, Á ÚÁÔÅÍ
T ÉÚ v−S. åÓÌÉ T ∈ M(v), ÔÏ v−S−T = v−T−S, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÉÈ ÉÇÒÁÈ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ
×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ËÏÁÌÉÃÉÉ | ×ÓÅ, ËÁËÉÅ ÅÓÔØ × v, ËÒÏÍÅ S É T . ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

(1)
v −−−→ v−Sy

y
v−T −−−→ v−S−T

îÏ ÅÓÌÉ T =∈M(v), v−T−S ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.
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ð Ò É Í Å Ò 1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ËÏÁÌÉÃÉÉ ÞÉÓÌÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉ-
ÃÉÊ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, Á ×ÏÔ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ
ÍÏÖÅÔ ËÁË ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÔÁË É Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ.

ðÕÓÔØ n = 3, W (v) = {{1}; {1; 2}; {1; 3}; {1; 2; 3}}, S = {1}. S | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ËÏÁÌÉÃÉÑ × ÉÇÒÅ v. ÷ÙÞÅÒËÎÅÍ S, ÐÏÌÕÞÉÍ

W (v−S) = {{1; 2}; {1; 3}; {1; 2; 3}};
M(v−S) = {{1; 2}; {1; 3}}:

÷ÙÞÅÒËÎÅÍ ËÏÁÌÉÃÉÀ T = {1; 2}. ôÏÇÄÁ

W (v−S−T ) = {{1; 3}; {1; 2; 3}};
M(v−S−T ) = {{1; 3}}:

ðÏÓÌÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ S ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÂÏÌØÛÅ, ÐÏÓÌÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ T | ÍÅÎØÛÅ.

÷ÙÞÅÒËÎÕÔØ T ÓÒÁÚÕ ÉÚ v ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ | ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.
éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ, � : SGn → Rn, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÅ v ×ÅËÔÏÒ

�(v), i-Ñ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ×ÌÉÑÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ i. îÁÉÂÏÌÅÅ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÉÎÄÅËÓÙ ×ÌÉÑÎÉÑ âÁÎÃÁÆÁ É ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ.

éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ âÁÎÃÁÆÁ (BI) [2] ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ×ÌÉÑÎÉÅ
ÉÇÒÏËÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÏÁÌÉÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ËÌÀÞÅ×ÏÊ. ïÂÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ
âÁÎÃÁÆÁ TBzi ÄÌÑ ÉÇÒÏËÁ i ÒÁ×ÅÎ

TBzi = |Wi|:
éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ âÁÎÃÁÆÁ Bzi ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.

Bzi = |Wi|∑n
j=1 |Wj| :

÷ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ðÅÎÒÏÕÚÏÍ [8], ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÁÌÉÃÉÊ
Ó ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ i.

Pi = 1
2n−1 |Wi|:

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × [5], ÐÏÄ ÉÎÄÅËÓÏÍ âÁÎÃÁÆÁ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ
ÉÎÄÅËÓ ðÅÎÒÏÕÚÁ. þÔÏÂÙ ËÁË-ÔÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ É ÓÌÏÖÉ×-
ÛÕÀÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÀ, × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [5] É [4] ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ
ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÉÎÄÅËÓÕ ðÅÎÒÏÕÚÁ, ÏÂÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ
âÁÎÃÁÆÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2n−1.

äÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÉ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ |

TBzi =
∑

S⊆N
(v(S)− v(S \ {i})) :
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÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ: v(S)−v(S \{i})
ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉ i | ËÌÀÞÅ×ÏÊ × S, É 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

éÎÄÅËÓ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ (SSI) [1] ×ÏÚÎÉË × ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
×ÅËÔÏÒÁ ûÅÐÌÉ. ÷ ÎÅÍ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÁÌÉÃÉÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ë ×ÌÉÑÎÉÀ ÉÇÒÏËÁ, ÚÁ×É-
ÓÉÔ ÏÔ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÁ

SSi = ∑
S∈Wi(v)

(n−s)!(s−1)!
n! =

= ∑
S⊆N

(v(S)− v(S \ {i})) (n−s)!(s−1)!
n! :

3. éÇÒÙ É ÉÎÄÅËÓÙ ×ÌÉÑÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ [6] (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2).
÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ: ËÁÖÄÏÊ

ËÏÁÌÉÃÉÉ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ f(S), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏ×ÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÁÌÉÃÉÉ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÏÊ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ ÔÒÏÊËÕ (N; v; f),
ÇÄÅ N = {1; : : : n} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÇÒÏËÏ×, ÐÁÒÁ (N; v) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÉÇÒÕ, f
| ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S É ÉÇÒÏËÕ i ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
f(i; S). éÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ f ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ S. íÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ) ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÇÒ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ n ÉÇÒÏËÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ SGPn (SSGPn).

ðÒÏÓÔÕÀ ÉÇÒÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÏÓÔÕÀ ÉÇÒÕ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ, × ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ËÏÁÌÉÃÉÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÙ | (N; v) ≡ (N; v; 1).

÷ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÉÇÒÁ (N; v; f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ
ËÁË v. åÓÌÉ Ä×Å ÉÇÒÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ × ÏÄÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ f Õ ÎÉÈ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ.

ðÏÎÑÔÉÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÏÁÌÉ-
ÃÉÊ, ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ É ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ËÏÁÌÉÃÉÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÉÇÒ. îÁÌÉÞÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏËÁ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ. ðÒÉ ×ÙÞÅÒËÉ-
×ÁÎÉÉ ËÏÁÌÉÃÉÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ v, ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÅÊ.

ð Ò É Í Å Ò 2 [6]. ðÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÉÇÒÏËÏ× ÚÁÄÁÀÔÓÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÅÊ P . îÅÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ pij ∈ [0; 1] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÖÅÌÁÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ i ×ÈÏÄÉÔØ × ËÏ-
ÁÌÉÃÉÀ Ó ÉÇÒÏËÏÍ j. íÁÔÒÉÃÁ P ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô.Å. × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
pij 6= pji. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ pii = 0.

÷ [6] ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅ-
ÁÌØÎÙÈ ×ÙÂÏÒÎÙÈ ÏÒÇÁÎÏ× É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ 4 ×ÅÒÓÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ
ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÊ. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ
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f+(j; S; P ) =
∑

i∈S

pji
s− 1;(2)

f−(j; S; P ) =
∑

i∈S

pij
s− 1;(3)

f(j; S; P ) = f+(j; S; P ) + f−(j; S; P )
2 ;(4)

f(S; P ) =
∑

j∈S

f+(j; S; P )
s =

∑

j∈S

f−(j; S; P )
s = 1

s(s− 1)
∑

i;j∈S
pij:(5)

åÓÌÉ ËÏÁÌÉÃÉÑ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1.
f+(j; S; P ) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ j ×ÈÏÄÉÔØ ×

ËÏÁÌÉÃÉÀ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÉÇÒÏËÁÍÉ S, f−(j; S; P ) | ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÉÇÒÏËÏ× S ×ÈÏÄÉÔØ × ËÏÁÌÉÃÉÀ Ó j, f(S; P ) | ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÉÇÒÏËÏ×
×ÈÏÄÉÔØ × ËÏÁÌÉÃÉÀ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÌÌÅÇÁÍÉ ÉÚ S.

åÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ ÉÇÒÏËÁÍÉ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ÈÏÒÏÛÉÅ, Ô.Å. pij = 1 ÄÌÑ
×ÓÅÈ i; j ∈ S, ÔÏ f+(j; S; P ) = f−(j; S; P ) = f(S; P ) = 1; ÅÓÌÉ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ
×ÓÅÍÉ ÉÇÒÏËÁÍÉ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ÐÌÏÈÉÅ, Ô.Å. pij = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ S, ÔÏ f+(j; S; P ) =
f−(j; S; P ) = f(S; P ) = 0.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ v ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ, ÆÕÎËÃÉÉ (2)|(4) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÐÒÏ-
ÓÔÕÀ ÉÇÒÕ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ, Á ÆÕÎËÃÉÑ (5) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ.

éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ, � : SGPn → Rn (SSGPn → Rn), ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÇÒ,
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÇÒÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ v
×ÅËÔÏÒ �(v), i-Ñ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ×ÌÉÑÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ i.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ St(v) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ-
ÍÕÌÅ

(6) Sti(v) =
∑

S∈Wi(v)
f(S)

ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÇÒ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ É

(7) Sti(v) =
∑

S∈Wi(v)
f(i; S)

ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ.
ðÕÓÔØ f(i; S) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÇÒÏËÏ× É ËÏÁÌÉÃÉÊ, Á v ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÉ 0,

ÎÉ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ NSt(v):

(8) NSti(v) = Sti(v)∑
j∈N Stj(v) :

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ 0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÉÇÒÏË ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ
ËÏÁÌÉÃÉÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ É ÎÅ ×ÓÅ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ.
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ð Ò É Í Å Ò 3. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ ÉÇÒÏËÁ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ,
ÞÅÍ ÌÕÞÛÅ ÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ó ÏÐÐÏÎÅÎÔÁÍÉ É ÞÅÍ ÈÕÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. üÔÏ
ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÔÁË.

ðÕÓÔØ n = 3, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ | {{1; 2}; {1; 3}; {1; 2; 3}}. ðÅÒ-
×ÙÊ ÉÇÒÏË ÂÕÄÅÔ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÁÌÉÃÉÑÈ, ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ | ÔÏÌØËÏ × ÐÅÒ×ÏÊ
É ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

éÇÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, f(S) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ pij =
pji. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ NSt(v) × ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

1. pij = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j. ôÏÇÄÁ É f(S) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ S, É NSt1(v) = 3=5, NSt2(v) =
NSt3(v) = 1=5.

2. p12 = p13 = 1, p23 = 0 | ÉÇÒÏË 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÈÏÒÏÛÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ Ó ÉÇÒÏËÁÍÉ
2 É 3, Á ÏÎÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ | × ÐÌÏÈÉÈ. ôÏÇÄÁ f({1; 2}) = 1, f({1; 3}) = 1, f({1; 2; 3}) =
2=3 É NSt1(v) = 8=14, NSt2(v) = NSt3(v) = 3=14.

3. p12 = p13 = 0, p23 = 1 | ÉÇÒÏË 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÐÌÏÈÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ Ó ÉÇÒÏËÁÍÉ 2
É 3, Á ÏÎÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ | × ÈÏÒÏÛÉÈ. ôÏÇÄÁ f({1; 2}) = 0, f({1; 3}) = 0, f({1; 2; 3}) =
1=3 É NSt1(v) = 1, NSt2(v) = NSt3(v) = 0.

ð Ò É Í Å Ò 4. ðÕÓÔØ ÉÇÒÁ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É f(S) = 1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ S. ôÏÇÄÁ St(v) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÝÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ âÁÎÃÁÆÁ.

Sti(v) =
∑

S∈Wi(v)
1 = |Wi(v)| = Bzi(v):

ð Ò É Í Å Ò 5. ðÕÓÔØ ÉÇÒÁ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É f(S) = 1
2n−1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ S. ôÏÇÄÁ St(v) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ðÅÎÒÏÕÚÁ.

Sti(v) =
∑

S∈Wi(v)

1
2n−1 = 1

2n−1 |Wi(v)| = Bzi(v):

ð Ò É Í Å Ò 6. ðÕÓÔØ ÉÇÒÁ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É f(S) = (n−s)!(s−1)!
n! . ôÏ-

ÇÄÁ St(v) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ.

Sti(v) =
∑

S∈Wi(v)

(n− s)!(s− 1)!
n! = SSi(v):

íÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ×ÌÉÑÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ äÖÏÎÓÔÏÎÁ [9], äÉÇÅÎÁ|ðÁËÅÌÁ [10],
èÏÌÅÒÁ|ðÁËÅÌÁ [11], ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ
(ÓÍ. [12]). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂ-
ÝÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×.

4. áËÓÉÏÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ

4.1. áËÓÉÏÍÁÔÉËÁ äÕÂÉ|ûÅÐÌÉ [4]
ðÅÒ×ÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ × [4]:
áËÓÉÏÍÁ ÂÏÌ×ÁÎÁ / Null Player (NP). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn ÅÓÌÉ i |

ÂÏÌ×ÁÎ × ÉÇÒÅ v, ÔÏ ÅÇÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 0, Ô.Å.

�i(v) = 0:
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áÎÏÎÉÍÎÏÓÔØ / Anonimity (An). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N

�i(�v) = ��(i)(v);
ÇÄÅ (�v)(S) = v(�(S)).

ôÒÁÎÓÆÅÒ / Transfer (T) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÇÒ v; w ∈ SGn, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ v ∨ w ∈ SGn,

�(v) + �(w) = �(v ∨ w)− �(v ∧ v);

ÇÄÅ (v ∨ w)(S) = max(v(S); w(S)), Á (v ∧ w)(S) = min(v(S); w(S)).
ïÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ âÁÎÃÁÆÁ / Banzhaf Total Power (BzTP).

n∑
i=1

�i(v) =
n∑
i=1

∑

S⊂N
(v(S)− v(S \ {i})) :

üÔÉ 4 ÁËÓÉÏÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÂÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ âÁÎÃÁÆÁ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 1 [4]. ðÕÓÔØ � : SGn → Rn. ôÏÇÄÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP,

An, T É BzTP, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � | ÉÎÄÅËÓ âÁÎÃÁÆÁ.
äÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ðÅÎÒÏÕÚÁ ÁËÓÉÏÍÙ NP, An É T ÔÅ ÖÅ, Á × BzTP ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ

ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ 2n−1:
n∑
i=1

�i(v) = 1
2n−1

n∑
i=1

∑

S⊂N
(v(S)− v(S \ {i})) :

4.2. áËÓÉÏÍÁÔÉËÁ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ [5]
÷ [5] ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ (ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3).
áËÓÉÏÍÁ ÂÏÌ×ÁÎÁ∗ / Null Player∗ (NP∗). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:
(i) i | ÂÏÌ×ÁÎ × ÉÇÒÅ v;
(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ w ∈ SGn �i(v) 6 �i(w).
áËÓÉÏÍÁ ÁÎÏÎÉÍÎÏÓÔÉ (An) ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ [4].
ôÒÁÎÓÆÅÒ∗ / Transfer∗ (T∗). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÇÒ v; w ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ

S ∈M(v) ∩M(w) É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N

�i(v)− �i(v−S) = �i(w)− �i(w−S):

õÓÌÏ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÈÏÄÏ×/ÐÏÔÅÒØ / Symmetric Gain-Loss
(SymGL). 1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÙÈ i; j ∈ S:

�i(v)− �i(v−S) = �j(v)− �j(v−S):

2) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÙÈ i; j =∈ S:

�i(v)− �i(v−S) = �j(v)− �j(v−S):
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õÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÄÏÈÏÄÁ/ÐÏÔÅÒØ / Average Gain-Loss Bal-
ance (AGLB). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v)

1
s

∑

i∈S
(�i(v)− �i(v−S)) = 1

n− s
∑

j =∈S
(�j(v−S)− �j(v)) :

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1 ×ÅËÔÏÒ (1; : : : ; 1) ∈ Rn.
ô Å Ï Ò Å Í Á 2 [5]. ðÕÓÔØ � : SGn → Rn. ôÏÇÄÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP∗,

An, SymGL É AGLB, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � = a · TBz + b1, ÇÄÅ a ∈ R+, b ∈ R.
ô Å Ï Ò Å Í Á 3 [5]. ðÕÓÔØ � : SGn → Rn. ôÏÇÄÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP∗,

An, T∗ É AGLB, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � = a · TBz + b1, ÇÄÅ a ∈ R+, b ∈ R.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÏÒÅÍÙ 2|3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÉÎÄÅËÓ ×ÉÌÑÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ É ÉÎÄÅËÓ ðÅÎÒÏÕÚÁ.

5. áËÓÉÏÍÙ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× ×ÌÉÑÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÉÇÒÁÈ Ó
ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ

áËÓÉÏÍÙ ÕÄÏÂÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÓÔÉÌÅ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ. éÚ ÁËÓÉÏÍÁ-
ÔÉËÉ äÕÂÉ|ûÅÐÌÉ ×ÚÑÔÙ ÚÁ ÏÓÎÏ×Õ ÁËÓÉÏÍÁ NP, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ËÁÖÅÔÓÑ Á×ÔÏÒÕ
ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ, É ÁËÓÉÏÍÁ BzTP, ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ × ÓÔÉÌÅ
ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÓËÕÓÔ×ÅÎÎÏÊ.

áËÓÉÏÍÁ ÂÏÌ×ÁÎÁ/Null Player (NP). ÷ÙÉÇÒÙÛ ÂÏÌ×ÁÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÔÅÎ-
ÓÉ×ÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÊ É ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ 0.

ôÒÁÎÓÆÅÒ/Transfer (T). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÇÒ v; w ∈ SGPn, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ
S ∈M(v) ∩M(w) É ÌÀÂÏÇÏ i

�i(v)− �i(v−S) = �i(w)− �i(w−S):
õÓÉÌÅÎÎÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒÁ/Strong Transfer (ST). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈

SGPn, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ S

�i(v)− �i(v−S) = f(i; S):
åÓÌÉ i ∈ S, ÔÏ ST | ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ T: × T ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ �i(v)−

�i(v−S) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÐÏ v, Á ST ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÅÍÕ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ.
îÏ ÅÓÌÉ i =∈ S, ÁËÓÉÏÍÁ ST × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ T ÎÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ.
õÓÌÏ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÈÏÄÏ×/ÐÏÔÅÒØ / Symmetric Gain-Loss

(SymGL). 1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGPn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÙÈ i; j ∈ S:

�i(v)− �i(v−S) = �j(v)− �j(v−S):
2) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGPn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÙÈ i; j =∈ S:

�i(v)− �i(v−S) = �j(v)− �j(v−S):
ðÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÉ SymGL × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ

ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÅ, ÎÏ É ÐÏÒÏÚÎØ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ ËÁË
SymGL1 É SymGL2.
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áËÓÉÏÍÙ T É SymGL | ÐÒÑÍÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ ìÁÒÕÅÌÌØ|
÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ.

ïÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ/Total Power (TP).
n∑
i=1

�i(v) =
n∑
i=1

∑

S∈Wi(v)
f(i; S):

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÇÒÙ v f(i; S) = f(S) É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ËÏÁÌÉÃÉÉ S f(S) ×ÈÏÄÉÔ × ÓÕÍÍÕ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÉÇÒÏËÏ× × ËÏÁÌÉÃÉÉ
S. ô.Å. ÁËÓÉÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ:

n∑
i=1

�i(v) =
∑

S⊂N
k(S)f(S);

ÇÄÅ k(S) | ÞÉÓÌÏ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÉÇÒÏËÏ× × ËÏÁÌÉÃÉÉ S.

6. ôÅÏÒÅÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. 1) ðÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP É T.
ôÏÇÄÁ
(9) �i(v) =

∑

S∈Wi(v)
g(i; S);

ÇÄÅ g(i; S) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
2) ðÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP, T É SymGL1. ôÏÇÄÁ

(10) �i(v) =
∑

S∈Wi(v)
g(S);

ÇÄÅ g(S) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
3) ðÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP, T É ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ

SymGL. ôÏÇÄÁ
(11) �i(v) =

∑

S∈Wi(v)
g(|S|);

ÇÄÅ g(k) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.
ì Å Í Í Á 2 [5]. ðÕÓÔØ S ∈M(v). ôÏÇÄÁ

Wi(v−S) =
{
Wi(v) \ {S}; ÅÓÌÉ i ∈ S;
Wi(v) ∪ {S ∪ {i}}; ÅÓÌÉ i =∈ S:

ð Ò É Í Å Ò 7. ðÕÓÔØ N = {1; 2; 3; 4}, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ËÏÁÌÉÃÉÉ × ÉÇÒÅ v | ×ÓÅ ÔÒÅÈ-
É ÞÅÔÙÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, {1; 2} É {3; 4}, S = {1; 2}.

÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÏÁÌÉÃÉÑÍÉ × v−S ÂÕÄÕÔ {3; 4}, {1; 2; 3}, {1; 2; 4}, {1; 3; 4},
{2; 3; 4}, {1; 2; 3; 4}.

÷ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÎÁËÏÍ + ÏÔÍÅÞÅÎÙ ËÏÁÌÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉË
ËÌÀÞÅ×ÏÊ (ÓÌÅ×Á ÏÔ ÞÅÒÔÙ | ÄÌÑ ÉÇÒÙ v, ÓÐÒÁ×Á | ÄÌÑ v−S).
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ÉÇÒÏË {1; 2} {3; 4} {1; 2; 3} {1; 2; 4} {1; 3; 4} {2; 3; 4} {1; 2; 3; 4}
1 +=− −=− +=+ +=+ −=− −=− −=−
2 +=− −=− +=+ +=+ −=− −=− −=−
3 −=− +=+ −=+ −=− +=+ +=+ −=−
4 −=− +=+ −=− −=+ +=+ +=+ −=−

éÇÒÏËÉ 1 É 2 ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÉÇÒÅ v−S ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ × ËÏÁÌÉÃÉÉ {1; 2}
(ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ), Á 3 É 4 ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ËÏÁ-
ÌÉÃÉÑÈ {1; 2; 3} É {1; 2; 4}. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ì Å Í Í Á 3. ðÕÓÔØ S ∈M(v) É �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ (9). ôÏÇÄÁ

�i(v)− �i(v−S) =
{
g(i; S); ÅÓÌÉ i ∈ S;
−g(i; S ∪ {i}); ÅÓÌÉ i =∈ S:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï.

�i(v)− �i(v−S) =
∑

S∈Wi(v)
g(i; S)−

∑

S∈Wi(v−S)
g(i; S) =

=
∑

S ∈Wi(v);
S =∈Wi(v−S)

f(g; S)−
∑

S ∈ Wi(v−S);
S =∈ Wi(v)

g(i; S):

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÓÕÍÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ: g(i; S), ÅÓÌÉ
i ∈ S É −g(i; S ∪ {i}), ÅÓÌÉ i =∈ S. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ×ÌÉÑÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (9)|(11), ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÉÚ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ (10), Á ÉÚ (10) | (9), ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ T É NP ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (9), Á ÐÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ SymGL | ÄÌÑ (10).

ðÕÓÔØ ÉÇÒÏË i ÎÅ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ × ÉÇÒÅ v. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ × ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÉ �i(v) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÁ 0. úÎÁÞÉÔ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÁËÓÉÏÍÁ NP.

ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 �i(v)− �i(v−S) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ i É S, ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÇÒ v É w �i(v)−�i(v−S) = �i(w)−�i(w−S), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÉÇÒÙ v−S É w−S
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, Ô.Å. S ∈M(v) É S ∈M(w). úÎÁÞÉÔ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ T.

ðÕÓÔØ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ (10), S ∈M(v), i; j ∈ S. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3

�i(v)− �i(v−S) = g(S) = �j(v)− �j(v−S):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL.
îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ (11), S ∈M(v), i; j =∈ S. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3

�i(v)− �i(v−S) = −g(|S ∪ {i}|) = −g(|S ∪ {j}|) = �j(v)− �j(v−S):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL.
äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
1) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ g(i; S) ËÁË
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g(i; S) = �i(uS)− �i(uS−s):

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ |Wi(v)|. åÓÌÉ
|Wi(v)| = 0, Ô.Å. ÉÇÒÏË i ÎÅ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÎÉ × ËÁËÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ, ÔÏ ÐÏ
ÁËÓÉÏÍÅ NP �i(v) = 0, ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÏ ÐÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Õ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |Wi(v)| = k É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ i
ËÌÀÞÅ×ÏÊ × ÍÅÎØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÁÌÉÃÉÊ. ÷ ÉÇÒÅ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÙÉÇÒÙ×Á-
ÀÝÁÑ ËÏÁÌÉÃÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ i | ËÌÀÞÅ×ÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ T . ôÏÇÄÁ

�i(v) = (�i(v)− �i(v−T )) + �i(v−T ) =
(
�i(uT )− �i(uT−T )

)
+ �i(v−T ) =

= g(i; T ) +
∑

S∈Wi(v−T )
g(i; S) =

∑

S∈Wi(v)
g(i; S):

÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ T, ÔÒÅÔØÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g(i; T ) É ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2: Wi(v) = Wi(v−T ) ∪ T .

2) ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ g(i; S)
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S É ÌÀÂÙÈ i; j ∈ S g(i; S) = g(j; S) (ÅÓÌÉ i =∈ S,
g(i; S) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ), Á ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ
Ë uS:

g(i; S) = �i(uS)− �i(uS−s) = �j(uS)− �j(uS−s) = g(j; S):

3) ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ g(S)
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ |S|: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ S É S ′ g(S) = g(S ′).

ðÕÓÔØ T = S ∩S ′, ôÏÇÄÁ S = {s1; : : : ; sk}∪T , Á S ′ = {s′1; : : : ; s′k}∪T , ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
s1; : : : ; sk; s′1; : : : ; s′k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÁÌÉÃÉÊ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ si ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ s′i:

S0 = S;
S1 = {s′1; s2; : : : ; sk} ∪ T;

: : :
Si = {s′1; : : : s′i; si+1; : : : ; sk} ∪ T;

: : :
Sk = S ′:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i g(Si) = g(Si+1), Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ S É S ′ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ: S = T ∪ {i}, S ′ = T ∪ {j}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ uT . ðÏÓËÏÌØËÕ T ∈M(uT ), i; j =∈ T , ÔÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ
SymGL É ÌÅÍÍÅ 3

g(S) = − (
�i(uT )− �i(uT−T )

)
= − (

�j(uT )− �j(uT−T )
)

= g(S ′):
ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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ú Á Í Å Þ Á Î É Å 1. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ 1-ÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁËÓÉ-
ÏÍÁ T ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ i ∈ S. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ
ÁËÓÉÏÍÕ ST. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÁËÓÉÏÍÁÍ ST É
NP, ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 9.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÌÀÂÏÊ ÉÎÄÅËÓ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 9, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉ-
ÏÍÅ T. ðÏÜÔÏÍÕ T ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ST É NP.

ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÁËÓÉÏÍÁ T ÓÌÅÄÕÅÔ É ÐÒÏÓÔÏ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ST, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÔÁÔØÉ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 2. áËÓÉÏÍÁ ÁÎÏÎÉÍÎÏÓÔÉ ×ÅÒÎÁ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ, Ô.Å. An ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ NP, T É SymGL, ÎÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ NP ,
T É SymGL1.

7. áËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ×ÌÉÑÎÉÑ

÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ×ÙÛÅ ÁËÓÉÏÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ
×ÌÉÑÎÉÑ.

ì Å Í Í Á 4. éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ St(v), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å SGPn, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP, TP, T É ST. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ St(v) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÙÈ ÉÇÒ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ (SSGPn), ÔÏ St(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÅÒ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÐÏÄÐÁÄÁÅÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ 1-ÇÏ ÐÕÎËÔÁ
ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÙ NP É T. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ
ÉÇÒ St(v) ÐÏÄÐÁÄÁÅÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ É 2-ÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL.

áËÓÉÏÍÁ ST | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3.
îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÊÄÅÍ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ St(v).

n∑
i=1

Sti(v) =
n∑
i=1

∑

S∈Wi(v)
f(i; S);

Ô.Å. ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ TP. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ú Á Í Å Þ Á Î É Å 3. äÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÇÒ f(i; S) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ f(j; S),

ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.
ú Á Í Å Þ Á Î É Å 4. äÌÑ ÉÇÒ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑÍÉ (ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ, ÔÁË É ÎÅÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÎÙÈ) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ i =∈ S, ÔÏ
Sti(v)− Sti(v−S) = −f(i; S ∪ {i}), Á f(i; S ∪ {i}) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i.

7.1. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ
äÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ä×ÕÈ ÁËÓÉÏÍ,

ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÁ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 5. éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP É ST ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �(v) = St(v).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 St(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP É ST. äÏËÁ-

ÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
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ðÕÓÔØ �(v) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP É ST. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ×ÅÒÎÁ É ÁËÓÉÏÍÁ T. ðÏÜÔÏÍÕ (ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4)

�i(v) =
∑

S∈Wi(v)
g(i; S):

ôÁË ËÁË S ∈ M(uS), ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3 g(i; S) = Sti(uS) − Sti(uS−S), Á ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ST
Sti(uS)− Sti(uS−S) = f(i; S). úÎÁÞÉÔ, g(i; S) = f(i; S) É

�i(v) =
∑

S∈Wi(v)
f(i; S) = Sti(v);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

7.2. áÎÁÌÏÇ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÇÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÁËÓÉ-

ÏÍÙ NP, T, SymGL1 É TP. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.
ì Å Í Í Á 5. éÚ ÁËÓÉÏÍÙ TP ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÙ Ó ÐÒÅÄÐÏÞÔÅ-

ÎÉÑÍÉ É ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S

(12)
∑

i∈S
(�i(v)− �i(v−S))−

∑

j =∈S
(�j(v−S)− �j(v)) =

∑

i∈S
f(i; S)−

∑

j =∈S
f(j; S ∪ {j}):

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (12) | ÜÔÏ
ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

n∑
i=1

(�i(v)− �i(v−S)):

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁËÓÉÏÍÕ TP É ÌÅÍÍÕ 2.

n∑
i=1

(�i(v)− �i(v−S)) =
n∑
i=1

∑

T∈Wi(v)
f(i; T )−

n∑
i=1

∑

T∈Wi(v−S)
f(i; T ) =

∑

i∈S

∑

T∈Wi(v)\Wi(v−S)
f(i; T )−

∑

j =∈S

∑

T∈Wj(v−S)\Wj(v)
f(j; T ) =

∑

i∈S
f(i; S)−

∑

j =∈S
f(j; S ∪ {j}):

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 5. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ �(0) = 0. ôÁËÁÑ ÐÅÒÅ-
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÁËÓÉÏÍÙ TP | ÁÎÁÌÏÇ ÁËÓÉÏÍÙ AGLB ÉÚ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ìÁÒÕÅÌÌØ|
÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ.

ó Ì Å Ä Ó Ô × É Å 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÇÒ f(i; S) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(12) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

(13)
∑

i∈S
(�i(v)− �i(v−S))−

∑

j =∈S
(�j(v−S)− �j(v)) = s f(S)−

∑

j =∈S
f(S ∪ {j}):
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ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 6. éÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ �(v), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ SSGPn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁË-

ÓÉÏÍÁÍ NP, TP, T É SymGL1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �(v) = St(v).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

×ÓÅÍ ×ÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ, ÎÅÏÄÎÏ-

ËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÍÍÕ 4.
ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. åÓÌÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÁÌÉÃÉÊ ÎÅÔ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ

ÏÄÉÎ ÉÇÒÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ NP
�i(v) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ðÏÓËÏÌØËÕ St(v) ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ NP, Sti(v) = 0. úÎÁÞÉÔ,
�i(v) = Sti(v).

ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.
1) ðÕÓÔØ × ÉÇÒÅ v ÏÄÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ËÏÁÌÉÃÉÑ S, Ô.Å. v = uS.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÁÌÉÃÉÑ T ÂÕÄÅÔ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ S, Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ×ÓÅÈ ÉÇÒÏËÏ× ÉÚ S. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÉÇÒÏË j =∈ S, ÏÔ
ÅÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ËÏÁÌÉÃÉÀ T ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ | T É T \ {j}
ÂÕÄÕÔ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÉÇÒÏËÉ,
ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × S, ÂÕÄÕÔ ÂÏÌ×ÁÎÁÍÉ × ÉÇÒÅ v. é, ÅÓÌÉ i =∈ S, �i(v) = Sti(v) = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ i ∈ S. úÁÐÉÛÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ TP ÄÌÑ v É ÉÎÄÅËÓÏ× � É St.

∑

i∈S
(�i(v)− �i(v−S))−

∑

j =∈S
(�j(v−S)− �j(v)) = s f(S)−

∑

j =∈S
f(S ∪ {j}):(14)

∑

i∈S
(Sti(v)− Sti(v−S))−

∑

j =∈S
(Stj(v−S)− Stj(v)) = s f(S)−

∑

j =∈S
f(S ∪ {j}):(15)

ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÏ NP ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × S, �j(v) =
0 = Stj(v), ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j �j(v−S) = Stj(v−S).

ðÏÄÓÔÁ×É× × (14) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó (15), ÐÏÌÕÞÉÍ
∑

i∈S
(�i(v)− �i(v−S)) =

∑

i∈S
(Sti(v)− Sti(v−S)):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ É ÔÏÊ, É ÄÒÕÇÏÊ ÓÕÍÍÙ
ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ S

�i(v)− �i(v−S) = Sti(v)− Sti(v−S):
îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ �i(v−S) = Sti(v−S). úÎÁÞÉÔ, É �i(v) = Sti(v).

2) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M(v) > 1, Ô.Å. × ÉÇÒÅ v ÅÓÔØ Ä×Å ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ
ËÏÁÌÉÃÉÉ S É T , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ s É t ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÉ
ÓÎÁÞÁÌÁ S, ÐÏÔÏÍ T ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÉÇÒÁ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÉ ÓÎÁÞÁÌÁ T ,
ÐÏÔÏÍ S.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÁËÓÉÏÍÅ T ÄÌÑ �, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÁËÓÉÏÍÅ T ÄÌÑ St(v),
�i(v)− �i(v−S) = �i(v−T )− �i(v−S−T ) = Sti(v−T )− Sti(v−S−T ) = Sti(v)− Sti(v−S):

îÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ �i(v−S) = Sti(v−S). úÎÁÞÉÔ, É �i(v) = Sti(v).
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8. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÉÎÄÅËÓÁÍ âÁÎÃÁÆÁ É ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ

÷ÙÛÅ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2) ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ f(S) ÅÄÉÎÉÃÙ
ÉÎÄÅËÓ ×ÌÉÑÎÉÑ St(v) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ âÁÎÃÁÆÁ, Á ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ
(s−1)!(n−s)!

n! | × ÉÎÄÅËÓ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ
ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÄÌÑ St(v).

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÁËÓÉ-
ÏÍÙ NP, An, T É ÁËÓÉÏÍÕ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ E: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ v ∈ SGn

n∑
i=1

�i(v) = 1:

ô Å Ï Ò Å Í Á 7 [3]. ðÕÓÔØ � : SGn → Rn. ôÏÇÄÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ NP,
An, T É E, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � | ÉÎÄÅËÓ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 1. ÷ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ äÕÂÉ|ûÅÐÌÉ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ
É ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ûÅÐÌÉ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ÁËÓÉÏÍÕ ÁÎÏÎÉÍÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ SymGL.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô × Ï. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ f(S) = 1. ôÏÇÄÁ ÁËÓÉÏÍÙ NP É TP ÓÏ×ÐÁÄÕÔ
Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ NP É BzTP ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áËÓÉÏÍÁ T ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó T∗ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ
ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ, Á SymGL1 | Ó ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÁËÓÉÏÍÙ SymGL ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÁË-
ÓÉÏÍÁÔÉËÉ. ÷ [5, Ó. 95] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ T É T∗ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÁËÓÉÏÍÙ NP, BTP, T É ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ SymGL ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÝÉÊ
ÉÎÄÅËÓ âÁÎÃÁÆÁ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ f(S) = (s−1)!(n−s)!

n! ÁËÓÉÏÍÁ TP ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÁËÓÉÏÍÕ ÜÆÆÅË-
ÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ûÅÐÌÉ.

áËÓÉÏÍÁ ST ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ âÁÎÃÁÆÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ É ËÒÁÓÉ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÉÇÒÙ v ∈ SGn, ÌÀÂÏÊ ËÏÁÌÉÃÉÉ S ∈M(v) É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ S

�i(v)− �i(v−S) = 1:

üÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ×ËÕÐÅ Ó NP ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÉÎÄÅËÓ âÁÎÃÁÆÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ
(ÎÏ ÍÅÎÅÅ ËÒÁÓÉ×ÙÊ) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ûÅÐÌÉ-ûÕÂÉËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÙ Ä×Å ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× âÁÎÃÁÆÁ (ðÅÎÒÏÕÚÁ) É
ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÕ ÁÎÏÎÉÍÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ É ÄÌÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ìÁÒÕÅÌÌØ|÷ÁÌÅÎÓÉÁÎÏ.

9. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× âÁÎÃÁÆÁ É ûÅÐÌÉ|ûÕÂÉËÁ ×ËÕÐÅ Ó ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ [5] ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ An, T (T∗) É SymGL (SymGL1) ÐÒÉÍÅÒÎÏ
ÒÁ×ÎÏÃÅÎÎÙ | × ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ SymGL
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ An É T∗ (ÓÍ. [5]), Á An | ÉÚ T∗ É SymGL (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2).

ôÅÏÒÅÍÕ 6 ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÎÏ ÐÒÉ-
×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÁÓÉ×ÅÅ, ÈÏÔÑ É ÄÌÉÎÎÅÅ.
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á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ æ.ô. áÌÅÓËÅÒÏ×Õ ÚÁ ÉÄÅÀ ÓÁÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÕÄÁÞ-
ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, á.÷. óÁ××ÁÔÅÅ×Õ ÚÁ ÉÄÅÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÷.é. ÷ÏÌØÓËÏÍÕ, ë.â. ðÏÇÏ-
ÒÅÌØÓËÏÍÕ É ÷.á. ñËÕÂÅ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ë.â. ðÏÇÏÒÅÌØÓËÏÍÕ É
÷.á. ñËÕÂÅ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏ ÔÅËÓÔÕ ÓÔÁÔØÉ.
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