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Конечно-гладкая локальная эквивалентность
автономных систем с одним нулевым корнем

B. C. Самовол

В статье рассматриваются автономные системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений в окрестности невырожденной особой точки, у которых
матрица линейной части имеет одно нулевое собственное значение, а остальные
собственные значения лежат вне мнимой оси. Доказывается, что для таких
систем задача о конечно-гладкой эквивалентности решается по конечным от-
резкам рядов Тейлора их правых частей.

Библиография: 7 названий.

Введение. Данная работа является продолжением исследований, начатых
в [1], [2], где анализировались системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, матрица линейной части которых имеет одно нулевое собственное число, в то
время как другие собственные числа лежат вне мнимой оси. Для краткости такие
системы мы называем системами с одним нулевым корнем. Мы изучим задачу ло-
кальной конечно-гладкой эквивалентности систем уравнений указанного вида, ряды
Тейлора правых частей которых отличаются членами высокой степени (так назы-
ваемая задача о конечно-определенных ростках векторных полей). В большинстве
работ, посвященных данной тематике, исследуются системы с невырожденной осо-
бой точкой (эта проблематика в значительной мере отражена в книге [3]). По поводу
частично вырожденных систем см. [4]. В работах [5], [6] исследована задача о беско-
нечно гладкой эквивалентности формально эквивалентных систем с одним нулевым
корнем или двумя чисто мнимыми корнями матрицы линейной части. Наш подход
к решению задачи конечно-гладкой эквивалентности базируется на приведении та-
ких систем к некоторой специальной нормальной форме (см. [2]). Хотя при этом
используются преобразования с особенностями, тем не менее, предлагаемый метод
позволяет установить критерий конечно-гладкой эквивалентности рассматриваемых
систем.

Рассмотрим вещественную автономную систему

ξ̇ =
dξ

dt
= Q(ξ), (1)

где ξ,Q(ξ) ∈ Rn+1, n > 0, Q(ξ) – функция класса C∞ в некоторой окрестности на-
чала координат, Q(0) = 0, матрица Ã = Q′(0) имеет n собственных чисел, лежащих
вне мнимой оси и одно нулевое собственное число.

c⃝ B.C. Самовол, 2010
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Пусть λ, . . . , λn – собственные числа матрицы Ã, лежащие вне мнимой оси, λ0 = 0.
Рассуждения, приведенные в [2], показывают, что мы можем без ограничения общ-
ности считать, что система (1) имеет вид

ẋ = f(x, y),

ẏi = εiyi+1 + λiyi + gi(x, y), i = 1, . . . , n.
(2)

Здесь εi = 0 или 1, f(x, y), gi(x, y) = o(∥(x, y)∥), x ∈ R1, y = (y1, . . . , yn) – комплекс-
ный вектор, gi(x, 0) = 0, 1 6 i 6 n, f(x, 0) = bxm+1 + cx2m+1, b = ±1, m > 1 – целое
число. Координаты yi будем называть невырожденными координатами (перемен-
ными), а x будем называть вырожденной координатой (переменной).

Рассмотрим линейную (по невырожденным переменным) часть системы (2)

ẋ = bxm+1 + cx2m+1,

ẏ = A(x)y.
(3)

Преобразуем систему (3) с помощью так называемых срезающих преобразований
(см. [7]). Приведем соответствующие определения.

Определение 1. Срезающим преобразованием называется преобразование вида

y = S(x)z, S(x) = diag(1, xδ, x2δ, . . . , x(n−1)δ), (4)

где δ > 0 – рациональное число.

Срезающим преобразованием будем также называть преобразование вида

y = S(x)z, S(x) = diag(E1, xE2),

где E1, E2 – единичные матрицы.

Определение 2. Слабо вырожденным преобразованием называется замена пе-
ременных вида

x = dul,

y = T (x)z.
(5)

Здесь T (x) является произведением конечного числа преобразований, одна часть
которых является срезающими преобразованиями, а другая часть – это близкие
к тождественным преобразования класса C∞. Число l натуральное, d = const ̸= 0.

Основным результатом относительно системы (3) является следующая теорема
(см. [2]).

Теорема 1. Существует слабо вырожденное преобразование (5), приводящее
систему (3) к следующей нормальной форме:

u̇ = bup+1 + c1u
2p+1,

ż = (A0 + uA1 + · · ·+ up−1Ap−1 + upAp)z.
(6)

Здесь A0, A1, . . . , Ap−1 – постоянные диагональные матрицы, Ap – постоянная
матрица, имеющая жорданову форму, p = ml. При этом на диагонали матри-
цы A0 расположены собственные числа матрицы A(0), матрица Ap такова, что
если числа λi

j и λi
r , стоящие на диагонали какой-либо матрицы Ai , 0 6 i 6 p − 1,

не равны друг другу, то соответствующие диагональные элементы жордановой
матрицы Ap располагаются в ее разных жордановых клетках.
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Замечание 1. Конечные отрезки рядов Тейлора преобразований класса C∞, яв-
ляющихся множителями слабо вырожденного преобразования (5), из теоремы 2,
определяются конечными отрезками ряда Тейлора матрицы A(x) системы (3). Об-
щее количество множителей, составляющих преобразование (5) зависит только от m
и n. Срезающие преобразования, входящие множителями в слабо вырожденное пре-
образование (5), определяются отрезком ряда Тейлора матрицы A(x), длина кото-
рого равна некоторому числу m1(m,n). Число l зависит только от n.

Рассмотрим теперь систему, которая получится после применения к системе (2)
преобразования, приводящего ее линейную часть (3) к виду (6). С учетом заме-
чаний (см. [2]) относительно избавления от возникающих в системе отрицательных
степеней можем считать, что данная система имеет следующий вид:

u̇ = bup+1 + c1u
2p+1 +G(u, z),

ż = (A0 + uA1 + · · ·+ up−1Ap−1 + upAp)z + F (u, z),
(7)

F (u, z), G(u, z) – функции класса C∞, ряды Тейлора которых представляют собой
суммы резонансных мономов по z степени большей единицы с коэффициентами,
являющимися функциями класса C∞, зависящими от u.

Перейдем теперь к задаче о конечно-гладкой эквивалентности систем уравнений.
Рассмотрим две системы вида (1), у которых N -струи правых частей совпадают.
Отметим, что если у двух систем вида (1) совпадают ряды Тейлора правых частей
до некоторого порядка N (N -струи), то у соответствующих систем вида (7), будут
совпадать L-струи, причем L = L(N), limN→∞ L(N) = ∞.

Замечание 2. Если две системы вида (1) отличаются членами порядка N , ко-
торый выше числа m1 = m1(m,n) (см. замечание 1), то система (6) из теоремы 1
будет для них совпадать. Кроме того, срезающие преобразования, входящие мно-
жителями в слабо вырожденные преобразования (5), приводящие данные системы
к виду (6), также будут совпадать. При этом множители класса C∞, входящие
в (5), будут различаться для наших систем, однако отличаться они будут членами
порядка выше некоторого числа N1 = N1(N), причем limN→∞N1(N) = ∞.

Следующая теорема, решает проблему конечно-гладкой эквивалентности систем
вида (1).

Теорема 2. Для любого целого числа k > 0 существует целое число N , об-
ладающее следующим свойством: если ряды Тейлора правых частей двух систем
вида (1) отличаются членами порядка выше N (совпадают N -струи), то эти
системы локально Ck-эквивалентны, т.е. существует невырожденное преобразо-
вание класса Ck , приводящее одну систему к другой в малой окрестности начала
координат. Число N зависит от k , m, n, а также от спектра матрицы Q′(0).

Для невырожденных систем утверждение теоремы 2 принадлежит С. Стернбергу
и К. Ченю (теорема 12.2 из [3; глава IX]). Некоторый общий результат для частично
вырожденных систем получен в [4], где доказано соответствующее утверждение при
условии совпадения участков рядов Тейлора при разложении правых частей систем
по невырожденным координатам. Теорема 2 обобщает теорему Стернберга–Ченя на
случай систем с одним нулевым корнем.
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1. Пример. В данном пункте на примере некоторых трехмерных систем мы
проиллюстрируем теорему о конечно-гладкой эквивалентности.

Рассмотрим две трехмерные системы класса C∞

ẋ = xm+1 + f(x, y),

ẏ = A(x)y + g(x, y),
(8)

˙̃x = x̃m+1 + f1(x̃, ỹ ),
˙̃y = Ã(x̃)ỹ + g1(x̃, ỹ ),

(9)

A(x) = A(0) + g(x), Ã(x) = Ã(0) + ĝ(x), A(0) = Ã(0) =
(
λ1 ε

0 λ2

)
,

g(x) = (gij(x)), ĝ(x) = (ĝij(x)), 1 6 i, j 6 2, g(0) = ĝ(0) = 0,

f(x, 0) = f1(x, 0) = 0, ∥g(x, y)∥+ ∥g1(x, y)∥ = o(∥y∥).

В общем случае, в отличие от рассматриваемых здесь систем, имеет место равен-
ство

f(x, 0) = f1(x, 0) = bx2m+1.

Для простоты считаем, что b = 0. Отметим при этом, что все результаты остаются
верными и в общем случае.

Ниже будем считать, что N -струи правых частей систем совпадают (число N > 0
зададим позже).

Пусть k > 0 – целое число. Рассмотрим задачу о Ck-эквивалентности наших
систем, точнее о существовании для заданного числа k такого числа N∗, что при
N > N∗ системы будут локально Ck-эквивалентны.

В [1] показано, что если λ1 ̸= λ2, то при любом k > 0 каждая из систем приво-
дится невырожденным преобразованием класса Ck к полиномиальной нормальной
форме, причем коэффициенты каждой нормальной формы определяются P -струей
соответствующей системы, где P = P (k,m). Таким образом, если приведенные си-
стемы имеют совпадающие N -струи и N > P , то их указанные нормальные формы
совпадают и, очевидно, данные системы Ck-эквивалентны.

Рассмотрим теперь случай λ1 = λ2 = λ. Ограничимся случаем ε = 1 (если
ε = 0, то процесс распадается на этапы, каждый из которых аналогичен случаю,
рассмотренному здесь). Следующая теорема является аналогом теоремы 1 из [1] и
ее доказательство практически повторяет рассуждения, использованные в [1].

Теорема 3. Существует невырожденное преобразование класса C∞ , приводя-
щее систему (1) к виду, при котором ряд Тейлора правой части системы является
суммой резонансных мономов по невырожденным переменным с коэффициентами,
представляющими собой бесконечно гладкие функции от вырожденной переменной.

Ниже будем считать, что системы (8) и (9) уже приведены к виду, указанному
в данной теореме. В этом случае ряды Тейлора правых частей систем не содержат
резонансных членов, за исключением линейных по невырожденным координатам.
Следовательно, функции f(x, y), g(x, y), f1(x, y), g1(x, y) являются плоскими. Но
тогда, поскольку согласно [6] формальная эквивалентность рассматриваемых си-
стем означает их C∞-эквивалентность, то можно считать эти функции равными
нулю. Итак, без ограничения общности можно считать, что системы (8) и (9) имеют
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следующий вид:

ẋ = xm+1,

ẏ = A(x)y,
(10)

ẋ = xm+1,

˙̃y = Ã(x)ỹ.
(11)

Будем теперь преобразовывать системы (10) и (11). Поскольку преобразования
аналогичны, то ограничимся их представлением для системы (10). Запишем послед-
ние два уравнения этой системы подробно:

ẏ1 = λy1 + y2 + g11(x)y1 + g12(x)y2,

ẏ2 = λy2 + g21(x)y1 + g22(x)y2.
(12)

Сделаем замену y∗2 = y2 + g11(x)y1 + g12(x)y2. Система (12) примет вид

ẏ1 = λy1 + y∗2 ,

ẏ∗2 = λy∗2 + g̃21(x)y1 + g̃22(x)y∗2 .
(13)

При дальнейших построениях будем предполагать, что x > 0 (при x < 0 построение
аналогично рассмотренному случаю).

Произведем в системе (13) срезающее преобразование

y1 = z1, y∗2 = xδz2. (14)

Число δ > 0 определим позже.
Система (13) примет вид

ż1 = λz1 + xδz2,

ż2 = λz2 + x−δ g̃21(x)z1 + (g̃22(x)− δxm)z2.
(15)

Запишем функции g̃2i(x), i = 1, 2, не являющиеся плоскими, в виде

g̃2i(x) = xrig∗2i(x),

где g∗2i(0) ̸= 0, ri – натуральное число. Если какая-либо из функций g̃2i(x) плоская,
то будем считать, что ri = +∞. Положим теперь

δ = δ1 = min
(
r1
2
, r2,m

)
.

Число δ1 будет рациональным, либо даже целым. Система (15) будет иметь вид

ż = A0z + xδ1A1(x)z, A0 =
(
λ 0
0 λ

)
. (16)

Ограничимся рассмотрением нескольких случаев.
1. Пусть сначала m > r1/2 > r2. Тогда δ1 = r2 – целое и в системе (16) будет

A1(0) =
(

0 1
0 α

)
, α ̸= 0.
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Матрица A1(0) имеет различные собственные числа.
Рассмотрим вспомогательную систему уравнений

ẋ = xm+1−δ1 ,

ż = A1(x)z.
(17)

Поскольку матрица A1(0) имеет различные собственные числа, то согласно лем-
ме 1 из [1] существует невырожденное преобразование класса C∞

z = H(x)w, detH(0) ̸= 0, (18)

приводящее систему (17) к виду

ẇ = Ã1(x)w, где Ã1 = diag(a1(x), a2(x)).

Это означает выполнение равенства

H−1(x)A1(x)H(x)− xm+1−δ1H−1H ′(x) = Ã1(x),

из которого следует, в свою очередь, что

xδ1H−1(x)A1(x)H(x)− xm+1H−1(x)H ′(x) = xδ1Ã1(x).

Отсюда, учитывая, что H−1(x)A0H(x) = A0, получаем, что

H−1A0H + xδ1H−1A1(x)H(x)− xm+1H−1(x)H ′(x) = A0 + xδ1Ã1(x).

Это означает, что система (16) после преобразования (18) распадается на независи-
мые уравнения и система (10) принимает вид

ẋ = xm+1,

ẇ1 = λw1 + xδ1a1(x)w1,

ẇ2 = λw2 + xδ1a2(x)w2.

(19)

Этим данный этап преобразований системы (10) в рассматриваемом случае δ1 = r2
завершен.

2. Рассмотрим теперь случай r1/2 < r2, r1/2 < m, r1 – нечетное число. Тогда
δ1 = r1/2 не является целым. Получим в (16)

A1(0) =
(

0 1
β 0

)
, β ̸= 0.

Матрица A1(0) опять имеет различные собственные числа. Чтобы избавиться от
дробных степеней, сделаем дополнительное преобразование вырожденной перемен-
ной x = m

√
2u2. В итоге получим систему

u̇ = u2m+1,

ż = A0z + ur1Ã2(u)z, Ã2(u) ∈ C∞,
(20)
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где матрица Ã2(0) также имеет различные собственные числа. Рассуждая как выше,
получаем существование невырожденного преобразования класса C∞, после кото-
рого последняя система приобретает следующий вид, аналогичный системе (19)

u̇ = u2m+1,

ẇ1 = λw1 + ur1 ã1(u)w1,

ẇ2 = λw2 + ur1 ã2(u)w2.

(21)

Данный этап преобразований системы (10) в случае дробного δ1 завершен.
В случае m < r1/2, m < r2 получаем δ1 = m и в (16) матрица

A1(0) =
(

0 1
0 −m

)
имеет различные собственные числа. Как и в первом случае, получаем существо-
вание невырожденного преобразования вида (10) класса C∞, приводящего систе-
му (16) к виду (19).

Согласно лемме 2 из [1] для каждой из полученных систем существует линейное
по невырожденным координатам близкое к тождественному преобразование клас-
са C∞, после которого данные системы примут вид

u̇ = up+1,

v̇ = (A0 + uA1 + · · ·+ up−1Ap−1 + upAp)v.
(22)

Здесь A0, A1, . . . , Ap – постоянные диагональные матрицы, p = m в случаях 1 и 3 и
p = 2m в случае 2.

Итоговое преобразование для невырожденных переменных можно представить
в виде

y = T (u)v = Q(u)S(u)R(u)v,

где Q(u), R(u) – невырожденные матрицы класса C∞, а S(u) – срезающее преобра-
зование (14). При этом x = u в случаях 1 и 3 и x = m

√
2u2 во втором случае.

Для системы (11) аналогичное преобразование будет иметь вид

ỹ = T1(u)v = Q1(u)S(u)R1(u)v.

При этом из построения следует, что соответствующие срезающие множители
в указанных преобразованиях одинаковы, а матрицы Q(u) и Q1(u) имеют совпада-
ющие N -струи, это же верно и для матриц R(u) и R1(u). Отметим также, что обе
системы (10) и (11) преобразуются в одну и ту же систему (22) при N > 2m.

Рассмотрим теперь преобразование

y = V (u)ỹ = TT−1
1 ỹ.

Кроме того, сделаем обратную замену u = x или u =
√

2−mx в зависимости от
рассматриваемого случая. Итоговое преобразование запишем в виде

y = W (x)ỹ = V (u(x))ỹ. (23)
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Очевидно, что данное преобразование приводит систему (10) к виду (11). По-
кажем теперь, что при достаточно большом N преобразование (23) принадлежит
классу Ck. Можно записать

V (u) = QSR(Q1SR1)−1 = QSRR−1
1 S−1Q−1

1 .

Поскольку матрицы R(u) и R1(u) имеют совпадающие N -струи, то

R(u)R−1
1 (u) = E + r(u),

где E – единичная матрица, ∥r(u)∥ 6 D|u|N , D = const.
Отметим теперь, что все производные матриц S(u), S−1(u) до порядка k не пре-

восходят по норме величин D1|u|−L, D1 = const, L 6 2m+ k. Из этого следует, что
если N > 2(2m+ k), то матрица SRR−1

1 S−1 будет иметь вид

SRR−1
1 S−1 = E + |u|N1B(u), B(u) ∈ CN1 , N1 =

[
N

2

]
− (2m+ k + 1).

Отсюда следует, что матрица W (x) имеет вид

W = E + |x|N2B̃(x), B̃(x) ∈ CN2 , N2 =
[
N

8

]
− 2m+ k + 1

4
,

и, очевидно, принадлежит классу Ck, если число N достаточно велико (например,
если N > 4m + 10k + 10). Таким образом, при указанном N преобразование (23)
принадлежит классу Ck и, следовательно, утверждение о конечно-гладкой эквива-
лентности систем (8) и (9) доказано.

2. Конечно-гладкая эквивалентность.

Определение 3. Пусть L > 0 – целое число. Функцию Q = Q(x, y) будем назы-
вать L-малой, ecли

Q = Q(x, y) = |x|Lh(x, y), h ∈ CL.

Матрицу будем называть L-малой, если все ее элементы являются L-малыми функ-
циями. Если число L зависит от некоторого целочисленного параметра N , причем
limN→∞ L(N) = ∞, то совокупность L(N)-малых функций (матриц) будем обозна-
чать символом Ω.

Примерами функций, принадлежащих Ω, являются функции |x|N , |x|
√

N и т.п.
В то же время функции |x|2, |x|100 и т.п. не принадлежат Ω.

Рассмотрим две системы вида (1), N -струи которых совпадают. Тогда соглас-
но замечанию 2, если N > m1(m,n), то слабо вырожденные преобразования (5),
приводящие линейные части систем к виду (6), будут отличаться только множите-
лями класса C∞, причем эти множители будут иметь совпадающие N1-струи, где
N1 = N1(N), limN→∞N1(N) = ∞.

Лемма 1. Если преобразование H(u, z) имеет вид

H(u, z) = E +H1(u, z),
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где E – тождественное преобразование, H1(u, z) ∈ Ω, (u, z) = Ti(x, y), i = 1, 2, –
слабо-вырожденные преобразования вида (5), отличающиеся только множителя-
ми класса C∞ , причем эти множители имеют совпадающие N1-струи (N1 =
N1(N), limN→∞N1(N) = ∞), то преобразование

P (x, y) = T−1
1 HT2 − E ∈ Ω.

Доказательство. Вначале наше утверждение докажем для случая, когда

T1(x, y) = T2(x, y) = T (x, y) = (xα, S−1(x)y),

где α = 1/l, S – срезающее преобразование, l – натуральное число.
Отметим, что если ϕ(x, y) ∈ Ω, то (ϕT )(x, y) ∈ Ω (в начале координат функция ϕT

естественно доопределяется равной нулю). Если ψ(x) ∈ Ω, то

S(x+ ψ(x)) = S(x) + S̃(x), S̃(x) ∈ Ω.

Нетрудно видеть, что

HT (x, y) = (x1/l + ϕ1(x, y), S−1(x)y + Φ1(x, y)), ϕ1,Φ1 ∈ Ω,

T−1HT (x, y) = ((x1/l + ϕ1(x, y))l, S((x1/l + ϕ1(x, y))l)(S−1(x)y + Φ1(x, y))

= (x+ ϕ2(x, y), S(x+ ϕ2(x, y))(S−1(x)y + Φ1(x, y)))

= (x+ ϕ2(x, y), (S(x) + S1(x))(S−1(x)y + Φ1(x, y)))

= (x+ ϕ2(x, y), y + Φ2(x, y)), ϕ2, S1,Φ2 ∈ Ω.

Следовательно, T−1HT − E ∈ Ω.
Покажем теперь справедливость леммы в случае, когда преобразования T1, T2

являются линейными по невырожденным переменным преобразованиями класса C∞

вида
Ti(x, y) = (x, T̃i(x)y),

T̃i(x) – матрицы с совпадающими N -струями.
Имеем

T̃2(x) = T̃1(x) + r(x), r(x) ∈ Ω,

HTi(x, y) = (x+ ϕ(x, y), T̃i(x)y + Φ(x, y)),

T−1
1 HT2 = T−1

1 (x+ ϕ(x, y), T̃2(x)y + Φ(x, y))

= (x+ ϕ(x, y), (T̃−1
1 (x+ ϕ(x, y))(T̃−1

2 (x)y + Φ(x, y)))

= (x+ ϕ(x, y), T̃−1
1 (x)T̃2(x)y + Φ1(x, y))

= (x+ ϕ(x, y), y + Φ2(x, y)), ϕ,Φ,Φ1,Φ2 ∈ Ω.

И в этом случае требуемое утверждение доказано.
Покажем теперь справедливость нашего утверждения в случае, когда

T1(x, y) = T2(x, y) = (x, xLy).



284 B.C. САМОВОЛ

В этом случае

HT2(x, y) = (x+ ϕ(x, y), xLy + Φ(x, xLy))

= (x+ ϕ(x, y), xLy + Φ1(x, y)),

T−1
1 HT2(x, y) = (x+ ϕ(x, y), (x+ ϕ(x, y))−L(xLy + Φ1(x, y)))

= (x+ ϕ(x, y), x−L(1 + ϕ1(x, y)(xLy + Φ1(x, y)))

= (x+ ϕ(x, y), y + Φ2(x, y)).

Утверждение доказано и в этом случае.
Представим теперь преобразования Ti(x, y), i = 1, 2, в виде произведений конеч-

ного числа преобразований трех указанных выше видов:

Ti(x, y) = Ti1 · · ·TiK .

Обозначим
H0 = H, Hj = T−1

1j Hj−1T2j , 1 6 j 6 K.

Так как H−E ∈ Ω, то согласно доказанному по индукции получаем, что Hj−E ∈ Ω,
1 6 j 6 K. Из этого следует при j = K, что T−1

1 HT2 − E ∈ Ω. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим две системы вида (1) с совпадающи-
ми N -струями правых частей, где число N определим позже, а пока будем считать
N > m1(m,n). Согласно [4] существует такое число Ñ = Ñ(k,Λ), что если ряды
разложения правых частей двух систем вида (1) по невырожденным переменным
отличаются членами порядка выше Ñ , то такие системы Ck-эквивалентны. Здесь
Λ – спектр матрицы Ã линейной части системы (1). Согласно [1] правые части
систем можно считать конечной суммой резонансных мономов по невырожденным
переменным (степени этих мономов не превышают числа N), c коэффициентами, яв-
ляющимися функциями от вырожденной переменной класса C∞, N -струи которых
совпадают. По теореме 1 обе системы с помощью слабо-вырожденных преобразова-
ний T1 и T2 соответственно приводятся к системам вида (7). Указанные преобразо-
вания являются суперпозицией конечного числа срезающих преобразований и пре-
образований класса C∞, являющихся линейными по невырожденным координатам,
а также степенного преобразования вырожденной переменной. Заметим также, что
согласно замечанию 2, если число N достаточно велико, то срезающие преобразо-
вания, являющиеся множителями указанных слабо-вырожденных преобразований
для наших двух систем, будут совпадать, а бесконечно-гладкие множители будут
отличаться членами порядка выше N∗, где N∗ = N∗(N), limN→∞N∗(N) = ∞. Пра-
вые части полученных таким образом двух систем представляют собой многочлены
степени Ñ по невырожденным переменным, коэффициенты которых суть функции
класса C∞ от вырожденной переменной, причем N1-струи этих функций совпадают.
Здесь N1 = N1(N), limN→∞N1(N) = ∞.

Ниже для каждой из систем будут построены близкие к тождественным преобра-
зования (полиномиальные по невырожденным переменным), после которых правая
часть каждой системы будет представлять собой сумму двух слагаемых. Первое
слагаемое, совпадающее для обеих систем, будет полиномом по невырожденным
переменным степени Ñ , коэффициенты которого также являются полиномами по
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вырожденной переменной степени N1. Вторые слагаемые будут функциями клас-
са C∞, у которых разложение в ряд Тейлора по невырожденным переменным со-
держит лишь члены степени выше Ñ . Сами построенные преобразования будут
отличаться от тождественного на функции, принадлежащие Ω.

Указанное построение представим ниже, а сейчас допустим, что такие преобразо-
вания уже построены, и приведем заключительную часть доказательства теоремы.

Обозначим указанные преобразования двух наших систем H1 и H2 соответствен-
но. Применим теперь к системам, полученным после этих преобразований, преоб-
разование T−1

1 и рассмотрим следующие итоговые преобразования исходных двух
систем

R1 = T−1
1 H1T1, R2 = T−1

1 H2T2.

Нетрудно видеть, что согласно лемме 1 преобразования R1 − E, R2 − E будут при-
надлежать Ω.

Поскольку преобразование T−1
1 линейно по невырожденным переменным, то пра-

вые части полученных систем будут суммой двух слагаемых, первые из которых,
одинаковые для обеих систем, являются полиномами по невырожденным перемен-
ным степени Ñ , а вторые слагаемые будут представлять собой функции класса C∞

по невырожденным переменным, ряды Тейлора которых начинаются с членов сте-
пени большей Ñ . Так как итоговые преобразования принадлежат классу CN2 , где
N2 = N2(N), limN→∞N2(N) = ∞, то при достаточно большом N можно считать,
что и первые, и вторые слагаемые принадлежат классу CM , где M > Ñ . При этом
правые части систем отличаются только членами, имеющими порядок по невырож-
денным переменным выше Ñ . Но тогда согласно [4] полученные системы будут
Ck-эквивалентны. Тем самым, доказательство теоремы будет завершено.

Перейдем теперь к построению указанных выше преобразований. В связи с тем,
что эти преобразования для обеих систем строятся аналогично, то ограничимся рас-
смотрением одной системы вида (7). Запишем эту систему в следующем виде:

u̇ = bup+1 + c1u
2p+1 +

Ñ∑
r=2

br(u, z),

ż = (A0 + uA1 + · · ·+ upAp)z +
Ñ∑

r=2

ar(u, z).

(24)

Здесь

ar(u, z) =
∑
|s|=r

as(u)zs, as(u) = a1
s(u) + a2

s(u),

br(u, z) =
∑
|s|=r

bs(u)zs, bs(u) = b1s(u) + b2s(u),

где

a1
s(u) =

N1∑
j=0

asju
j , b1s(u) =

N1∑
j=0

asju
j ,

а ряды Тейлора функций a2
s(u), b2s(u) имеют вид

a2
s(u) =

∑
j>N1+l

asju
j , b2s(u) =

∑
j>N1+l

bsju
j , l > 1.
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Отметим, что у рассматриваемых систем функции a1
s(u), b1s(u) совпадают, так

как N1-струи функций as(u), bs(u) у обеих систем совпадают.
Здесь и ниже, как и в [2], используются следующие обозначения: zs = zs1

1 · · · zsn
n ,

s = (s1, . . . , sn), s1, . . . , sn – неотрицательные целые числа, |s| = s1 + · · · + sn, λj =
(λj

1, . . . , λ
j
n) – вектор, состоящий из элементов спектра матрицы Aj , 0 6 j 6 p,

(λ0
1, . . . , λ

0
n) = (λ1, . . . , λn). Если моном urzs входит в уравнение с номером i, 1 6 i 6

n+ 1, то выполняется резонансное соотношение s1λ1 + · · ·+ snλn = λi−1 и моном zs

мы называем резонансным мономом. Также считается, что λ0 = λq
0 = 0, 0 6 q 6 p.

Будем избавляться от мономов urzs, удовлетворяющих условию |s| 6 Ñ и вхо-
дящих в ряды Тейлора функций zsa2

s(u). Это будем делать, последовательно рас-
сматривая мономы zs в порядке возрастания наборов s. Наборы s упорядочим сле-
дующим образом. Будем считать, что s1 > s2, если либо |s1| > |s2|, либо |s1| = |s2|
и в последовательности αi = s1n−i+1 − s2n−i+1, i = 1, 2, . . . , n, первый ненулевой эле-
мент положителен.

Используем следующую замену переменных, после которой функции a1
s(u) не

изменятся, а ряды Тейлора функций a2
s(u) будут начинаться с членов порядка N1 +

l + 1:
zi = wi + diu

N1+l−q−1ws, 1 6 i 6 n, (25)

q – уровень монома zs (определение уровня резонансного монома см. в [2]).
В случае 0 6 q 6 p− 2 положим

di =
ai

sN1+l

(s, λq+1)− λq+1
i

,

где ai
sN1+l – соответствующая координата вектора asN1+l. В случае q = p− 1 поло-

жим

di =
ai

sN1+l

(s, λp)− λp
i + b(N1 + l − p)

.

Если моном uN1+lzs входит в первое уравнение системы, то сделаем замену пере-
менных u = v + d0v

N1+l−q−1ws, где в случае 0 6 q 6 p− 2 положим

d0 =
bsN1+l

(s, λq+1)
,

а при q = p− 1 положим

d0 =
bsN1+l

(s, λp)− b(N1 + l − 2p− 1)
.

Если число N1 выбрать таким, чтобы оно удовлетворяло неравенству

N1 > 2p+ 1 + (|s|+ 1) max
16j6n

|λp
j |,

то коэффициенты di существуют.
В результате указанного преобразования мы добьемся того, что ряды Тейлора

функций a2
s(u), b2s(u) будут начинаться с членов порядка N1 + l+1. Проводя индук-

цию по l и используя результаты [5], [6], получаем существование преобразования
класса C∞ вида

u = v + d0(v)ws, zi = wi + di(v)ws, 1 6 i 6 n,



КОНЕЧНО-ГЛАДКАЯ ЛОКАЛЬНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 287

в результате которого функции a2
s(u), b2s(u) станут равными нулю. При этом |di(v)| =

o(|v|N1−p), 0 6 i 6 n.
После данных преобразований появляются новые мономы ws̃, где |s̃ | > |s|, ко-

эффициенты при которых будут функциями, зависящими от переменной v, причем
ряды Тейлора этих функций будут начинаться с членов степени выше N1− p. С по-
мощью конечного числа преобразований вида (25) все эти мономы при |s̃ | 6 Ñ также
последовательно устраняются по мере их возрастания. Очевидно, что итоговое пре-
образование будет отличаться от тождественного на функцию, принадлежащую Ω.
Таким образом, наша система может быть приведена к требуемому виду. Теорема 2
доказана.

Автор выражает глубокую благодарность А. Д. Брюно за полезные обсуждения,
способствующие существенному улучшению изложения результатов работы.
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