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ПОТОКОВ ЧЕРРИ НА ТОРЕ 1 } 

1. Введение 

В 1938 г. Т.Черри [1] построил на торе Г 2 аналитический поток с нигде не плотным 

множеством Q, в котором всюду плотны незамкнутые устойчивые по Пуассону траектории и 

полутраектории. При этом й содержит конечное ненулевое число состояний равновесия 

olt...,ok, каждое из которых является гиперболическим седлом. В современной термино

логии П является странным аттрактором (или репеллером), т.к. за исключением точек 

о , , . . , , о , множество П локально гомеоморфно прямому произведению канторовского множества 

на отрезок и является притягивающим (или отталкивающим). Обобщение примера Черри приве
ло к понятию потока Черри. 

На негомотогной нулю замкнутой трансверсали поток Черри индуцирует отображение по-
следования Пуанкаре без периодических орбит (с иррациональным числом вращения) с интер
валами постоянства и точками разрыва. Вопрос о наличии или отсутствии у таких отображе
ний блуждающих интервалов в полной общности до сих пор не решен (см. [ 2 ] - [ 4 ] , [9]). 

В данной статье мы решаем задачу эквивалентности потоков типа Черри на торе и пре
образований Черри окружности. 

2 . Вспомогательные результаты 

Обозначим через P(R) множество неубывающих преобразований прямой R степени единица 

(т.е. /(г+1)=/(а;)+1). Пусть ж-.R—+S1 — универсальное накрытие окружности 5 1 , л(х) = 

=x(mod 1). Тогда / e P ( R ) является накрывающим для некоторого преобразования f:S1—*Si, 

т.е. f-n=K-f. Обозначим через PiS1) множество преобразований окружности S1, для каж

дого из которых существует накрывающее преобразование из P(R). Пусть / е P(R). Число 

lim-f д ж ^ = rot(/), xdR, называется числом вращения преобразования / . Если / е Р ( 5 1 ) , 
71-* во 

то число l im-£—i^(modl)A§£rot(/) , seIR, где JeP(R) - накрывающее для / преобра-

зование, называется числом вращения преобразования / . Будем говорить, что отображения 

f,geP(Sl) сопряжены, если существует такой гомеоморфизм Л е Р ( 5 1 ) , что f-h=h'g. Ото-

^ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо
ваний (проект №93-01-01407) и при частичной поддержке грантом №R99 000. 
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бражение / е P(S ) полусопряжено отображению gsP(S ) , если существует такое непрерывное 

отображение heP(Sl), что }'h=h'g. 
Следующая лемма известна в случае, когда / - гомеоморфизм (напр., [5]). Для преоб

разования / e P ( s ' ) доказательство аналогично, и мы его опускаем. 

ЛЕММА 1. Пусть feP(S1), ro t ( / ) eR\Q, имеет орбиту, не являющуюся всюду плотной. 

Тогда: 1) / полусопряжено с Ra (поворотом на угол а) с помощью непрерывного отобра

жения A e P ( S 1 ) , не являющегося гомеоморфизмом; 2) если - непрерывные преобра

зования, осуществляющие полусопряженность f с Ra, то существует такое число в, что 

h^Rp'h^ (следовательно, любое непрерывное преобразование, полусопрягающее f с Ra, не 

является гомеоморфизмом и определяется с точностью до сдвига); 3) пусть heP(S1) осу

ществляет полусопряженность f с Ra, и положим X(f,h) = { s e S 1 : h~l(x) содержит более 

одной точки}. Тогда: а) для любого х е X(f, h) прообраз h~l(x) есть замкнутый интервал; 
б) множество Q(f) ИМ Sl \ U int h~1(x), где объединение берется по всем xeX(f,h), яв
ляется непустым замкнутым совершенным множеством, не зависящим от полусопряженного 

преобразования h; в) h[Q(f)]=S1. 

3 . Преобразования Черри 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Преобразование /eP(R) называется преобразованием Черри прямой R, 
если оно удовлетворяет следующим условиям: 1) на любом конечном интервале преобразова
ние / имеет конечное число интервалов постоянства (т.е. интервалов, на каждом из кото
рых / принимает постоянное значение) и конечное число точек разрыва; 2) в концевых точ
ках интервалов постоянства преобразование / непрерывно; 3) если x Q — точка разрыва, 

то f(x)]f(xQ) при х\х0 (т.е. в точках разрыва преобразование / непрерывно слева); 4) / 

имеет иррациональное число вращения; 5) если [а;Ь] - интервал постоянства, то для лю

бого nelN полный прообраз f~n([a;b]) является замкнутым интервалом, в некоторой окрест

ности которого преобразование / является гомеоморфизмом; 6) если xQ — точка разрыва 

преобразования / и [с; d]=*[f(xQ); l\m f(x)], то для любого neINU{0} образ / n ( [ c ; d ] ) 

есть замкнутый интервал, в некоторой окрестности которого / является гомеоморфизмом; 7) 

все образы интервалов постоянства и все точки разрыва преобразования / лежат в £2(/) = 

=я _ 1 [ПС/)]. 

Множество преобразований Черри прямой обозначим через Ch(R). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Преобразование feP(Sl) называется преобразованием Черри окруж

ности 5 1 , если существует накрывающее для / преобразование Черри прямой. Множество пре

образований Черри окружности обозначим через CMS 1). 
В дальнейшем, если не оговорено противное, предполагается, что преобразование Чер

ри не является гомеоморфизмом, т.е. имеет, по крайней мере, одну точку разрыва или один 
интервал постоянства. В силу иррациональности числа вращения преобразования Черри 
окружности положительная полуорбита любой точки относительно этого преобразования не 
является всюду плотной. Поэтому согласно лемме 1 преобразование Черри окружности полу-
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сопряжено повороту с помощью некоторого непрерывного монотонно неубывающего отображения, 
не являющегося гомеоморфизмом. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть /eChCS 1 ) полусопряжено с RA, a=rot(/), с помощью непре

рывного отображения A е P(Sl), и пусть замкнутый интервал I отображается посредством А 
в точку, причем h~l[h(I)]=I. Если /"(7) — интервал для всех neZ, то / называется серым 
интервалом. 

В силу леммы 1 определение серого интервала не зависит от полусопряженного отобра
жения А. 

Пусть I - серый интервал. Из равенства Д П , А = А - / П , neIN, следует, что интервал / ' ( / ) 
л , 

принадлежит некоторому серому интервалу, который обозначим через / (7) для любого ieZ. 
. л . 

Заметим, что не всегда / ( / ) = / ( / ) . Например, / ( / ) может примыкать к интервалу постоян-

ства, тогда / ( / ) равен объединению интервала / ( / ) и интервала постоянства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть I — серый интервал преобразования / e C M S 1 ) . Объединение 
J(I)= U fn(D называется серой ячейкой, 

nez 
Дадим теперь определения черного интервала и черной ячейки (отрицательных и поло

жительных) преобразования Черри / окружности S1. 
Пусть [a;b]cS1 - интервал постоянства преобразования / e C h ( 5 1 ) . Согласно усло

вию 5) определения 1 полный прообраз f'n([a;b]) является интервалом для любого n e Z + 

( 2 + — целые неотрицательные числа), который называется черным отрицательным интерва
лом. Объединение U /~ n ( [a ; b]) = J(a; Ъ) называется черной отрицательной ячейкой, 

nez 
Если a^eS1 - точка разрыва преобразования /eCMS 1 ) , то [ / (z 0 ); 1 im fix)] = [c;d] 

Xi X Q 

- интервал, который обозначим через / ( z Q ) . Согласно условию 6) определения 1 / п ( [ с ; d]) 

- интервал для любого neZ + , который называется черным положительным интервалом. Объеди

нение U + / n ( [ c ; d]) = J(x ) называется черной положительной ячейкой. 
nez 

Положим X(f,h)=\Jh(I), где объединение берется по всем серым интервалам I. Мно
жество X(f, А) представляет собой не более чем счетное семейство орбит поворота RA, где 
a==rot(/). 

Положим X~(f,h)=\Jh(I), где объединение берется по всем черным отрицательным I. 
Согласно условию 1) определения 1 множество X~(f, А) представляет собой конечное число 
отрицательных полуорбит поворота RQ. 

Аналогично X+(f,h)~\jh(I)f где объединение берется по всем черным положительным 
интервалам I, представляет собой конечное число положительных полуорбит поворота RA. 

Если серый интервал [а; /?] содержит интервалы постоянства, то точке h([a; §\) при
пишем код (Cj , е 2 ) " следующим образом. Согласно условиям 5) и 7) любой интервал [а;Ь] £ 
£ [а;/?] постоянства имеет общую концевую точку с интервалом [а; в]. Поэтому [а; /?] со
держит не более двух интервалов постоянства. Если [а; /3] содержит два интервала посто
янства, то положим U j , е 2)"=(1; 1)". Если [а; @] содержит один интервал постоянства 

[а; Ь], то либо а=а, либо Ь=/?. В первом случае положим (е^ е 2)~=(1; 0)~, во втором -— 
( е , , е а ) " - ( 0 ; 1)' . 
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Полностью аналогично припишем код (Cj , е 2 ) + точке h([a; В]), если серый интервал 

[а, /3] содержит интервалы вида / ( x Q ) , где x Q — точка разрыва преобразования / . 

Отметим, что точки, снабженные кодом, являются начальными точками полуорбит X~(f,h) 
или X+(f,h), которые принадлежат орбитам из X(f,h). Заметим также, что некоторым точ
кам из X~(f,h)(]X*(f,h) приписываются два кода. 

Пусть / <Е CMS 1). Схемой £ ( / , А) преобразования / относительно полусопрягающего 
отображения Л назовем совокупность орбит X(f,h), полуорбит X~(f,h), X*(f,h) и зако
дированных точек X*(f,h), снабженных соответствующими кодами. 

Схемы преобразований / , д е CMS 1) называются изоморфными, если существует такое 
/?еК, что 

R^Xif,^)] = Х(<7,А2), Rp[X-(f,hx)] = X-(g,h2), 

Rp[X4j,h^ = x4g,h2), RplX^fihJ] = x*(g,h2), 

причем каждую точку из X*(f, A t) поворот R^ переводит в точку с тем же кодом (или кода

ми), где отображения Aj, А2 осуществляют полусопряженность / , д соответственно с пово

ротами Яго1(^)> Я- г о 1 (^. В силу леммы 1 схемы преобразования /eCMS 1 ) относительно раз

ных полусопрягающих отображений Л с поворотом Кто1ф изоморфны. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть преобразования f и geCh(Sl) на окружности полусопряжены с 
поворотами посредством отображении Aj, А2, и пусть S ( / , Aj), S(g,h2) - схемы f, g от
носительно Ар Л, соответственно. Преобразования f, g сопряжены тогда и только тогда, 
когда rot(/)=rot((/) и схемы S ( / , Aj), S(g,h2) изоморфны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как число вращения иррационально, то Ж/) и Q(g) нигде не 

плотны на S 1 и представляют из себя канторовское множество. Поэтому из условий 5) и б) 
определения 1 следует, что At и А2 соответственно переводят черный (положительный и от
рицательный) интервал в точку. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть k»f=g<>h. Тогда согласно [5] rot(/)=rot(#). Так как А — го

меоморфизм, осуществляющий топологическую сопряженность / с д, то А[П(/)]=П(^). Возь

мем точку х е X(f, Aj). В силу леммы 1 замкнутый интервал А~Чх) пересекается с Ж/) 

только по своим концевым точкам и по построению множества X(f, А ) является серым ин

тервалом отображения / . Поэтому A[A~4x)] есть серый замкнутый интервал, пересекающийся 

с Q(g) только в концевых точках. Отсюда вытекает, что под действием А2 серый интервал 

А[А~х(х)] отображается в точку из Х(д, А2). Если точка х е X(f, А^ О Х Ч / , Aj) (либо 

х е X(f, f\X"(f, А^) и точке х не приписан код, то А'Ч'х) содержит черный положи

тельный (отрицательный) интервал. Поэтому A(A~x(x)) также содержит черный положительный 

(отрицательный) интервал и, следовательно, Л2(А(А^(х))) е Х(д, А2) П Х*(д, А2) (либо 

A 2(A(Aj4x))) е Х(д, \)(]Х'(д, Л2)) и не имеет кода. Если х е X(a,h^)?[X*(f,hJ 

(либо i б Х ( о Д ) П Г ( / Д ) ) и точка х снабжена кодом, то Л~1(х) содержит интервал 
постоянства (точку разрыва) отображения / , который при гомеоморфизме А перейдет в ин
тервал постоянства (точку разрыва) отображения д. Отсюда и из монотонности отображения 

Л следует, что Л2(А(А~*(х))) будет снабжена тем же кодом, что и х. 
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В случае xeX+(f,h1)\X(f,hl) (либо xeX~(f, hx)\X(/, hj), т.е. когда черный поло
жительный (отрицательный) интервал h'^ix) не содержится в сером интервале, доказатель
ство аналогично. 

Покажем, что hQ коммутирует с Ra. Возьмем xeS\(X(f, ftj) U X*(f, [)X~(f, h^), 
тогда 

R oh(x) = Rohohoh:Hx) = h.ohofoh-Mx) = k.choh'^oR (x) = hn»R (x). 
a Q a 2 1 2 " I 2 l a U Of 

По непрерывности Ra°h0(x)=h0oRJ.x) для всех xeS1. Согласно лемме 1 \=Rp для некоторого 
§ е R и \[X(f, hJ~\=Rp[X{f, hJ\=X(g, hj, т.е. X(f, & X(g, hj, и аналогичные со
отношения выполняются для множеств X+(f, Лх), X~(f, Лр и X*(f, ht), причем коды зако
дированных точек сохраняются. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Для канторовского множества Г2 на окружности S положим П=П\Г(П), 

где Г(П) — множество концевых точек смежных интервалов SX\Q. По условию существует та
кое jSeiJ, что 

X(g,h2) = R^Xif,^)], X+(g,h2) = / у * + ( / , Z^)], 

X'(g,h2) = Rp[X-(f,\)\, X*(g,h2) = RplX^f,^)] 

и закодированные точки при повороте R^ переходят в точки с теми же кодами. Так как 

AjtfiC/)] = 5 1 \ U ( / , A 1 ) U X + ( / , hJVX-ifyhJ) и h2[Ug)] = s\(X(g,h2)[jX+Xg,h2)\i 

\jX'(g,h2)), то определено отображение h2oR^oh1\Q(f):Q(f)—*Q(g). Покажем, что это 

отображение равномерно непрерывно. Зададим е>0. Существует такой конечный набор смежных 

1 * 

интервалов J.,...,J, канторовского множества Q(g), что длина любого множества S \ U J. 
1 * i=i * 

меньше е. Так как 

h2 [ U J J £ Х(д, h2) U ХЧд, h2) U X'ig, hj, 

RplXif^JUX+if.hJUX-if,^)] = X(g,h2)UX+(g,h2)UX-(g,h2), 

то имеются такие смежные интервалы Gl,...,Gk канторовского множества Q(g), что 

Пусть число 0<<5<1/2 меньше длины каждого G., 1=1,...,к. Тогда если расстояние между 
о 

точками jtj, х 2 е П ( / ) меньше <5, то наименьшая дуга окружности с концевыми точками х^ 

х2 не содержит интервал G{ ( i=l , . . . , fc) . Следовательно, одна из дуг с концевыми точками 

h~2

l<>Rp<>hl(xi), i = l , 2 , не содержит ни одного интервала J{, i=l,...,k. Поэтому \h2

l°Rp° 

ohl(xl)-h2

1oRohl(x2)\<e, что доказывает равномерную непрерывность отображения h^oR^o 
О - . О О О 

oftJJK/). Аналогично показывается, что отображение h~ <>Д~ oh2\Q(g):Q(g) —*Q(f) также 

равномерно непрерывно. 
Так как h~2°Rp°hl |й ( / ) равномерно непрерывно, то оно продолжается до непрерывного 

в о 

отображения Л:с1[П(/)]=П(/) —*Q(g)=cl[£l(g)], где сКЛ) — замыкание множества А, Так 

как отображение h есть продолжение монотонного отображения h'^oR^h^, то h также непре-11 



рывно. Поскольку множество точек из П всюду плотно в канторовском множестве Я, то 
Ь[Г(П(/))]«Г(П(0)>. 

Отображение h взаимно однозначно, т.к. этим свойством обладает Л| и Л:П(/)—» 
I &(/) 

—*Q(g) ~ гомеоморфизм. Отметим, что если х е T(Q(/)) есть точка разрыва отображения / и 
при этом х ограничивает некоторый серый интервал, то Aj(x) приписан соответствующий код 
(ej, е 2 ) + и Rpoh^x) имеет тот же код. Значит, h'^oR^h^x) содержит точку разрыва ото

бражения д, которая согласно условию 7) определения 1 содержится в Г(Я($г)). Поскольку h 

является монотонным продолжением отображения ft" oR^h^ с на то h(x) есть 

точка разрыва отображения д, соответствующая коду (е^ е 2 ) + . Пользуясь изоморфностью 

схем, продолжим h до отображения окружности так, чтобы h°f=f°h. 

Рассмотрим поворот Ra, aeR\Q. Допустимой схемой называется совокупность не более 

чем счетного семейства X орбит, конечного семейства Х+ положительных и Х~ отрицательных 
полуорбит поворота Ra, обладающих следующими свойствами: а) каждой начальной точке 

положительной (отрицательной) полуорбиты из пересечения X* П X (Х~ П X) приписан код 

(ер е 2 ) + ( _ ) , £j е {0 ,1} , £i+e2 * 1; б) в с е полуорбиты из Х*[)Х~, не принадлежащие X, 

попарно не пересекаются; в) для каждой орбиты оеХ имеются не более четырех полуорбит из 

Х~[)Х+, лежащих на о, причем не более двух из каждого множества Х~, Х+, и любая точка 

орбиты о принадлежит не более двум полуорбитам из Х~ U Х+; г) если две полуорбиты из 

Х~{]Х+ пересекаются (следовательно, лежат на некоторой орбите из X), то коды (е^, е 2 ) , 
( £ j , £ 2 ) их начальных точек противоположны, т.е. еЛе'.=1, г=1,2. 

Преобразование /eCh(S 1 ) имеет допустимую схему относительно любого полусопряжения 
/ с R

TOt(jy Действительно, пусть S( / , h) — схема / относительно полусопрягающего Л. 

Если две полуорбиты из X~(f,h)\JX+(f,h) не принадлежат X(f,h), то соответ

ствующие им черные ячейки не пересекаются с серыми интервалами и в силу условий 5), б) 

определения 1 не имеют пересекающихся черных интервалов. Следовательно, о | \ о® не пе
ресекаются. 

Аналогично из условия 7) определения 1 вытекают свойства в), г). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Ra:Sl—*S1 — поворот с ae\R\Q и S — допустимая схема. Тогда 

существует / е С Ь ( 5 х ) , полусопряженное посредством к с R , a = rot(/), и такое, что 
S(f,h)=S. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем на каждой орбите из множества X и на каждой полуорби

те из Х+[)Х~\Х по одной точке x,...,xt,..., причем для положительных (отрицательных) 

полуорбит из Х+\Х (Х~\Х) возьмем начальную точку. Точке -R"(Sj)» п*=1 для х{еХ и п&0 
(п«0) для х,еХ+ (х,вХ~), поставим в соответствие число а ( г ) > 0 так, чтобы Y.all)=a<+co° 

1 1 п п,1п 

Например, а^=( \ п | + Ш ) _ 1 ( I п | +Z+2)"1. 

Вместо каждой точки поместим на окружности отрезок 1^ длины а^1\ В ре

зультате получим окружность 5(1+а) длины 1+а, причем взаимное расположение интервалов 

neZ,. 1=1,..., лежащих на S(l+a) , совпадает с взаимным расположением точек х^1), 
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1 = 1,..., лежащих на S1. Приведенная конструкция называется раздуванием. Окружность 

5(1+а) получается раздуванием каждой точки из X[)X*\JX~. По построению h(I^l))=x^l), 

Т.к. X всюду плотно в S1 и ft монотонно неубывающее, то множество fi=S1\UintJ^ 
п , I 

канторовское [10]. 
На fi=51\U/(') отображение h взаимно однозначное и в силу монотонности является 

п ,1 
гомеоморфизмом на свой образ s\X. Поэтому R \S1\X:S1\X—*S1\X индуцирует посредством Л 

гомеоморфизм /|Я=Л~ °R °Л|й:Я —»Я. Аналогично доказательству равномерной непрерывности 

отображения А^оД oft в доказательстве теоремы 1 показывается, ч т о р а в н о м е р н о не

прерывно и может быть продолжено до гомеоморфизма /|П:П—»П. Пусть интервал 1^ с кон

цами (а, /?) получен в результате раздувания точки х^ с кодом (е^ £ 2 ) + ( _ ) . Тогда от

метим на (J^fj). £=0,1 ,2 , . . . одну точку при e^ + e^l или две точки у^ и у ^ 

при <'j+£2 " 2. Считаем, что у^к лежит на 1^[к раньше у2к. Если некоторой точке было 

приписано два кода (е х , е 2 ) + и (е^, е'2), то по свойству г) эти коды должны быть проти

воположны. Выберем точку у^ соответствующей коду с £j=l и точку у ^ — коду с £ 2

= 1 -

Определим НУ^^У™ * = 1 ' 2 *=1,2. Если е=\, то продолжим / 

на весь [сс,у10\ так, чтобы (а,У 1 0) был интервалом постоянства отображения / . Если £ 2 =1, 

то доопределим / на [y i 0 , /3] так, чтобы (y i Q , /?) был интервалом постоянства / , i=el+e2 

(если £ х =1, то продолжим / _ 1 на весь [a, y1Q] так, чтобы («, У10) был интервалом посто

янства отображения а если £ 2 =1, то доопределим / _ 1 на [y f Q, /3] так, чтобы (yiQ, /3) 

был интервалом постоянства / ~ \ г = S j + e ^ . Далее продолжим / до гомеоморфизма /:5(1+а)—* 

—5(1+а). • 
4. Потоки Черри 

Пусть на торе Г 2 задан С г-поток /* ( г > 1 ) . Квазиминимальным множеством потока на-
2 

зывается замыкание незамкнутой устойчивой по Пуассону траектории. Согласно [6] на Г 
любой поток может иметь не более одного квазиминимального множества. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. С? - поток на Г 2 называется потоком Черри, если выполня

ются следующие условия: 1) /* имеет одно квазиминимальное множество Ж/ ' ) , в котором 

лежит конечное число состояний равновесия б^,...,Ок, 2) все 01,...,Ок являются гипербо

лическими седлами; 3) пусть L*, £*, L*, I* - сепаратрисы седла 0 { (г=1,. . , ,к), зануме

рованные при обходе вокруг седла О . Тогда существует одна сепаратриса, например, L* 

такая, что Ж/' ) П [co(Lp U a d * ) ] ^ . Для остальных сепаратрис I*, L 2, выполняется 

включение й ( / ) с и ( а ) ( 1 ! . ) , . /=1 ,2 ,4 . Сепаратрису /Л седла О. будем называть черной. 

Непосредственно из определения 5 вытекает, что множество Ж/' ) нигде не плотно. В 

силу [6] Ж / ' ) \ { 0 1 , . . ..,Ок) локально гомеоморфно прямому произведению канторовского 
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множества на отрезок. Из включения 0 4 е Ж / ) следует, что, по крайней мере, две с е п а 

ратрисы Jy|, X* или Irj, являются незамкнутыми устойчивыми по Пуассону полутраектория

ми, причем одна сепаратриса является продолжением по Бендиксону другой сепаратрисы. 

Очевидно, обе сепаратрисы (L*, и л и принадлежат Q(f) и плотны в Ж/*). 
к 

Компоненту множества содержащую хотя бы одну 
i = l 

черную сепаратрису, назовем черной ячейкой (такие компоненты всегда имеются) . Остальные 

компоненты множества D(f) называются серыми ячейками (таких компонент может не быть). 
Черную ячейку будем называть положительной (отрицательной), если черная сепаратриса, 

которую она содержит, является со- (соответственно а-) сепаратрисой седла из Ж / * ) . 

Добавим к условиям 1 ) - 3 ) определения 5 техническое условие 4) : в каждой черней 

ячейке потока / лежит ровно одно состояние равновесия — топологический узел; кроме 

этих узлов и седел 0^,...,Ок поток /* других состояний равновесия не имеет. 

Множество потоков Черри на торе обозначим через СЫТ2). Если в условии 2) определе

ния 5 опустить требование гиперболичности седел 0^...,Ок, то получим определение п о т о 

ка типа Черри. Множество потоков типа Черри обозначим через T c h ( T 2 ) . Очевидно, C h ( T 2 ) с 

c T c h ( T 2 ) . 

Пусть / * е Т с Ь ( Г 2 ) , и Ж/*) - квазиминимальное множество. Точка т е Ж/ 4 ) называется 
достижимой изнутри граничной точкой, если существует такая дуга А с концевой точкой т , 

2 t 

что Д \ т с Т \ й ( / ) (напр., все седла 0^,...,Ок являются достижимыми изнутри граничными 
точками) . Множество точек из Ж/*), не являющихся достижимыми изнутри граничными т о ч к а -

ми, обозначим через Ж / ) . Это множество состоит из устойчивых по Пуассону в обе сторо
ны траекторий. 

Напомним, что иррациональной обмоткой на торе называется поток, накрывающий для 
2 • * t 2 

которого на R задается системой г = 1 , y=fi, / z e R \ Q . Обозначим через f0(k) поток на Т , 

получаемый из иррациональной обмотки /* добавлением к>\ непроходимых крошек (непроходи

мой крошкой называется особенность ровно с двумя седловыми секторами). 
Следующая лемма аналогична лемме 1, доказательство ее мы опускаем (см. замечание 

ниже) . ; 
ЛЕММА 2. Пусть / * e T c h ( T 2 ) и квазиминимальное множество Ж/') содержит k»\ седел 

O j , . . . ,Ок. Тогда существует непрерывное (не являющееся гомеоморфизмом) преобразование 
h:T2—*Т2 со следующими свойствами: 1) точки h(0 ) , . . .,h(Ok) являются непроходимыми 

крошками потока f0(k), где r o t ( / )= ro t ( / * ( f c ) ) ; 2) черную положительную (отрицательную) 

ячейку отображение h переводит в а- (со-) сепаратрису некоторой непроходимой крошки; 

3) каждую траекторию множества Ж / ) отображение h переводит в траекторию потока Д Ш 
с сохранением направления по времени, и более того, ограничение h | Ж / ) является гомео
морфизмом на свой образ; 4) пусть w — серая ячейка, тогда а) если достижимая изнутри 
граница dw ячейки w не содержит седел, то h(w\JSw) - траектория потока }\(к), Ь) если 
5w содержит одно седло, то h(w[)dw) состоит из одной непроходимой крошки и обеих ее 

14 



сепаратрис потока /J(fc), с) если Sw содержит два седла, то h(w[idw) состоит из двух 

непроходимых крошек и их сепаратрис; 5) образы черных ячеек попарно не пересекаются; 
t 2 

6) отображение А гомотопно тождественному; 7) А [ Я ( / ) ] = Т . 
ЗАМЕЧАНИЕ. В теории динамических систем отображение А, удовлетворяющее лемме 2, 

называется операцией сдувания (blowing-down map). Для потока Данжуа /* на торе такое 
отображение было построено в [7]. В общем случае операция сдувания построена в [8]. Для 
потока типа Черри лемму 2 можно вывести либо из леммы 1 и работы [7], либо уточнением 
обшей теоремы из работы [8]. 

Пусть поток типа Черри f и поток /*Ш удовлетворяют лемме 2. Обозначим через 

иррациональную обмотку, полученную из flh) удалением всех непроходимых крошек. Пусть 

Х ( / , Л) = \Jh(w), где объединение берется по всем черным и серым ячейкам го потока /' , и 

обозначим через X(f, Л) семейство соответствующих траекторий иррациональной обмотки 

(т.е. тех траекторий, которые как множества пересекаются с XA,f, Л)). 

Каждой траектории I из X(f, ft) припишем набор символов (код) из множества 
{-1; 0; 1; л; п; лп; пл} следующим образом: цифра - 1 (соответственно +1) приписывается, 
если I содержит образ отрицательной (положительной) ячейки, и цифра 0 приписывается, 

если I содержит образ серой ячейки. Если мы приписали I два числа, то приписываем также 
букву "л" или "п" (первую букву слов "левый" или "правый" соответственно) в зависимости 
от того, с какой стороны серая ячейка примыкает к черной. Если мы приписали / три чис
ла, то приписываем еще две буквы "лп" или "пл" аналогичным образом. Семейство X(f, ft) 

с приписанными кодами назовем схемой потока /*, полученной с помощью операции сдувания 

А (и обозначим снова через X(f, ft)). 
Отметим, что число траекторий, в код которых входят цифры ±1, конечно. Семейство 

траекторий, в код которых входит цифра 0, не более чем счетное. 
Пусть X -— не более чем счетное семейство траекторий иррациональной обмотки f*. 

Предположим, что каждой траектории приписан набор символов (код) из множества {-1; 0; 
+1; л; п; лп; пл}, при этом а) код каждой траектории из X содержит от одной до трех раз
личных цифр; Ь) число траекторий, в код которых входят цифры ±1, конечно; с) если код 
некоторой траектории содержит цифры +1, - 1 , то он содержит также цифру .0; d) если код 
содержит две цифры, то он содержит одну из букв "л" или "п"; е) если код содержит три 
цифры, то он содержит буквы "лп" или "пл". Такой набор траекторий с приписанными кодами 
назовем абстрактной допустимой схемой. Из определения потока типа Черри вытекает, что 
его схема является допустимой для любой операции сдувания. 

Две абстрактные допустимые схемы Хх, Х2 называются соизмеримыми, если существует 

такой диффеоморфизм F:T2—*T2, что: 1) FiXJ^X ; 2) накрывающий F:R 2 —•R2 для F имеет 

вид x=ax+by, y=cx+dy+t-, где *j - целочисленная унимодулярная матрица, | e R ; 3) коды 

траекторий 1еХг, F(l)eX2 равны для всех траекторий leX^, 4) F осуществляет топологичес

кую орбитальную эквивалентность соответствующих иррациональных обмоток. 

Напомним, что два потока / { , д* на Т2 называются топологически орбитально эквива
лентными, если существует гомеоморфизм (р:Т2—*Т2, переводящий траектории одного потока 
в траектории другого потока с сохранением направления по времени. Если последнее требо-
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вание сохранения по времени убрать, то получим определение топологической эквивалент

ности д*. 

ТЕОРЕМА 3. Два потока /|, f2 типа Черри на Г 2 топологически орбитально эквива

лентны тогда и только тогда, когда их схемы Xif^, ftj), X(f2, h2) соизмеримы, где ht — 

некоторая операция сдувания потока / j - ( t= l ,2 ) . 

Из теоремы 3, в частности, вытекает, что с точностью до соизмеримости схема потока 

типа Черри не зависит от операции сдувания. 

Для потока f обозначим через /"* поток, полученный из /*' обращением направления 

по времени. 

СЛЕДСТВИЕ. Два потока /*, f2 типа Черри на Г 2 топологически эквивалентны тогда и 

только тогда, когда схемы потоков /* или f~* •/* соизмеримы. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть X — абстрактная допустимая схема, и /J — соответствующая 

иррациональная обмотка. Тогда на Т2 существует СГ-поток типа Черри /*, схема которого 

равна X (в частности, rot(/') =rot(/*)). 

Пусть X - абстрактная допустимая схема. Обозначим через IX* \, \Х~\, \Х?\ мощность 

множества траекторий из X, коды которых содержат цифры +1, - 1 , 0 соответственно. 

Следующая теорема показывает, что величины IX*\, \Х~\, \Х°| (в том случае, когда 

\Х°\ конечно) и число вращения rot(/') не определяют полный инвариант потока f. 

ТЕОРЕМА 5. На Т2 существует континуум попарно топологически не эквивалентны*-

(f-потоков /* типа Черри с одинаковым числом вращения Пуанкаре и одними и теми же ве

личинами | X+1, | X" |, | Х° | в любом из следующих случаев: a) IX* \ +1X~ \ +1 Х° I *4; b) IX* I = 

= U ° | = 0 , \Х~\*2; с) \Х~\ = \Х°\=0, \Х+\>2. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть X — абстрактная допустимая схема. Тогда на Т2 существует С 1 -

поток Черри, схема которого равна X. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть X — абстрактная допустимая схема, при этом либо \Х+1 = | Х° | =0, 

либо \Х~\ = \Х°\=0. Тогда на Т2 существует (f-поток Черри, схема которого равна X. 

Громоздкие доказательства теорем 4-7 опускаем. 

Сформулируем две нерешенные проблемы. 

ПРОБЛЕМА 1. Существует ли С г-поток (гз= 2) Черри, у которого \Х*\ > 1 , \Х~\*\1 

ПРОБЛЕМА 2. Существует ли С г-поток ( 2 « г « 4 ) Черри с \Х°\ *0? 
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