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Àííîòàöèÿ

Êîîïåðàòèâíîé èãðîîé ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ òðîéêà
(N, v,Ω), ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Ω ⊂ 2N , N ∈ Ω � íàáîð
äîïóñòèìûõ êîàëèöèé v : Ω → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω = 2N , òî èãðà (N, v,Ω) = (N, v) ñòàíîâèòñÿ
êëàññè÷åñêîé êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êëàññ âñåõ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé Gr ñ
ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ. Ïðåä n-ÿäðî äëÿ èãð èç
ýòîãî êëàññà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð. Ïðèâîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íàáîð Ω, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå
è îäíîòî÷å÷íîñòü ïðåä n-ÿäðà. Äàþòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè ïðåä
n-ÿäåð äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè è äâóìÿ òèïàìè äîïóñòèìûõ
êîàëèöèé â íèõ.

1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêèå êîîïåðàòèâíûå èãðû ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ) (N, v)
îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ v íà ìíîæåñòâå âñåõ êîàëèöèé, ò.å.
ïîäìíîæåñòüâ ìíîæåñòâà èãðîêîâ N. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè íå âñå êîàëèöè ìîãóò
îáðîàçîâàòüñÿ èç-çà ðàçëè÷íûõ ïîëèòè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è äàæå
ïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðè÷èí. Íàèáîëåå èçâåñòíûå ñèòóàöèè òàêîãî ðîäà ðàññìàòðèâàþò
â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ, òàê ÷òî êàæäàÿ
êîàëèöèÿ ðàçáèåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ äîïóñòèìîé. Äàëåå âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå åùå
êîàëèöèè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ äîïóñòèìûìè: íàïðèìåð, ïîäìíîæåñòâà êàæäîé êîàëèöèè
ðàçáèåíèÿ è (èëè) îáúåäèíåíèÿ êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ
èãð ñëåäóåò íàçâàòü òåîðèþ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, è ðàçðàáàòûâàåòñÿ òåîðèé
ðåøåíèé òàêèõ èãð.

Ðàçðàáîòêà ýòîé òåîðèè íà÷àëàñü ñ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé. Â òàêèõ
èãðàõ óæå îïðåäåëåíû è îõàðàêòåðèçîâàíû ëèíåéíûå ðåøåíèÿ [5],[3], çàâèñÿùèå îò
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Îäíàêî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òàêèõ èãð
îïðåäåëÿëàñü, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, íà ìíîæåñòâå âñåõ êîàëèöèé, õîòÿ åå
çíà÷åíèÿ äëÿ íåäîïóñòèìûõ êîàëèöèé íå ó÷àñòâîâàëè â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé
íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà
ýòîì íàáîðå. Ôîðìàëüíî,
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óë.×àéêîâñêîãî, 1

1



Îïðåäåëåíèå 1 Èãðîé ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ íàáîð (N, v,Ω), ãäå
N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Ω ⊂ 2N , N ∈ Ω � íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé,
v : Ω → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω = 2N , òî èãðà(N, v,Ω) = (N, v) ñòàíîâèòñÿ
êëàññè÷åñêîé ÒÏ êîîïåðàòèâíîé èãðîé.

Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðåøåíèÿõ äëÿ
èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè.

Òàê êàê èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ðåøåíèÿõ äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé
ñâÿçàíû ñ ìîäèôèêàöèÿìè çíà÷åíèÿ Øåïëè, â äàííîé ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ïðåä n-ÿäðó è ïðåä k-ÿäðó. Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû
ñ ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Äëÿ íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåä n-
ÿäðî è ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ è
îäíîòî÷å÷íîñòè. Â ïàðàãðàôå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé,
ïîðîæäåííûå ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Äëÿ òàêèõ èãð îïðåäåëÿþòñÿ äâå
äâóõøàãîâûå ìîäèôèêàöèè ïðåä n-ÿäðà ñ ïðèìåíåíèåì ïîäõîäîâ Îóýíà [5] è Êàìèéî
[3] äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäèôèêàöèé çíà÷åíèÿ Øåïëè. Äëÿ óêàçàííûõ ðåøåíèé
ïðèâîäÿòñÿ èõ àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè.

2 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé

êîîïåðàöèåé

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé äëÿ
èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Ýòî ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî ñàìèìè îïðåäåëåíèÿìè
êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð è èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
êëàññè÷åñêàÿ ÒÏ èãðà (N, v) îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v : 2N → R,
îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå âñåõ êîàëèöèé, òî äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé
òîëüêî èãðîêàì èç êîàëèöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Ω ( 2N , ðàçðåøåíî âñòóïàòü â
êîàëèöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò äâà îñíîâíûõ âîïðîñà ïðè èññëåäîâàíèè èãð ñ
îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé:

1. Âîçìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé?
2. Âîçìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà

íåäîïóñòèìûõ êîàëèöèÿõ (åñëè òàêîâûå çàäàíû) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ èãðû?
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå îòâåòû, èìåþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå, íà ýòè âîïðîñû. ×òî

êàñàåòñÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ, òî îí, â îñíîâíîì, ñâÿçàí ëèáî ñ ïðàêòè÷åñêèìè
ñèòóàöèÿìè, â êîòîðûõ äîïóñòèìûå íàáîðû êîàëèöèé îïðåäåëÿþòñÿ èç èõ ñîäåðæàíèÿ
� íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ èãðîêîâ íà êîàëèöèè ïðåäïîëàãàþò ó÷àñòèå êàæäîãî èãðîêà
òîëüêî â îäíîé êîàëèöèè � èëè ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíîé âîïðîñà, âûáèðàþòñÿ íàáîðû
êîàëèöèé, êîòîðûå ïðîùå äëÿ àíàëèçà.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ ñòàòüÿ
Ìàéåðñîíà [4] Â íåé îí ðàññìàòðèâàåò íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, ïîðîæäåííûé
ñâÿçíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ãðàôà êîììóíèêàöèé, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
èãðîêè. Äëÿ òàêîãî êëàññà èãð Ìàéåðñîí îïðåäåëèë è îõàðàêòåðèçîâàë çíà÷åíèå
(çíà÷åíèå Ìàéåðñîíà), ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì çíà÷åíèÿ Øåïëè. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà íåäîïóñòèìûõ êîàëèöèÿõ ó÷àñòâîâàëè â îïðåäåëåíèè
ðåøåíèÿ èãðû ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì îáîáùåíèåì çíà÷åíèÿ Øåïëè ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå
Îóýíà [5] äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè. Äîïóñòèìûìè êîàëèöèÿìè â
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òàêîé ñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ êîàëèöèè ðàçáèåíèÿì, ïîäìíîæåñòâà îòäåëüíûõ êîàëèöèé
ðàçáèåíèÿ, è îáúåäèíåíèÿ êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ ñ íå áîëåå ÷åì îäíèì ïîäìíîæåñòâîì
êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ðàáîò ðàññìàòðèâàåò òîëüêî íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñòðóêòóðû
äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Êðîìå òîãî, â íèõ îïðåäåëÿëèñü è èññëåäîâàëèñü òîëüêî
îäíîòî÷å÷íûå ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ).

×òî êàñàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûõ ðåøåíèé, òî òàêèõ ðàáîò î÷åíü íåìíîãî. Ëëåðåíà
[?] îïðåäåëèë ñ-ÿäðî äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Ðàéíèðñ è Ïîòòåðñ [?]
îïðåäåëÿëîñü B-n-ÿäðî äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé (N, v,Ω), ãäå B = Ω
êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äåëåæåé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ìèíèìóì óïîðÿäî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ âåêòîðîâ ýêñöåññîâ, ãäå ýòè âåêòîðû
îïðåäåëÿëèñü íà ïðîñòðàíñòâå R|B|. Òàê êàê ìíîæåñòâî äåëåæåé îãðàíè÷åíî, äëÿ èãð
ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì äåëåæåé n-ÿäðî íå ïóñòî êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð,
òàê è äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Â ñòàòüå [?] áûëäè íàéäåíû óñëîâèÿ
íà íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, ïðè êîòîðûõ n-ÿäðî ÒÏ èãðû ñîâïàäàåò ñ n-ÿäðîì
îãðàíè÷åííîé èãðû (N, v,B).

Ñ ïðåä n-ÿäðîì ñâÿçàíî äðóãîå ðåøåíèå ÒÏ èãð: ïðåä k-ÿäðî. Åñëè ïðåä n-ÿäðî
ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì, òî ïðåä n-ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì, áîëåå òîãî, îíî
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî âêëþ÷åíèþ èç âñåõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì
ýôôåêòèâíîñòè, ñèììåòðèè, êîâàðèàíòíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè [?] ò.å. âñåì òåì
àêñèîìàì, êîòîðûå, âìåñòå ñ îäíîòî÷å÷íîñòüþ, õàðàêòåðèçóþò ïðåä n-ÿäðî íà êëàññå
ÒÏ èãð ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ.

Ïîýòîìó â ñòàòüå îïðåäåëÿþòñÿ îáà ýòèõ ðåøåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê èãðàì ñ
îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è îäíîòî÷å÷íîñòè ïðåä n-ÿäðà äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé óñòàíîâëåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è
îäíîòî÷å÷íîñòè ïðåä -ÿäðà Â ïàðàãðàôå 3 äàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ
ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è ñ èõ ïîìîùüþ ïðèâîäèòñÿ
àêñèîìàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåä n-ÿäðà. Â ïàðàãðàôå 4 ýòè æå çàäà÷è (êðîìå
îäíîòî÷å÷íîñòè ðåøåíèÿ) ðåøàþòñÿ äëÿ ïðåä ê-ÿäðà èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

3 Èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è èõ ïðåä n-ÿäðà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî N , êîòîðîå íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì

ìíîæåñòâîì èãðîêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç, Gr êëàññ âñåõ ÒÏ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé, ìíîæåñòâà èãðîêîâ êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â N :

(N, v,Ω) ∈ Gr =⇒ N ⊂ N ,

à ÷åðåç Gr
N ⊂ Gr � ïîäêëàññ èãð ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N.

Äëÿ âåêòîðà x ∈ RN è êîàëèöèè S ⊂ N áóäåì èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííîå
îáîçíà÷åíèå x(S) =

∑
i∈S xi.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé èãðû (N, v,Ω) â ñëó÷àå N ⊂ N
îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è äëÿ îáû÷íûõ ÒÏ èãð, ôîðìóëîé

X(N, v) = {x ∈ RN |x(N) ≤ v(N)},

à ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé êàê

X∗(N, v) = {x ∈ RN |x(N) = v(N)}.
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Î÷åâèäíî, ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè äëÿ ÒÏ èãð
(N,w), äëÿ êîòîðûõ v(N) = w(N).

Ýêñöåññîì êîàëèöèè S ∈ Ω îòíîñèòåëüíî âåêòîðà âûèãðûøåé x íàçûâàåòñÿ
ðàçíîñòü e(S, x, v) = v(S)−x(S), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå êîðî÷å ÷åðåç e(S, x),
åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v ôèêñèðîâàíà. Âåêòîð e(x) = {e(S, x, v)}S∈Ω

íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ýêñöåññîâ.

Îïðåäåëåíèå 2 Ðåøåíèåì äëÿ êëàññà èãð Cr
N ⊂ Gr

N íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå σ :
Cr

N → 2RN
, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé èãðå (N, v,Ω) ∈ Cr

N ìíîæåñòâî σ(N, v,Ω) ⊂
X(N, v).

×åðåç θ(x) ∈ R2N
îáîçíà÷èì âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà e(x), íî ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:

θt(x) = max
T ⊂Ω

|T |=t

min
S∈T

e(S, x). (1)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî âåêòîðà òàêæå îáîçíà÷åíèå θv(x), åñëè íåîáõîäèìî
óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â îïðåäåëåíèè âåêòîðà
ýêñöåññîâ.

Ïóñòü ≥lex � îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm :

x ≥lex y ⇐⇒ x = y èëè ∃1 ≤ k ≤ m, òàêîå ÷òî xk = yk è xi > yi äëÿ i < k.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïðåä n-ÿäðîì PN(N, v,Ω) èãðû (N, v,Ω) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ ýêñöåññîâ îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
â ìíîæåñòâå ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé :

x ∈ PN(N, v,Ω) ⇐⇒ θ(y) ≥lex θ(x)) äëÿ âñåõ y ∈ X∗(N, v). (2)

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðåä n-ÿäðî ïðåäïîëàãàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì ðåøåíèåì.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ "ìàëûõ"íàáîðîâ äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω îíî îêàçûâàåòñÿ
ìíîãîçíà÷íûì è äàæå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð, äëÿ èãðû òðåõ ëèö
ñ N = {1, 2, 3} è íàáîðîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω = {1, 2}, {2, 3} äëÿ
ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè v íå ñóùåñòâóåò âåêòîðà x, óäîâëåòâîðÿþùåãî
îòíîøåíèþ (??), òàê êàê ìèíèìóì max{e({1, 2}, x), e({2, 3}, x)} íå äîñòèãàåòñÿ íà
ìíîæåñòâå x ∈ X∗(N, v,Ω) ââèäó òîãî, ÷òî ìàêñèìóì èç ïðèâåäåííûõ äâóõ âåëè÷èí
ñòðåìèòñÿ â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ïðè x2 → +∞, x1, x3 → −∞.

Åñëè æå ïðåä n-ÿäðî èãðû (N, v,Ω) íå ïóñòî, òî èç åãî îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî PN(N, v,Ω) âûïóêëî, ò.å. ïðåä n-ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ íàáîðîâ Ω
äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå è îäíîòî÷å÷íîñòü ïðåä n-ÿäðà.

Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé òåîðåìó Êîëáåðãà, äàþùóþ
êîìáèíàòîðíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïðåä n-ÿäðà äëÿ ÒÏ èãð.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåä n-ÿäðî ÒÏ èãð îäíîòî÷å÷íî, è x = PN(N, v), åñëè âåêòîð
óäîâëåòâîðÿåò îòíîøåíèþ (2), ãäå â îïðåäåëåíèè (1) âåêòîðà θ(x) íàáîð Ω çàìåíÿëñÿ
íàáîðîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N.
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Íàáîð êîàëèöèé S ìíîæåñòâà N íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè cóùåñòâóþò

òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λS > 0 äëÿ S ∈ S, ÷òî
∑
S∈S
S3i

λS = 1 äëÿ âñåõ i ∈ N.

Òåîðåìà 1 (Kohlberg [?]) Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð âûèãðûøåé x ∈ X∗(N, v) ÒÏ

èãðû (N, v) ÿâëÿëñÿ åå ïðåä n-ÿäðîì, x = PN(N, v), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íàáîðû êîàëèöèé

Bα(x, v) = {S ⊂ N | e(S, x) ≥ α}, (3)

áûëè ïóñòû èëè ñáàëàíñèðîâàíû äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α.

Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà êëàññ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé.

Óòâåðæäåíèå 1 Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð x ∈ X∗(N, v) èãðû (N, v,Ω) ∈ Gr ñ

îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ïðèíàäëåæàë åå ïðåä n -ÿäðó, x ∈ PN(N, v,Ω), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîðû êîàëèöèé

Bα(x, v,Ω) = {S ∈ Ω | e(S, x) ≥ α}, (4)

áûëè ïóñòû èëè ñáàëàíñèðîâàíû äëÿ âñåõ ÷èñåë α.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû Êîëáåðãà 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áóäåò íåîáõîäèìà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû
ýòîãî ïàðàãðàôà, êîòîðàÿ äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íàáîð Ω,
îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïðåä n-ÿäðà äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

Ëåììà 1 Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ èãðà, x ∈ X∗(N, v)- åå ýôôåêòèâíûé

âåêòîð âûèãðûøåé, α∗ ∈ R. Åñëè äëÿ ëþáîãî α ≥ α∗ íàáîð Bα(x, v) ñáàëàíñèðîâàí,

òî äëÿ ëþáîãî α ≥ α∗

Bα(x, v) = Bα(ν, v),

ãäå ν � ïðåä n-ÿäðî èãðû (N, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. . Ïóñòü β � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî Bβ(x, v) 6=
Bβ(ν, v). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåä n-ÿäðà ñëåäóåò, ÷òî

Bβ(x, v) \ Bβ(ν, v) 6= ∅.

Ñðàâíèì ýêñöåññû êîàëèöèé èç íàáîðîâ Bβ(x, v) îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ x è ν.
Åñëè S ∈ Bβ(x, v) ∩ Bβ(ν, v), òî e(S, x) = e(S, ν).
Åñëè S ∈ Bβ(x, v) \ Bβ(ν, v), òî e(S, x) = β è e(S, ν) < β, òàê êàê S 6∈ Bα(ν, v) äëÿ

α ≥ β.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ êîàëèöèé èç Bβ(x, v) ýêñöåññû îòíîñèòåëüíî x è ν

ñîâïàäàþò, à äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé èç Bβ(x, v) ýêñöåññû îòíîñèòåëüíî x ñòðîãî
áîëüøå ýêñöåññîâ îòíîñèòåëüíî ν, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñáàëàíñèðîâàííîñòè íàáîðà
Bβ(x, v). Ïîýòîìó β < α∗.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó:
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Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåä n-ÿäðî PN(N, v,Ω) èãðû (N, v,Ω) ∈ Gr
N áûëî íå

ïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîð Ω áûë ñáàëàíñèðîâàí.

Äîêàçàòåëüñòâî. . Íåîáõîäèìîñòü. ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð Ω íå ÿâëÿåòñÿ
ñáàëàíñèðîâàííûì. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ X∗(N, v) ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå
ñèñòåìû {

y(S) ≤ x(S), S ∈ Ω,
y(N) = x(N)

, (5)

÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîàëèöèè S ∈ Ω y(S) < x(S). Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
îòíîøåíèå

θ(x) ≥lex θ(y),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x 6= PN(N, v,Ω). Òàê êàê âåêòîð x ∈ X∗(N, v) áûë âûáðàí
ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî PN(N, v,Ω) = ∅.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íàáîð Ω ñáàëàíñèðîâàí.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà A îïðåäåëèì ÒÏ èãðó (N,wA) ñî ñëåäóþùåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

wA(S) =
{

v(S) S ∈ Ω
A â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Îáîçíà÷èì ïðåä n-ÿäðî èãðû (N,wA) ÷åðåç xA = PN(N,wA).
Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ðàññìîòðèì íàáîð êîàëèöèé

BA = {S ∈ Ω | e(S, xA, wA) > max
T 6∈Ω

e(T, xA, wA)},

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî A, äëÿ êîòîðîãî |BA| = |Ω|.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó |BA0 | = maxA |BA|.
Äëÿ ÒÏ èãðû (N,wA) è äëÿ êàæäîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà S êîàëèöèé èç

N ïóñòü {λS}S∈S � íàáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì âåñà. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî
âåêòîðà x ∈ X∗(N,w) îáîçíà÷èì ÷åðåç ewA(x,S) âçâåøåííûå ñðåäíèé ýêñöåññ
êîàëèöèé èç S:

ewA(x,S) =

∑
S∈S

λSe(x, S)∑
S∈S

λS
,

ãäå ÷èñëà λS ñîîòâåñòâóþò ñáàëàíñèðîâàííîìó íàáîðó S.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýêñöåññû ewA(x,S) íå çàâèñÿò îò x,
Ïðè A → −∞ çíà÷åíèÿ ewA(x, S) óáûâàþò äëÿ S ∈ S 6⊂ Ω, è íå èçìåíÿþòñÿ äëÿ

S ∈ S ⊂ Ω.
Òàê êàê ÷èñëî ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A1,

äëÿ êîòîðîãî
ewA1

(x, S) < min
S∈Ω

ewA1
(xA0 , S)) (6)

äëÿ ëþáîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà S 6⊂ Ω.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |BA0 | < |Ω|.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ∈ BA0

e(S, xA0 , wA1) = e(S, xA1 , wA1) (7)

. Åñëè íàáîð BA0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ñëó÷àé BA0 6= ∅, ñíà÷àëà ââåäåì îáîçíà÷åíèå

e1 = min
S∈BA0

e(S, xA0 , wA0).

Ïî îïðåäåëåíèþ èãðû (N,wA1) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ∈ BA0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
e(S, xA0 , wA0) = e(S, xA0 , wA1). Äëÿ ëþáîé êîàëèöèè T 6∈ BA0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
e(T, xA0 , wA0) ≥ e(T, xA0 , wA1). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî a ≥ e1 íàáîð
{S ⊂ N | e(S, xA0 , wA1) ≥ a} ñáàëàíñèðîâàí.

Ïî Ëåììå 1 äëÿ ëþáîãî a ≥ e1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{S ∈ N | e(S, xA0 , wA1) ≥ a} = {S ⊂ N | e(S, xA1 , wA1) ≥ a},

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

e(S, xA0 , wA1) = e(S, xA1 , wA1) for all S ∈ BA0 , (8)

è ðàâåíñòâî (7) äîêàçàíî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ýêñöåññû êîàëèöèé èç íàáîðà Ω \ BA0 . Îáîçíà÷èì

e2 = min
S∈Ω\BA0

e(S, xA0 , wA0), (9)

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð:

C = {S ⊂ 2N \ BA0 | e(S, xA1 , wA1) = max
T⊂2N\BA0

e(T, xA1 , wA1)}. (10)

Åñëè C ⊂ Ω, òî ìû ïîëó÷àåì íåâîçìîæíîå íåðàâåíñòâî |BA1 | > |BA0 |.
Åñëè æå C 6⊂ Ω, òî ïî (6) è (9) âçâåøåííûé ñðåäíèé ýêñöåññ êîàëèöèé èç íàáîðà

C ∪ BA0 îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì e2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (8)

e(S, xA1 , wA1) < e2 äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ∈ 2N \ BA0 . (11)

Òåïåðü ñðàâíèì ýêñöåññû e(S, xA1 , wA1) è e(S, xA0 , wA1) äëÿ S ∈ Ω \ BA0 .
Äëÿ òàêèõ êîàëèöèé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

e(S, xA1 , wA1) < e2 ïî (11),
e(S, xA0 , wA1) ≥ e2 ïî (9),

êîòîðûå, âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (8), ïðîòèâîðå÷àò ñáàëàíñèðîâàííîñòè íàáîðà Ω.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå íå èìååò ìåñòà òîëüêî åñëè íàáîð Ω \ BA0 = ∅, ÷òî îçíà÷àåò
ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

e(S, xA0 , wA0) ≥ e(T, xA0 , wA0) äëÿ âñåõ S ∈ Ω, T /∈ Ω,

îòêóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 1 ìû ïîëó÷àåì xA0 ∈ PN(N, v,Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èññëåäîâàíèÿ ïðåä n-ÿäåð ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
êëàññà Gr

b ⊂ Gr èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, äëÿ êîòîðûõ íàáîðû äîïóñòèìûõ
êîàëèöèé Ω ñáàëàíñèðîâàíû.

Ïðèâåäåì òåïåðü óñëîâèå íà íàáîð Ω, îáåñïå÷èâàþùåå îäíîòî÷å÷íîñòü ïðåä
n-ÿäðà. Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ, òàê êàê ïðåä n-ÿäðî
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äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò 2n − 2 çíà÷åíèé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè,
òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñöåññû ìåíüøå ýêñöåññîâ, îïðåäåëÿþùèõ îäíîòî÷å÷íîå
ïðåä n-ÿäðî. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññè÷åñêîå ïðåä n-ÿäðî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îäíîòî÷å÷íîå ïðåä n-ÿäðî íåêîòîðîé èãðû ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåä
n-ÿäðî èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé îêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèì ðåøåíèåì, ÷åì îíî
æå äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîòî÷å÷íîñòè ïðåä n-ÿäðà äëÿ
èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàèöåé.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà N
è åãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ N, ÷åðåç χS îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð êîàëèöèè
S: χi(S) = 1, åñëè i ∈ S è χi(S) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà
êîàëèöèé S ðàññìîòðèì ìàòðèöó ||S|| = ||χS ||, S ∈ S ðàçìåðà |S| × |N | Òîãäà áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð S èìååò ðàíã m, åñëè ðàíã ìàòðèöû ||S|| ðàâåí m.

Òåîðåìà 3 Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåä n-ÿäðî PN(N, v,Ω) èãðû (N, v,Ω) ∈ Gr
b ñ

îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé áûëî îäíîòî÷å÷íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

íàáîð Ω áûë ñáàëàíñèðîâàí è èìåë ðàíã n = |N |.

Äîêàçàòåëüñòâî. . Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x = PN(N, v,Ω). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàíã íàáîðà Ω ìåíüøå n. Òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè y{

y(S) = x(S), S ∈ Ω,
y(N) = v(N)

èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, è âñå îíè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ïðåä n-ÿäðó
PN(N, v,Ω), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî îäíîòî÷å÷íîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íàáîð Ω ñáàëàíñèðîâàí è èìååò ðàíã n. Òîãäà ïðåä -ÿëðî
PN(N, v,Ω) 6= ∅ ïî Òåîðåìå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ 2 âåêòîðà x 6= y,
ïðèíàäëåæàùèõ ïðåä n-ÿäðó: x, y ∈ PN(N, v,Ω). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç e(x) 6= e(y)
ñëåäóåò {

θ(x) ≥lex θ(x+y
2 ),

θ(y) ≥lex θ(x+y
2 ),

è x è y íå ïðèíàäëåæàò ïðåä n-ÿäðó. Ñëåäîâàòåëüíî, x(S) = y(S) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè
S ∈ Ω, è y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû ñ íåèçâåñòíûìè z ∈ RN :{

z(S) = x(S) äëÿ âñåõ S ∈ Ω,
z(N) = v(N).

Òàê êàê íàáîð Ω èìååò ðàíã n, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = x.
Ñëåäîâàòåëüíî, y = x, è ïðåä n-ÿäðî PN(N, v,Ω) îäíîòî÷å÷íî.

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè íàáîð êîàëèöèé Ω ìíîæåñòâà N, |N | = n ñáàëàíñèðîâàí è èìååò

ðàíã n, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà T , T ∩Ω = ∅ èõ îáúåäèíåíèå Ω∪T òàêæå ñáàëàíñèðîâàíî

è èìååò ðàíã n .

Äîêàçàòåëüñòâî. . Ñáàëàíñèðîâàííîñòü íàáîðà Ω∪T ñëåäóåò èç ëåììû 6.1.2 ðàáîòû
[6], à ðàíã íàáîðà íå óáûâàåò ñ åãî óâåëè÷åíèåì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òåîðåìû 2 è 3.
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Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó (N, v,Ω): N = {1, 2, 3, 4}, Ω =
{{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, N},

v(S) =

{
1, åñëè S ∈ Ω \ {N},
2, åñëè S = N.

Íàáîð Ω ñáàëàíñèðîâàí è èìååò ðàíã 3. Ïðåä n-ÿäðî PN(N, v,Ω) =
{x ∈ X∗(N, v) |xi + xi+1 = 1, i = 1, 2, 3, 4} (çäåñü x5 = x1). Äîáàâèì ê íàáîðó Ω
êîàëèöèþ A1 = {1}, è ïóñòü v({1}) = 1. Òîãäà íàáîð Ω ∪ {A1} íå ñáàëàíñèðîâàí
è ïðåä n-ÿäðî ïóñòî, òàê êàê âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýêñöåññ â èãðå (N, v,Ω ∪ {A1}) íå
äîñòèãàåòñÿ ïðè x1 →∞.

Åñëè æå ìû äîáàâèì åùå îäíó êîàëèöèþ A2 = {2} ê íàáîðó Ω, òî íàáîð Ω∪{A1}∪
{A2} ñòàíåò ñáàëàíñèðîâàííûì ñ ðàíãîì 4. Ïîëîæèì v({2}) = 1. Òîãäà ïðåä n-ÿäðî
PN(N, v,Ω ∪ {A1} ∪ {A2}) îäíîòî÷å÷íî:

PN(N, v,Ω ∪ {A1} ∪ {A2}) =
(

1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2

)
.

4 Ñâîéñòâà ïðåä n -ÿäðà äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé

êîîïåðàöèåé

Ïðèâåäåì â ýòîì ïàðàãðàôå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåä n-ÿäðà äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé è ñðàâíèì èõ ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè êëàññè÷åñêîãî ïðåä n-ÿäðà.

Îïðåäåëåíèå 4 Ðåøåíèå σ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Cr èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé ýôôåêòèâíî,åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v,Ω) ∈ Cr è ëþáîãî âåêòîðà
x ∈ σ(N, v,Ω)

∑
i∈N xi = v(N).

Îïðåäåëåíèå 5 Ðåøåíèå σ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Cr èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé êîâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,åñëè äëÿ
ëþáîé èãðû (N, b,Ω) è ëþáûõ ÷èñåëα > 0 è âåêòîðîâ β ∈ RN èãðà (N,αv + β, Ω) ∈ Cr

è
σ(N,αv + β) = ασ(N, v) + β,

ãäå äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ∈ Ω (αv + β)(S) = αv(S) +
∑

i∈S βi.

Îïðåäåëåíèå 6 Ðåøåíèå σ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Cr èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé àíîíèìíî,åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v,Ω) ∈ Cr è îòîáðàæåíèÿ π : N → U ,
òàêîãî ÷òî (πN, πv, πΩ) ∈ Cr, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî σ(πN, πv, πΩ) = π(σ(N, v,Ω)).
Çäåñü ôóíêöèÿ πv îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè πv(πS) = v(S) äëÿ âñåõ S ⊂ N è
πΩ = {S ⊂ πN |π−1S ∈ Ω}.

Äëÿ èãðû (N, v,Ω) ∈ Gr, èãðîêè i, j ∈ N íàçûâàþòñÿ âçàèìíîçàìåíÿåìûìè, åñëè

S ∪ {i} ∈ Ω ⇐⇒ S ∪ {j} ∈ Ω

äëÿ âñåõ S ⊂ N, è v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}) äëÿ S ∪ {i}, S ∪ {j} ∈ Ω.
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Îïðåäåëåíèå 7 Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà Cr óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ðàâíîé

âçàèìîçàìåíÿåìîñòè 1, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v,Ω) ∈ Cr è âåêòîðà x ∈ σ(N, v,Ω)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xi = xj , äëÿ âçàèìîçàìåíÿåìûõ èãðîêîâ i, j.

Èãðîê i ∈ N â èãðå (N, v,Ω) íàçûâàåòñÿ áîëâàíîì, åñëè äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ Ω,
òàêîé ÷òî S ∪ {i} ∈ Ω xi = v({i}) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ σ(N, v,Ω).

Îïðåäåëåíèå 8 Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà Cr óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó áîëâàíà, åñëè äëÿ
ëþáîé èãðû (N, v,Ω) ∈ Cr è âåêòîðà x ∈ σ(N, v,Ω) xi = v({i}) äëÿ ëþáîãî áîëâàíà
i ∈ N èãðû (N, v,Ω).

Îïðåäåëåíèå 9 Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà Cr is ñîãëàñîâàíî â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�

Ìàøëåðà2, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v,Ω) ∈ Cr è êîàëèöèè S ⊂ N èç x ∈ σ(N, v,Ω)
ñëåäóåò, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà (S, vx

S ,ΩS) ∈ Cr è xS ∈ σ(S, vx
S ,ΩS), ãäå ΩS = {T ⊂

S | ∃Q ⊂ N \ S, S ∪Q ∈ Ω},

vx
S(T ) =

v(N)− x(N \ S), åñëè T = S,

max Q∈N\S

N∪Q∈Ω
v(T ∪Q)− x(Q), åñëè T $ S.

(12)

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîãëàñîâàííîñòü â ñìûñëå Äýâèñà�Ìàøëåðà
êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ ðåøåíèé èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé (N, v,Ω) íàáîð ΩN\{i} äîïóñòèìûõ êîàëèöèé
äëÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðû íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ N \ {i} ñîñòîèò èç êîàëèöèé S ⊂
N \ {i}, äëÿ êîòîðûõ ëèáî S ∈ Ω, ëèáî S ∪ {i} ∈ Ω, èëè æå S, S ∪ {i} ∈ Ω. Â ëþáîì
ñëó÷àå Îïðåäåëåíèå 9 äàåò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ðåäóöèðîâàííîé èãðû.

Óòâåðæäåíèå 2 Ïðåä n-ÿäðî äëÿ êëàññà Gr
b ýôôåêòèâíî, àíîíèìíî, êîâàðèàíòíî è

ñîãëàñîâàíî â ñìûñëå Äýâèñà�Ìàøëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. . Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîñòè, àíîíèìíîñòè, êîâàðèàíòíîñòè è
áîëâàíà î÷åâèäíû, îíè ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåä n -ÿäðà äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèè è íàëè÷èÿ ýòèõ æå ñâîéñòâ ó êëàññè÷åñêîãî ïðåä n-ÿäðà.

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ïðåä n-ÿäðà.
Ïóñòü (N, v,Ω) ∈ Gr

b � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, x ∈
PN(N, v,Ω). Òîãäà ïî Òåîðåìå 2 íàáîð Bα(x, v,Ω) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì èëè ñîãëàñîâàííûì
äëÿ âñåõ α. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîàëèöèè S ⊂ N íàáîð ΩS òàêæå ñáàëàíñèðîâàí, è
ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà (S, vx

S ,ΩS) íà ìíîæåñòâî èãðîêîât S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x
ïðèíàäëåæèò êëàññó Gr

b . Êðîìå òîãî, èç ñáàëàíñèðîâàííîñòü íàáîðîâ Bα(x, v,Ω) íà
ìíîæåñòâå N ñëåäóåò ñáàëàíñèðîâàííîñòü íàáîðà Bα(xS , vx

S ,ΩS) íà S. Ïî Òåîðåìå 2
ìû ïîëó÷àåì xS ∈ PN(S, vx

S ,ΩS).

1èíîãäà ýòî ñâîéñòâî � equal treatment property (ETP) � íàçûâàþò ñèììåòðèåé, îäíàêî ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî îçíà÷àåò ñâîéñòâî îçíà÷àåò êîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé èãðû [6]

2Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ èãð ñ îãàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé áûëî ïðåäëîæåíî Ëëåðåíà
[?] äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñ-ÿäðà.
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5 Ïðåä n-ÿäðî â èãðàõ ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ òà, â êîòîðîé êàæäûé
èãðîê ìîæåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî â îäíîé êîàëèöèè. Òîãäà íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé
îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì íàáîðàì èãðû
íàçûâàþòñÿ êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè (èãðàìè ñ ÊÑ).

Âïåðâûå òàêèå èãðû áûëè ðàññìîòðåíû Àóìàíîì è Äðåçîì [2], è äàëåå Îóýíîì
[5],.... Êàæäàÿ òàêàÿ èãðà çàäàåòñÿ íàáîðîì (N, v,B), ãäå N � ìíîæåñòâî èãðîêîâ,
v : 2N → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, B = (B1, ..., Bk) � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
èãðîêîâ N.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëÿëèñü òàê
æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ, íà ìíîæåñòâå âñåõ êîàëèöèé.
Ïîýòîìó ðåøåíèÿ äëÿ èãð ñ ñ ÊÑ îïðåäåëÿëèñü òàê æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ
êîîïåðàòèâíûõ èãð , íî ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ èãðîêîâ êàê ïåðâîãî óðîâíÿ êîîïåðàöèè.
Íàèáîëåå èçâåñòíûì çíà÷åíèåì äëÿ èãð ñ ÊÑ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå Îóýíà [5] , êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çíà÷åíèÿ Øåïëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà èãð.

Äëÿ êàæäîé èãðû (N, v,B) ñ ÊÑ çíà÷åíèå Îóýíà ïðåäïèñûâàåò êàæäîìó èãðîêó
åãî ñðåäíèé ìàðãèíàëüíûé âêëàä ïî âñåì ðàâíîâåðîÿòíûì ïåðåñòàíîâêàì ìíîæåñòâà
èãðîêîâ, íå äðîáÿùèì êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ. Èç òàêîãî îïèñàíèÿ âûèãðûøåé èãðîêîâ
â çíà÷åíèè Îóýíà ÿñíî, ÷òî îíè çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè v(S) äëÿ êîàëèöèé S âèäà

S =
⋃
j∈J

J⊂{1,...,k}

Bj ∪ T, ãäå T ⊂ Bi, i /∈ J. (13)

Ïîýòîìó çíà÷åíèå Îóýíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå äëÿ êëàññà èãð ñ
îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, â êîòîðûõ íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω = Ω(B)
ïîðîæäàþòñÿ ðàçáèåíèÿìè : S ∈ Ω ↔ S óäîâëåòâîðÿåò (13).

Äðóãîé ìîäèôèêàöèåé çíà÷åíèÿ Øåïëè äëÿ èãð ñ ÊÑ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå
Êàìèéî [3], îïðåäåëÿåìîå äëÿ êàæäîé èãð ñ ÊÑ (N, v,B) â äâà ýòàïà. Íà
ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå Øåïëè âíåøíåé èãðû (B, v), èãðîêàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èñõîäíîé èãðû.

Íà âòîðîì øàãå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè âíóòðåííèõ èãð, ò.å. ïîä-èãð
(Bj , v), j = 1, ..., k, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ áîëüøèõ êîàëèöèé v(Bj) çàìåíÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè Øåïëè èãðîêîâ Bj , íàéäåííûìè íà ïåðâîì øàãå. Òàê
êàê êàæäûé èãðîê èñõîäíîé èãðû ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîé êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ,
íàáîð çíà÷åíèé âñåõ âíóòðåííèõ èãð îïðåäåëÿåò âåêòîð âûèãðûøåé âñåõ èãðîêîâ,
êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì Êàìèéî.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå Êàìèéî çàâèñèò îò åùå ìåíüøåãî, ÷åì çíà÷åíèå Îóýíà,
÷èñëà çíà÷åíèé v(S) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè v, à èìåííî, îò

S ⊂ Bi, i = 1, ..., k èëè S =
⋃

j∈J⊂{1,...,k}

Bj . (14)

Çíà÷åíèå Øåïëè â ðåøåíèÿõ Îóýíà è Êàìèéî ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì äðóãèì
çíà÷åíèåì äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðèâåäåííûå
âûøå îïðåäåëåíèÿ äàäóò íîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ èãð ñ ÊÑ. Äëÿ ýòîãî, êàê áûëî óêàçàíî
âûøå, íå íóæíî çàäàâàòü çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà âñåõ êîàëèöèÿõ,
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äîñòàòî÷íî çàäàòü èõ íà íàáîðàõ Ω ⊂ 2N äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, îïðåäåëÿåìûõ
ñîîòâåòñòâåííî, â (13),(14).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì Îóýíà è Êàìèéî
çíà÷åíèÿ äëÿ èãð ñ ÊÑ, â îïðåäåëåíèÿõ êîòîðûõ âìåñòî çíà÷åíèÿØåïëè èñïîëüçóåòñÿ
ïðåä n-ÿäðî. Ýòè çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïðåä n-ÿäðîì äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé, îïðåäåëåííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

5.1 Ïðåä n-ÿäðî òèïà Îóýíà äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè

Ïóñòü (N, v,B) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ ÊÑ. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ïðåàìáóëå äàííîãî
ïàðàãðàôà, èçâåñòíûå îáîáùåíèÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè íà èãðû ñ ÊÑ çàâèñÿò íå îò
âñåõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè v, íî îò çíà÷åíèé íåêîòîðûõ êîàëèöèé,
ïîðîæäåííûõ ÊÑ B.

Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà B ìîæåò ïîðîæäàòü ðàçëè÷íûå íàáîðû äîïóñòèìûõ
êîàëèöèé Ω(B), ïîýòîìó îáîçíà÷åíèå òàêîé èãðû ïîñðåäñòâîì òðîéêè (N, v,B) íå
îïðåäåëÿåò èãðó îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó â äàííîì ïàðàãàôå ïîä èãðîé ñ êîàëèöèîííîé

ñòðóêòóðîé ìû áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó (N, v,Ω(B)), ãäå Ω(B) � íåêîòîðûé íàáîð
êîàëèöèé, ïîðîæäåííûé ðàçáèåíèåì B, ò.å. òàêîé, ÷òî âñå êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ è
èõ îáúåäèíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ýòîìó íàáîðó, v : Ω(B) → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ïîäêîàëèöèè êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ
B1, ..., Bk òàêæå ïðèíàäëåæàò íàáîðó Ω(B).

Âíåøíåé èãðîé èãðû (N, v,Ω(B)) íàçûâàåòñÿ èãðà (B, v∗), â êîòîðîé èãðîêàìè
ÿâëÿþòñÿ êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ B, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(B′) = v

( ⋃
B∈B′

B

)
ãäå B′ ⊂ B.

Âíåøíèå èãðû îïðåäåëÿþòñÿ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ èãð ñ ÊÑ, òàê êàê îíè çàâèñÿò
òîëüêî îò êîàëèöèé âèäà

⋃
j∈J Bj , J ⊂ {1, ..., k}, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ

äîïóñòèìûìè äëÿ ëþáîé èãðû ñ ÊÑ.
Äàëåå â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω(B),

îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì

Ω(B) = {S ⊂ Bj , j = 1, ..., k, è
⋃
j∈J

Bj ∪ S, J ⊂ {1, ..., k}, S ⊂ Bi, i /∈ J}. (15)

Ïîñòðîèì âíóòðåííèå èãðû (Bi, v
PN
i ), i = 1...k äëÿ èãðû (N, v,Ω(B)) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè vPN

i äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ Bi

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èãðîêîâ NS =
⋃k

j=1

j 6=i
Bj ∪ S è èãðó ñ ÊÑ (NS , v,Ω(BS)) äëÿ

ðàçáèåíèÿ BS = (B1, ..., Bi−1, S,Bi+1, ..., Bk), îòëè÷àþùåãîñÿ îò B çàìåíîé Bi íà S.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýòîé èãðû ïîðîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
èñõîäíîé èãðû (N, v,Ω(B)), ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìû îáîçíà÷àåì åå òàêæå áóêâîé v.

Ïîëîæèì vPN
i (S) = PNi(BS , v∗), ãäå (BS , v∗) âíåøíÿÿ èãðà èãðû (NS , v,BS). Òàê

êàê i = 1, ..., k è S ⊂ Bi áûëè âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, âñå âíóòðåííèå èãðû îïðåäåëåíû.
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Ïóñòü xBi = PN(Bi, v
PN
i ). Òîãäà âåêòîð (xB1 , ..., xBk

) ∈ X∗(N, v). Íàçîâåì åãî ïðåä
n-ÿäðîì òèïà Îóýíà èëè êîàëèöèîííûì ïðåä n-ÿäðîì èãðû ñ ÊÑ (N, v,B):

PNOw(N, v,B) = (PN(B1, v
PN
1 ), ..., PN(Bk, v

PN
k )).

Äàëåå ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ êîàëèöèîííîãî ïðåä n-ÿäðà äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
îáîçíà÷àòü âíóòðåííèå èãðû ÷åðåç (Bi, v

i).
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé (çíà÷åíèé) äëÿ

èãð ñ ÊÑ. ×åðåç Ccs îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûé êëàññ èãð ñ ÊÑ.

Îïðåäåëåíèå 10 Çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà Ccs íàçûâàåòñÿ âíåøíå ñèììåòðè÷íûì,

åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v,B) ∈ Ccs, òàêîé ÷òî â åå âíåøíåé èãðå (B, v∗) èãðîêè Bj è
Bl j, l = 1, ..., k âçàèìîçàìåíÿåìû, òî

∑
i∈Bj

ϕi(N, v,B) =
∑

i∈Bl
ϕi(N, v,B).

Îïðåäåëåíèå 11 Çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà Ccs íàçûâàåòñÿ âíóòðåííå ñèììåòðè÷íûì,
åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v,B) ∈ Ccs, â êîòîðîé èãðîêè i, j ∈ Bl âçàèìîçàìåíÿåìû âî
âíóòðåííåé èãðå (Bl, v) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕi(N, v,B) = ϕj(N, v,B).

Ñâîéñòâà 10 è 11 áûëè ïðåäëîæåíû Îóýíîì [5] äëÿ õàðàêòåðèçàöèè åãî çíà÷åíèÿ.
Â ñëåäóþùåé ëåììå ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà êîàëèöèîííîãî ïðåä n-ÿäðà .

Ëåììà 2 Êîàëèöèîííîå ïðåä n-ÿäðî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîñòè,

êîâàðèàíòíîñòè, âíåøíåé è âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâëåíèÿ ýòèõ æå ñâîéñòâ
äëÿ çíà÷åíèÿ Îóýíà ñ ó÷åòîì ýôôåêòèâíîñòè, êîâàðèàíòíîñòè è câîéñòâà
ðàâíîçàìåíÿåîñòè èãðîêîâ ïðåä n-ÿäðà êîîïåðàòèâíûõ èãð.

Êîàëèöèîííîå ïðåä n-ÿäðî íå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì â îïðåäåëåíèè
ñîãëàñîâàííîñòè (12). (ïðèìåð!)

Îíî îáëàäàåò òîëüêî ìîäèôèöèðîâàííûì ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè, êîãäà
ïîêèäàòü èãðó ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî öåëèêîì êîàëèöèÿì ðàçáèåíèÿ, åñëè ðàçáèåíèå
ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé êîàëèöèè.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ . Ðàññìîòðèì èãðó ñ ÊÑ (N, v,Ω(B)), ãäå
B = {Bi}i=1..k. Êîàëèöèîííî-ðåäóöèðîâàííîé èãðîé èãðû (N, v,Ω(B)), íà ìíîæåñòâî
N \ Bi îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x ∈ X∗(N, v) íàçûâàåòñÿ èãðà ñ ÊÑ (N \ Bi, v

x
i ,Ω(B \

{Bi})), â êîòîðîé ðàçáèåíèå B \ {Bi} = {Bj}j=1,...,k

j 6=i
, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ vx

i

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

vx
i (S) =

{
v(N)− x(Bi) åñëè S = N \Bi,

max{v(S), v(S ∪ {Bi})− x(Bi)} äëÿ îñòàëüíûõ S ∈ Ω.
(16)

Îòëè÷èå ðåäóöèðîâàííûõ èãð â îïðåäåëåíèè (16) îò ñîîòâåòñòâóþùåãî
îïðåäåëåíèÿ â (12) ñîñòîèò òîëüêî â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé vx(

⋃
j∈J Bj), òàê êàê

êîàëèöèè
⋃

j∈J Bj ∪Q, Q ⊂ Bi ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.
Ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè çíà÷åíèé äëÿ èãð ñ ÊÑ äëÿ

ðåäóöèðîâàííûõ èãð (16) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 12 Çíà÷åíèå ϕ êîàëèöèîííî ñîãëàñîâàíî â êëàññå Ccs, åñëè äëÿ êàæäîé
èãðû ñ ÊÑ (N, v,Ω(B)) ∈ Ccs è êîàëèöèè B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ(N \B, vN\B
x ,Ω(B \ {B})) = ϕN\B(N, v,Ω(B)), ãäå x = ϕ(N, v,B).
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Ëåììà 3 Êîàëèöèîííîå ïðåä n-ÿäðî êîàëèöèîííî ñîãëàñîâàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (N, v,Ω(B)) ∈ Ccs � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ ÊÑ, x =
PNOw(N, v,Ω((B)). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óõîäå êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ Bi ∈ B
âñå îñòàâøèåñÿ âíóòðåííèå èãðû íå èçìåíÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó

(N \ Bi, v
N\Bi
x ,Ω(B \ {Bi}). Ïóñòü (Bj , ṽ

j
x) � âíóòðåííÿÿ èãðà ðåäóöèðîâàííîé èãðû ñ

ÊÑ (N \Bi, v
N\Bi
x ,Ω(B \Bi)) ïîñëå óõîäà êîàëèöèè Bi îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà âíóòðåííÿÿ èãðà ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé èãðîé (Bj , v
x
j ) èñõîäíîé

èãðû (N, v,Ω(B)).
Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ṽx

j (S) äëÿ êîàëèöèè S ⊂ Bj . Ýòî çíà÷åíèå ðàâíî âûèãðûøó

"èãðîêà"S â ïðåä n-ÿäðå èãðû ñ ÊÑ (N \ (Bj \S), v,Ω(BS〉 )), ãäå BS
i = {{Bl}l 6=i,j , S}. Ïî

îïðåäåëåíèþ êîàëèöèîííîé ðåäóöèðîâàííîé èãðû äëÿ êàæäîé êîàëèöèè T ∈ Ω|N\Bi

vx
N\{Bi}(T ) = max{v(T ), v(T ∪Bi)− x(Bi)}

Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíÿÿ èãðà (N \ Bi, v
x
N\{Bi}) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé

ðåäóöèðîâàííîé èãðîé â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà âíåøíåé èãðû (BS
i , v)

îòíîñèòåëüíî ïðåä n-ÿäðà (òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ êîàëèöèîííîãî ïðåä -ÿäðà x(Bi)
ðàâíî çíà÷åíèþ "èãðîêà"Bi â êîàëèöèîííîì ïðåä n-ÿäðå ýòîé âíåøíåé èãðû.).

Èòàê, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî êîàëèöèîííûå ïðåä n-ÿäðà â èãðàõ (BS
i , vx

N\Bi
)

è (BS , v) ñîâïàäàþò, è çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ṽj
x(S) âíóòðåííåé èãðû

(Bj , ṽ
j
x) ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ vx

j (S) âíóòðåííåé èãðû (Bj , v
x
j ). �

C ïîìîùüþ ñâîéñòâà êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü
àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ êîàëèöèîííîãî ïðåä n-ÿäðà.

Òåîðåìà 4 Êîàëèöèîííîå ïðåä n-ÿäðî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì íà

êëàññå Gcs âñåõ èãð ñ ÊÑ ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ

è ìíîæåñòâàìè äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâàìè (15),

îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè êîâàðèàíòíîñòè, âíåøíåé ñèììåòðèåé, âíóòðåííåé

ñèììåòðèåé, êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòüþ è ñîãëàñîâàííîñòüþ â ñìûñëå Äýâèñà�

Ìàøëåðà â ñëó÷àå, åñëè ÊÑ ñîñòîèò èç îäíîé êîàëèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîàëèöèîííîå ïðåä n-ÿäðî îáëàäàåò
ïåðâûìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà ÊÑ ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîé êîàëèöèè, îíî ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì, è ñâîéñòâî ðàâíîé
âçàèìîçàìåíÿåìîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè ïîñëåäíåãî âìåñòå ýêâèâàëåíòíî âíóòðåííåé
ñèììåòðèè êîàëèöèîííîãî ïðåä n-ÿäðà. Òàê êàê ñóììàðíûå êîàëèöèîííûå çíà÷åíèÿ
êîàëèöèîííîãî ïðåä n-ÿäðà ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì èãðîêîâ-êîàëèöèé äëÿ
ïðåä n-ÿäðà âíåøíåé èãðû, èç ñîãëàñîâàííîñòè ïðåä n-ÿäðà ñëåäóåò êîàëèöèîííàÿ
ñîãëàñîâàííîñòü êîàëèöèîëííîãî ïðåä n-ÿäðà.

Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè
â òåîðåìå. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé èãðû ñ ÊÑ (N, v,Ω(B)) äëÿ
âíåøíåé èãðû (B, v) ϕ(B, v) = {ϕ(B1, v), ..., ϕk(B, v)}, è ϕ(B, v) = PN(B, v). Èç
êîàëèöîííîé ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ ϕ ñëåäóåò ñîãëàñîâàííîñòü âíåøíèõ èãð êàê
êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð, à èç âíåøíåé ñèììåòðèè � ñâîéñòâî ðàâíîé âçàèìîçàìåíÿåìîñòè
(ETP). Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìå Îðøàíà [?] ϕ ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì íà
êëàññå êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì
èãðîêîâ, è èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ϕ(Bi) èçâåñòíû äëÿ âñåõ i =
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1, ..., k. Èç êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ ϕ ñëåäóåò, ÷òî êîàëèöèîííûå
ðåäóöèðîâàííûå èãðû (Bi, v

ϕ
i ) íà ëþáóþ êîàëèöèþ ðàçáèåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà

ϕ(N, v,B) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ϕ(Bj), j 6= i. Òàê êàê óæå äîêàçàíî,
÷òî ϕ(Bi, v

ϕ
i ) = PN(Bi, v

ϕ
i ), ìû äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü çíà÷åíèÿ ϕ.

5.2 Ïðåä n-ÿäðî òèïà Êàìèéî äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé

Ðàññìîòðèì êëàññ Kcs âñåõ èãð ñ ÊÑ , â êîòîðûõ íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω(B)
äëÿ èãðû (N, v,Ω(B)) ∈ Kcs ñîñòîèò èç âñåõ êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ B = (B1, ..., Bk) è
êîàëèöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîé èç êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ:

Ω = {B1, ..., Bk;
⋃

j∈J⊂{1,...,k}

Bj äëÿ âñåõ J ⊂ {1, ..., k}; S ⊂ Bi, ∀ i = 1, ..., k}. (17)

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå äëÿ äàííîãî êëàññà Kcs àíàëîãè÷íî çíà÷åíèþ Êàìèéî [3],
ÿâëÿþùåãîñÿ äâóõøàãîâîé ìîäèôèêàöèåé çíà÷åíèÿØåïëè äëÿ óêàçàííîãî êëàññà èãð
ñ ÊÑ. Ñíà÷àëà äëÿ èãðû (N, v,Ω(B)) îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíÿÿ ÒÏ èãðà (B, v∗) òàê æå,
êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ò.å. ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, ðàâíûì ìíîæåñòâó êîàëèöèé
ðàçáèåíèÿ è ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè

v∗(S) = v(
⋃
j∈J

Bj) äëÿ S =
⋃
j∈J

Bj .

Ïóñòü x = PN(B, v∗) � ïðåä n-ÿäðî âíåøíåé èãðû. Òîãäà x ∈ Rk, x(
⋃k

j=1 Bj) = v(N).
Äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, , , ., k} âíóòðåííÿÿ ÒÏ èãðà (Bj , vj) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîä-èãðà

èñõîäíîé èãðû ñ ÊÑ, íî ñ çàìåíîé çíà÷åíèÿ v(Bj) áîëüøîé êîàëèöèè Bj íà çíà÷åíèå
x(Bj), íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå:

vj(S) =

{
xj = xBj , åñëè S = Bj ,

v(S) äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé.

Ïóñòü ξj = PN(Bj , vj). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåé èãðû ξj(Bj) = xj . Ïîëîæèì
PNK(N, v,Ω) = (ξ1, ..., ξj) è íàçîâåì PNK ïðåä n-ÿäðîì òèïà Êàìèéî äëÿ èãð ñ ÊÑ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå Êàìèéî [3] ñâîéñòâ äëÿ
ìîäèôèêàöèè çíà÷åíèÿ Øåïëè äëÿ èãð ñ ÊÑ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåä n-ÿäðî òèïà
Êàìèéî äëÿ èãð ñ ÊÑ ýôôåêòèâíî, êîâàðèàíòíî, âíåøíå è âíóòðåííå ñèììåòðè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî êîàëèöèîííî ðåäóöèðîâàííûå èãðû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x äëÿ èãð
ñ ÊÑ, ïîðîæäàþùèõ íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé (17), êîãäà èãðó ïîêèäàåò êîàëèöèÿ
ðàçáèåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ êîàëèöèé S ∈ Ω|N\Bi

ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

vx(S) =


v(N)− x(Bi), åñëè S = N \Bi,

max{v(S), v(S ∪Bi)− x(Bi)}, åñëè S =
⋃
j∈J

j 6=j(i)

Bj , J ⊂ {1, ..., k}, i /∈ J,

v(S), åñëè S $ Bj , j 6= i.

(18)
Ðàâåíñòâà (18) ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèåì ðåäóöèðîâàííûõ èãð (12) äëÿ îáû÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàáîð
äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (17), è èãðó ïîêèäàåò êîàëèöèÿ
ðàçáèåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 3 Ïðåä n-ÿäðî òèïà Êàìèéî êîàëèöèîííî ñîãëàñîâàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. . Ïóñòü (N, v,Ω(B)) ∈ Kcs � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ ÊÑ, (B1, ..., Bk)
� ðàçáèåíèå, îïðåäåëÿþùåå íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω(B) (17), ξ = (ξj

l ) =

PNK(N, v,Ω(B)), xj =
∑|Bj |

l=1 ξj
l .

Ðàññìîòðèì (êîàëèöèîííî) ðåäóöèðîâàííóþ èãðó (N \ Bi, v
ξ
N\Bi

, (Ω(B))|N\Bi
) íà

ìíîæåñòâî èãðîêîâ N \Bi îòíîñèòåëüíî ξ.
Hàáîð (Ω(B))|N\Bi

äîïóñòèìûõ êîàëèöèé â ðåäóöèðîâàííîé èãðå ïîðîæäàåòñÿ
ðàçáèåíèåì Bi = (B1, ..., Bj−1, Bj+1, .., Bk), è âíåøíÿÿ èãðà ðåäóöèðîâàííîé èãðû

(N \ Bi, v
ξ
N\Bi

, (Ω(calB))|N\Bi
) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ðåäóöèðîâàííîé èãðîé

âíåøíåé èãðû (B, v∗).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñîãëàñîâàííîñòè ïðåä n-ÿäðà äëÿ ÒÏ èãð, ìû ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâà

xj =
|Bj |∑
i=1

PNK(N \ {i}, vξ
N\{i},Ω|N\{i}), j = 1, ..., k, j 6= ji. (19)

Âíóòðåííèå èãðû èñõîäíîé èãðû è ðåäóöèðîâàííûõ èãð äëÿ j = 1, ...k, j 6= i ââèäó
(18) è (19)òàêæå ñîâïàäàþò , ñëåäîâàòåëüíî, ξi = PNK(N \Bi, v

x,Ω|N\Bi
).

Òåîðåìà 5 Äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ N åäèíñòâåííûì

ýôôåêòèâíûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà èãð Kcs, óäîâëåòâîðÿþùèì âíåøíåé è

âíóòðåííåé ñèììåòðèåé, êîâàðèàíòíîñòè, êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè è

ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé êîàëèöèè,

ÿâëÿåòñÿ ïðåä k-ÿäðî òèïà Êàìèéî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó Óòâåðæäåíèÿ 3 äîñòàòî÷íî òîëüêî äîêàçàòü
åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü σ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå äëÿ êëàññà Gcs, óäîâëåòâîðÿþùåå
àêñèîìàì, óêàçàííûì â òåîðåìå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èãðó (N, v,Ω(B)) ∈ Gcs ,
ãäå B = (B1, ..., Bk) � ðàçáèåíèå, îïðåäåëÿþùåå íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω(B), è
ïóñòü ξ ∈ σ(N, v,Ω(B)).. Îáîçíà÷èì x(ξ) = (ξ(B1), ..., x(Bk)). Ðàññìîòðèì âíåøíþþ
èãðó (B, v∗). Îïðåäåëèì ðåøåíèå F äëÿ íåå ðàâåíñòâîì F (B, v∗) =

⋃
ξ∈σ(N,vc,Ω(B) x(ξ).

Òàê êàê k ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì, à âíåøíåé èãðîé ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ èãðà, ðåøåíèå F îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ÒÏ èãð. Ïî ñâîéñòâó
êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè çíà÷åíèÿ σ, ðåøåíèå F ñîãëàñîâàíî. Î÷åâèäíî, îíî
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì êîâàðèàíòíîñòè è ðàâíîçàìåíÿåìîñòè. Òàê êàê ðåøåíèå σ
ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ íà ìíîæåñòâå èãð ñ êîàëèöèîííîé
ñòðóêòóðîé, ðåøåíèå F ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ íà ìíîæåñòâå âñåõ ÒÏ èãð.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïåëåãà [?] F ñîâïàäàåò ñ ïðåä k-ÿäðîì.

Ðàññìîòðèì êîàëèöèîííî ðåäóöèðîâàííóþ èãðó (Bj , v
ξ) èãðû (N, v,Ω) íà

ìíîæåñòâî èãðîêîâ Bj îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ. Ýòà èãðà ÿâëÿåòñÿ ÒÏ èãðîé, è ïî
êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè ξ, σ(Bj , v

ξ) =
⋃

ξ∈σ(N,v,Ω(B)) ξBj . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
îïðåäåëÿåò ðåøåíèå σ äëÿ âñåõ ÒÏ èãð, êîòîðîå ïî òîé æå òåîðåìå Ïåëåãà ñ ïðåä k-
ÿäðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå σ ñîâïàäàåò ñ ïðåä k-ÿäðîì äëÿ èãð, ÷üÿ ÊÑ ñîñòîèò
èç îäíîé êîàëèöèè, è èç ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé F è σ äëÿ îäíîêîàëèöèîííîãî ðàçáèåíèÿ
ñ ïðåä k-ÿäðîì ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

PK(B, v∗) =
⋃

ξBj
∈PK(Bj ,vξ)

(ξ(B1), ..., ξ(Bk)),
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îòêóäà è ñëåäóåò ξ = PKcs(N, v,ΩB)).
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