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1. Бегущие волны

1.1. Простая волна

Рассмотрим волну, распространяющуюся в одномерной неограниченной среде без дисперсии и диссипации:
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Напомним, что под дисперсией понимается зависимость фазовой скорости волны от ее частоты (длины волны), а сама эта зависимость называется законом дисперсии. Также напомним, что под диссипацией понимается переход части энергии упорядоченных процессов (кинетической энергии движущегося тела, энергии электрического тока и т. д.) в энергию неупорядоченных процессов (в тепло). Происходит это из-за наличия в среде вязкости, теплопроводности, электрического сопротивления и др.
Кроме того физический смысл имеет только вещественная часть волны (1.1), т.е. 
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 Такого рода колебание называется гармонической волной.
Предположим, что волна (1.1) распространяется только в одном направлении. В этом случае закон дисперсии выражается формулой
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где 
[image: image5.wmf]l

 – длина волны, 
[image: image6.wmf]T

– период волны, 
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 – частота волны, 
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 – круговая (циклическая) частота,  
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 – фазовая скорость волны, 
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 – волновое число.
Продифференцируем функцию (1.1) по переменным 
[image: image11.wmf]x

 и 
[image: image12.wmf]t

. Получим
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Таким образом, имеем
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Преобразуем волну (1.1) следующим образом: 
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 Понятно, что фазовая скорость распространения этой волны 
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, что соответствует закону дисперсии (1.2). Следовательно, с учетом (1.3) получаем закон движения бегущей волны (1.1):
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Уравнение (1.4) называется уравнением простой бегущей волны в среде без дисперсии и диссипации.

Рассмотрим для уравнения (1.4) начальное условие
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что функция

[image: image20.wmf]0
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является решением уравнения (1.4), соответствующим начальным данным (1.5). Формула (1.6) показывает, что с течением времени осуществляется сдвиг вправо начальных данных (1.5) по координате, при этом начальный профиль волны 
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 остается неизменным (рис.1).
Рассмотрим поток невзаимодействующих (среда без диссипации) частиц, движущихся прямолинейно с постоянной скоростью. Уравнением движения каждой из частиц является
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где 
[image: image23.wmf]()
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 – координата отдельной частицы, 
[image: image24.wmf]a

 – скорость частицы.
Интегрируя (1.7), получаем

[image: image25.wmf].
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Уравнение (1.8) определяет траектории движения частиц или фазовые траектории уравнения (1.7). При этом, если дано начальное условие для уравнения (1.7)
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т.е. в начальный момент времени 
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 траектория движения частицы проходит через точку 
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, то из уравнения (1.8) получаем, что 
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 (рис.2). Таким образом, фазовая траектория
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соответствует начальным данным (1.9).
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Выразим из уравнения (1.9) постоянную 
[image: image31.wmf]C

 и получим общее решение уравнения (1.7):
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где функция
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называется первым интегралом уравнения (1.7).

При этом из (1.11) и (1.10) видно, что функция 
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 вдоль фазовой траектории 
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 сохраняет постоянное значение. Именно:
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Кроме того, непосредственной проверкой можно убедиться, что функция (1.12) удовлетворяет уравнению в частных производных (1.4).
Последнее означает, что решение задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1.7), (1.9) на траектории движения отдельной частицы 
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 является частным решением уравнения в частных производных (1.4).
Рассмотрим произвольную функцию от первого интеграла (1.12)
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С учетом (1.13) получаем, что функция 
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 на фазовой траектории (1.10), проходящей через точку 
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, также сохраняет постоянное значение. Именно:
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Вычислим производные

[image: image43.wmf]()

(),

uxat

auxat

t

¶-

¢

=--

¶

    
[image: image44.wmf]()

().

uxat

uxat

x

¶-

¢

=-

¶


Подставив вычисленные производные в уравнение (1.4), видим, что функция (1.14) является решением уравнения в частных производных (1.4).
Таким образом, получаем, что функция (1.14) определяет общее решение уравнения в частных производных (1.4).
Выясним, как связано общее решение (1.14) с начальным условием (1.5). На фазовой траектории 
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 в начальный момент времени из условия (1.5) имеем
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(см. рис.2)
С учетом того, что функция 
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 сохраняет постоянное значение вдоль всей фазовой траектории 
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, см. (1.15), получаем
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при всех 
[image: image50.wmf]t

.
Будем менять положение точки 
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 вдоль начальной прямой  
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. Это означает, что мы перебираем все фазовые траектории, пересекающие прямую 
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, и вдоль каждой фазовой траектории восстанавливаем функцию 
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 по формуле (1.17) (см. рис.3).  
Решим (1.10) относительно 
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. Имеем
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Подставив (1.18) в формулу (1.17), получим решение уравнения (1.4), соответствующее начальным данным (1.5):
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Функцию 
[image: image58.wmf](,)
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 можно принять, например, за плотность частиц в потоке в данной точке пространства (прямой) и в данный момент времени.
Таким образом, если задано начальное распределение плотности частиц в потоке (1.5) (
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), то профиль волны 
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 будет параллельно сдвигаться вдоль фазовых траекторий 
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, см. (1.19) и рис.3, а также формулу (1.6).
Уравнение (1.7) по отношению к уравнению (1.4) называется характеристическим, а его фазовые траектории на плоскости 
[image: image62.wmf](,)
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 — характеристиками уравнения (1.4). На характеристиках решение уравнения бегущей волны (1.14)  сохраняет постоянное значение, см. (1.15), характеристики покрывают собой всю плоскость 
[image: image63.wmf](,)
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 и не пересекаются между собой.
1.2. Системы, допускающие распространение волн в прямом и обратном направлении
Рассмотрим систему без дисперсии и диссипации, которая допускает распространение волн одновременно как в положительном, так и в отрицательном направлении. В этом случае  волна, распространяющаяся в положительном направлении оси 
[image: image64.wmf]Ox

, имеет положительную постоянную скорость 
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, волна, распространяющаяся в отрицательном направлении оси 
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, имеет скорость 
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. Закон дисперсии, отвечающий этой ситуации, выглядит следующим образом:
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сравнить с (1.2).

Продифференцируем дважды по 
[image: image70.wmf]t

 и по 
[image: image71.wmf]x

 волну (1.1). Получим
[image: image1801.png]



[image: image72.wmf]2

2()

2

(,),

itkx

uxtAe

t

w

w

-

¶

=-

¶

      
[image: image73.wmf]2

2()

2

(,).

itkx

uxtkAe

x

w

-

¶

=-

¶


Следовательно, имеем
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С  учетом последнего равенства  получаем уравнение
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где 
[image: image76.wmf]222
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. Уравнение (1.21) называется уравнением колебаний или волновым уравнением, которое соответствует закону дисперсии (1.20).
Уравнению (1.21) соответствуют два характеристических уравнения
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Эти уравнения соответствует движению волны в положительном и отрицательном направлении, соответственно.

Решением первого из уравнений (1.22) является
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а второго


[image: image80.wmf]2

(),

xxtatC

==-+

                                       (1.24)

где 
[image: image81.wmf]1
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 и 
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 – постоянные интегрирования. Уравнения (1.23) и (1.24) определяют семейства характеристик уравнения (1.21), отвечающие положительному и отрицательному направлению движения волны (рис.4).
При этом первые интегралы уравнений (1.22) с учетом (1.23) и (1.24) определяются формулами
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Рассмотрим начальные условия для уравнений (1.22):
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В этом случае характеристика (1.23), проходящая в начальный момент 
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а характеристика (1.24), проходящая в начальный момент 
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                                         (1.27)
(см. рис.4). При этом
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Общее решение волнового уравнения (1.21) с учетом (1.25) определяется формулой
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Здесь функция 
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 отвечает волне, движущейся в положительном направлении (прямая волна), а функция 
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 отвечает волне, движущейся в отрицательном направлении (обратная волна). Непосредственной проверкой можно убедиться, что функция (1.29) удовлетворяет уравнению (1.21). Именно:
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Подставив вычисленные производные в (1.21), убеждаемся в выполнении равенства.

Каждая из функций 
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 в формуле общего решения (1.29) вдоль соответствующей характеристики сохраняет постоянное значение:
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Пусть известны начальные профили волн 
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Проведем из точки 
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 (см. рис.4). Подставив (1.29) в начальные условия (1.32), получим

[image: image112.wmf]1112221020

0

(((,0),0))(((,0),0))()(),

t

uusxusxuu

xhxh

=

=+=+


где 
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. Поскольку функции 
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 вдоль соответствующих характеристик сохраняют постоянное значение (см. (1.30), (1.31)), из последнего соотношения вдоль соответствующих характеристик получаем
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при всех 
[image: image117.wmf]t

 (см. рис.4).
Для того чтобы определить значение 
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 на всей плоскости 
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, необходимо из уравнений (1.26) и (1.27) выразить
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Подставим последние выражения в формулу (1.33) и получим решение волнового уравнения (1.21), соответствующее начальным условиям (1.32):
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Из формулы (1.34) видно, что профили 
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 с течением времени не меняются. При этом происходит их параллельный перенос вдоль соответствующих характеристик. Решение волнового уравнения представляет собой сумму (суперпозицию) двух бегущих в разные стороны волн 
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1.3. Гармонические волны в среде с диссипацией

Рассмотрим среду с диссипацией. В этом случае закон дисперсии выражается комплексным соотношением
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Из (1.1) получаем
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С учетом последнего соотношения имеем
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где 
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, см. (1.35). Уравнение (1.36) называется уравнением теплопроводности или диффузии. Коэффициент 
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 в (1.36) обычно играет роль коэффициента температуропроводности или коэффициента диффузии.
Рассмотрим волну (1.1) с учетом закона дисперсии (1.35). Имеем
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Множитель 
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 в формуле (1.37) является ограниченной функцией, поэтому амплитуда волны (1.37) с течением времени убывает по экспоненте 
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Произведем замену переменных 
[image: image138.wmf]yxat

=+

. Рассмотрим уравнение (1.36) в переменных 
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Подставив последние производные в (1.36), получим
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    (1.38)

Решение уравнения (1.38) представляет собой комбинацию решений уравнения (1.4) и (1.36). Иными словами, уравнение (1.38) описывает распространение простой гармонической волны в среде с диссипацией.
Рассмотрим для уравнения (1.38) начальное условие
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Решением уравнения (1.38), соответствующим начальному условию (1.39), является гармоническая волна с затуханием
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где 
[image: image146.wmf]ak
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, см. (1.19) и (1.37). Решение (1.40) представляет собой параллельный сдвиг начального профиля гармонической волны (1.39) вдоль характеристик уравнения (1.4) (см. (1.10)). При этом в результате диссипации амплитуда волны с течением времени затухает по экспоненте, см. (1.37) и рис.6.
ЗАМЕЧАНИЕ. Рассмотренные в п.1 волны являются линейными, и соответствующие им уравнения также являются линейными.
Для линейных волн справедлив принцип линейной суперпозиции: линейная комбинация двух решений уравнения также является решением этого уравнения.
Проверим, например, что уравнение простой бегущей волны (1.4) линейное. Предположим, что известны два решения этого уравнения: 
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. Рассмотрим линейную комбинацию
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Подставив волну (1.41) в уравнение (1.4) в силу линейности операции взятия производной и того факта, что 
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 являются решениями (1.4), получим
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Аналогично проверяется справедливость принципа линейной суперпозиции для уравнений (1.21) и (1.36).
2. Метод характеристик для уравнений в частных производных первого порядка
2.1. Решение задачи Коши для уравнения в частных производных первого порядка

2.1.1. Решение задачи Коши для линейного уравнения в частных производных первого порядка
Уравнение вида
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называется линейным уравнением в частных производных (УЧП) первого порядка с правой частью, где 
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Рассмотрим задачу Коши для уравнения (2.1):

[image: image156.wmf]0

0

1

0

(,)(,)(,),

().

n

i

i

i

tt

uu

axtatft

tx

uu

=

=

¶¶

ì

+=

ï

¶¶

í

ï

=

î

å

xx

x

                         (2.2)

Задаче (2.2) поставим в соответствие задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида
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где 
[image: image158.wmf]12
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. Система (2.3) по отношению к системе (2.2) называется характеристической, а любая фазовая траектория (2.3) называется характеристикой задачи (2.2), сравнить с (1.7).
Задача Коши (2.2) решается согласно следующему алгоритму.

1. Записать систему характеристик (2.3).
2. Найти решение системы (2.3)  
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Здесь оператор Якоби определяется формулой
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3. Решение задачи Коши (2.2) записывается  в виде
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                           (2.5)
Геометрический смысл задачи Коши (2.2)
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Рассмотрим область 
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 фазового пространства задачи (2.3), в которой определено решение задачи (2.2) (рис.7). Через начальную прямую 
[image: image170.wmf]0

t

=

 в точке 
[image: image171.wmf]x

 проведем характеристику 
[image: image172.wmf](,)

xX

xt

=

. Изменяя координату 
[image: image173.wmf]x

 вдоль начальной прямой, мы выбираем соответствующую характеристику. Вдоль фиксированной характеристики 
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. Однако сделать это можно только в том случае, если ни в одной точке фазовой плоскости 
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 не будут параллельны друг другу (будут не вырождены). Иными словами, это означает, что ни в одной точке фазовой плоскости 
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Пример 2.1. Рассмотрим трехмерный аналог уравнения (1.4). Именно, решим задачу Коши
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Выпишем соответствующую систему характеристик, см. (2.3),
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откуда получаем
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Замечание 2.1. Заметим, что в нашем случае 
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 в уравнении (2.6). Такое уравнение называется приведенным. Следовательно, для приведенного уравнения производные 
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Выразим переменные 
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 из уравнений (2.8). Согласно условию (2.4) имеем
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Заметим, что в случае приведенного уравнения вместо определителя Якоби 
[image: image207.wmf](
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Следовательно, замена переменных (2.8) невырожденная, и мы получаем
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Подставив (2.9) в начальное значение для функции 
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Таким образом, решение задачи Коши (2.6) представляет собой смещение с течением времени начальных данных в соответствии с полем скоростей 
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Пример 2.2.    Решить задачу Коши
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Уравнение (2.11) является приведенным (
[image: image215.wmf]0
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Решением системы (2.12) являются функции
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Функция (2.13) определяет семейство характеристик, проходящих через начальную точку 
[image: image220.wmf](,0)
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Выразим из (2.13) 
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Подставив (2.15) в выражение (2.14) получаем решение исходной задачи
[image: image1806.png]
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Соответствующая функции (2.16) двумерная поверхность изображена на рис.9.  Характеристики 
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Пример 2.3. Решить задачу Коши
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Записываем соответствующую систему характеристик

[image: image230.wmf]1

211012

00

2

122

0

,,0,(,),

,.

tt

t

dxdu

xxuu

dtdt

dx

xx

dt

xxx

x

==

=

ì

====

ï

ï

í

ï

=-=

ï

î

               (2.18)

Два первых уравнения системы (2.18) можно записать в виде задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка:
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где 
[image: image232.wmf]1
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. Заметим, что уравнение (2.19) представляет собой уравнение гармонического осциллятора. Решением задачи Коши является функция
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см. Приложение, формула (7.7). Из (2.18) с учетом (2.20) имеем
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Из последнего уравнения системы (2.18) получаем
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Выразим из уравнений (2.20), (2.21) переменные 
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 и 
[image: image237.wmf]2

x

. Имеем

[image: image238.wmf]cossin

(,)

10.

sincos

tt

DXt

tt

D

x

x

-

==¹


Следовательно,
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Окончательно, в (2.22) подставляем (2.23) и получаем искомое решение задачи Коши (2.17):
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2.1.2. Решение задачи Коши для уравнения с правой частью, зависящей от искомой функции
Рассмотрим задачу Коши для УЧП с правой частью, зависящей от искомой функции 
[image: image241.wmf]u

. Такие уравнения также можно решать с применением алгоритма, описанного в п.2.1.1.

Пример 2.4. Предположим, что правая часть уравнения (2.1) пропорциональна функции 
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Рассмотрим задачу Коши
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                                        (2.24)
Уравнение (2.24) представляет собой уравнение бегущей волны (1.4) со специальной правой частью (2.23).
Соответствующая система характеристик имеет вид
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Решением системы (2.25) являются функции
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Из (2.26) имеем 
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Решение (2.28) представляет собой бегущую волну (1.19), амплитуда которой затухает по закону 
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Заметим, что уравнению (2.24) соответствует закон дисперсии
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где 
[image: image253.wmf]i

gw

=-

, сравнить с (1.2). Мнимая составляющая закона дисперсии (2.29) определяет диссипацию среды, в которой распространяется  простая бегущая волна, сравнить с (1.35) . При этом природа диссипации в уравнениях (1.38) и (2.24) различна.                                                                                                    □
Пример 2.5. Рассмотрим задачу Коши
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Здесь правая часть уравнения (2.30) имеет вид 
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                               (2.31)
Интегрируя первое уравнение в системе (2.31), получим
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Для того чтобы проинтегрировать второе уравнение системы (2.31), необходимо подставить в него найденное выражение для  
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Из (2.32) имеем
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Следовательно,
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Подставив (2.35) в (2.33), получим решение задачи Коши (2.30):
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Замечание. За конечное время 
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 характеристика (2.32) уходит на бесконечность, т.е. у решения задачи Коши (2.30) возникает особенность.

Например, при 
[image: image264.wmf]2

0

()

uxx

=

 из (2.36) имеем 
[image: image265.wmf]2

(,)

1

x

uxt

xt

=

-

. Это решение имеет особенность при 
[image: image266.wmf]1

xt

=

. Найдём, при каких начальных данных 
[image: image267.wmf]0

()

ux

 существует решение задачи (2.30) класса 
[image: image268.wmf]1,1

,

(,)

xt

uxtC

Î

 (
[image: image269.wmf](,)

uxt

 должна быть непрерывной вместе со своими первыми частными производными).
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Из непрерывности функции 
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Из непрерывности 
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(,)11

()()

uxty

uyuy

xyxx

æö

¶

¢

=-+

ç÷

¶

èø

 с учётом (2.37) получаем

[image: image279.wmf]0000

lim(()())lim(()()).

yy

uyyuyuyyuy

®-¥®+¥

¢¢

-=-

                   (2.38)
Условие непрерывности 
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 также приводит к условию (2.38).

Условия (2.37) и (2.38) выполнены, например, для финитных или линейных 
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Замечание. Уравнение характеристик задачи (2.30) имеет вид 
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Рассмотрим задачу Коши вида
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Задаче (2.39) соответствует система характеристик
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Утверждение 2.1. В случае системы характеристик (2.40) решение уравнения 
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Доказательство

Проверим, что для системы характеристик (2.40) справедлива формула
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Рассмотрим функции 
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следовательно, по теореме единственности для обыкновенных дифференциальных уравнений, имеем 
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Положим в (2.42) 
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2.1.3. Решение обобщенной задачи Коши для квазилинейного уравнения

Уравнение вида
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где 
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Заметим, что в этом пункте в уравнении (2.43) мы не будем выделять отдельно одну из переменных (временную переменную 
[image: image304.wmf]t

), как это делалось в уравнении (2.1).
Рассмотрим следующую задачу Коши для квазилинейного уравнения (2.43) :
[image: image1807.png]
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где 
[image: image306.wmf]g

 — некоторая поверхность в области определения уравнения (2.43) 
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Задача Коши (2.44) решается согласно следующему алгоритму.

1. Параметрически задать поверхность
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2. Выписать систему характеристик
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3. Найти решение системы (2.45) 
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Замечание. В случае 
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относительно 
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 имеет вид
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4. Выписать ответ 
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Пример 2.6. Решить обобщенную задачу Коши
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Согласно алгоритму, приведенному выше, зададим параметрически кривую
[image: image324.wmf]g

. Имеем 
[image: image325.wmf]2
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Выпишем характеристическую систему вида (2.45)
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После интегрирования получим
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                                       (2.48)

Проверим выполнение условия (2.47). Имеем


[image: image328.wmf]20.
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Подставив в последнее неравенство функцию 
[image: image329.wmf](,)
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 из последнего уравнения системы (2.48), получим, что два первых уравнения системы (2.48) разрешимы при условии
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Таким образом, получаем
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                                                 (2.49)
Подставив (2.49) в последнее уравнение системы (2.48), получим решение исходной задачи Коши:

[image: image332.wmf](

)

22

122

,2

(,).

xx

uxxx

xt

tx

=-=

=+=


2.1.4. Образование разрывов в решении квазилинейных уравнений

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Хопфа

[image: image333.wmf]0
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Заметим, что уравнение (2.50) является нелинейным.

Запишем соответствующую задаче (2.50), (2.51) характеристическую систему 


[image: image334.wmf]0

0

0

,,

0,(),

t

t

dx

ux

dt

du

uu

dt

x

x

=

=

ì

==

ï

ï

í

ï

==

ï

î

               (2.52)
см. (2.45). Здесь кривая 
[image: image335.wmf]g

, на которой задаются начальные данные (см. рис.10) совпадает с прямой 
[image: image336.wmf]0
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. Кроме того, уравнение (2.50) является приведенным (см. Пример 2.1), поэтому в (2.52) 
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Проинтегрировав систему (2.52), получим
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Из первого уравнения (2.53), с учетом второго, получим


[image: image339.wmf]((),).
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Разрешив последнее уравнение относительно 
[image: image340.wmf]x

, получим
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 Формула (2.54) определяет семейство характеристик, зависящих от искомой функции  
[image: image342.wmf](,)
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. Поэтому говорят о характеристиках, заданных на данной функции 
[image: image343.wmf](,)
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Окончательно, подставив характеристику (2.54) в последнее уравнение системы (2.53), получим решение исходной задачи Коши (2.50), (2.51):
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Ясно, что в решении (2.55) задачи Коши для уравнения Хопфа (2.50) скоростью движения волны в точке 
[image: image345.wmf](,)
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 является сама искомая функция  
[image: image346.wmf](,)

uxt

, сравнить с (1.19).
Рассмотрим функцию 
[image: image347.wmf]0
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Максимальную по абсолютной величине скорость волна имеет в точках 
[image: image349.wmf]max
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 и 
[image: image350.wmf]min
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 – на своих гребнях. В точках правее и левее 
[image: image351.wmf]max
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 значение скорости будет меньше, чем на гребне. Следовательно, с течением времени задний фронт волны станет более пологим, а передний — более крутым. При этом точки 
[image: image352.wmf]1
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, 
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 и 
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 будут оставаться на месте. Аналогичная ситуация происходит и с отрицательным гребнем в точке 
[image: image355.wmf]min
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 с тем отличием, что скорость волны будет направлена в отрицательную сторону оси 
[image: image356.wmf]x

 (см. рис.11 при 
[image: image357.wmf]1
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Характеристики, соответствующие движению рассматриваемой волны, изображены на рис.12.

В некоторый момент времени при движении волны на ее переднем фронте появится точка с вертикальной касательной, см. Рис.11 при 
[image: image358.wmf]1
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, а в последующие моменты времени функция 
[image: image359.wmf](,)
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 станет неоднозначной (см. рис. 11 при 
[image: image360.wmf]2
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). Моменты опрокидывания волны соответствуют точкам пересечения характеристик на рис.12.
Понятно, что неоднозначная функция не имеет физического смысла. Решение конкретных прикладных задач приводит к необходимости рассмотрения разрывного решения. Положение разрыва  (прямая 
[image: image361.wmf]2
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) определяется по правилу площадей: площади 
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 и 
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 на рис.11 должны быть равны. Такого рода разрывные решения называются ударными волнами.
Классическим примером волн, описываемых уравнением Хопфа являются цунами, также такого рода волны встречаются в газовой динамике и некоторых других задачах математической физики. 

2.2. Уравнения газовой динамики
Уравнения, описывающие распространение газа в одномерной среде, имеют вид
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см. [1], Глава II, §1, п.6. Здесь 
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 – скорость газа, 
[image: image369.wmf]p

 – давление газа. Уравнение (2.43) называется уравнением неразрывности, уравнение (2.44) — уравнением движения, уравнение (2.45) — уравнением состояния. Обычно при рассмотрении динамики газа плотность и скорость газа неизвестны. Поэтому уравнения (2.43)–(2.45) рассматриваются совместно.

Можно считать, что уравнения (2.43)–(2.45) описывают движение идеальной сжимаемой жидкости при отсутствии внешних сил.

Предположим, что известна скорость газа 
[image: image370.wmf]v

.
Рассмотрим случай 
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, т.е. скорость газа зависит только от времени. Из (2.43) получаем задачу Коши:
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Соответствующая система характеристик имеет вид
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Из (2.47) получаем
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Из первого уравнения (2.48) имеем 
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 во второе уравнение (2.48) получаем искомое решение задачи Коши (2.46):
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Таким образом, решение задачи (2.46) представляет собой смещение начального профиля 
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Рассмотрим случай 
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, т.е. скорость газа зависит только от координаты. В этом случае из (2.16) имеем
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Запишем соответствующую систему характеристик:
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Из первого уравнения (2.51) получаем 
[image: image385.wmf](
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Из второго уравнения (2.51) имеем
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Рассмотрим интеграл в показателе экспоненты в формуле (2.52).
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Следовательно, из (2.52) получаем 
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см. Утверждение 2.1.

Пример 2.7. Рассмотрим случай 
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. Следовательно, из (2.46) получаем задачу Коши:
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Соответствующая система характеристик имеет вид
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Из первого уравнения (2.56) с учетом начальных условий имеем
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Подставив выражение (2.57) во второе уравнение системы (2.56), получим
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откуда с учетом начальных данных имеем
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Выразим из (2.57) 
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Следовательно,
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Подставив (2.59) в (2.58), получаем решение исходной задачи
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3. Волновое уравнение
3.1. Модель поперечных колебаний струны. Постановка начальных и граничных условий для волнового уравнения
Рассмотрим поперечные колебания струны, положение точек которой задает функция 
[image: image403.wmf](,)
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. 
Будем считать, что струна представляет собой натянутую нить, которая не сопротивляется изгибу. Следовательно, сила натяжения направлена по касательной к струне (см. рис.13). Участок струны 
[image: image404.wmf](,)
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Предположим, что струна совершает малые колебания, т.е. такие, при которых величинами порядка, меньшего, чем  
[image: image406.wmf]tg,
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 можно пренебречь. Следовательно, из (3.1) получаем, что 
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[image: image408.wmf]упр

TFkl

=-=-D

, 
[image: image409.wmf]const

l

D=

, 
[image: image410.wmf]k

 – коэффициент жесткости. Таким образом, 
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Пусть 
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 – внешняя сила, действующая на струну в направлении, перпендикулярном оси 
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 – плотность внешних сил, непрерывно распределенных с плотностью (нагрузкой), рассчитанной на единицу массы, а масса элемента струны 
[image: image416.wmf](,)

xxx

+D

 приближенно равна 
[image: image417.wmf]()

xx

r

D

.

На участок струны 
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 имеем 
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или
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              (3.2)
С учетом предположения о том, что величиной 
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 можно пренебречь, имеем 


[image: image426.wmf]2

sintg.

1tg

tgu

x

a

aa

a

¶

=»=

¶

+

                                (3.3)
Таким образом, из (3.2) с учетом (3.3) получаем
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Переходя к пределу при 
[image: image428.wmf]0
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, получаем уравнение малых поперечных колебаний струны:
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Это уравнение по сути является волновым уравнением, см. (1.21). Например, если плотность струны постоянная, т.е. 
[image: image430.wmf](,)const
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, то из (3.4) получаем волновое уравнение с правой частью
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где 
[image: image432.wmf]2
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В случае малых колебаний неограниченной струны для определения  ее профиля необходимо решить задачу Коши вида
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Начальные условия. Условия (3.7) и (3.8) называются начальными условиями. Функция 
[image: image434.wmf]()
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 в условии (3.7) определяет начальный профиль струны, а функция 
[image: image435.wmf]()
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 задает начальные скорости (импульсы) точек струны.
Если мы будем рассматривать колебания полуограниченной или ограниченной струны, то в граничных  точках необходимо задать граничные (краевые) условия. Пусть, например, 
[image: image436.wmf]xa
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 – граничная точка.
1. Граничное условие первого рода (условие Дирихле). Предположим, что конец струны движется 
[image: image437.wmf]xa
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 по закону 
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                                              (3.9)
Если в условии (3.9) предположить, что 
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 соответствует жесткому закреплению конца струны.
2. Граничное условие второго рода (условие Неймана). Предположим, что на граничную точку 
[image: image444.wmf]xa
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 в точке 
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 с учетом (3.3) получаем
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Из последней формулы имеем
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                                    (3.10)

Если в (3.10) 
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, то получаем свободно движущийся (незакрепленный) конец струны 
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.

3. Граничное условие третьего рода. Предположим, что конец струны 
[image: image452.wmf]xa
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 упруго закреплен с коэффициентом жесткости 
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. Согласно закону Гука в проекции на ось 
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 с учетом (3.3) имеем
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                                       (3.11)

Начальные и граничные условия должны подчиняться условию согласования. Например, если мы рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения в случае полуограниченной струны с граничным условием Дирихле вида


[image: image457.wmf]22

2

22

0

0

0

(,),0,0,

(),

(),

(),

t

t

x

uu

afxtxt

tx

ux

u

x

t

ut

j

y

m

=

=

=

ì

¶¶

-=<<+¥>

ï

¶¶

ï

=

ï

ï

í

¶

ï

=

ï

¶

ï

=

ï

î


то должно выполняться условие 
[image: image458.wmf](0)(0)
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, т.е. в граничной точке граничные условия должны совпадать с начальным профилем струны в начальный момент времени.

3.2. Модель продольных колебаний стержня

Под стержнем мы будем понимать твердое тело, поперечные размеры которого достаточно малы по сравнению с продольными. Также будем предполагать, что стержень подвергается упругому растяжению, описываемому законом Гука. 

Под продольными колебаниями стержня будем понимать смещение   поперечных сечений 
[image: image459.wmf]()
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 вдоль оси 
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 под действием внешней силы 
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. При этом сечения в процессе колебаний остаются плоскими и перпендикулярными оси 
[image: image462.wmf]x

 (см. рис.14).[image: image1811.png]


 Пусть 
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 – плотность стержня в невозмущенном состоянии, 
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 – объемная плотность внешней сила, действующей вдоль оси 
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, 
[image: image466.wmf]()

Ex

 – модуль упругости Юнга, 
[image: image467.wmf](,)

Txt

 – сила натяжения.

Найдем относительное удлинение элемента стержня 
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С учетом того, что сила натяжения по закону Гука пропорциональна относительному удлинения, получаем 
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, где коэффициент упругости равен 
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Рассмотрим элемент объема стержня 
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 можно считать постоянными.
На участке 
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. По закону Ньютона получаем, что равнодействующая указанных трех сил равна
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С учетом (3.12) получаем
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        (3.13)
Уравнение (3.13) называется уравнением продольных колебаний стержня.

Если предположить, что сечения стержня постоянны (
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), а сам стержень однородный (
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), то из уравнения (3.13) получим волновое уравнение с правой частью


[image: image497.wmf]22

2

22

(,)(,)

(,),

uxtuxt

afxt

tx

¶¶

=+

¶¶

                        (3.14)

где 
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, сравнить с (1.21).
3.3. Решение задачи Коши для волнового уравнения на прямой и полупрямой. Формула Даламбера
3.3.1. Решение задачи Коши для волнового уравнения на прямой. Формула Даламбера
Рассмотрим задачу Коши для однородного волнового уравнения на неограниченной прямой (
[image: image500.wmf]x
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) следующего вида:
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Известно, что общее решение волнового уравнения (3.15) складывается из суммы двух бегущих волн 
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, см. (1.34). Формула (1.34) определяет общую структуру решения уравнения (3.1). Понятно, что профили волн 
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 будут  определяться начальными условиями (3.16) и (3.17). Подставив (1.34) в начальные условия (3.2) и (3.3), получим систему
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                                 (3.18)

Проинтегрируем второе уравнение системы (3.4) и получим
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Из последней системы уравнений имеем


[image: image508.wmf]0

0

10

20

11

()()(),

22

11

()()().

22

x

x

x

x

uxxydy

a

uxxydy

a

jy

jy

ì

=+

ï

ï

í

ï

=-

ï

î

ò

ò

                          (3.19)
Формулы (3.19) определяют профили бегущих волн 
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 в формуле (1.34) с учетом начальных данных (3.16) и (3.17).

Подставив функции (3.19) в (1.34), получим
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Объединив интегралы в последнем выражении, приходим к следующей теореме.
[image: image1812.png]u(x,t)
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Теорема 3.1. Решение задачи Коши для волнового уравнения (3.15)–(3.17) на неограниченной оси имеет вид
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Равенство (3.20) называется формулой Даламбера.
Рассмотрим задачу (3.15)–(3.17) в случае, когда начальная скорость 
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 в условии (3.17), а начальный профиль 
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 имеет вид, изображенный на Рис.10. В этом случае из (3.20) получаем
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Характеристики, которые соответствуют переднему и заднему фронтам прямой волны 
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, а характеристики, соответствующие переднему и заднему фронтам обратной волны 
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, см. (1.23), (1.24). Ясно, что тангенс угла наклона характеристик равен 
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. Из формулы (3.21) видно, что в начальный момент времени профиль волны представляет собой сумму двух волн 
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, найти точки ее пересечения с характеристиками, которые соответствуют переднему и заднему фронтам прямой и обратной волны, и, восстановив перпендикуляры, найти положение фронтов соответствующих волн (см. рис.15).
Из рис.15 видно, что характеристики разбивают полуплоскость 
[image: image528.wmf](,)

xt

 на шесть областей. В области III прямая и обратная волна накладываются друг на друга. Поэтому профиль результирующей волны 
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 в области III в результате сложения двух бегущих волн постоянно меняется (см. рис.16). Момент времени  
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 соответствует моменту расхождения прямой и обратной волны. Следовательно, в областях II и V существуют две бегущие волны, профили которых остаются неизменными (см. рис.15, 16).  В областях I, IV, VI функция 
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Пример 3.1.  Рассмотрим задачу Коши: 
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где начальный профиль волны 
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 изображен на рис.17 при 
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Движение прямой и обратной волн согласно формуле (3.21) (
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a

=

) показано на рис.17. В момент времени 
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 происходит расхождение прямой и обратной волн.

Определим, как меняется высота 
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 профиля волны 
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[image: image540.wmf]1

h

=

. Далее высота 
[image: image541.wmf]12

ht

=-

 линейно по времени уменьшается до момента времени 
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 (см. рис. 17).                    □
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Рассмотрим задачу Коши (3.15)–(3.17) в случае, когда начальный профиль 
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 в условии (3.2), а начальная скорость 
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 имеет вид, изображенный на рис.18, a). В этом случае из (3.20) получаем
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Рассмотрим функцию
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график которой изображен на рис.18, b). С учетом (3.23) из формулы (3.22) получаем
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Для того чтобы построить график функции 
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 в произвольный момент времени 
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[image: image552.wmf]1

xx

=

 и 
[image: image553.wmf]2

xx

=

 в начальный момент времени (см. рис.18, c)). Затем, восстановив соответствующие перпендикуляры, нужно построить профили смещенных функций 
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 (см. рис.18, b)). Сложив полученные профили согласно формуле (3.24), получим график функции 
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. Заметим, что в областях I и VI на характеристической плоскости (см. рис.18, c)) функция 
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 представляет собой прямые с угловыми коэффициентами 
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 соответственно (см. рис.19). В области V происходит наложение двух прямых с угловыми коэффициентами противоположных знаков. Поэтому в области V функция  
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 представляет собой сходящуюся трапецию с растущей высотой. Момент времени 
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 соответствует моменту времени, в который сходящаяся трапеция превращается в треугольник, и при  
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[image: image565.wmf](,)
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 представляет собой расходящуюся трапецию (см. рис.19).
[image: image1817.png]


[image: image1818.png]


Пример 3.2.  Рассмотрим задачу Коши
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где профиль 
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 изображен на Рис.20. Профиль функции 
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Пример 3.3.  Смоделировать точечный удар по струне, произведенный в точке 
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 с амплитудой 
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Предположим, что в начальный момент времени струна покоилась, т.е. 
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Рассмотрим 
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‑ функцию Дирака. Для решения физических задач 
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‑ функция определяется следующим образом:
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При этом
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[image: image579.wmf]d

‑ функция, обычно, также называется единичной импульсной функцией. Первообразной для 
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‑ функции с учетом (3.26) является функция Хевисайда
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                           (3.27)

(см. рис.22).

Задача Коши для волнового уравнения, описывающая точечный удар выглядит следующим образом:

[image: image582.wmf]2

0

,(3.28)

(,0)0,(3.29)

(,0)().(3.30)

ttxx

t

uau

ux

uxAxx

d

ì

=

ï

=

í

ï

=-

î


Согласно формуле (3.23) с учетом начального условия (3.30) и формулы (3.27) имеем
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               (3.31)
По формуле (3.24) получаем решение задачи (3.28)–(3.30):
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                  (3.32)

Функция (3.32) представляет собой ударную волну с амплитудой 
[image: image585.wmf](2)
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, возникающую в результате точечного удара по струне в точке 
[image: image586.wmf]0

xx

=

. Распространение ударной волны (3.32) показано на  рис.23.

3.3.2. Решение задачи Коши для волнового уравнения на полупрямой. Метод отражений
Рассмотрим начально-краевую задачу для однородного волнового уравнения на полупрямой 
[image: image587.wmf]0

x

£<+¥

:
                                                
[image: image588.wmf]22

2

22

,0,(3.33)

(,0)(),(3.34)

(,0)

(),(3.35)

(0,)

(0,)().(3.36)

uu

ax

tx

uxx

ux

x

t

ut

utt

x

j

y

abn

ì

¶¶

=<<+¥

ï

¶¶

ï

=

ï

ï

í

¶

=

ï

¶

ï

¶

ï

+=

ï

¶

î


Равенство (3.36) представляет собой общий вид граничного условия в точке 
[image: image589.wmf]0
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Предположим, что в начальный момент времени решение задачи (3.33)–(3.36) имеет вид, изображенный на рис.24 при 
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 в этом случае делится главной характеристикой 
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В области I (ниже главной характеристики) граничные условия (3.36) не оказывают влияния на решение 
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 задачи (3.33)–(3.36). Поэтому в области I решение 
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Конкретный вид функций 
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 определяется начальными условиями (3.34), (3.35) в соответствии с формулой Даламбера (3.20).

Треугольник 1 на характеристической плоскости 
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В области II необходимо учитывать влияние граничных условий (3.36). В связи с этим решение 
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где волна 
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 по закону (3.36). Следовательно, подставив решение (3.37) в граничное условие (3.36), получаем уравнение для определения функции 
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При этом треугольник 2 на характеристической плоскости 
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 соответствует наложению волн 
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 определяет время взаимодействия волны 
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Рассмотрим начально-краевую задачу для однородного волнового уравнения на полупрямой 
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 с однородным краевым условием Дирихле a) или Неймана  b)

[image: image619.wmf]22

2

22

,0,(3.39)

(,0)(),(3.40)

(,0)

(),(3.41)

(0,)

a)(0,)0

илиb)0.

uu

ax

tx

uxx

ux

x

t

ut

ut

x

j

y

ì

¶¶

=<<+¥

ï

¶¶

ï

=

ï

ï

í

¶

=

ï

¶

ï

¶

ï

==

ï

¶

î

[image: image1821.png]


Способ решения задачи (3.39)–(3.41), a) или b) называется методом отражений, который состоит в продолжении исходной задачи на отрицательную полуось и последующем применении формулы   Даламбера (3.20).
Сначала рассмотрим два утверждения, на которых строится метод отражений.

Утверждение 3.1. Если начальные данные для задачи на неограниченной прямой (3.15)–(3.17) являются нечетными функциями относительно точки 
[image: image620.wmf]0
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, то решение задачи (3.15)–(3.17)  в точке 
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 равно нулю.
Доказательство
Пусть 
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Утверждение 3.2. Если начальные данные для задачи на неограниченной прямой (3.15)–(3.17) являются четными функциями относительно точки 
[image: image626.wmf]0
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, то производная по 
[image: image627.wmf]x

 решения задачи (3.15)–(3.17) в точке 
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 равна нулю.
Доказательство
Пусть 
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. Следовательно, из формулы (3.20) имеем
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Основываясь на Утверждении 3.1 и Утверждении 3.2, получаем алгоритм метода четных и нечетных продолжений решения начально-краевой задачи (3.39)–(3.41), a) или b).

В случае краевого условия Дирихле a) нечетным образом продолжить начальные данные (3.40), (3.41) на отрицательную полуось
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В случае краевого условия Неймана b) четным образом продолжить начальные данные (3.40), (3.41) на отрицательную полуось
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1. Построить вспомогательную задачу на прямой
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,,(3.42)

(,0)(),(3.43)

(,0)(),(3.44)

ttxx

t

UaUx

Uxx

Uxx

ì

=-¥<<+¥

ï

=F

í

ï

=Y

î


2. Решение задачи (3.42)–(3.44) записать согласно формуле Даламбера (3.20):
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               (3.45)
и построить решение исходной задачи с учетом того, что реальный смысл имеет только та часть функции (3.45), которая определена при 
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 Заметим, что в случае граничного условия Дирихле a) из формулы (3.38) имеем
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т.е. функция 
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 является нечетным отражением функции 
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В случае граничного условия Неймана b) из (3.38) получаем
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Следовательно, из свойств производной получаем, что функция 
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()

ux

 является четным отражением функции 
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Таким образом, мы проверили, что формула (3.38) согласуется с алгоритмом метода отражений.
Для начально-краевой задачи (3.39)–(3.41), a) или b) можно выписать общие формулы для решения. Именно, в случае краевого условия Дирихле a) имеем
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В случае граничного условия Неймана b) получаем
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Пример 3.4.  Рассмотреть начально-краевую задачу для волнового уравнения в случае полуограниченной струны с жестко закрепленным 
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концом, если известен начальный профиль струны. Имеем
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где начальный профиль волны 
[image: image651.wmf]()
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 имеет вид треугольника изображенного на рис.25 при 
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Согласно методу отражений с учетом граничного условия Дирихле необходимо нечетным образом продолжить начальные данные на отрицательную полупрямую. В результате получим функцию  
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 (см. рис.25 при 
[image: image655.wmf]0

t

=

) (
[image: image656.wmf]()0

x

Y=

). Профили струны для различных моментов времени изображены на рис.25. Они получены из исходного профиля при 
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 (пунктирные треугольники) соответствующим сдвигом с учетом того, что скорость движения волны 
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. При этом реальный физический смысл имеет только та волна, которая определена при 
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Как видно из рис.25, в результате взаимодействия со стенкой волны 
[image: image660.wmf]20

(,)

0.5()

xt

uxt

j

=

+

 образуется перевернутая отраженная волна  
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. Процесс распространения прямой, обратной и отраженной волны по характеристической плоскости показан на рис.26.   □
Пример 3.5.  Рассмотреть начально-краевую задачу для волнового
[image: image1824.png]



уравнения в случае полуограниченной струны со свободным концом, если известен начальный профиль струны. Имеем
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где начальный профиль волны 
[image: image663.wmf]()
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 имеет вид треугольника, изображенного на рис.27 при 
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Согласно методу отражений граничное условие Неймана определяет четное продолжение начальных данных на отрицательную полупрямую. В результате получим функцию  
[image: image666.wmf]()

x

F

 (см. рис.27 при 
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). Динамика движения волны показана рис.27.
Из рис.27 видно, что при взаимодействии со стенкой амплитуда обратной волны 
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 удваивается, а затем образуется отраженная волна  
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, которая начинает двигаться в положительном направлении оси 
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. Распространение прямой, обратной и отраженной волны по характеристической плоскости показано на рис.28.
□

Пример 3.6.  Рассмотреть процесс распространения волны по струне с жестко закрепленным концом, образованной в результате растянутого
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удара. Имеем 
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где начальный импульс 
[image: image673.wmf]()
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 изображен на рис.29, a). Согласно методу отражений нужно нечетно продолжить функцию 
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 на отрицательную полуось. Получим функцию 
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 (см. рис.29, a)). По формуле (3.23) строим вспомогательную функцию 
[image: image676.wmf]()

Gx

 рис.29, b). Динамика распространения волны по струне во времени оказана на рис.29.                □
Пример 3.7. Рассмотреть процесс распространения волны по струне со свободным концом, образованной в результате растянутого удара. Имеем 
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где начальный импульс 
[image: image678.wmf]()
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 изображен на рис.30, a). Согласно методу отражений нужно четным образом продолжить функцию 
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 на отрицательную полуось. В результате получим функцию 
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 (см. Рис.30, a)). По формуле (3.23) строим вспомогательную функцию 
[image: image681.wmf]()
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  (см. Рис.30, b)). Динамика распространения волны по струне во времени показана на рис.30.                                                                                             □
3.3.3. Граничные условия на разделе двух сред. Образование отраженной и преломленной волны

Предположим, что точка 
[image: image682.wmf]0
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 является границей раздела двух одномерных сред (стержней). Для определенности мы будем рассматривать продольные колебания однородного составного стержня. В области I (
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, см. формулу (3.14).

Уравнения, описывающие распространение колебаний в рассматриваемой составной среде, имеют вид
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                    (3.47)
Выпишем граничные условия, которым должны удовлетворять функции 
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. Из условия неразрывности двух сред следует, что функции 
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Из второго закона Ньютона при 
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[image: image1828.png]


Предположим, что из области I (
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) в положительном направлении движется волна 
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 (см. рис.28). При этом 
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Начальные условия для системы (3.47) имеют вид
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В области I решение начально-краевой задачи (3.47)–(3.50) представляет собой сумму прямой и отраженной волн:
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а в области II имеем
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где 
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 – отраженная волна, и 
[image: image713.wmf]2
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 – преломленная волна (см. рис.28).

Для определения отраженной и преломленной волны необходимо воспользоваться граничными условиями (3.48), (3.49). Подставив (3.51), (3.52) в (3.48), (3.49) получим при 
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                          (3.53)

Проинтегрировав второе уравнение системы (3.53) по времени 
[image: image716.wmf]t

, получим
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                         (3.54)
Заметим, что уравнения (3.53), (3.54) имеют смысл не для всех моментов времени 
[image: image718.wmf]t

, а только для того временного интервала, на котором происходит взаимодействие прямой волны 
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 волна. Иными словами, должно быть выполнено согласование начальных и граничных условий.

В нашем случае начало взаимодействия происходит при 
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. Поэтому, решив систему из первого уравнения (3.53) и уравнения (3.54), получим
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Из последних формул получаем выражение для отраженной волны
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и выражение для преломленной волны
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                           (3.56)

Подставив (3.55), (3.56) в (3.51), (3.52), получим
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Последние формулы можно записать в виде
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Из формулы (3.55) видно, что отраженная волна отсутствует при 
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, т.е. в том случае, когда стержень сплошной и нет граничной точки. При этом преломленная волна (3.56) будет совпадать с прямой волной.
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Если 
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т.е. в этом случае отражение от граничной точки 
[image: image742.wmf]0
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 происходит как от свободного конца, но при этом существует преломленная волна с амплитудой, в два раза большей, чем у падающей волны.
3.4. Задача Коши для неоднородного волнового уравнения. Принцип  Дюамеля для волнового уравнения

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного волнового уравнения на неограниченной оси
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             (3.59)
Введем вспомогательную задачу
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            (3.60)
В соответствии с формулой Даламбера (3.20) решение задачи Коши (3.60) имеет вид
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Аналогично рассмотрим задачи
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             (3.63)
где решением задачи Коши (3.62) является функция
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а решением задачи Коши (3.63) — функция
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С учетом (3.64), (3.65) формулу Даламбера (3.20) можно переписать в виде
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Справедливость формулы (3.66) можно проверить непосредственной проверкой. Действительно,
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Утверждение 3.3.(Принцип Дюамеля) Решение задачи Коши (3.59) для неоднородного волнового уравнения с нулевыми начальными данными (
[image: image752.wmf]()0
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,
[image: image753.wmf]()0
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)  имеет вид
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                  (3.67)

Доказательство

Из формулы (3.67) и с учетом начальных данных 
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 в задаче (3.60) имеем
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С учетом волнового уравнения из задачи (3.60) получим
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Из последнего видно, что функция (3.67) удовлетворяет задаче Коши (3.59).                                                                                                         ■
Следствие 3.1. Решение задачи Коши (3.59) с учетом (3.66) и (3.67) имеет вид
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С учетом формулы Даламбера из последнего равенства получаем
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  (3.68)
Пример 3.8. Рассмотреть процесс распространения колебаний в неограниченной струне под воздействием внешней периодической силы.

Имеем задачу Коши:
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Применяя формулу (3.68), получаем
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3.5. Колебания струны конечной длины. Метод разделения переменных для волнового уравнения
3.4.1. Задача Штурма-Лиувилля для оператора Лапласа на отрезке

Рассмотрим некоторую ограниченную область 
[image: image763.wmf]n
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, 
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 – граница области 
[image: image765.wmf]D

.  Поставим краевую задачу внутри области 
[image: image766.wmf]D

 следующего вида:
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Здесь 
[image: image768.wmf]P
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 – оператор граничных условий на внешней границе 
[image: image769.wmf]G

, 
[image: image770.wmf]k

 –некоторая постоянная. Задача (3.59), (3.60) называется задачей Штурма-Лиувилля для оператора Лапласа в области 
[image: image771.wmf]D

 или задачей на собственные функции и собственные значения.

Смысл задачи (3.59), (3.60) состоит в том, что нужно найти такие функции 
[image: image772.wmf]u

, которые после применения к ним оператора Лапласа 
[image: image773.wmf]D

 не меняются (изменяется лишь масштаб при умножении на соответствующую постоянную 
[image: image774.wmf]k

). При этом функции 
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 должны удовлетворять заданным граничным условиям (3.60). Такие функции 
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 называются собственными функциями оператора, а соответствующие постоянные 
[image: image777.wmf]k

 — собственными значениями оператора. Множество, составленное из собственных функций и соответствующих собственных значений, образует спектр 
[image: image778.wmf]{
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 задачи (3.59), (3.60).
Заметим, что у задачи (3.59), (3.60) всегда существует тривиальное решение 
[image: image779.wmf]0
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. Такое решение обычно не рассматривается.
Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля для оператора Лапласа на отрезке 
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Здесь оператор граничных условий 
[image: image782.wmf]Pu
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 из (3.60) имеет вид (3.62), (3.63). При этом постоянные 
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 не должны обращаться в нуль одновременно, т.е. 
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Выписав характеристическое уравнение 
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 для (3.61), получим общее решение уравнения (3.61):
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см. формулу (7.5).
Подставив (3.64) в граничные условия (3.62) и (3.63), получим систему уравнений
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Проанализируем решение системы (3.65), (3.66) в зависимости от значения постоянной 
[image: image790.wmf]k

.
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.  В этом  случае вне зависимости от значений коэффициентов 
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 и 
[image: image793.wmf]1

b

 для выполнения равенства (3.65) необходимо, чтобы множители в скобках в левой части (3.65) обращались в нуль одновременно. Это возможно только при значениях коэффициентов 
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, которые удовлетворяют также и уравнению (3.66). Но в этом случае из (3.64) следует, что 
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. Такое тривиальное решение мы не рассматриваем. Следовательно, при 
[image: image796.wmf]0

k

>

 задача (3.61)–(3.63) не имеет решения.

2. 
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. В этом случае из системы (3.65), (3.66) получаем
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Из (3.67), (3.68) видно, что, если коэффициенты 
[image: image799.wmf]12
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, то уравнений для определения 
[image: image800.wmf]1

C

, 
[image: image801.wmf]2

C
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 могут принимать любые значения. При остальных значениях 
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 однозначно не определяются. Таким образом, при 
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 система (3.65), (3.66) не имеет единственного решения.
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 и однозначно не определяется. При любом другом выборе коэффициентов 
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 задача (3.61)–(3.63) в случае 
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 решения не имеет.
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см. формулу (7.7).  Подставив (3.69) в (3.65), (3.66), получим
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Однородная система линейных уравнений (3.70), (3.71) относительно 
[image: image821.wmf]A

 и 
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 имеет ненулевое (нетривиальное) решение при условии, если ее определитель равен нулю, т.е.
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Уравнение (3.72) является уравнением для определения собственных значений 
[image: image825.wmf]l

. Заметим, что уравнение (3.72) имеет бесконечное множество решений 
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Таким образом, собственные функции (3.69) определены с точностью до константы 
[image: image829.wmf]C
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Утверждение 3.3.  Система собственных функций (3.74) является ортогональной системой функций.
Заметим, что ортогональность (
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Система (3.70), (3.71) содержит три неизвестных величины: константы 
[image: image834.wmf]A

, 
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 и собственное значение 
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. Поэтому для корректного решения (определения 
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) необходимо систему (3.70), (3.71) дополнить третьим уравнением. Таким уравнением является условие нормировки собственной функции. Именно,
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Собственные функции, удовлетворяющие условию (3.75), образуют ортонормированную систему функций в пространстве 
[image: image839.wmf](
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Пример 3.8. Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля:
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Подставив общее решение (3.69) в краевые условия (3.78), (3.79), получим
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                               (3.80)

Из системы (3.80) получаем
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Равенство (3.81) выполняется либо при  
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B

=

, либо при 
[image: image844.wmf]sin0

l

l

=

. Но при 
[image: image845.wmf]0

B

=

 с учетом первого уравнения (3.80) получим тривиальное решение 
[image: image846.wmf]()0

ux

=

. Следовательно,

[image: image847.wmf]sin0.

l

l

=

                                           (3.82)

Из уравнения (3.22) находим собственные значения:
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Заметим, что собственные значения можно непосредственно определить из уравнения (3.72) :
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Собственные функции имеют вид 
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Следовательно, 
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n

B

l

=

 и ортонормированные собственные функции имеют вид
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Заметим, что из формулы (3.73) получим 
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 для всего набора собственных функций будут одинаковыми.                                                    □
Пример 3.9. Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля:
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Подставив общее решение (3.61) в граничные условия (3.86), (3.87), получим
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Из системы (3.88) с учетом того, что 
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, получаем уравнение на определение собственных значений такое же, как и в Примере 3.8, т.е. уравнение (3.82). Следовательно, собственные значения для задачи (3.85)–(3.87) определяются формулой (3.83). Собственные функции имеют вид 
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т.е. 
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, и ортонормированные собственные функции имеют вид 
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и собственные функции
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Заметим, что задаче Штурма-Лиувилля
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соответствуют собственные значения
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и нормированные собственные функции
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Задаче Штурма-Лиувилля
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соответствуют собственные значения


[image: image878.wmf]2

1

,0,1,...,

2

n

nn

l

p

l

æö

æö

=+=¥

ç÷

ç÷

èø

èø

                            (3.95)

и нормированные собственные функции
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3.4.2. Свободные колебания на отрезке. Разложение колебаний на гармоники
Рассмотрим свободные колебания ограниченной с двух сторон однородной струны (стержня), возникшие под воздействием начального отклонения и начального импульса. Свободные колебания описываются однородным волновым уравнением. Таким образом, математическая постановка нашей задачи выглядит следующим образом:
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Здесь уравнения (3.100) определяют граничные условия общего вида на концах струны.
Решение задачи (3.97)–(3.100) ищется с помощью метода разделения переменных. Именно, представим функцию 
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т.е. разделим пространственную и временную переменные.
Подставим функцию (3.101) в волновое уравнение (3.97). В результате получим
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где 
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Смысл выражения (3.103) состоит в том, что мы получили равенство двух функций от разных переменных (
[image: image888.wmf]t

 и 
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). Следовательно, эти функции должны быть постоянными. Обозначим эту постоянную 
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Рассмотрев в (3.103) равенство для функции, зависящей от 
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, получим уравнение гармонического осциллятора 
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 см. Приложение. Подставив функцию (3.101) в граничные условия (3.100), получим 
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Решением задачи (3.104)–(3.106) являются функции 
[image: image897.wmf]()
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Из вышесказанного с учетом (3.101) следует, что искомая функция 
[image: image900.wmf](,)
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 представляет собой разложение в ряд по собственным функциям отрезка с коэффициентами, зависящими от времени:

[image: image901.wmf]0

(,)()().

nn

n

uxtTtXx

¥

=

=

å

                                   (3.107)

Для определения коэффициентов разложения ряда (3.107) используем равенство константе в (3.103) функции, зависящей  от времени 
[image: image902.wmf]t

. В результате получим задачу Коши:
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Здесь начальные условия (3.109) и (3.110) получены из исходных начальных условий (3.98), (3.99). Именно, подставив (3.107) в (3.98), получим
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Для определения коэффициентов разложения 
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 проведем следующую процедуру. Умножим равенство 
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Учитывая, что 
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Аналогично из (3.99) с учетом (3.107) получаем
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Решение задачи Коши для уравнения гармонического осциллятора (3.108)–(3.110) определяется формулой
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                     (3.113)

см. Приложение, формула (5.8).

Таким образом, решение исходной задачи (3.97)–(3.100) с учетом (3.107) и (3.113) имеет вид
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Обозначим в (3.114)
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т.е.
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Преобразуем функцию (3.113) к виду 
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где 
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, см. Приложение, формула (5.9).

С учетом (3.117) функцию (3.115) можно представить в виде


[image: image925.wmf](,)()cos(),()().

nnnnnnn

uxtCxtCxXx

wda

=+=

           (3.118)

Смысл формулы (3.118) состоит в том, что функция 
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Таким образом, из формулы (3.116) следует, что решение начально-краевой задачи (3.97)–(3.100) представляет собой линейную суперпозицию гармоник вида (3.118).
Пример 3.10. Рассмотреть малые колебания ограниченной однородной струны с жестко закрепленными краями, вызванные начальным отклонением и начальной скоростью. Имеем
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Согласно методу разделения переменных с учетом краевых условий задачи (3.119) получаем задачу Штурма-Лиувилля

[image: image936.wmf](0)()0,

()()0,0,

0,

Xl

XxXx

X

ll

ì

í

=

î

¢¢

+=>

=


решением которой являются собственные значения 
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Точки, в которых амплитуда колебаний (3.120) обращается в нуль, определяются уравнением 
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На рис.32 изображены первые четыре гармоники (3.120), и показано, как меняется их профиль с течением времени.                                                □

Пример 3.11. Рассмотреть малые колебания ограниченной однородной струны со свободными краями, вызванные начальным отклонением и начальной скоростью
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Согласно методу разделения переменных с учетом краевых условий задачи (3.119) получаем задачу Штурма-Лиувилля:
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Этой задаче соответствуют собственные значения 
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откуда 
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Таким образом, решение исходной задачи 
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где постоянные 
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)  являются пучностями гармоники (3.124). На рис.33 изображены первые четыре гармоники (3.124), и показано, как меняется их профиль с течением времени.                                                      □
3.4.3. Колебания струны под воздействием внешней силы
Рассмотрим колебания отрезка струны под воздействием внешней силы 
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Решение задачи (3.125)–(3.128) представим в виде
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где функции 
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 определяются из задачи Штурма-Лиувилля (3.104)–(3.106). Начальные условия (3.126), (3.127) представим в виде
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где коэффициенты разложения 
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 определяются формулами (3.111), (3.112). Вынуждающую силу 
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где
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Подставив разложения (3.129), (3.131) в уравнение (3.125), получим
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С учетом того, что 
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Приравняв коэффициенты разложения в (3.133) с учетом начальных данных (3.130), получаем задачу Коши: 
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Решение задачи (3.134)–(3.136) для неоднородного гармонического осциллятора складывается из общего решения однородного уравнения (3.108) и частного решения неоднородного уравнения (3.134), которое определяется правой частью 
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С учетом (3.129) и (3.137) решение исходной задачи (3.125)–(3.128) имеет вид
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Пример 3.12. Рассмотреть малые колебания струны с жестко закрепленными концами под воздействием внешней периодической силы 
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Имеем начально-краевую задачу для неоднородного волнового уравнения
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Граничным условиям (3.143) соответствует задача Штурма-Лиувилля вида
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из которой получаем 
[image: image1009.wmf]2

n

n

l

p

l

æö

=

ç÷

èø

, 
[image: image1010.wmf]2

()sin

n

n

Xxx

ll

p

=

, 
[image: image1011.wmf]1,2,...,

n

=¥

, см. (3.83), (3.84). Разложив силу 
[image: image1012.wmf]11

(,)sin

fxtat

w

=

 по собственным функциям 
[image: image1013.wmf]()

n

Xx

, получим 
[image: image1014.wmf]0

2

(,)()sin

n

n

n

fxtftx

ll

p

¥

=

=

å

, где


[image: image1015.wmf](

)

1

111

0

22

()sinsin1(1)sin.

l

n

n

nal

ftatxdxt

llln

p

ww

p

==--

ò

       (3.144)

С учетом (3.144) получаем задачу
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           (3.145)
см. (3.134)–(3.136).

В случае нерезонанса (
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) согласно формуле (7.19) решение задачи (3.145) имеет вид
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Следовательно,
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В случае резонанса (
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) с учетом формулы (7.23) решение начально-краевой задачи (3.139)–(3.143) имеет вид
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Пример 3.13. Рассмотреть малые колебания струны со свободными концами под воздействием внешней периодической силы 
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Имеем начально-краевую задачу для неоднородного волнового уравнения
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где 
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 – дельта‑функция Дирака, см. Пример 3.3.
С учетом граничных условий (3.149) получаем задачу Штурма-Лиувилля вида
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решением которой являются 
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Согласно формулам (3.111), (3.112) и (3.132) получаем
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В итоге получаем
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Решением задачи Коши (3.150) является функция


[image: image1040.wmf]0
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а для решения задачи Коши (3.151) необходимо рассмотреть два случая: резонанс и не резонанс.
В случае не резонанса (
[image: image1041.wmf]2
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) согласно формуле (7.30) решение задачи (3.151) имеет вид
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В итоге с учетом последней формулы и (3.152) получаем
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В случае резонанса (
[image: image1044.wmf]2

N

a

l

p

w

=

) с учетом формулы (7.33) решение начально-краевой задачи (3.146)–(3.149) имеет вид
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□
3.4.4. Решение начально-краевой задачи для волнового уравнения в случае неоднородных граничных условий
Рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения с неоднородными граничными условиями:

[image: image1046.wmf]2
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Понятно, что при неоднородных граничных условиях (3.157) мы не сможем получить задачу Штурма-Лиувилля вида (3.104)–(3.106).
Представим решение задачи (3.154)–(3.157) в виде
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                                   (3.158)

Подставим функцию (3.158) в граничные условия (3.157). Получим
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            (3.159)

Приравняв к нулю правые части уравнений (3.159), получим однородные граничные условия для функции 
[image: image1049.wmf]v(,)
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. Таким образом, получаем уравнения 
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                          (3.160)
служащие для определения функции 
[image: image1051.wmf]w(,)
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, которая позволяет перейти от неоднородных граничных условий (3.157) для функции 
[image: image1052.wmf](,)
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 к соответствующим однородным условиям (3.159) для функции 
[image: image1053.wmf]v(,)
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Функцию 
[image: image1054.wmf]w(,)

xt

 будем искать в виде
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или
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где 
[image: image1057.wmf]()
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 определяются из системы уравнений (3.160).
Если в граничных условиях (3.157) 
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 (т.е. имеем неоднородные граничные условия Неймана), то функция 
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ищется в виде (3.162). Для всех остальных вариантов значений постоянных 
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 в (3.162) функция 
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 определяется формулой (3.161). 
Подставив решение (3.158) в уравнение (3.154) и в начальные условия (3.155), (3.156), получим начально-краевую задачу для определения функции 
[image: image1065.wmf]v(,)
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где 
[image: image1067.wmf]2
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. Задача (3.163)–(3.166) является начально-краевой задачей для неоднородного волнового уравнения, которая решается алгоритмом, примененным для решения задачи (3.125)–(3.128).
Пример 3.14. Рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения с неоднородными граничными условиями Дирихле:
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Представив функцию 
[image: image1071.wmf](,)
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 в виде (3.158), получим систему уравнений для определения функции  
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                                       (3.171)

см. (3.160). Система (3.171) не содержит производных 
[image: image1074.wmf]w
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 будем искать в виде (3.161). Из (3.171) получаем
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откуда 
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Начально-краевая задача для функции 
[image: image1080.wmf]v(,)
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 с учетом (3.172) принимает вид
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см. (3.163)–(3.166).                                                                                              □

Пример 3.15. Рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения с неоднородными граничными условиями Неймана:
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Представив функцию 
[image: image1083.wmf](,)
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 в виде (3.158), получим систему уравнений для определения функции  
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см. (3.160). Граничные условия (3.180) соответствуют случаю 
[image: image1086.wmf]12
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, см. (3.157). Поэтому 
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 ищется в виде (3.162). В результате из (3.181) получаем систему 
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откуда 
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С учетом (3.182) получаем начально-краевую задачу с однородными граничными условиями для функции
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4. Уравнение теплопроводности
4.1. Распределение тепла в стержне. Постановка начальных и граничных условий для уравнения теплопроводности 
[image: image1831.png]


Рассмотрим стержень сечения 
[image: image1094.wmf]()
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, нагретый до температуры 
[image: image1095.wmf](,)
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. Уравнение теплового баланса на отрезке стержня 
[image: image1096.wmf][,]
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 выглядит следующим образом:
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Будем считать, что на отрезке 
[image: image1098.wmf][,]
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 сечение стержня остается постоянным. В формуле (4.1) 
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 — количество теплоты, расходуемое на нагревание отрезка стержня,
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где 
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 — удельная теплоемкость стержня, 
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 — плотность стержня.
На концах отрезка стержня 
[image: image1103.wmf][,]
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 поддерживается температура 
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 и 
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 соответственно.  От более нагретого конца к менее нагретому концу стержня за время 
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 по закону Фурье перетечет количество теплоты
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где 
[image: image1108.wmf]()

kx

 — коэффициент теплопроводности стержня. Переходя в последней формуле к пределу при 
[image: image1109.wmf]0

x

D®

, получим

[image: image1110.wmf](,)(),

QxtqSxt

=D

                                               (4.3)

где плотность теплового потока 
[image: image1111.wmf]q

 определяется формулой
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Поток считается положительным, если он направлен в положительную сторону оси 
[image: image1113.wmf]x

. Следовательно, слева от точки 
[image: image1114.wmf]x

 температура больше, чем справа, т.е. 
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 был положительным, в формуле (4.4) стоит знак минус. Изменение потока на отрезке стержня 
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 определяет количество теплоты, поступающее через поперечные сечения 
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стержня, т.е. согласно формуле (4.3) получаем
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    (4.5)
 Если в стержне содержатся внутренние источники тепла, например, возникающие в результате химических реакций, то


[image: image1121.wmf]3
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                                    (4.6)
где 
[image: image1122.wmf](,)
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 — объемная плотность мощности внутренних источников тепла.

В стержне может происходить теплообмен с внешней средой через боковую поверхность. Количество теплоты, поступившее через боковую поверхность отрезка 
[image: image1123.wmf][,]
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, определяется формулой
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где 
[image: image1125.wmf]0
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 — коэффициент теплопроводности внешней среды, 
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 — удельный коэффициент утечки тепла через боковую поверхность стержня.
Подставив выражения (4.2), (4.5), (4.6) и (4.7) в формулу (4.1), получим уравнение
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    (4.8)
Если сечение стержня 
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 постоянно, а стержень однородный (
[image: image1130.wmf]()

x

r

, 
[image: image1131.wmf]()

cx

, 
[image: image1132.wmf]()

kx

, 
[image: image1133.wmf]0

()

kx

, 
[image: image1134.wmf]()

px

 постоянны), то уравнение (4.8) можно записать в виде
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где 
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Если теплообмен с внешней средой отсутствует (
[image: image1139.wmf]0
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), то получаем уравнение теплопроводности вида

[image: image1140.wmf]2

2

2

(,)(,)

(,),

uxtuxt

afxt

tx

¶¶

=+

¶¶

                         (4.10)

где 
[image: image1141.wmf](,)
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, сравнить с (1.36).

Начальные условия. Уравнение (4.10) необходимо дополнить одним начальным условием 
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Здесь функция 
[image: image1143.wmf]()
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 описывает начальное распределение температуры. Задача (4.10), (4.11) называется задачей Коши для уравнения теплопроводности. Она описывает распределение температуры либо в ограниченном стержне за достаточно короткий промежуток времени (граничные условия не успевают оказать влияние), либо распределение температуры в длинном (бесконечно длинном) стержне, в котором граничные условия не оказывают влияния на температуру в центральной части стержня. Следует заметить, что в задачах такого рода граничные условия всегда имеют вид
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Если мы будем рассматривать распределение температуры в ограниченном стержне, то в дополнение к задаче (4.10), (4.11) в граничных  точках необходимо задать граничные условия.

1. Граничное условие первого рода (условие Дирихле). На конце стержня 
[image: image1145.wmf]xa
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 поддерживается заданная температура 
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2. Граничное условие второго рода (условие Неймана). Если на конце стержня 
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где 
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3. Граничное условие третьего рода. Предположим, что на конце стержня 
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 происходит теплообмен с внешней средой. Тепловой поток на границе определяется формулой
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с другой стороны,
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где 
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где 
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4.2. Решение задачи Коши для уравнения теплопроводности на прямой и полупрямой. Функция мгновенного точечного источника 
4.2.1.Решение задачи Коши для уравнения теплопроводности на неограниченной прямой
Рассмотрим задачу Коши для однородного уравнения теплопроводности (4.10)
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Функцию 
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Подставив функцию (4.20) в уравнение (4.18), получим 
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Из  (4.21) получаем уравнение
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Рассмотрев в (4.21) равенство для 
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Следовательно, подставив (4.22), (4.23) в формулу (4.20), получим
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где 
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Перепишем формулу (4.24) в виде
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где 
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, см. также (7.7). Реальный физический смысл в формуле (4.25) имеет только вещественная часть функции (4.25). Поэтому функцию (4.25) можно представить в виде
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Для вычисления искомой функции 
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Коэффициент 
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 определяется из начальных условий (4.19). Именно,
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Дальнейшие вычисления основаны на формулах преобразования Фурье. В одномерном случае прямое преобразование Фурье определяется формулой
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а обратное преобразование Фурье — формулой
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Для того чтобы выразить 
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 из равенства (4.28), применим обратное преобразование Фурье (4.30). Имеем
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Подставив  (4.31) в формулу (4.27), получим
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Вычислим внутренний интеграл по 
[image: image1189.wmf]l

 в формуле (4.32).

Известна формула  — интеграл Пуассона:
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С учетом (4.33) получаем
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Таким образом, решение задачи Коши (4.18), (4.19) имеет вид
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где
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[image: image1832.png]


Функция (4.35) называется функцией мгновенного точечного источника или функцией Грина задачи (4.18), (4.19), см. также п.5.2. Заметим, что функция Грина (4.35) удовлетворяет граничным условиям (4.12).
Рассмотрим свойства функции (4.35). Интеграл от функции Грина можно вычислить, используя формулу для интеграла Пуассона (4.33). Получаем
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Графики 
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 изображены на рис.35. Максимум функции Грина достигается в точке 
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. Поскольку площадь под графиками всегда равна единице (см. (4.36)), получаем предельное соотношение
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где 
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-функция Дирака, см. Пример 3.3 и п.5 .
Таким образом, решение задачи Коши (4.18), (4.19) представляет собой свертку функции Грина (4.35) с начальным условием (4.19), см. п.5.1.3. При  
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Из последней формулы видно, что температура 
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 представляет собой сумму точечных источников тепла 
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Пример 4.1.  В тонком бесконечно длинном однородном теплопроводящем стержне, боковая поверхность которого теплоизолирована, начальное распределение температуры равно  
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Имеем задачу Коши:
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В соответствии с формулой (4.34) получаем
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Рассмотрим вспомогательный интеграл
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В (4.38) преобразуем показатель экспоненты следующим образом:
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Подставив последнее выражение в (4.38), получим
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С учетом того, что 
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см. (4.33), получаем
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Решение исходной задачи определяется равенством
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4.2.2. Решение задачи Коши для уравнения теплопроводности на полуограниченной прямой
Рассмотрим полуограниченный стержень 
[image: image1220.wmf]0
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 в случае, когда на конце стержня 
[image: image1221.wmf]0

x

=

 поддерживается нулевая температура и в случае, когда конец 
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 теплоизолирован. Имеем начально-краевую задачу
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Для решения задачи (4.39)–(4.41) применяется  метод отражений, аналогичный тому, который применялся для волнового уравнения, см. п.3.3.2.

Построим вспомогательную задачу вида
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где в случае граничного условия Дирихле (4.41), a) функция 
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 — нечетное продолжение начального условия (4.40)
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                                           (4.44)

а в случае краевого условия Неймана (4.41), b) функция 
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 — четное продолжение начального условия (4.40)
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Решение задачи (4.42), (4.43) определяется формулой (4.34).

В случае начально-краевой задачи Дирихле (4.39)–(4.41), a) имеем
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Отсюда получаем
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где
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В случае начально-краевой задачи Дирихле (4.39)–(4.41), b) получим

[image: image1232.wmf](

)

(

)

22

22

44

22

00

11

(,)()(),

22

xx

atat

Uxteded

atat

xx

jxxjxx

pp

+-

+¥+¥

--

=+

òò


откуда
 
[image: image1233.wmf]2

0

(,)(,,)(),

uxtGxtd

xjxx

+¥

=

ò

                                (4.48)

где
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Пример 4.2.  Решить задачу об остывании бесконечно длинного однородного теплопроводящего полуограниченного (
[image: image1235.wmf]0

x

³

) стержня, боковая поверхность которого теплоизолирована, а начальное распределение температуры равно  
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 поддерживается нулевая температура. 

Данный процесс описывается задачей с граничным условием Дирихле:

[image: image1238.wmf]2

0

0

0

,0,0,

,

0,

txx

t

x

uauxt

uT

u

=

=

ì

=>>

ï

ï

=

í

ï

=

ï

î


решение которой определяется формулой (4.46). Имеем
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Вычислим интеграл
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Рассмотрим функцию ошибок
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С помощью интеграла Пуассона (4.33) можно проверить, что


[image: image1242.wmf]limerf()1.

x

x

®+¥

=


Следовательно, интеграл (4.51) можно переписать в виде
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С учетом того, что 
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Аналогично
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       (4.54)

Подставив (4.53), (4.54) в формулу (4.50), получим
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Заметим, что в рассмотренной начально-краевой задаче начальные и граничные условия не являются согласованными, 
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Пример 4.3.  В бесконечно длинном однородном теплопроводящем полуограниченном (
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[image: image1262.wmf]0

x

=

 теплоизолированы, начальное распределение температуры равно  
[image: image1263.wmf]0

,0,

()

0,.

Txl

x

xl

j

<£

ì

=

í

>

î

 Найти распределение температуры при 
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Рассматриваемый процесс описывается начально-краевой задачей с граничным условием Неймана
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Решение этой задачи находим по формуле (4.49)
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Рассмотрим интегралы
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     (4.57)

Подставив интегралы (4.56), (4.57) в формулу (4.55), получим
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□
4.2. Решение задачи Коши для неоднородного уравнения теплопроводности. Принцип Дюамеля для уравнения теплопроводности
Рассмотрим задачу о распространении тепла в бесконечном стержне под воздействием внутренних источников тепла. Имеем задачу Коши:
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Введем вспомогательную задачу
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            (4.59)

Согласно формуле (4.34) решение задачи Коши (4.59) определяется выражением
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Утверждение 4.1.(Принцип Дюамеля) Решение задачи Коши (4.58) для неоднородного волнового уравнения с нулевыми начальными данными (
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Доказательство

С учетом формулы (4.60) данных 
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[image: image1277.wmf]22

2

222

00

(,)(,)

(,)

.

tt

ff

xx

uxt

dd

xxt

wtwt

tt

¶¶

¶

==

¶¶¶

òò


Подставив найденные производные в уравнение теплопроводности (4.58), получим выражение
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которое, с учетом того, что функция Грина 
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Рассмотрим задачу
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откуда согласно формуле (4.34)


[image: image1282.wmf](,)(,,)().

xtGxtd

j

wxjxx

+¥

-¥

=

ò

                                    (4.63)

Следствие 4.1. Решение задачи Коши (4.58) с учетом (3.61) и (3.63) имеет вид
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Пример 4.4.  Решить задачу Коши для неоднородного уравнения теплопроводности

[image: image1284.wmf]2
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В соответствии с (4.64) имеем
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Рассмотрим интеграл
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Преобразуем показатель экспоненты
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В результате получаем
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Обозначим
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В итоге получаем
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□

4.3. Распределение тепла в стержне конечной длины

4.3.1. Решение начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности с однородными граничными условиями

Рассмотрим задачу о распределении тепла на отрезке прямой 
[image: image1291.wmf][0,]
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Для решения задачи (4.65)–(4.67) применим метод разделения переменных. Представим искомую функцию в виде ряда по собственным функциям оператора Лапласа на отрезке  
[image: image1293.wmf][0,]
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, соответствующим граничным условиям (4.67)
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где функции 
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 определяются из задачи Штурма-Лиувилля
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см. п.3.4.1.
Подставив ряд (4.68), получим
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С учетом уравнения (4.69) последнее равенство можно переписать в виде
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            (4.70)

где
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Приравняв коэффициенты разложения рядов (4.70) с учетом начального условия (4.66), получим задачу Коши
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где
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Решение однородного уравнения (4.72) имеет вид
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Используя метод вариации произвольной постоянной (
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Подставив найденное значение 
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Подставив найденное выражение для 
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              (4.75)

Подставив (4.71), (4.73) в формулу (4.75), получим
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Поменяв в последней формуле порядок суммирования и интегрирования, получим
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где
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является функцией Грина задачи (4.65)–(4.67).

Пример 4.5.  Решить начально-краевую задачу для неоднородного уравнения теплопроводности на отрезке
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Соответствующая задача Штурма-Лиувилля (4.69) имеет вид


[image: image1315.wmf]()()0,

(0)()0,

XxXx

XXl

l

¢¢

+=

ì

í

==

î


решением которой являются собственные значения
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,1,2,...,

n

n

n

l

p

l

æö

==¥

ç÷

èø


и собственные функции
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см. (3.83) и (3.84).

В соответствии с формулой (4.76) получаем
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Обозначим
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В итоге получаем ответ:
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□
4.3.2. Случай неоднородных граничных условий

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения теплопроводности с неоднородными граничными условиями

[image: image1322.wmf]2
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Задача (4.77) решается аналогично задаче (3.154)–(3.157). Именно, решение задачи (4.77) представляется в виде
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В формуле (4.78) функция 
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 вводится для того, чтобы получить начально-краевую задачу на функцию 
[image: image1325.wmf]v(,)
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 с однородными граничными условиями.
Пример 4.6.  Решить начально-краевою задачу для уравнения теплопроводности на отрезке, в случае, когда в граничных точках поддерживается постоянный тепловой поток. Имеем
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Представим функцию 
[image: image1327.wmf](,)
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 в виде (4.78). В результате подстановки (4.78) в граничные условия задачи (4.79) получим
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Функцию 
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 будем искать в виде
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см. (3.162). Подставив (4.81)  в систему (4.80), получим
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С учетом формулы (4.82) получаем начально-краевую задачу для функции 
[image: image1333.wmf]v(,)
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. Именно
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                      (4.83)

Соответствующая (4.83) задача Штурма-Лиувилля (4.69) имеет вид
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решением которой являются собственные значения
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и собственные функции
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см. (3.89) и (3.90). Применяя формулу (4.76) к задаче (4.83), получим
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Обозначим
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В результате решение исходной задачи (4.79) имеет вид
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□
5. Обобщенные функции

5.1. Основные определения

5.1.1. Пространство обобщенных функций
Рассмотрим непрерывную функцию 
[image: image1342.wmf]()
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[image: image1343.wmf]1
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Определение 5.1. Функция 
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) и имеет компактный носитель.
Последовательность функций 
[image: image1353.wmf]{
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 сходится к функции 
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Определение 5.2. Обобщенной функцией называется линейный непрерывный функционал вида


[image: image1360.wmf](

)

(),()()(),

fxxfxxdx

jj

+¥

-¥

=

ò

                                 (5.1)

где 
[image: image1361.wmf]()
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 локально и абсолютно интегрируемая (
[image: image1362.wmf]()
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интегрируемая по любому конечному отрезку) функция, 
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Заметим, что линейность функционала (5.1) понимается в соответствии с формулой
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где 
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Непрерывность (5.1) означает, что если 
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Также отметим, что обычно обобщенную функцию (5.1) обозначают через 
[image: image1372.wmf]f

 по названию функции, определяющей функционал, а функция 
[image: image1373.wmf]()
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 называется ядром линейного функционала, если его можно представить в виде (5.1). Функционал (5.1) действует из пространства основных функций 
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 в вещественную прямую 
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Определение 5.3. Пространством обобщенных функций 
[image: image1377.wmf]()
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 называется множество обобщенных функций вида (5.1).
Пример 5.1. Определить плотность материальной точки.

Предположим, что материальная точка имеет массу 
[image: image1378.wmf]m

 и находится в начале координат. Распределим массу 
[image: image1379.wmf]m

 по отрезку 
[image: image1380.wmf][,]

ee

-

, 
[image: image1381.wmf]0

e

>

. Получим среднюю плотность


[image: image1382.wmf],,

2

()

0,.

m

x

x

x

e

e

e

r

e

ì

£

ï

=

í

ï

>

î


Вычислим поточечный предел 
[image: image1383.wmf]()
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Интеграл от плотности 
[image: image1386.wmf]()
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 должен давать массу вещества отрезка прямой. Но интеграл от указанной функции 
[image: image1387.wmf]()
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 по любому отрезку всегда равен нулю. Поэтому рассмотренный поточечный предел нельзя рассматривать в качестве определения плотности.
Покажем, что слабый предел
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где 
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Именно, в силу непрерывности 
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что и требовалось доказать.
 Обозначим
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линейный функционал, который каждой непрерывной функции 
[image: image1396.wmf]()()
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 сопоставляет число 
[image: image1397.wmf](0)
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 и задает плотность материальной точки массой единица. Таким образом, чтобы получить массу материальной точки, надо подействовать 
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 на функцию 
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Функционал  
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 есть 
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‑ функция Дирака, рассмотренная в Примере 3.2.                                                                                                         □
Обобщенные функции, которые можно представить в виде (5.1) , т.е. те, для которых существует функция 
[image: image1403.wmf]()

fx

, образующая ядро функционала, называются регулярными обобщенными функциями. Обобщенные функции, для которых такой функции не существует, называются сингулярными. 
[image: image1404.wmf]()
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 — сингулярная обобщенная функция.
5.1.2. Обобщенная производная
Производная обобщенной функции (5.1) вычисляется по формуле
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Пример 5.2. Вычислить производную функции 
[image: image1406.wmf]()
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, которая в точке 


[image: image1407.wmf]0
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 имеет изолированный разрыв первого рода (см. рис.36).
Определим производную следующим образом:
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где 
[image: image1409.wmf]{

}

()

fx

¢

  — классическая производная, и скачок определяется формулой
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Равенство (5.3) определяет обобщенную производную функции 
[image: image1411.wmf]()
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.
Действительно, предположим, что 
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Рассмотрим функцию Хевисайда 
[image: image1414.wmf]()
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, см. Пример 3.3. Обобщенная функция 
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 определяется равенством
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где 
[image: image1417.wmf]()
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. Тогда, в частности, из формулы (5.3) следует
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Пример 5.3. Вычислить все производные до третьего порядка включительно от функции 
[image: image1419.wmf]()
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В соответствии с формулой (5.3) получаем
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[image: image1421.wmf]{
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5.1.3. Свертка обобщенных функций
Предположим, что 
[image: image1423.wmf]()

fx

 и 
[image: image1424.wmf]()

gx

 — ограниченные и абсолютно интегрируемые функции. Сверткой функций 
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Свойства свертки (5.4):

1. Линейность 
[image: image1428.wmf](
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4. Сдвиг 
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Сверткой обобщенных функций 
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 называется обобщенная функция 
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где 
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Пример 5.4. Вычислить 
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В соответствии с (5.5) имеем
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5.2. Построение функции Грина краевой задачи для уравнений с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами вида
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                                               (5.6)

где 
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Обобщенным решением уравнения (5.6) называется обобщенная функция 
[image: image1445.wmf]()

ux

, удовлетворяющая (5.6) в обобщенном смысле, т.е.


[image: image1446.wmf](

)

(

)

(),()(),(),

Luxxfxx

jj

=



[image: image1447.wmf]1
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Определение 5.4. Фундаментальным решением уравнения (5.6) называется обобщенная функция 
[image: image1448.wmf]()
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, удовлетворяющая уравнению
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Заметим, что фундаментальное решение 
[image: image1450.wmf]()
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 определено неоднозначно. Предположим, что 
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 — решение однородного уравнения (5.6). Тогда функция 
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 также будет удовлетворять уравнению (5.6).
Известно, что решение уравнения (5.6) имеет вид
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где 
[image: image1454.wmf]()
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 — решение однородного уравнения (5.6), и 
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 — частное решение неоднородного уравнения (5.6). Фундаментальное решение 
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 позволяет определить частное решение уравнения (5.6) для произвольной правой части 
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Проверим формулу (5.5). С учетом (5.3) имеем
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Пример 5.5. Найти фундаментальное решение оператора
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                                            (5.9)
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Будем искать фундаментальное решение в виде
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где 
[image: image1463.wmf]()
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 — функция Хевисайда, а 
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 — решение задачи Коши для однородного уравнения
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                         (5.11)
Необходимо проверить, что функция (5.10) удовлетворяет уравнению (5.6). Вычислим производные
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Подставив найденные производные в уравнение (5.6), получим выражение
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которое с учетом уравнения (5.7) является тождеством.                                □
Теорема 5.1. Если функция 
[image: image1468.wmf]()
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 является классическим решением задачи Коши (5.11), то единственным фундаментальным решением оператора (5.6) в пространстве 
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Пример 5.6. Найти единственное в пространстве 
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 фундаментальное решение операторов
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Для 
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 имеем задачу Коши:
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Решив характеристическое уравнение 
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Последнюю формулу можно переписать в виде
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где 
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Для 
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 получаем задачу Коши:
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Решение уравнения (5.14) имеет вид
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см. (7.12). Подставив (5.15) в начальные условия (5.14), получим
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, и, следовательно, фундаментальное решение оператора 
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 имеет вид
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Пример 5.7. Решить уравнение
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Имеем задачу Коши:

[image: image1495.wmf]2

2

()

0,

(0)0,

(0)1,

dex

dx

e

e

ì

=

ï

ï

ï

=

í

ï

¢

=

ï

ï

î


откуда 
[image: image1496.wmf]()
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Используя формулу (5.8), получаем
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Из определения фундаментального решения имеем 
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, см. Пример 5.3. Следовательно, последнюю формулу можно переписать в виде
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В итоге, с учетом того, что 
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, получаем общее решение исходного уравнения
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Рассмотрим краевую задачу для уравнения с постоянными коэффициентами
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. В задаче (5.17), (5.18) требуется найти классическое решение уравнения (5.17) на интервале 
[image: image1508.wmf][0,]
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, удовлетворяющее заданным граничным условиям (5.18).
Частным случаем задач такого рода являются задачи Штурма-Лиувилля, разобранные в п. 3.4.1.
Определение 5.5. Функцией Грина краевой задачи (5.17), (5.18) называется обобщенная функция 
[image: image1509.wmf](,)
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, которая удовлетворяет краевой задаче
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По сути функция Грина 
[image: image1511.wmf](,)
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 является фундаментальным решением уравнения (5.17), которое удовлетворяет граничным условиям (5.18).
Теорема 5.2. Краевая задача (5.17), (5.18) имеет единственную функцию Грина 
[image: image1512.wmf](,)
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, если соответствующая однородная задача имеет только тривиальное решение 
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Заметим, что функцию Грина можно представить в виде
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где 
[image: image1515.wmf]0
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 — решение однородного уравнения (5.17), и 
[image: image1516.wmf]()

gx

 — фундаментальное решение уравнения (5.17).
Теорема 5.3. Решение краевой задачи (5.17), (5.18) определяется формулой

[image: image1517.wmf]0

()(,)(),

l

uxGxyfydy

=

ò

                                  (5.22)
где 
[image: image1518.wmf](,)
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 — функция Грина задачи (5.17), (5.18).
Доказательство

Подставив (5.22) в (5.17), получаем
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Подставив (5.22) в граничные условия (5.18), получаем
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Пример 5.8. С помощью функции Грина решить краевую задачу
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Выясним, существует ли функция Грина задачи (5.23), (5.24).

Имеем однородное уравнение, соответствующее (5.23)
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решением которого является функция
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см. (7.7). Подставив найденное выражение для 
[image: image1524.wmf]0

()

gx

 в граничные условия (5.24), получим
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откуда 
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, и в соответствии с Теоремой 5.2. функция Грина задачи (5.23), (5.24) существует.

В соответствии с Примером 5.6 фундаментальное решение уравнения (5.23) имеет вид (5.16). Следовательно, в соответствии с формулой (5.21) получаем
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Подставив (5.25) в граничные условия (5.24), имеем
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откуда 
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В соответствии с (5.22), получаем
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Пример 5.9. С помощью функции Грина решить краевую задачу
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Фундаментальное решение для уравнения (5.26), которое вычисляется аналогично Примеру 5.7, имеет вид
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Согласно (5.21) функцию Грина задачи (5.23), (5.24) ищем в виде
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Подставив (5.28) в граничные условия (5.27), получим
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отсюда
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Решая последнюю систему линейных уравнений методом Крамера, получим
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В итоге получаем
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Решение задачи (5.26), (5.27) вычисляется по формуле (5.22), где 
[image: image1544.wmf](,)
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 определяется формулой (5.29).

5.3. Многомерные задачи.
Справедлива следующая обобщенная формула
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где 
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 — некоторая ограниченная область, 
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 — граница области 
[image: image1549.wmf]Q

 (замкнутая линия), 
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 — внешняя нормаль к линии 
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. Формула (5.30) носит название второй формулы Грина.
Пример 5.10. Вычислить обобщенную функцию 
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Рассмотрим область 
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С учетом формулы (5.30) при 
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Таким образом, получаем
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Заметим, что в многомерном случае, 
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где 
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6. Стационарные процессы
6.1. Уравнения Лапласа и Пуассона
Рассмотрим стационарные уравнения Максвелла в некоторой среде
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[image: image1577.wmf]E

 — электрическая напряженность поля, 
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 — магнитная напряженность поля, 
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 — электрическая проницаемость среды, 
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 – магнитная проницаемость среды, 
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 — ток проводимости, 
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 — скорость распространения электромагнитных волн в вакууме, 
[image: image1584.wmf]123
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Уравнения (6.1), (6.2) называются уравнениями электростатики, а уравнения (6.3), (6.4) — уравнениями магнитостатики.
Из уравнения (6.2) следует, что поле 
[image: image1585.wmf]E

 является потенциальным, поэтому можно записать
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где 
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 — электромагнитный потенциал. Подставив последнее выражение в уравнение (6.1), получим
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где 
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. Уравнение (6.5) называется уравнением Пуассона.
Уравнение типа (6.5) можно получить, например, при рассмотрении стационарных процессов теплопроводности или диффузии. Действительно, если в уравнении (4.65) предположить, что 
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, то получим уравнение Пуассона вида
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Такого рода ситуации возникают при рассмотрении процесса теплопроводности или диффузии по прошествии достаточно большого промежутка времени, когда влияние начальных условий (4.66) пренебрежимо мало. В этом случае мы получаем краевую задачу для уравнения Пуассона (6.6) с граничными условиями (4.67).
В случае, когда 
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или в многомерном случае
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Уравнение (6.7) называется уравнением Лапласа. Любая функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется гармонической функцией.
6.2. Фундаментальное решение оператора Лапласа на плоскости и в пространстве.
Определение 6.1. Фундаментальным решением оператора Лапласа 
[image: image1595.wmf]2
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[image: image1597.wmf](,)(),,,2,3.

n

n

gn

d

D=-Î=

x

xyxyxyR

%

                         (6.8)

Утверждение 6.1. Фундаментальным решением оператора Лапласа на плоскости (
[image: image1598.wmf]2
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) является функция
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                                      (6.9)
Равенство (6.9) следует из определения (6.8) и формулы (5.31).

Утверждение 6.2. Фундаментальным решением оператора Лапласа в пространстве (
[image: image1600.wmf]3
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) является функция
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                                     (6.10)
Формула (6.10) следует из определения (6.8) и формулы (5.32).

6.3. Решение краевых задач для уравнений Лапласа и Пуассона. Функции Грина для задач с граничными условиями Дирихле и Неймана 
6.3.1. Функция Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона
Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона внутри области 
[image: image1602.wmf]D

 с границей (граничной поверхностью) 
[image: image1603.wmf]G
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где 
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Определение 6.2. Функцией Грина (функцией источника) краевой задачи Дирихле (6.11), (6.12) называется функция 
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Здесь оператор 
[image: image1609.wmf]D
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 является оператором Лапласа по переменным 
[image: image1610.wmf]x

.
Решение уравнения (6.13) можно представить в виде
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где функция 
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 — решение однородного уравнения (6.13),
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т.е. является гармонической функцией, а функция 
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 является фундаментальным решением оператора Лапласа, т.е. удовлетворяет уравнению (6.8)
Заметим, что фундаментальное решение задачи Дирихле вне области 
[image: image1615.wmf]D

 определяется аналогично (6.13), (6.14) с дополнительным условием 
[image: image1616.wmf](,)0

G

®

xy

 при 
[image: image1617.wmf]®¥

x

.
Теорема 6.2. Решение краевой задачи Дирихле (6.11), (6.12) имеет вид
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В формуле (6.15) 
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 — нормаль к границе 
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, а производная по направлению 
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Рассмотрим метод электростатических изображений (метод отражений) для построения функции Грина 
[image: image1624.wmf](,)
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Суть этого метода состоит в том, что в случае краевой задачи Дирихле для произвольной точки 
[image: image1625.wmf]0
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 в рассматриваемой области 
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 находится симметричная относительно границы 
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 точка 
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 помещается электрический заряд, а в точку 
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 помещается такой же электрический заряд, но противоположного знака. Это принцип нечетного отражения.
Пример 6.1. Построить функцию Грина задачи Дирихле в полуплоскости 
[image: image1632.wmf]2
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Предположим, что точка 
[image: image1633.wmf]012

(,)

Pyy

 лежит в полуплоскости 
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 (см. рис.37). Тогда симметричная ей точка относительно прямой 
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 находится такой же заряд с противоположным знаком, то искомую функцию Грина можно представить в виде
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где 
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Подействуем на функцию (6.18) оператором Лапласа 
[image: image1644.wmf]D
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что совпадает с формулой (6.10), поскольку 
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Граничное условие (6.11) на границе 
[image: image1648.wmf](

)

{

}

122

,0

xxx

G===

x

 для функции (6.18) также выполнено.

С учетом формулы (6.9) из (6.18) получаем функцию Грина для полуплоскости
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Пример 6.2. Построить функцию Грина задачи Дирихле в полупространстве 
[image: image1650.wmf]3

0

x

>

.
Рассуждая так же, как и в Примере 6.1, получим
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где 
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 (см. рис.38).
С учетом формулы (6.10) из (6.19) получаем функцию Грина для полупространства 
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[image: image1656.wmf]*
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Пример 6.3. Построить функцию Грина задачи Дирихле внутри круга 
[image: image1657.wmf]R
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Предположим, что точка 
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 лежит внутри круга 
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где 
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, см. Рис.39.
Искомую функцию Грина с учетом (6.9) представим в виде
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[image: image1836.png]


Понятно, что функция (6.21) удовлетворяет уравнению (6.13).

Подберем в формуле (6.21) параметр 
[image: image1667.wmf]a

 так, чтобы выполнялось условие (6.14). Треугольники 
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 подобны (у этих треугольников один угол общий, и прилежащие стороны согласно (6.19) пропорциональны) (см. рис.39). Поэтому, для точки 
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Отсюда с учетом формулы (6.21) видно, что параметр 
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 должен быть равен
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Таким образом, с учетом первого равенства (6.20), получаем функцию Грина для круга
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Заметим, что формула (6.24) справедлива и при 
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Пример 6.4. Построить функцию Грина задачи Дирихле внутри шара 
[image: image1678.wmf]R
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Рассуждая так же, как и в Примере 6.3. с учетом формулы (6.10), получим
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Формула (6.25) дает более наглядное представление метода электростатических изображений, чем формула (6.21). Предположим, что в точке 
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 так, чтобы выполнялось граничное условие (6.14). Исходя из соотношений (6.20), (6.22), (6.23) при 
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                         (6.26)
Формула (6.26) так же, как и формула (6.24) выполняется при 
[image: image1688.wmf](
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6.3.2. Функция Грина задачи Неймана для уравнения Лапласа
Рассмотрим задачу Неймана для уравнения Лапласа внутри области 
[image: image1689.wmf]D

 с границей (граничной поверхностью) 
[image: image1690.wmf]G

:
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где 
[image: image1692.wmf]n
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[image: image1694.wmf]n

 — внешняя нормаль к границе 
[image: image1695.wmf]G

.
Рассмотрим формулу Грина (5.30) в области 
[image: image1696.wmf]D

 при 
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                                   (6.29)
С учетом уравнения (6.27) в левой части выражения (6.29) получаем равенство нулю интеграла по области 
[image: image1700.wmf]D

. В итоге с учетом граничного условия (6.28) приходим к формуле

[image: image1701.wmf]2

()

()0,.

u

dldl

j

GG

¶

==Î

¶

òò

x

xxR

n

                             (6.30)
Заметим, что аналогичная формула справедлива и в многомерном случае. В частности, можно записать
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Условия (6.30) и (6.31) являются необходимыми условиями разрешимости краевой задачи Неймана (6.27), (6.28). Также доказывается, что они являются и достаточными.
Определение 6.3. Функцией Грина (функцией источника) краевой задачи Неймана (6.27), (6.28) называется функция 
[image: image1703.wmf](,)
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где 
[image: image1705.wmf]2
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[image: image1706.wmf]S

 — площадь поверхности 
[image: image1707.wmf]G

.

Граничное условие (6.33) следует из разрешимости краевой задачи Неймана для уравнения Пуассона (6.32), аналогичное условиям (6.30) и (6.31). Действительно, применив формулу (5.30) для многомерного случая (
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[image: image1709.wmf]()1

f

=

x

 и 
[image: image1710.wmf]()(,)

G

j

=

xxy

, получим


[image: image1711.wmf](,)(,)

(,)()

(,)

10.

DD

GG

Gddsdds

G

ds

d

GG

G

¶¶

D-=---=

¶¶

¶

=--=

¶

òòòò

ò

xx

x

xyxy

xyxxyx

nn

xy

n


Из последнего равенства следует, что именно при выполнении условия (6.33) справедливо равенство
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Заметим, что задача (6.27), (6.28) всегда имеет решение 
[image: image1713.wmf]()const
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Теорема 6.3. Решение краевой задачи Неймана (6.27), (6.28) имеет вид
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При построении функции Грина для краевой задачи Неймана будем использовать принцип четного отражения. Именно в симметричные относительно границы 
[image: image1715.wmf]G

 точки 
[image: image1716.wmf]0
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 и 
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 будем помещать электрические заряды одноименного знака.
Пример 6.5. Построить функцию Грина задачи Неймана в полуплоскости 
[image: image1718.wmf]2
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Для области 
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 границей 
[image: image1720.wmf]G

 является прямая 
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 не ограничена. Следовательно, граничное условие (6.33) будет выглядеть следующим образом:
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Используя четное отражение, функцию Грина представим в виде
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см. Пример 6.1. С учетом формулы  (6.9) получаем искомую функцию Грина
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Понятно, что функция (6.36) удовлетворяет уравнению (6.32). Проверим, что функция (6.36) удовлетворяет также и граничному условию (6.35). Именно,
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□
7. Приложение
7.1. Уравнение гармонического осциллятора
7.1.1. Свободные колебания

Свободные колебания некоторой величины, зависящей от времени, описываются следующей задачей Коши:
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где 
[image: image1728.wmf]()
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 – рассматриваемая колеблющаяся величина, 
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 – начальное положение колеблющейся величины, 
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 – начальная скорость, 
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 – собственная частота свободных колебаний. Уравнение (7.1) называется уравнением гармонического осциллятора.
Составим характеристическое уравнение для (7.1). Имеем
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Решением уравнения (7.4) являются характеристические числа 
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. Следовательно, общее решение уравнения (7.1) запишется в виде
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Для того, чтобы определить постоянные 
[image: image1737.wmf]1
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Преобразуем выражение (7.5) с помощью формулы Эйлера (
[image: image1740.wmf]cossin

i

ei

a

aa

=+

). Получим
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Обозначим 
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Постоянные 
[image: image1745.wmf]A

 и 
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 определяются из начальных условий (7.2), (7.3). Получим

[image: image1747.wmf]0

,

Ax

=

 
[image: image1748.wmf]1

0

,

x

B

w

=


сравнить с результатом, полученным из формул (7.6).

Таким образом, решение задачи Коши (7.1)–(7.3) имеет вид
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Преобразуем формулу (7.7) следующим образом:
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т.е. 
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где амплитуда 
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Аналогично
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В итоге
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где 
[image: image1756.wmf]arctg
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Таким образом, решение уравнения (7.1) можно записать тремя различными способами: в виде (7.5), в виде (7.7) и в виде (7.9) или (7.10).
7.1.2. Колебания под воздействием внешней периодической силы
Рассмотрим колебания под воздействием внешней силы 
[image: image1757.wmf]11
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Решение уравнения (7.11) представляется в виде
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где 
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является общим решением однородного уравнения (7.1), см. (7.7), и 
[image: image1761.wmf]()
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 – частное решение неоднородного уравнения (7.11). 
При определении 
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 необходимо учитывать явление резонанса. Именно:
1. нерезонанс (
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Подставим  (7.16) в (7.11). В результате получим
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Из последнего равенства получаем 
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В итоге, с учетом (7.14) и (7.15), (7.17) имеем
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Подставив (7.18) в начальные условия (7.12), (7.13), получим 
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. Окончательно получаем, что решение задачи Коши (7.11)–(7.13) в случае отсутствия резонанса имеет вид
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2. резонанс (
[image: image1774.wmf]01
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Подставив (7.20) в исходное уравнение (7.11) с учетом того, что 
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 откуда 
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Следовательно, решение уравнения (7.11) в случае резонанса имеет вид
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                    (7.22)
Подставив (7.22) в начальные условия (7.11), (7.12), получим 
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. В итоге получаем решение задачи Коши (7.11)–(7.13) в случае резонанса:
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Рассмотрим колебания под воздействием внешней периодической силы 
[image: image1785.wmf]22
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Решение задачи (7.24)–(7.26) ищется по аналогично приведенной выше схеме.
Решение уравнения (7.24) представляется в виде (7.14), где решение однородного уравнения определяется формулой (7.15), а частное решение ищется следующим образом.
1. нерезонанс (
[image: image1787.wmf]02
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). Частное решение ищется в виде 
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После подстановки (7.27) в (7.24) получим
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С учетом (7.14), (7.15) и (7.28) получаем
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Подставив (7.29) в начальные условия (7.25), (7.26), получим решение задачи Коши (5.24)–(5.26) при отсутствии резонанса:

[image: image1792.wmf]212

000

2222

02002

2

cossin

()cos.

x

xtt

aa

xtt

ww

wwwww

w

æö

-+

ç÷

--

èø

=+

    (7.30)

2. резонанс (
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). В этом случае частное решение неоднородного уравнения ищется в виде  (7.20). Подставив (7.20) в (7.24), получим
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С учетом (7.14), (7.15) и (7.31) получаем
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Подставив (7.32) в начальные условия (7.25), (7.26), получим, что решение задачи Коши (7.24)–(7.26) в случае резонанса имеет вид
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