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Аннотация 
 

В работе предложена итеративная жадная эври-

стика для задачи маршрутизации тягачей с прицепа-

ми, возникающей в реальной практике доставки това-

ров в магазины. Рассматриваемая задача включает 

такие особенности, как: ограничения каждого магази-

на на автомобили, которые могут осуществлять дос-

тавку; автомобили разного формата и грузоподъемно-

сти; наличие прицепа у каждого автомобиля; возмож-

ность разбиения доставки для одного магазина на два 

и более автомобиля; мягкие и жесткие временные ок-

на. Такая задача возникает при доставке товаров со 

склада в розничные магазины крупной компании. При 

этом на один склад приходится до 400 магазинов и 100 

автомобилей. В основе нашей эвристики лежит после-

довательное добавление магазинов в маршрут жад-

ным образом с последующим улучшением решения. Для 

вычислительных экспериментов использованы реаль-

ные данные.  

 

 

1. Введение 
 

Задачи транспортной логистики, возникающие в ре-

альной практике, существенно отличаются от класси-

ческих задач маршрутизации транспорта. В данной 

работе мы рассматриваем одну из таких реальных за-

дач, возникающую при доставке товаров со склада в 

розничные магазины крупной ритейлинговой компа-

нии. Это задача маршрутизации тягачей с прицепами 

различного формата с ограничениями магазинов, мяг-

кими и жесткими временными окнами и разбиением 

доставок. Задача состоит в минимизации общей стои-

мости доставки заказов всех магазинов. 

В нашей задаче допустимое транспортное средство 

и время обслуживания зависят от магазина, которому 

требуется доставить товары. Некоторые магазины мо-

гут быть обслужены только малогабаритными автомо-

билями, некоторые – только тягачами без прицепа, не-

которые – автомобилями с холодильным оборудовани-

ем и т. д. Кроме того, заказ магазина может состоять из 

двух частей: одной части, требующей холодильное 

оборудование, и другой – не требующей. Соответст-

венно, парк автотранспорта разного формата, включает 

различные типы транспортных средств, а стоимость 

перевозки на каждом участке маршрута зависит от ав-

томобиля и его состояния (проезжает ли автомобиль 

этот участок вместе с прицепом или без него). Каждый 

автомобиль также имеет фиксированную стоимость 

использования, учитываемую, если он используется 

для доставки. Каждый используемый автомобиль дела-

ет только один маршрут. 

Магазины, к которым разрешен подъезд только тя-

гачом без прицепа, мы будем называть магазины типа 

«одиночка», а магазины, к которым можно подъехать 

прицепом, – магазины типа «сцепка». Чтобы обслужить 

такой магазин автопоезд может оставить прицеп либо 

на специальной перегрузочной площадке, либо на раз-

грузку у магазина типа «сцепка». При этом тягач без 

прицепа может обслужить несколько магазинов, вклю-

чая также магазины типа «сцепка», но затем он должен 

вернуться за своим прицепом. Такие круговые маршру-

ты, совершаемые тягачом, мы будет называть маршру-

тами тягача. Если прицеп остается на разгрузке у мага-

зина типа «сцепка», этот магазин выгружает свой заказ 

из прицепа, а тягач в это время обслуживает другие 

магазины. В этом случае может потребоваться либо 

перегруз товаров из прицепа в тягач, если в тягаче от-

сутствуют заказы магазинов, которые тягач должен 

объехать без прицепа, либо разгрузка товаров из тягача, 

если не все заказы магазина, у которого остается при-

цеп, есть в прицепе. 

Жесткое временное окно определяется временем 

открытия и закрытия магазина. Жесткие временные 

окна не могут быть нарушены. Каждый магазин также 

имеет мягкое временное окно, определяющее предпоч-

тительное время доставки. Мягкие временные окна 
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могут быть нарушены, но общее число таких наруше-

ний ограничено. Для перегрузочных площадок задают-

ся только жесткие временные окна. Если заказ магазина 

превышает объем самого крупного допустимого транс-

портного средства, то он разбивается на минимально 

возможное число транспортных средств (вынужденное 

разбиение). Меньший заказ может быть разделен меж-

ду двумя транспортными средствами, но число таких 

«невынужденных» разбиений ограничено. При разбие-

нии заказа только одна из доставок должна быть начата 

в пределах мягкого временного окна магазина, а все 

остальные должны удовлетворять только жесткому 

временному окну. 

Одна из первых работ, посвященных задаче мар-

шрутизации тягачей с прицепами, принадлежит Семету 

и Тайлларду (1993). Эти авторы предложили алгоритм 

табу-поиска для возникающей в реальной практике 

задачи маршрутизации тягачей с прицепами различно-

го формата с ограничениями магазинов и с жесткими 

временными окнами. При этом в их задаче разбиение 

доставок не допускается, а прицеп может быть остав-

лен только на разгрузке у магазина типа «сцепка». Для 

похожей задачи, но без временных окон Семет (1995) 

разработал двухэтапную эвристику, которая разбивает 

все магазины на кластеры на первом этапе и строит 

оптимальный циклический маршрут в каждом кластере 

на втором этапе. Автор также представил модель цело-

численного программирования для этой задачи. В ра-

ботах Семета и Тайлларда (1993) и Дрэксла (2011) за-

дача маршрутизации тягачей с прицепами рассматри-

вается в формулировке очень близкой к нашей задаче. 

В частности, в их формулировках тягачи и прицепы 

могут иметь разную вместимость, стоимость доставки, 

время доставки, а прицепы строго привязаны к тягачам, 

так что один тягач не может ехать с прицепом от дру-

гого тягача. Задачи в такой формулировке могут быть 

названы как: Задача Маршрутизации Тягачей с Прице-

пами Различного Формата (ЗМТПРФ) и ЗМТПРФ с 

Временными Окнами (ЗМТПРФВО). 

В ряде работ рассматривается задача маршрутиза-

ции тягачей с прицепами в более простой формулиров-

ке с однородным автопарком автомобилей, в котором 

все тягачи и прицепы идентичны. Задачи в такой фор-

мулировке обычно называются в литературе как: Зада-

ча Маршрутизации Тягачей с Прицепами (ЗМТП). Ра-

боты по ЗМТП принадлежат авторам Чао (2002), Шью-

рер (2006), Лин и др. (2009, 2010, 2011), Вильегас и др. 

(2011a,б). Чао (2002) предложил алгоритм табу-поиска 

для ЗМТП. Шьюрер (2006) разработал две конструк-

тивных эвристики и алгоритм табу-поиска для ЗМТП. 

Лин и др. (2009, 2010) предложили эффективный алго-

ритм имитации отжига для ЗМТП, а позднее Лин и др. 

(2011) применили аналогичную эвристику для ЗМТП с 

жесткими Временными Окнами (ЗМТПВО). Вильегас и 

др. (2011a) предложили гибридную эвристику 

GRASP/VNS для ЗМТП, а позднее Вильегас и др. 

(2011б) скомбинировали эту эвристику с математиче-

ской формулировкой ЗМТП, основанной на разбиениях 

множеств. 

Хофф (2006), Хофф и Локкетанген (2007) разрабо-

тали алгоритм табу-поиска для задачи ЗМТПРФ с не-

сколькими депо, возникающей при транспортировке 

молока. Карамиа и Гуэрриэро (2010a,б) предложили 

итеративную трехэтапную эвристику для аналогичной 

задачи ЗМТПРФ транспортировки молока, которая на 

первом этапе разбивает магазины на кластеры, на вто-

ром этапе строит оптимальные циклические маршруты 

в каждом кластере, и на третьем этапе применяет алго-

ритм локального поиска. Дрексл (2011) разработал мо-

дель целочисленного программирования и алгоритм 

ветвей и цен для задачи ЗМТПРФВО. 

В данной статье мы предлагаем итеративную жад-

ную эвристику для задачи ЗМТПРФ с ограничениями 

магазинов, с мягкими и жесткими временными окнами 

и с разбиением доставок. Насколько нам известно, в 

такой общей постановке данная задача не рассматрива-

лась в литературе. Наша эвристика основана на жадном 

алгоритме добавления магазинов в маршрут, аналогич-

ном жадным алгоритмам, предложенным Соломоном 

(1987). Дополнительно мы применяем простую проце-

дуру улучшения решения, которая пытается сдвигать 

все доставки в текущем маршруте на более раннее вре-

мя, чтобы избежать опозданий. 

Рассматриваемая задача является обобщением NP-

трудной Задачи Маршрутизации Транспорта с Времен-

ными Окнами (ЗМТВО). Доказательство NP-трудности 

ЗМТВО можно найти, например, в книге Тос и Виго 

(2002). Задача ЗМТВО получается из рассматриваемой 

нами задачи при следующих условиях: 

1. Отсутствуют заказы, требующие холодильное обо-

рудование. 

2. Отсутствуют автомобили с прицепами и машины с 

холодильным оборудованием. 

3. Все автомобили одинаковые. 

4. Отсутствуют мягкие временные окна. 

5. Время обслуживание магазина одинаково для всех 

автомобилей. 

6. Стоимость доставки между пунктами одинакова для 

всех автомобилей. 

7. Для всех магазинов запрещается разбивать доставку 

на два автомобиля. 

8. Отсутствуют заказы, превышающие вместимость 

одного автомобиля. 

Таким образом, рассматриваемая задача является NP-

трудной, как обобщение NP-трудной задачи ЗТМВО. 

Предложенная нами модель математического про-

граммирования для этой задачи приведена в приложе-

нии. Ее подробное описание не приводится в работе 

ввиду ограничений по объему. 

В следующем разделе представлено описание алго-

ритма, а также его псевдокод. Вычислительные экспе-

рименты на реальных данных, содержащих до 400 зака-

зов и 100 автомобилей, приведены в разделе 3. 

 

2. Описание алгоритма 
 

В этом разделе дано описание предложенной итера-

тивной жадной эвристики. В приведенном далее псев-

441



докоде используются следующие обозначения: n – чис-

ло магазинов; f – целевая функция, или общая стои-

мость доставки; V – множество всех магазинов; K – 

множество всех автомобилей; R – текущий маршрут 

для одного автомобиля; S – текущее решение, заданное 

множеством маршрутов; iq  – объем заказов магазина i; 

kf  – фиксированная стоимость автомобиля k при его 

использовании; ie  – начало мягкого временного окна; 

il  – конец мягкого временного окна; k

ib  – время начала 

разгрузки автомобиля k у магазина i; kl

ijt  – время поезд-

ки из пункта i в пункт j автомобилем k с прицепом (l = 

1) или без него (l = 2); kl

ijc  – стоимость поездки из пунк-

та i в пункт j автомобилем k с прицепом (l = 1) или без 

него (l = 2); 0 – идентификатор склада. 

Основная процедура алгоритма достаточно проста. 

Мы строим множество решений жадным образом и 

выбираем лучшее из них по значению целевой функции 

f, т.е. решение с наименьшей общей стоимостью дос-

тавки. Сложность этой процедуры в N раз больше 

сложности процедуры BuildGreedySolution(), где N = 

iterationsNumber – это число итераций. 

Алгоритм 1 Основная процедура 

function Main(iterationsNumber) 

output: решение S* 

f* =   

for i=1 to iterationsNumber do 

 S = BuildGreedySolution()  

  if f(S) < f* then 

        S* = S 

        f* = f(S) 

       endif 

endfor 

return S* 

end function 

 

Мы получаем новое решение путем последователь-

ного построения маршрутов. В свою очередь каждый 

маршрут также получается последовательным добавле-

нием магазинов. Первый магазин в маршруте выбира-

ется случайным образом из μ самых «дорогих» магази-

нов, которые имеют не доставленные заказы. «Стои-

мость» магазина j измеряется как стоимость 1

0

k

jc  прямой 

доставки непосредственно от склада. Значение μ в на-

ших вычислительных экспериментах на реальных дан-

ных было выбрано эмпирически равным 5. Ограниче-

ния первого магазина определяют тип выбранного 

транспортного средства. Мы выбираем доступный ав-

томобиль наибольшей вместимости, который может 

обслужить данный магазин. Например, если магазину 

необходимо доставить товары, требующие холодиль-

ное оборудование, мы выбираем самое большое сво-

бодное транспортное средство с холодильным обору-

дованием. Сложность этого алгоритма 2 определяется 

двумя вложенными циклами, которые добавляют мага-

зины в маршруты до тех пор, пока все магазины не бу-

дут обслужены. Поскольку объем заказа любого мага-

зина ограничен (исходя из реальных данных, заказ все-

гда умещается в три сцепки), то сложность алгоритма 2 

равна O(n) умножить на сложность процедуры 

InsertBestCustomer(), где n – это число магазинов. 

Алгоритм 2 Построение жадного решения 

function BuildGreedySolution() 

output: решение S 

S = Ø  

 U – множество магазинов, имеющих не обслуженные заказы  

U = V 

while U ≠ Ø  do 

  выбираем магазин случайно из µ наиболее «дорогих» не 

обслуженных магазинов 

     customer = ChooseRandomly(U, µ) 

  создаем новый маршрут с одним магазином 

R = (customer)  

k = getProperVehicle(customer) 

success = true 

while success do  

     success = InsertBestCustomer(R) 

end while  

S = S R 

end while 

return S 

end function 

 

Функция InsertBestCustomer итеративно находит и 

вставляет в текущий маршрут R магазин с самым 

большим значением величины totalCustomerGoodness. 

Величина totalCustomerGoodness показывает, насколь-

ко выгодно добавление данного магазина в текущий 

маршрут. Построение нового маршрута останавливает-

ся, когда функция InsertBestCustomer возвращает зна-

чение false. Это происходит, когда либо ни один мага-

зин не может быть добавлен в маршрут, либо добавле-

ние нового магазина становится невыгодно, потому что 

для любого из оставшихся магазинов оказывается де-

шевле доставить заказы отдельным автомобилем непо-

средственно от склада, чем «делать крюк» к нему в те-

кущем маршруте. Так как в списке L магазинов, кото-

рые могут быть добавлены в текущий маршрут, могут 

быть все n магазинов, то сложность алгоритма 3 в O(n) 

раз больше сложности процедуры calculateMinInsertion-

Badness(). 

Алгоритм 3 Вставка магазина с наибольшим значением 

totalCustomerGoodness 

function InsertBestCustomer(R, k) 

output: true, если добавлен новый магазин, false – иначе 

L ← список оставшихся магазинов, которые могут быть обслуже-

ны автомобилем k, выбранным для текущего маршрута R 

maxTotalCustomerGoodness =   

foreach iL do 

   goodness = 
1

0

k

ic  

   if not setDemandToDeliver(R, i, goodness) then  
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      continue  

   endif 

   minInsertionBadness, position ← 

      calculateMinInsertionBadness(R, i) 

     Оценка прямого обслуживания из склада 

   directCost = ||/1

0 Rfc k

k

i    

   if (directCost < minInsertionBadness) then 

continue   этот магазин дешевле обслужить отдельным ав-

томобилем 

   endif 

   totalCustomerGoodness ← goodness –  

      minInsertionBadness 

   if totalCustomerGoodness > maxTotalCustomerGoodness  

      then  

      maxTotalCustomerGoodness ← totalCustomerGoodness 

      bestCustomer ← customer 

      bestPosition ← position 

   endif   

end foreach 

if (maxTotalCustomerGoodness =  ) then 

   return false  

endif 

вставить магазин bestCustomer на место bestPosition в маршруте R 

end function 

 

Как было описано выше, функция 

InsertBestCustomer выбирает, какой магазин лучше до-

бавить в маршрут R. Мы храним список L магазинов с 

не доставленными заказами, которые могут быть об-

служены автомобилем k, выбранным для текущего 

маршрута R. Для каждого магазина i из списка L мы 

решаем, какая часть от всего объема iq  его заказов 

должна быть доставлена в текущем маршруте. Это де-

лает функция setDemandToDeliver. Здесь мы снова ис-

пользуем жадный подход. В случае, когда можно дос-

тавить весь объем заказов магазина, разумно это сде-

лать. Если же в текущем маршруте транспортное сред-

ство может обслужить только часть этого объема, мы 

случайным образом решаем, выполнить частичную 

доставку с вероятностью   или не выполнять ее. По-

скольку у нас есть ограничение на общее количество 

разбиений доставки, вероятность   зависит от остав-

шегося числа разрешенных разбиений и от ожидаемого 

числа разбиений. Если выбрано решение не разбивать 

доставку, функция setDemandToDeliver возвращает 

false. 

Значение totalCustomerGoodness рассчитывается для 

каждого магазина, имеющего не доставленные заказы, 

которые могут быть полностью или частично доставле-

ны в текущем маршруте. Величина 

totalCustomerGoodness рассчитывается как разность 

между фиксированным значением величины goodness и 

значением minInsertionBadness, которое динамически 

вычисляется для текущего магазина и маршрута. Вели-

чина goodness для магазина j прямо пропорциональна 

стоимости 1

0

k

jc  прямой доставки непосредственно из 

склада. 

Алгоритм 4 Выбор, какую часть объема заказов обслужить 

function setDemandToDeliver(R, i, k) 

freeCapacity ← свободный объем в автомобиле k на маршруте R 

if объем товаров, который может быть доставлен автомобилем k в 

магазин i > объем не доставленных товаров магазина i then 

      deliverTotalDemand() 

   else 

      doSplit ← true с вероятностью litsNumberexpectedSp

rplitsNumberemainingS


 

      if (doSplit) then 

         доставить весь доступный объем товаров  

      else 

         return false; 

      endif 

   endif 

   return true 

end function 

 

Алгоритм 5 описывает, как вычисляется значение 

minInsertionBadness. Величина minInsertionBadness по-

казывает, как дорого обойдется добавление магазина в 

текущий маршрут. Мы разрешаем добавление магазина 

в любое место маршрута. Поэтому мы выбираем мини-

мальное из всех возможных значений, которые соот-

ветствуют различным позициям в маршруте и различ-

ным вариантам добавления. В алгоритме 5 описывается 

самый простой вариант вставки магазина в маршрут. 

Другие, более сложные, варианты можно видеть на 

рисунках 1 и 2. 

В случае, когда доставка началась после мягкого 

временного окна, мы измеряем опоздание delay =  

)0,max(min j

k

j
Kk

lb 


 – разность между временем начала 

доставки и самым поздним предпочтительным време-

нем доставки (концом мягкого временного окна). По-

скольку для случая разбиения доставки только один 

автомобиль должен приехать в пределах мягкого вре-

менного окна, мы берем минимальную задержку среди 

всех автомобилей. Для всех возможных позиций в 

маршруте R мы пытаемся вставить магазин i и миними-

зировать сумму опозданий за счет сдвига (shiftEarlier) 

всех доставок в маршруте на более раннее время. Мы 

делаем этот сдвиг, так чтобы опоздания стали мини-

мальными, но и сдвиг был как можно меньше, чтобы не 

увеличивать число нарушений мягких временных окон 

слишком сильно из-за ранних времен доставки. Нару-

шение времени начала мягкого временного окна (ear-

lierViolation) измеряется как )0,max(min k

jj
Kk

be 


. 

Сложность процедуры shiftEarlier() равна O(n), по-

скольку в худшем случае она сдвигает все доставки в 

маршруте, а маршрут потенциально может включать 

все n магазинов. Тогда сложность алгоритма 5 равна 

O(n
3
) за счет двух вложенных циклов, внутри которых 

вызывается процедура shiftEarlier(). Следовательно, 

сложность алгоритма 3 равна O(n
4
), алгоритма 2 – 

O(n
5
), а сложность предложенной эвристики – O(Nn

5
). 

Мы вычисляем значение insertionBadness как сумму 

costDelta и penaltyDelta. Функция costDelta вычисляет 
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разность между стоимостью маршрута без магазина i и 

стоимостью маршрута с магазином i, добавленным на 

позицию p. Переменная penaltyDelta отражает величи-

ну нарушений мягких временных окон. Мы используем 

входной параметр penalty, чтобы задать, насколько 

важны нарушения мягких временных окон. Когда его 

значение равно бесконечности, никакие нарушения не 

возможны, а когда нулю – мягкие временные окна не 

будут учитываться. Значение штрафа выбирается эм-

пирически так, чтобы число нарушений в полученных 

жадным образом решениях не превышало заданное 

ограничение слишком часто. 

Алгоритм 5 Вычисление минимального значения badness для всех 

позиций магазина в маршруте 

function calculateMinInsertionBadness(R, i) 

output: минимальное значение величины badness, наилучшая пози-

ция для вставки магазина в маршрут 

     minInsertionBadness ←   

     bestPosition ← 0 

      текущий маршрут ),...,( 1 miiR   

     foreach },...,3,2{ mp  do 

        вставить магазин i на позицию p в маршруте R 

         ),...,,,,...,(' 11 mpp iiiiiR   

          laterViolationsDelta ← 0 

          foreach },...,,{ mp iiij  do 

              if (delay( ', Rj  ) > 0) 

                  earlierViolationsDelta ← shiftEarlier( ', Rj  ) 

                  laterViolationsDelta ← laterViolationsDelta +  

                      delay( ', Rj  ); 

              endif 

          end foreach 

          penaltyDelta ← penalty * (earlierViolationsDelta +  

              laterViolationsDelta) 

          insertionBadness ← costDelta(i, p, R') + penaltyDelta  

          if (insertionBadness < minInsertionBadness) then  

                minInsertionBadness ← insertionBadness 

                bestPosition ← p 

          endif  

     end foreach 

     return minInsertionBadness, bestPosition 

end function 

 

Так как мы рассматриваем задачу маршрутизации 

транспорта с тягачами и прицепами, значение costDelta 

вычисляется не так легко. Добавление магазина в 

сложный маршрут с маршрутами тягача может быть 

иметь несколько вариантов. Есть два варианта вставки 

магазина (u) в маршрут тягача с прицепом между двумя 

магазинами типа «сцепка». Первый случай тривиален 

(рис. 1а-1): тягач с прицепом едет от магазина (i) к ма-

газину (u) и затем к магазину (j). В этом случае 

costDelta рассчитывается как 111 k

ij

k

uj

k

iu ccccostDelta  . 

Во втором случае (рис. 1а-2) тягач оставляет прицеп 

на разгрузку у магазина (i), едет к магазину (u), и затем 

возвращается в магазин (i), чтобы забрать прицеп. По-

сле этого тягач с прицепом едет к магазину (j). В этом 

случае 22 k

ui

k

iu cccostDelta  . Понятно, что первый случай 

лучше с точки зрения стоимости, но второй случай мо-

жет оказаться лучше с точки зрения времени. Это по-

тому что разгрузка у магазина (i) может занять дли-

тельное время, а во втором случае она выполняется 

параллельно с доставкой и разгрузкой товаров в мага-

зине (u). 

Магазин типа «одиночка» может быть вставлен в 

маршрут тягача с прицепом двумя способами (рис. 1б) . 

В первом случае автомобиль оставляет прицеп на раз-

грузку у магазина (i), едет без прицепа и обслуживает 

магазин (u), возвращается назад за прицепом в магазин 

(i) и после этого отправляется с прицепом в магазин (j) 

. В этом случае 22 k

ui

k

iu cccostDelta  . Во втором случае 

автомобиль оставляет прицеп на доступной перегру-

зочной площадке (i') наиболее близкой к магазину (u) и 

отправляется в магазин типа «одиночка» (u), чтобы 

обслужить его. После разгрузки у магазина (u) тягач 

возвращается за прицепом на перегрузочную площадку 

(i') и едет с прицепом к магазину типа «сцепка» (j). По-

этому 11

'

2

'

2

'

1

'

k

ij

k

ji

k

ui

k

ui

k

ii ccccccostDelta  . 

На рисунке 1г представлен случай, когда маршрут 

тягача «разрывается». В этом случае магазин типа 

«сцепка» (u) вставляется в маршрут тягача между мага-

зинами (i) и (j). В первом случае (рис. 1г-1) автомобиль 

возвращается к магазину (i'), чтобы забрать прицеп по-

сле обслуживания магазина (i), затем едет с прицепом к 

магазину (u) и оставляет прицеп на разгрузке у него, 

едет без прицепа к магазинам от (j) до (j'), обслуживая 

их из тягача, и после магазина (j') возвращается к мага-

зину (u), чтобы забрать прицеп. В этом случае:  
1

'''

1

''

21

''

2

'

21

'

2

'

k

ji

k

ij

k

ij

k

uj

k

uj

k

uj

k

ui

k

ii cccccccccostDelta  . 

Во втором случае (рис. 1г-2) магазин типа «сцепка» 

(u) вставляется непосредственно в маршрут тягача, и 

тягач обслуживает его без прицепа. В этом случае 
222 k

ij

k

uj

k

iu ccccostDelta  . 

Есть два случая изменения пункта оставления при-

цепа (рис. 2). В первом случае (рис. 2а) магазин типа 

«сцепка» (u) вставляется после магазина типа «сцепка» 

(i), у которого был оставлен прицеп. Таким образом, 

мы можем поменять пункт оставления прицепа с (i) на 

(u). В этом случае 
1

'

22

'

1

'

22

'

1 k

ij

k

ji

k

ii

k

uj

k

ju

k

ui

k

iu ccccccccostDelta  . Во втором 

случае (рис. 2б) прицеп оставляется на разгрузке у до-

бавленного магазина (u) вместо перегрузочной пло-

щадки (i). В этом случае 
1

'

22

'

1

''

1

'

22

'

1

''

k

ij

k

ji

k

ii

k

ii

k

uj

k

ju

k

ui

k

ui cccccccccostDelta  . 

 

3. Вычислительные эксперименты 
 

Вычислительные эксперименты проводились для 

двух задач с разным количеством магазинов. В первой 

задаче небольшое число магазинов – 11. Список мага-

зинов и их параметров представлен в таблице 2. Мат-

рицы времен и затрат на доставку для автомобилей без 
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холодильного оборудования представлены в таблице 3 

и таблице 4 соответственно. 

Вторая задача основана на реальных данных заказов 

от 292 магазинов. В этой задаче общий объем заказов, 

требующих холодильное оборудование, составляет 

490,5 поддономест, а общий объем заказов, не требую-

щих холодильное оборудование, составляет 2293,5 

поддономест. В обеих задачах используются два типа 

транспортных средств. Автомобили первого типа име-

ют холодильное оборудование и вместимость 19,5 под-

дономест в тягаче и 19 поддономест в прицепе. Авто-

мобили второго типа – без холодильного оборудования 

и имеют вместимость 19 поддономест в тягаче и 20 

поддономест в прицепе. Фиксированная стоимость ис-

пользования автомобиля без холодильного оборудова-

ния составляет 2000, а фиксированная стоимость ис-

пользования автомобиля с холодильным оборудовани-

ем – 2600. Автомобили с холодильным оборудованием 

имеют в 1,5 раза большие затраты на доставку, чем ав-

томобили без него. В обеих задачах мы допускаем 20% 

нарушений мягких временных окон и 15% разбиений 

доставки. Результаты вычислительных экспериментов 

представлены в таблице 1. 

Во второй строке таблицы представлены характери-

стики точного решения для первой задачи. Простая 

жадная эвристика не может найти точное решение даже 

для такой небольшой задачи. Решение, найденное этой 

эвристикой, приведено в третьей строке. Наш подход 

позволяет найти точное решение менее чем за 100 ите-

раций (см. строку 4). Строки 5-9 показывают результа-

ты, полученные для второй задачи, возникающей в ре-

альной практике. Предложенный в работе алгоритм 

находит решение со стоимостью на 20% ниже, чем ре-

шение, найденное простой жадной эвристикой. Алго-

ритму требуется около одного часа вычислений, чтобы 

сделать 100 тысяч итераций и получить такое решение. 

Выполнение алгоритма на более чем 100 тысяч итера-

ций не имеет большого смысла, потому что даже при 1 

миллионе итераций решение улучшается незначитель-

но по сравнению со 100 тысячами итераций. 

 

Работа выполнена при поддержке Лаборатории ал-

горитмов и технологий анализа сетевых структур НИУ 

ВШЭ, грант правительства РФ дог. 11.G34.31.0057. 
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Приложения 
 

Модель смешанного целочисленного линейного программирования 

Параметры: 
n , 1n , 2n , 3n ,  – число магазинов, магазинов типа «сцепка», типа «одиночка» и перегрузочных площадок 

 0   – депо (склад) 
},...,1{ 11 nV    – множество магазинов типа «сцепка»,  

},...,1{ 2112 nnnV  – множество магазинов типа «одиночка», 
},...,1{ 33 nnnV   – множество перегрузочных площадок, 

321}0{ VVVV   – множество все пунктов, 
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K , 1K , 2K , 
K  – множество всех автомобилей, с прицепом, без прицепа, с холодильным оборудованием 

kf    – фиксированная стоимость использования автомобиля k , 

kQ , 
1

kQ , 
2

kQ   – полная вместимость автомобиля k , вместимость прицепа, вместимость тягача 

iq , 


iq    – весь заказ магазина i , его заказ, требующий холодильное оборудование 
k

is    – время выгрузки всего заказа магазина i  для автомобиля k , 
k

ir    – время на оставление прицепа и перегруз в пункте i  для автомобиля k , 

iop , icl   – время открытия и закрытия пункта i  (жесткое временное окно), 

ier , ilt    – предпочтительный интервал доставки для магазина i  (мягкое временное окно), 
kl

ijc , 
kl

ijt   – стоимость и время пути ),( ji  для автомобиля k  с прицепом ( 1l ) или без ( 2l ), 

    – максимальное число нарушений мягких временных окон, 
    – максимальное число разбиений доставки, исключая «вынужденные» разбиения 

Переменные: 

}1,0{kl

ijx  – равно 1, если автомобиль k  проходит ребро ),( ji  с прицепом ( 1l ) или без ( 2l ), 

]1,0[k

iy  – часть заказа магазина i , доставленная автомобилем k , 

}1,0{k

iz  – равно 1, если автомобиль k  доставляет часть заказа магазину i  в своем маршруте, 

}1,0{kz  – равно 1, если автомобиль k  используется в одном из маршрутов, 

}1,0{k

iu  – равно 1, если автомобиль k  оставляет прицеп в пункте i , 

Rbk

i  – время начала разгрузки у магазина i  автомобилем k , 

Rek

i  – время конца разгрузки у магазина i  автомобилем k , 

Rak

i  – время прибытия автомобиля k  к магазину i , 

Rd k

i  – объем заказа, доставленный тягачом автомобиля k  в маршруте тягача, считая от первого магазина в 

этом маршруте и до магазина i , например, для маршрута ),...,,,...,,( 010 jijjj p , в котором 1j  это первый магазин, 

обслуженный тягачом после магазина 0j , где оставлен прицеп, это объем будет равен: 





ijjj

k

jj

k

i

p

yqd
,,...,1

 

}1,0{k

iv  – равно 1, если автомобиль k  не был использован для доставки магазину i  либо был, но начал разгруз-

ку в i  с нарушением его мягкого временного окна, 

}1,0{iv   – равно 1, если мягкое временное окно магазина i  было нарушено, 

}1,0{i  – равно 1, если доставка магазину i  разбита на два автомобиля, хотя весь его заказ может быть достав-

лен одним автомобилем, 

}1,0{
21
kkw  – равно 1, если доставка автомобилем 2k  части заказа магазину i  завершилась до начала доставки 

автомобилем 1k  части заказа этому магазину. 

Целевая функция: 

min
2

1

 
    Kk

kk

l Kk Vi Vj

kl

ij

kl

ij zfxcf
                   (1) 

Ограничения по объему заказов и вместимости автомобилей: 

121  
Kk

k

iyVVi
                     (2) 

k

ik

k

i

k

i yzyzVViKk  ,, 21                    (3) 

k

VVi

k

ii QyqKk  
 21

                     (4) 

Ограничения сохранения потока: 

0,, 11

2  k

ji

k

ij xxVjViKk
                   (5) 

k

Vi

kl

il zxKkl  
 }0{\

0},2,1{
                    (6) 
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k

i

l Vj

kl

ij zxViKk  
 

2

1

}0{\,
                   (7) 





Vj

kl

ji

Vj

kl

ij xxViKkl ,},2,1{
                   (8) 

Ограничения жестких временных окон: 

0000  kkk ebaKk
                     (9) 
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ij

k

ij

k

i

k
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             (11) 
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             (12) 
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            (13) 
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            (14) 
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            (15) 

Ограничения мягких временных окон: 

MltbvMbervzvViKk i

k

i

k
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k
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i

k

i

k

i /)(,/)(,1}0{\, 
             (16) 

||1}0{\ KvvVi
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k
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

                  (17) 


 }0{\Vi
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Ограничения разбиения доставок по числу: 

   k
Kk

i

Kk

k
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i QqzQqVVi





  max/2max/21                (19) 
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i zQqVVi
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  max/21 
                 (21) 

 
 21 VVi
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Ограничения разбиения доставок по времени: 

)11(/)(,,},0{\ 2121

211221
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)11(/)(1,,},0{\ 2121

211221

k

i

k

i

k

i

k

ikk zzMMebwkkKkkVi 
           (24) 

)11(,,},0{\ 21

21

21

1221

k

i

k

ikk

k

i

k

i zzMMwbekkKkkVi 
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Ограничения вместимости для маршрутов тягача: 
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31, k

k

j QdVVjKk 
                  (27) 

Ограничения на заказы, требующие холодильное оборудование: 
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i qqyVVi /21


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Вставка магазина в маршрут 

  

 

 

 

Рис. 1 (а) Вставка магазина типа 
«сцепка» 

(б) Вставка магазина типа «оди-
ночка» в маршрут тягача с при-

цепом 

(в) Вставка магазина типа «оди-
ночка» в маршрут тягача 

(г) Вставка магазина типа «сцеп-
ка» в маршрут тягача 

  магазин типа «сцепка»    магазин типа «одиночка»    оставление прицепа на разгрузку у магазина типа «сцепка» 

  прицепление прицепа после разгрузки у магазина типа «сцепка»  оставление прицепа на перегрузочной площадке 

 прицепление прицепа на перегрузочной площадке 

 

 
 

Рис. 2                    (а) (б) 

 

Таблица 1. Вычислительные эксперименты. 
Задача Общая 

стои-

мость, 
руб 

Рас-

стояние, 

км 

км/подд

ономе-

ста 

Число задейство-

ванных автомоби-

лей без холодиль-
ного оборудования 

Число задейство-

ванных автомоби-

лей с холодильным 
оборудованием 

Процент 

нарушений 

временных 
окон 

Процент 

разбие-

ний 
доставок 

Задача 1 – точное 

решение 

70035 3720 35.77 2 4 18 0 

Задача 1 – решение 

простой жадной 
эвристики 

102464 4342 51.75 4 5 18 0 

Задача 1 – наш 

алгоритм, 100 ите-
раций 

70035 3720 35.77 2 4 18 0 

Задача 2 – решение 

простой жадной 

эвристики 

1217452 64907 24.72 61 51 20 11 

Задача 2 – наш 

алгоритм, 1000 

итераций 

984599 52780 18.96 50 39 17 11 

Задача 2 – наш 
алгоритм, 10000 

итераций 

974712 52325 18.79 49 39 18 8 
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Задача 2 – наш 

алгоритм, 100000 
итераций 

966671 51718 18.58 49 39 18 9 

Задача 2 – наш 

алгоритм, 1000000 
итераций 

963242 51324 18.32 48 39 19 12 

 

Таблица 2. Магазины. 
Магазин Объем заказа, 

требующего 
холодильное 

оборудование 

Объем заказа, 

не требую-
щего холо-

дильное 

оборудование 

Начало мяг-

кого времен-
ного окна 

Конец мяг-

кого времен-
ного окна 

Время от-

крытия (же-
сткое вре-

менное окно) 

Время за-

крытия (же-
сткое вре-

менное окно) 

Магазин 

типа «оди-
ночка» 

1 0 10.5 15:00 16:00 10:00 21:00 да 

2 0 10 11:30 12:30 10:00 22:30 да 

3 1 4.5 15:00 16:00 10:00 21:30 да 

4 0 9.5 10:00 11:00 9:30 21:00 нет 

5 2 7 10:00 11:00 10:00 22:00 нет 

6 1.5 7 10:00 11:00 10:00 21:30 нет 

7 0 9 16:00 17:00 10:00 21:00 нет 

8 6.5 9.5 11:00 12:00 10:00 22:00 да 

9 2 7 12:30 13:30 10:00 22:00 да 

10 0 7.5 17:30 18:30 10:00 22:00 да 

11 2.5 7 18:00 19:00 9:30 20:00 нет 

 

Таблица 3. Время доставки. 

# 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0 0 48 310 588 357 314 311 136 183 453 448 606 

1 48 0 290 568 374 294 291 153 199 470 464 586 

2 310 290 0 290 509 5 2 402 449 482 680 509 

3 588 568 290 0 787 294 291 680 727 351 548 272 

4 357 374 509 787 0 513 510 230 261 590 585 794 

5 314 294 5 294 513 0 4 406 453 486 684 513 

6 311 291 2 291 510 4 0 403 450 483 680 509 

7 136 153 402 680 230 406 403 0 155 463 458 666 

8 183 199 449 727 261 453 450 155 0 416 410 619 

9 453 470 482 351 590 486 483 463 416 0 204 210 

10 448 464 680 548 585 684 680 458 410 204 0 375 

11 606 586 509 272 794 513 509 666 619 210 375 0 

 

Таблица 4. Стоимость доставки. 

# 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0 0,00 188,90 3023,37 6218,58 3693,33 3038,81 3026,15 1225,67 1521,02 4604,38 4716,52 6389,66 

1 188,90 0,00 2805,19 6000,40 3844,78 2820,62 2807,96 1377,13 1672,48 4755,84 4867,97 6171,48 

2 3023,37 2805,19 0,00 3260,43 5540,30 20,46 7,80 4030,56 4325,91 5086,74 7100,10 5511,83 

3 6218,58 6000,40 3260,43 0,00 8735,51 3275,86 3263,20 7225,77 7521,12 3568,39 5581,75 2593,15 

4 3693,33 3844,78 5540,30 8735,51 0,00 5555,73 5543,07 2505,31 2533,46 6336,44 6448,57 8582,89 

5 3038,81 2820,62 20,46 3275,86 5555,73 0,00 15,77 4045,99 4341,34 5102,17 7115,53 5527,27 

6 3026,15 2807,96 7,80 3263,20 5543,07 15,77 0,00 4033,33 4328,68 5089,51 7102,87 5514,61 

7 1225,67 1377,13 4030,56 7225,77 2505,31 4045,99 4033,33 0,00 1262,44 4789,63 4901,76 7036,08 

8 1521,02 1672,48 4325,91 7521,12 2533,46 4341,34 4328,68 1262,44 0,00 3946,21 4058,34 6192,66 

9 4604,38 4755,84 5086,74 3568,39 6336,44 5102,17 5089,51 4789,63 3946,21 0,00 2038,39 2271,47 

10 4716,52 4867,97 7100,10 5581,75 6448,57 7115,53 7102,87 4901,76 4058,34 2038,39 0,00 3944,61 

11 6389,66 6171,48 5511,83 2593,15 8582,89 5527,27 5514,61 7036,08 6192,66 2271,47 3944,61 0,00 
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