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ÎÖÅÍÊÀ ×ÈÑËÀ ÃÐÀÔÎÂ Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÏÎÄÊËÀÑÑÀÕ ÄÂÓÄÎËÜÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ

Â.À. Çàìàðàåâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå, ïîìå÷åííûå ãðàôû ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí {1, . . . , n}. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì êëàññîì
ãðàôîâ, åñëè ëþáîé ãðàô, èçîìîðôíûé ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó ãðàôà èç X ,
òàêæå ïðèíàäëåæèò X . Â [2] Â. Å. Àëåêñååâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêî-
íå÷íîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ X , îòëè÷íîãî îò êëàññà âñåõ ãðàôîâ,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

log2 |Xn| =
(

1− 1
c(X )

)
n2

2
+ o(n2), (1)

ãäå c(X ) � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå èíäåêñîì êëàññà X , à Xn � ìíî-
æåñòâî âñåõ n-âåðøèííûõ ãðàôîâ èç êëàññà X . Èç (1) âèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî
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íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñëîåâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êëàññîâ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì èíäåêñà. Ìíî-
æåñòâî êëàññîâ ñ èíäåêñîì, ðàâíûì 1, îáðàçóåò óíèòàðíûé ñëîé. Äëÿ êëàñ-
ñîâ èç ýòîãî ñëîÿ ñîîòíîøåíèå (1) íå äàåò àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåëè÷èíû
log2 |Xn|, çíàíèå êîòîðîé âàæíî, íàïðèìåð, ïðè ýêîíîìíîì êîäèðîâàíèè ãðà-
ôîâ èç êëàññà X [1]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
log2 |Xn| äëÿ êëàññîâ èç óíèòàðíîãî ñëîÿ Â. Å. Àëåêñååâ ââåë ïîíÿòèå ðàâ-
íîâåëèêîñòè [3]. Äâà êëàññà ãðàôîâ X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè, åñëè
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c1, c2 è n0 òàêèå, ÷òî |Yn|c1 ≤ |Xn| ≤ |Yn|c2

äëÿ ëþáîãî n > n0. Ðàâíîâåëèêîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
à êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ íà-
çûâàþòñÿ ÿðóñàìè.

Â [6] áûëè âûäåëåíû ïåðâûå ÷åòûðå ÿðóñà óíèòàðíîãî ñëîÿ, äëÿ êîòîðûõ
log2 |Xn| ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñ 1, log n, n, n log n, è ïîêàçàíî, ÷òî íèêàêèõ
ïðîìåæóòî÷íûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòè ÿðóñû íàçûâàþòñÿ êîí-
ñòàíòíûì, ïîëèíîìèàëüíûì, ýêñïîíåíöèàëüíûì è ôàêòîðèàëüíûì ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íåçàâèñèìî òàêîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Â. Å. Àëåêñååâûì [3].
Áîëåå òîãî, äëÿ ïåðâûõ òðåõ ÿðóñîâ Â. Å. Àëåêñååâ ïîëó÷èë ñòðóêòóðíûå îïè-
ñàíèÿ è â êàæäîì èç ÷åòûðåõ íàøåë âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû. Ôàêòîðèàëü-
íûé ÿðóñ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, äëÿ êîòîðîãî òàêîé õàðàêòåðèçàöèè íåèçâåñò-
íî. Â òî æå âðåìÿ ýòîìó ÿðóñó ïðèíàäëåæàò ìíîãèå êëàññû, ïðåäñòàâëÿþùèå
áîëüøîé èíòåðåñ ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Íàïðèìåð,
îí ñîäåðæèò: ðåáåðíûå ãðàôû, èíòåðâàëüíûå ãðàôû, ëåñà, ïëàíàðíûå ãðàôû,
êîãðàôû è äð.

Êëàññû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ log2 |Xn| ðàñòåò áûñòðåå ÷åì n log n,
íàçûâàþòñÿ ñâåðõôàêòîðèàëüíûìè. Ôîðìàëüíî êëàññ íàçûâàåòñÿ ñâåðõôàê-
òîðèàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ c è n0 ñóùåñòâóåò n > n0,
òàêîå, ÷òî |Xn| > ncn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B,B è S êëàññ äâóäîëüíûõ, êîäâóäîëüíûõ è ðàñùåïëÿ-
åìûõ ãðàôîâ ñîîòâåòñòâåííî. Êîëè÷åñòâî n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â êàæäîì èç
ýòèõ êëàññîâ ðàâíî 2

n2
4 +o(n2) [2], è ïîýòîìó êàæäûé íèõ ÿâëÿåòñÿ ñôåðõôàêòî-

ðèàëüíûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåí-
íûõ ïîäêëàññîâ êëàññà äâóäîëüíûõ ãðàôîâ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç
ýòèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûì. Èíòåðåñ ê ïîäêëàññàì
äâóäîëüíûõ ãðàôîâ âûçâàí ñëåäóþùåé ãèïîòåçîé, ïðåäëîæåííîé â [5]:

Ãèïîòåçà. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êëàññîâ: X ∩B, X ∩B è X ∩S ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðèàëüíûì è êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûé.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ÷åðåç ìíîæåñòâî
çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, òîãäà
÷åðåç Free(M) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôàì èç M . Ìíîæåñòâî ãðàôîâ X
ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Free(M)
äëÿ íåêîòîðîãî M .
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Èñïîëüçóÿ îáùåïðèíÿòóþ ñèìâîëèêó, ÷åðåç Cn èKp,q ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòîé n-âåðøèííûé öèêë è ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p è q âåðøèíàìè â
êàæäîé èç äîëåé ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç Th,d áóäåì îáîçíà÷àòü êîðíåâîå äåðåâî
âûñîòû h, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå
÷åì h− 1 îò êîðíÿ, èìååò ðîâíî d ïîòîìêîâ. Íàïðèìåð, ãðàô T1,d åñòü çâåçäà
ñ d ëèñòüÿìè � K1,d. Ïîäãðàô ãðàôà G, ïîðîæäàåìûé ìíîæåñòâîì âåðøèí
A, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G[A].

1. Äâóäîëüíûå ãðàôû áåç ïîðîæäåííîãî C4

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ C4 â êà÷åñòâå
ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ñâåðõôàêòîðèàëüíûì (ñì., íàïðèìåð, [4]).
Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè êðîìå C4 çà-
ïðåòèòü åùå è íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ëåñ, òî òàêîé ïîäêëàññ äâóäîëüíûõ
ãðàôîâ ñòàíîâèòñÿ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ h ≥ 1, d ≥ 2, âñÿêèé ãðàô èç êëàññà Free(C4, Th,d)∩B
ñîäåðæèò âåðøèíó, ñòåïåíü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò c(h, d) = dh−1

d−1 + d− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó ïî èíäóêöèè ïî h. Äëÿ h = 1 ëåììà
âåðíà â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ âåðøèíà äâóäîëüíîãî ãðàôà, íå ñîäåðæàùåãî
K1,d, èìååò ñòåïåíü íå áîëåå d− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé, ìåíüøèõ h, è äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî d ≥ 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G èç êëàññà
Free(C4, Th,d) ∩ B. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé Th−1,d,
èíà÷å ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â G áûëà áû âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé
íå ïðåâîñõîäèò c(h − 1, d) < c(h, d). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ⊆ V (G) ìíîæåñòâî
âåðøèí, ïîðîæäàþùèõ Th−1,d â G. Ïóñòü v ∈ M � êîðåíü ýòîãî äåðåâà,
à Dk ∈ M � ìíîæåñòâî âåðøèí, îòñòîÿùèõ îò v íà ðàññòîÿíèè k â G[M ].
Â ÷àñòíîñòè, D0 = {v}, à Dk = ∅, ïðè k ≥ h. Äëÿ 0 ≤ k ≤ h − 1, |Dk| = dk,
ïîýòîìó

|M | =
h−1∑
k=0

dk =
dh − 1
d− 1

. (2)

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G èìååò ñòåïåíü íå
ìåíåå c(h, d) + 1 = dh−1

d−1 + d − 1. Òîãäà ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ Dh−1 èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå d ñîñåäíèõ âåðøèí, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñìåæíà íè ñ êàêîé
äðóãîé âåðøèíîé èç M . Äåéñòâèòåëüíî, M ñîäåðæèò dh−1

d−1 − 1 âåðøèí, îòëè÷-
íûõ îò u. Êàæäàÿ èç ýòèõ âåðøèí ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ñîñåäà
ñ u, èíà÷å â ãðàôå íàéäåòñÿ ïîðîæäåííûé C4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Su ìíîæåñòâî
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ u, íî íå ñìåæíûõ ñ äðóãèìè âåðøèíàìè èç M . Îáúåäè-
íåíèå S =

⋃
u∈Dh−1

Su � ïîäìíîæåñòâî îäíîé èç äîëåé ãðàôà G, è ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â G. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
M ∪ S ïîðîæäàåò çàïðåùåííîå äåðåâî Th,d. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ïðèâîäèò
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íàñ ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â G åñòü âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
c(h, d).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ëåñà F , êëàññ Free(C4, F ) ∩ B ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå
÷åì ôàêòîðèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ëåñ F ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåí-
íûì ïîäãðàôîì äåðåâà Th,d, äëÿ íåêîòîðûõ h ≥ 1 è d ≥ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ òàêèõ h è d êëàññ Free(C4, F )∩B ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì Free(C4, Th,d)∩B.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü âåðõíþþ
ôàêòîðèàëüíóþ îöåíêó ÷èñëà n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â êëàññå Free(C4, Th,d)∩B.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì n-âåðøèííîì ãðàôå èç íàñëåäñòâåííî-
ãî êëàññà Free(C4, Th,d) ∩ B ÷èñëî ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò cn, ãäå c = c(h, d).
Ïîýòîìó ÷èñëî n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â ýòîì êëàññå íå ïðåâîñõîäèò

cn∑
i=0

((
n
2

)
i

)
≤

cn∑
i=0

n2i ≤ cn2cn+1 + 1 ≤ ndn,

ãäå d � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Õîðäàëüíûå äâóäîëüíûå ãðàôû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ó êî-
òîðûõ çàïðåùåí öèêë C4, íî äîïóñêàþòñÿ ëþáûå äðóãèå ïîðîæäåííûå öèêëû
÷åòíîé äëèíû: C6, C8, C10, . . .. Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ,
ó êîòîðûõ C4 ðàçðåøåí, à âñå îñòàëüíûå öèêëû çàïðåùåíû, òî åñòü êëàññ
CB = Free(C6, C8, C10, . . .) ∩ B. Ýòî êëàññ òàê íàçûâàåìûõ õîðäàëüíûõ äâó-
äîëüíûõ ãðàôîâ. Èçâåñòíî [7], ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñôåðõôàêòîðèàëüíûì. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè â êëàññå õîðäàëüíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ çàïðåòèòü ïîðîæäåí-
íûé öèêë C4 = K2,2, òî ìû ïîëó÷èì êëàññ ëåñîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôàêòî-
ðèàëüíûì. Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî
ôàêòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ñ íå ìåíåå ÷åì 3
âåðøèíàìè. À èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèâîäèìàÿ çäåñü áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p, q òàêèõ, ÷òî p + q ≥ 3, êëàññ
Free(Kp,q) ∩ CB ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.
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Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ Â ÁÀÇÈÑÀÕ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ ÊÎÍÑÒÀÍÒÓ 1 È ÔÓÍÊÖÈÞ

ÂÈÄÀ x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c)

Ä.Ì. Êëÿí÷èíà (Ïåíçà)

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1] â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåì êîí-
ñòàíòó 1 è ôóíêöèþ âèäà x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c) (c ∈ {0, 1}). Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà
ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) (n ≥ 1), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà
âõîäû ñõåìû äâîè÷íîãî íàáîðà ã = (a1, . . . , an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíî-
ñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). Äîïóñòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû
ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (0 < ε < 1/2) ïåðåõîäÿò
â íåèñïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ òèïà 0 íà âûõîäàõ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò
ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ, à â íåèñïðàâíîì � êîíñòàíòó 0.

Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-
ëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃), ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S)
ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë Pf̄(ã)(S, ã) ïðè âñåâîçìîæ-
íûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ã. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S).

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñàõ âñå áóëåâû ôóíêöèè ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü ñõåìàìè, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, íå áîëü-
øå 2ε + 149ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/960], â òî âðåìÿ êàê â òåõ æå áàçèñàõ ïðè èí-
âåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ [3] � íå áîëüøå 3ε+293ε2 ïðè
ε ∈ (0, 1/960].
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