
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2015, том 464, № 2, с. 136–140

136

Рассмотрим весовое многообразие (многооб�
разие с мерой) (M, g, μ), т.е. гладкое, полное, ком�
пактное, связное, ориентированное многообра�
зие (M, g)  с  краем ∂M, наделенное мерой
μ = e–Vd VolM, где VolM – риманов объем, V – два�
жды дифференцируемая функция. Край ∂M пред�
полагается гладким многообразием с внешней
нормалью ν. Через L = Δ – 〈∇V, ∇〉 обозначим со�
ответствующий диффузионный оператор, симмет�
ричный относительно относительно μ. Символы ∇
и Δ обозначают соответствующую связность Леви–
Чевиты и оператор Лапласа–Бельтрами. Вторая
квадратичная форма ∂M обозначается симво�
лом II. Величины Hg = tr(II) и Hμ = Hg – 〈∇V, ν〉
называются средняя и обобщенная кривизна со�
ответственно. Символом ∇2f обозначается гесси�
ан функции f, a ||∇2f || – его норма Гильберта–
Шмидта. Под μ|∂M мы подразумеваем меру с плот�
ностью e–V относительно риманова объема на ∂M.
Вариацией функции f на множестве Ω относи�
тельно меры μ будем называть величину 

Varμ f( ) := f 1
μ Ω( )
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Хорошо известно [1], что неравенства Соболе�
ва, а также различные неравенства изоперимет�
рического типа на многообразиях можно полу�
чить в предположении ограниченности снизу
тензора Риччи и ограниченности сверху тополо�
гической размерности. В ситуации многообразий
с весом в качестве основной характеристики,
определяющей спектральные свойства простран�
ства, выступает N�мерный тензор Бакри–Эмери 

где Ricg – тензор Риччи многообразия M. Случай
N = n отвечает постоянной функции V. Для случая
N = ∞ будем использовать обозначение Ricμ, т.е. 

есть классический тензор Бакри–Эмери. В каче�
стве достаточного условия для ряда неравенств
весьма часто выступает так называемое CD(ρ, N)�
условие (Curvature�Dimension condition): 

Как правило, в приложениях CD(ρ, N)�условия
требуется, чтобы параметр N (аналитическая раз�
мерность) принадлежал [n, ∞]. Мы рассматриваем

более общий случай: N ∈ [–∞, 0] ∪ [n, ∞] эквива�

лентно  ∈ –∞, , ранее за редкими исключе�

ниями (см., например, [2]) не изучавшийся. 
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Простейшим и классическим примером при�
менения CD(ρ, N)�условия является теорема
Браскампа–Либа [3], согласно которой логариф�
мически вогнутая мера, т.е. вероятностная мера
μ = e–Vdx на �n с выпуклым потенциалом V, удо�
влетворяет неравенству 

(где D2V = ∇2V – стандартная гессианова матри�
ца). Как нетрудно видеть, для стандартной евкли�
довой метрики g выполнено CD(0, n)�условие.
Дальнейший прогресс и взаимодействие с идеями
и методами римановой геометрии произошли
благодаря работам многих исследователей, среди
которых особенно отметим работу [4]. В работе
[5] получена подробная классификация различ�
ных изопериметрических моделей в зависимости
от важнейших параметров (кривизна Риччи, раз�
мерность, метрический диаметр и т.д.). 

Основным инструментом нашего исследова�
ния является формула Рaйлли, обобщающая фор�
мулу Бохнера–Лихнеровича–Вайценбека и полу�
ченная впервые в [6] для многообразий с краем
(т.е. постоянного V). В нашей работе используется
следующая версия этой формулы для весовых
многообразий (она является модификацией тео�
ремы, полученной в работе [7]). 

Те о р е м а  1. Предположим, что u – дважды не+
прерывно дифференцируемая функция на M, причем
u|∂M, uν|∂M непрерывно дифференцируемы на M. Тогда

(1)

где ∇∂M – связность Леви+Чевита, индуцированная
метрикой g на ∂M. 

Немедленным приложением этой формулы
являются различные формы неравенств типа Пу�
анкаре/Браскампа–Либа, вытекающие из приме�
нения (1) к решению уравнения Lu = f, где f –
гладкая функция, удовлетворяющая условию

dμ = 0. Доказательства всех пунктов следующей

теоремы являются модификацией классической
стратегии, состоящей в поиске решения уравне�
ния Lu = f, и отличаются подбором краевых усло�
вий (Неймана или Дирихле). 

Те о р е м а  2. Предположим, что Ricμ, N > 0 на

M и  ∈ –∞, . Тогда формула (2) влечет все не+

равенства ниже для произвольной f ∈ C1(M): 

Varμ f D2V( )
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1. Предположим, что II∂M ≥ 0. Тогда 

2. Предположим, что Hμ ≥ 0, f ≡ 0 на ∂M ≠ . Тогда 

3. Предположим, что Hμ > 0. Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проиллюстрируем до�
казательство на примере пункта 3. Докажем спер�
ва неравенство 

(2)

Согласно определениям, неравенство (2) эк�
вивалентно следующему: 

В силу очевидного неравенства ||∇2u||2 ≥ (Δu)2

для случаев N = ∞ и N = n (отвечает постоянной
функции V) неравенство (2) выполнено. Остается
доказать 

для остальных значений N. Для этого надо вос�
пользоваться неравенством 

которое выполнено для значений (α, β) из мно�
жеств {α, β > 0} или {α + β < 0 и αβ < 0}. 

Предположим, что dμ = 0, и решим пробле�

му Пуассона с условием Дирихле 

Из (1) и (2) получаем 

Интегрируя по частям, получаем, что для лю�
бого λ > 0 

N
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Поскольку dμ = dμ = 0, последнее сла�

гаемое может быть заменено на f – C)uνdμ, где

C – произвольная константа. Подставим в это вы�
ражение предыдущую оценку: 

Умножая на 2λ и используя оптимальные значения

λ = , C = dμ, завершаем доказательство. 

Теорема 2 включает в себя несколько класси�
ческих результатов, таких как неравенства Брас�
кампа–Либа, Лихнеровича. Случай отрицатель�
ных N применим к распределениям с тяжелыми
хвостами, например, к мерам Коши (см. [8, 9]).
Авторам неизвестен какой�либо аналог результа�
та пункта 3. 

Дальнейшими приложениями формулы (1) яв�
ляются неравенства на M. 

Те о р е м а  3. Предположим, что (M, g, μ) удо+

влетворяет условию CD(0, N), где  ∈ –∞,  и

II∂M > 0. Тогда следующее неравенство выполнено
для f ∈ C1(∂M): 

(3)

Теорема 3 была получена А. Колесанти в [10]
для N = n, компактного подмножества M евкли�
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дова пространства �n с мерой Лебега (V = 0) и
C2�гладкой выпуклой границей. Колесанти полу�
чил неравенство как инфинитезимальную вер�
сию неравенства Брунна–Минковского. Мы по�
лучим общий результат, опираясь на формулу (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим неравенство
Коши–Буняковского к последнему слагаемому в
формуле (1):

Мы получим следующее неравенство для произ�
вольной функции u, удовлетворяющей условиям
теоремы 1:

Из (2) вытекает 

Для функции f ∈ C1, α(∂M) решим уравнение с гра�
ничным условием типа Неймана:

Решение существует, так как соблюдено условие

dμ = Lu)dμ. Подставив выражение для Lu

в предыдущее неравенство, получаем искомый
результат для f ∈ C1, α(∂M). Для более общих функ�
ций доказательство завершается с помощью стан�
дартных приближений гладкими функциями. 

В качестве естественного приложения теоре�
мы 3 могут выступать неравенства Пуанкаре для
многообразий с мерой (в том числе обобщения и
уточнения результатов работы [11]). Другая инте�
ресная задача вытекает из следующего наблюде�
ния Колесанти: теорема 3 в евклидовом про�
странстве эквивалентна неравенству Брунна–
Минковского. Возникает естественный вопрос:
может ли теорема 3 в случае многообразия с ме�
рой использоваться для доказательства нера�
венств типа Брунна–Минковского? Следующая
теорема обобщает классическое “второе неравен�
ство Минковского”, одно из неравенств Алексан�
дрова–Фенхеля на случай многообразий с мерой. 
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Для подмножества K ⊂ M с гладкой границей
положим 

Каждая величина WN – i есть не что иное, как i�я ва�
риация функции μ(Kt), где Kt = {x ∈ M: dist(x, K) ≤ t}. 

Те о р е м а  4. Пусть K – подмножество (M, g, μ)
с C 2�гладкой границей, отстоящей на положитель+
ном расстоянии от ∂M. Пусть (K, g|K, μ|K) удовле+

творяет CD(0, N)+условию 1/N ∈ –∞,  и

II∂K > 0 (K локально строго выпукло). Тогда выпол+
нено второе неравенство Минковского: 

Эквивалентно, 

Таким образом, функция t � Nμ(Kt)
1/N вогнута на лю+

бом интервале [0, T], на котором для всех t ∈ [0, T)
каждое Kt является C2�гладким, локально строго вы+
пуклым, отстоящим на положительном расстоянии
от ∂M подмножеством, таким что (Kt, , )

удовлетворяет CD(0, N)+условию. 

Интригующей проблемой анализа на много�
образиях является поиск возможных обобщений
понятия сложения по Минковскому, т.е. опреде�
ления суммы двух множеств K + tL, t ≥ 0. Заметим,
что в силу отсутствия однородности это не экви�
валентно определению суммы (1 – t)K + tL, 0 ≤ t ≤ 1
(последняя задача тривиально решается путем
интерполяции с помощью геодезических). 

В настоящей работе предложен подход, осно�
ванный на технике геометрических потоков.
Пусть F0: Σn – 1 → Mn – гладкое вложение ориенти�
рованного подмногообразия Σ0 := F0(Σ) в (M, g),
где Σ – (n – 1)�мерное компактное гладкое ориен�
тированное многообразие без края. Зафиксируем
C2�функцию ϕ: Σ → �. Будем называть параллель�
ным потоком нормалей F : Σ × [0, T] → M решение
следующего уравнения 

(4)
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Nμ Kt( )1/N
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g Kt
μ Kt

d
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����F y t,( ) ωt F y t,( )( ), F y 0,( ) F0,= =

y Σ, t 0 T,[ ],∈ ∈

ωt := ϕtνΣt
τt на Σt, τt := IIΣt

1– ∇Σt
ϕt( ),+

ϕt := ϕ ° Ft
1–
,

где νt – единичная, согласованная с ориентацией
нормаль к Σt. Будем предполагать, что  > 0 для

всех t ∈ [0, T]. 
В настоящей работе не рассматриваются во�

просы существования потока (4). Будем предпо�
лагать, что нам дано гладкое решение уравнения
(4) на отрезке [0, T]. Базовые свойства решения
установлены в следующей теореме. 

Те о р е м а  5. 1. (Классическое сложение по
Минковскому для выпуклых тел определяет па�
раллельный поток нормалей). Пусть K и L – два
строго выпуклых тела в �n с C2�гладкими граница+
ми и отображение F: Sn – 1 × �+ → �n определено

условием F(ν, t) := (ν), так что ∂(K + tL) =

= Ft(S n – 1) для всех t ≥ 0. Тогда F удовлетворяет

уравнению (4) с ϕ = hL и F0 := , где hL – несущая
функция L, а νK – внешняя нормаль к K;

2. (Векторное поле единичных нормалей па�
раллельно вдоль потока) 

3. (Уравнение Монжа–Ампера). Определим
функцию u: Σ → �+ условием  = t. Тогда u явля+

ется решением однородного уравнения Монжа+Ам+
пера с граничными условиями 

Более того, вектор ∇u параллелен вдоль потока 

4. (Неравенство Брунна–Минковского на
многообразиях). Пусть Ωt – семейство компакт+
ных подмножеств Ω и Σt = ∂Ωt. Если (M, g, μ) удо+

влетворяет CD(0, N)+условию  ∈ –∞, , то

функция 

вогнута на [0, T]. 
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