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В работе предложен новый подход к трикластеризации трехмерных бинарных данных. Трикластер опреде-
лен в терминах триадического анализа формальных понятий (Triadic Formal Concept Analysis) как плотное
тримножество тернарного отношения Y между объектами, признаками и условиями. Такое определение
является ослаблением определения трипонятия и дает возможность найти все трикластеры и трипонятия,
содержащиеся в трикластерах больших наборов данных. Данный подход обобщает аналогичные исследо-
вания, проведенные нами для случая бикластеризации, основанной на формальных понятиях.

Термин «бикластер» был введен Б. Г. Мирки-
ным в 1996 [15] и появление трикластеризации и
n-кластеризации оставалось только делом времени.
Сходный подход, называемый прямой кластериза-
цией (direct clustering), был предложен в начале
1970-х в работе Дж. Хертигана [10]. В анализе фор-
мальных понятий (АФП), предложенном в 1982 г.
Р. Вилле [9, 17], используется частный случай би-
кластера, а именно формальное понятие. Триади-
ческий анализ формлаьных понятий (ТАФП) был
разработан Леманом и Вилле [14] в 1995 г. как
расширение АФП для случая трехмерных бинар-
ных данных. Термины «формальные понятия» и
«трипонятия» описывают полезные паттерны в би-
нарных данных, которые однородны и замкнуты
(максимальны) в алгебраическом смысле. По при-
чине жесткой структуры формальных понятий и
вычислительной сложности порождающих их алго-
ритмов (экспоненциальной от размера входа) были
предложены различные ослабления определения
формального понятия для диадического случая
(релевантные и плотные бимножества [3], методы
факторизации на понятиях [1], плотные бикласте-
ры [11]) и для триадического случая (триадиче-
ская факторизация на понятиях [2]). Существует
несколько подходов для поиска только релевант-
ных понятий, например «решетки-айсберги» и ин-
дексы устойчивости. Необходимость масштабиру-
емых и эффективных алгоритмов трикластеразции
очевидна в связи с возрастающей популярностью и
размерами систем совместного пользования ресур-
сами (social resource tagging systems). Трехмерные
данные вида «user-tag-resource», так называемые
фолксономии, являются ключевой структурой дан-
ных в таких системах. TRIAS — один из хорошо из-
вестных алгоритмов для разработки данных фолк-
сономий [12]. Есть также многообещающий подход
для разработки данных n-арных отношений [5, 6];
его реализация (DataPeleer) основана на замкну-
тых множествах и превосходит аналогичные ал-
горитмы, такие как CubeMiner [13] для разработ-
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ки данных замкнутых тримножеств. Некоторые ис-
следователи пошли дальше и активно применяют
замкнутые тримножества для разработки данных
сложных признаковых зависимостей в трехмерных
данных, например триадических импликаций [8].

Основные определения

Триадический контекст K = (G,M,B, Y ) со-
стоит из множеств G (объектов), M (признаков),
и B (условий), а также тернарного отношения Y ⊆
⊆ G×M ×B. Запись (g,m, b) ∈ Y показывает, что
объект g обладает признаком m при условии b.

Для удобства записи триадический контекст
обозначают (X1,X2,X3, Y ). Триадический кон-
текст K = (X1,X2,X3, Y ) порождает следующие
диадические контексты: K(1) = (X1,X2 ×X3, Y

(1)),
K(2) = (X2,X2 × X3, Y

(2)), K(3) = (X3,X2 ×
× X3, Y

(3)), где gY (1)(m, b) :⇔ mY (1)(g, b) :⇔
:⇔ bY (1)(g,m) :⇔ (g,m, b) ∈ Y . Операторы
штрих (операторы, формирующие понятия), по-
рождаемые контекстом K(i), обозначаются (.)(i).
Для каждого порожденного диадического контек-
ста мы имеем два типа таких оператов, т. е. для
{i, j, k} = {1, 2, 3} с j < k, Z ⊆ Xi и W ⊆ Xj ×Xk

(i)-е операторы штрих определяются следующим
образом: Z 7→ Z(i) = {(xj , xk) ∈ Xj × Xk|xi, xj , xk
связаны Y для всех xi ∈ Z}, W 7→ W (i) = {xi ∈
∈ Xi|xi, xj , xk связаны Y для всех (xj , xk) ∈ W}.
Формально триадическое понятие триадического
контекста K = (X1,X2,X3, Y ) является тройкой
вида (A1, A2, A3), где A1 ⊆ X1, A2 ⊆ X2, A3 ⊆ X3

и для для любых {i, j, k} = {1, 2, 3} при усло-
вии j < k мы имеем A

(i)
i = (Aj × Ak). Для

трипонятия (A1, A2, A3) его компоненты A1, A2 и
A3 называются объемом, содержанием и модусом
соответственно. Заметим, что интерпратиция K =
= (X1,X2,X3, Y ) как трехмерной таблицы инци-
денций согласно нашему определению при подхо-
дящей перестановке строк, столбцов и слоев этой
таблицы влечет интерпретацию триадического по-
нятия (A1, A2, A3) как максимального трехмерного
параллелепипеда, заполненного крестиками. Мно-
жество всех триадических понятий контекста K =

Всероссийская конференция «Математические методы распознавания образов» (ММРО-15), г.Петрозаводск, 11–17 сентября 2011 г.



От трипонятий к трикластерам (МК) 259

= (X1,X2,X3, Y ) называется трирешеткой поня-
тий и обозначается T(X1,X2,X3, Y ).

Поиск плотных трикластеров

Операторы штрих и бокс-операторы од-
ноэлементных множеств. Для упрощения обо-
значений мы используем (.)′ для всех операторов
штрих, как это обычно и делается в АФП. Для на-
ших целей мы рассмотрим триадический контекст
K = (G,M,B, Y ) и введем штрихи и бокс операто-
ры для конкретных элементов множеств G, M , B
соответственно. В дальнейшем мы будем писать g′

вместо {g}′ для 1-множества g ∈ G и аналогично
для m ∈M и b ∈ B: m′ and b′.

Операторы, формирующие понятия для 1-мно-
жеств:

m′ ={ (g, b) |(g,m, b) ∈ Y };
g′ ={ (m, b) |(g,m, b) ∈ Y };
b′ ={ (g,m) |(g,m, b) ∈ Y }.

Мы не используем операторы двойного штриха,
а только введеные нами бокс-операторы:

g� ={ gi | (gi, bi) ∈ m′ or (gi,mi) ∈ b′};
m� ={ mi | (mi, bi) ∈ g′ or (gi,mi) ∈ b′};
b� ={ bi | (gi, bi) ∈ m′ or (mi, bi) ∈ g′}.

Пусть K = (G,M,B, Y ) — триадический кон-
текст. Для тройки (g,m, b) ∈ Y назовем трикла-
стером T = (g�,m�, b�).

Плотность трикластера (A,B,C) триадиче-
ского контекста K = (G,M,B, Y ) определяется как
доля всех троек Y в трикластере, т. е. ρ(A,B,C) =
= |I ∩A×B × C|/|A||B||C|.

Трикластер T = (A,B,C) называется плот-
ным, если его плотность больше некоторого ми-
нимального порога, т. е. ρ(T ) > ρmin. Для данно-
го триконтекста K = (G,M,B, Y ) мы обозначим
T(G,M,B, Y ) множество всех его (плотных) три-
кластеров.

Утверждение 1. Для любого трипонятия
(A,B,C) триадического контекста K =
= (G,M,B, Y ) и непустых множеств A, B и C мы
имеем ρ(A,B,C) = 1.

Утверждение 2. Для любого трикластера
(A,B,C) триадического контекста K =
= (G,M,B, Y ) и непустных множеств A, B и C мы
имеем 0 6 ρ(A,B,C) 6 1.

Теорема 1. Пусть K = (G,M,B, Y ) будет три-
адическим контекстом и ρmin = 0. Для любого
Tc = (Ac, Bc, Cc) ∈ T(G,M,B, Y ) существует три-
кластер T = (A,B,C) ∈ T(G,M,B, Y ) такой, что
Ac ⊆ A,Bc ⊆ B,Cc ⊆ C.

Таблица 1. Фрагмент данных Bibsonomy

t1 t2 t3
u1 × ×
u2 × × ×
u3 × × ×

r1

t1 t2 t3
u1 × × ×
u2 × ×
u3 × × ×

r2

t1 t2 t3
u1 × × ×
u2 × × ×
u3 × ×

r3

Пример 1. Для примера табл. 67 получим 33 =
= 27 формальных понятий, 24 с ρ = 1 и 3 три-
понятия с ρ = 0 (они имеют либо пустое мно-
жество пользователей, либо ресурсов или тегов).
Хотя данные небольшие, мы получили 27 паттер-
нов для анализа (максимальное количество фор-
мальных понятий для контекста размера 3 × 3 ×
× 3) — результат того, что мы имеем дело со
степенным триадическим контекстом. Однако мы
можем заключить, что пользователи u1, u2 и u3

использовали почти одинаковые множества ре-
сурсов и их пометки. Таким образом, они очень
сходны в терминах (tag, resource) общих пар и
целесообразно уменьшить число паттернов, опи-
сывающих данные, с 27 до 1. Трикластер T =
= ({u1, u2, u3}, {t1, t2, t3}, {r1, r2, r3}) с ρ = 0,89
есть в точности искомый паттерн, а его плот-
ность несколько меньше 1. Каждое из трипоня-
тий триконтекста в T = {(∅, {t1, t2, t3}, {r1, r2, r3}),
({u1}, {t2, t3}, {r1, r2, r3}), . . . , ({u1, u2, u3}, {t1, t2},
{r3})} содержится (в смысле покомпонентного вло-
жения множеств) в T .

Мы предложили эвристику для вычисления
ρ(T ), основанную на проверке только небольшого
количества случайно выбранных троек, содержа-
щихся в заданном трикластере T . Для триклас-
тера T = (A,B,C) мы провели оценку плотности
ρ̂(T ) = |P |/|N |, где P = {(g,m, b)|(g,m, b) ∈ N ∩
∩Y }, N — множество размера |N | случайно вы-
бранных элементов трикластера. Параметр |N | мо-
жет быть выбран относительно небольшим, скажем
0,1|A||B||C|.

Реальные данные и эксперименты

В наших экспериментах мы анализировали сво-
бодно доступные данные популярной системы со-
циальных закладок Bibsonomy [4]. Мы запускали
алгоритм TRICL на части данных, состоящих из
всех пользователей, ресурсов и присвоенных те-
гов для выявления сообщества пользователей, име-
ющих сходное поведение при тегировании.

Результирующая фолксономия (бибсономия)
состит из |U | = 2 337 пользователей, |T | = 67 464
тегов и |R| = 28 920 ресурсов (закладок или bibtex
описаний), которые связаны |Y | = 816 197 тройка-
ми. Отметим, что мы имеем дело с параллелепипе-
дом, состоящим из 4 559 624 602 560 ячеек.
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Алгоритм 1. Алгоритм поиска трикластеров
TRICL

Вход: K = (G,M,B, Y ) – триконтекст;
ρmin – порог плотности;

Выход: T = {(Ak, Bk, Ck)|(Ak, Bk, Ck) – плотный
трикластер}.

1: для всех (g,m, b) ∈ Y
2: если g not in PrimesObj то
3: PrimesObj[g] = g′;
4: если m not in PrimesAttr то
5: PrimesAttr[m] = m′;
6: если b not in PrimesCond то
7: PrimesCond[b] = b′;
8: если g not in BoxesObj то
9: BoxesObj[g] = g�;

10: если m not in BoxesAttr то
11: BoxesAttr[m] = m�;
12: если b not in BoxesCond то
13: BoxesCond[b] = b�;
14: для всех (g,m, b) ∈ Y
15: T = (BoxesObj[g],BoxesAttr[m],BoxesCond[b])
16: Tkey = hash(T )
17: если Tkey not in T то
18: если ρ(T ) > ρmin то
19: T[Tkey] = (T );

Мы исследовали статистическое распределение
перед применением алгоритма TRICL. Мы вычис-
лили и построили гистограммы для пользовате-
лей и числа пар (tag, document) (рис. 1), анало-
гичные гистограммы для тегов и числа пар (user,
document) и для документов и их пар (user, tag).
Мы обнаружили, что данные следуют cтепенному
закону распределения p(x) = Cx−α с α = 3, 6778 и
дисперсией σ = 0, 0001 в случае документов и ко-
личества пар (user, tag). Для пользователй и тегов
мы получили α = 2,13 и α = 1,8 соответственно.
Мы вычислили α, используя оценку максимально-
го правдоподобия, как описано в [16], и проверили
результаты с помощью программного обеспечения,
описанного в [7].

Это наблюдение позволит нам использовать
жадную стратегию поиска, если мы хотим искать
большие и относительно плотные трикластеры, по
той причине, что только небольшая часть пользо-
вателей совершает присваивание (tag, user) (ана-
логичные выводы для распределения тегов доку-
ментов).

Мы измерили производительность нашей реа-
лизации (Python 2.7.1) на системе Pentium Core
Duo с тактовой частотой процессора 2 ГГц и
2 Гб ОЗУ. Мы использовали реализацию алгоритма
TRIAS на Java из работы [12] для построения всех
трипонятий заданного контекста. Результаты экс-
периментов представлены в табл. 2. Два последних

Рис. 1. Гистограмма количества пар (document, tag)
для 800 000 записей Bibsonomy

Таблица 2. Экспериментальные результаты для k
первых троек набора данных tas с ρmin = 0

k |U | |T | |R| |T| |T|
100 1 47 52 57 1
1000 1 248 482 368 1
10000 1 444 5193 733 1
100000 59 5823 28920 22804 4462
200000 340 14982 61568 — 19053

Trias, c TriclEx, c TriclProb, c
0,2 0,2 0,2
1 1 1
2 46,7 47

3386 10311 976
> 24 ч > 24 ч 3417

Таблица 3. Распределение плотности трикластеров
для 200 000 первых троек набора данных tas с ρmin = 0

Нижняя Верхняя Число
граница ρ граница ρ трикластеров

0 0,05 18617
0,05 0,1 195
0,1 0,2 112
0,2 0,3 40
0,3 0,4 20
0,4 0,5 10
0,5 0,6 8
0,6 0,7 1
0,7 0,8 1
0,8 0,9 0
0,9 1 49

столбца показывают среднее время работы Tricl с
полной (TriclEx) и вероятностной (TriclProb) стра-
тегией вычислений.

В наших экспериментах оценка ρ̂ имела абсо-
лютную ошибку 0б13 для параметров |N | = 1/10,
ρmin = 0 и 200 000 троек данных Бибсономии. Ал-
горитм работает значительно быстрее, чем Trias и
TriclExб в случае нашей вероятностной стратегии.

В табл. 3 представлено распределение плот-
ности трикластеров для 200 000 первых троек на-
бора данных bibsonomy дано.
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Заключение

Мы предложили АФП-подход к трикластериза-
ции и показали, что:

— (плотная) трикластеризация — неплохая аль-
тернатива для ТАФП, т. к. общее число три-
кластеров для некоторого набора данных зна-
чительно меньше числа формальных понятий;

— (плотная) трикластеризация способна спра-
виться с большим количеством трипонятий в
худшем случае триконтекстов (или плотных ку-
боидов в них), когда их главная диагональ пус-
та, и рассматривает такие кубоиды как целые
трикластеры. Это очень релевантное свойство
для исследования трисообществ в системах со-
циальных закладок;

— предложенный алгоритм имеет хорошую мас-
штабируемость на реальных данных, особенно
когда используется подход жадного покрытия
и оптимизированная версия процедуры вычис-
ления плотности.

Мы продолжаем нашу работу над трикластери-
зацией в следующих направлениях:

— исследование различных, основанных на огра-
ничениях подходах к трикластеризации (напри-
мер, анализ данных плотных трикластеров и за-
тем частых множеств тримножеств в них);

— поиск лучших стратегий оценки плотности три-
кластеров;

— разработка обобщенной теоретической форма-
лизации трикластеризации на основе замкну-
тых множеств;

— учет природы реальных данных с целью оп-
тимизации алгоритмов (разреженность данных,
распределение значений и т. д.).
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