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Работа связана с изучением соболевской регу�
лярности отображений оптимальной транспор�
тировки в бесконечномерных пространствах. Эта
область гораздо менее изучена по сравнению с ко�
нечномерным случаем, однако некоторые част�
ные результаты о существовании, единственно�
сти и регулярности были получены в [1–4]. Пред�
положим, что заданы две вероятностные меры μ и
ν на �d с конечными вторыми моментами. Так на�
зываемое отображение оптимальной транспорти�
ровки T минимизирует функционал

где ||·|| – стандартная евклидова норма, среди всех
отображений, переводящих μ в ν: ν = μ ° T–1. Су�

ществует единственное (μ�п.в.) отображение этого
типа. Оказывается (см. [5]), что существует такая
выпуклая функция Φ, что T имеет вид T(x) = ∇Φ(x)
для μ�п.в. x. В бесконечномерном случае есте�
ственная норма для минимизации не всегда сов�
падает с объемлющей нормой. Например, хорошо
известно, что “естественная” норма для про�
странства Винера есть норма Камерона–Марти�
на |·|H, которая бесконечна почти всюду. Таким
образом, естественная бесконечномерная задача
Монжа–Канторовича на винеровском простран�
стве имеет дело с функционалом

где μ и ν – две вероятностные меры, которые аб�
солютно непрерывны относительно меры Винера
γ. Достаточно полное решение бесконечномер�
ной транспортной задачи на винеровском про�

T x( ) x– 2 μ,d∫

T x( ) x– H
2 μ,d∫

странстве было получено в [1] (см. альтернатив�
ный подход в [2]). В частности, если

и ν = γ, μ = g · γ, то существует оптимальная транс�
портировка T(x) = x + ∇ϕ(x) меры g · γ в γ, т.е. γ =
= (g · γ) ° T–1, такая что ϕ является 1�выпуклым

потенциалом (см. [6]). Градиент ∇ берется вдоль
пространства Камерона–Мартина. Более того,
существует такое отображение S, что T ° S(x) = x

для g · γ�п.в. x и S ° T(x) = x для γ�п.в. x. Отображе�

ние S также является оптимальной транспорти�
ровкой (оно переводит γ в g · γ) и имеет вид S(x) =
= x + ∇ψ(x). Можно формально вычислить, что
должно иметь место выражение

где D2 – бесконечномерный гессиан,

есть оператор Орнштейна–Уленбека и det2 – опре�
делитель Фредгольма–Карлемана, определенный

формулой det2(I + K) = 1 + ki) , где K есть

симметричный оператор Гильберта–Шмидта с соб�
ственными числами ki.

Указанное выражение можно рассматривать
как бесконечномерное уравнение Монжа–Ампе�
ра с неизвестной функцией ϕ. Для обратного
отображения T–1(x) = x + ∇ψ(x) формула замены
переменных принимает вид

Entγg g g ln γd∫ ∞<=

g det2 I D2ϕ+( ) �ϕ 1
2
�� ∇ϕ 2–⎝ ⎠

⎛ ⎞ ,exp=

�ϕ Δϕ x ∇ϕ,〈 〉– divγ ∇ϕ( )= =

(

i 1=

∞

∏ e
ki–

g x ∇ψ+( )det2 I D2ψ+( ) �ψ 1
2
�� ∇ψ 2–⎝ ⎠

⎛ ⎞exp 1.=
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Нетривиальна задача выяснения, какие опти�
мальные отображения удовлетворяют приведен�
ной формуле замены переменных в общем случае.
Эта формула была получена в [1] в предположении,
что мера g · γ равномерно логарифмически вогнута,
т.е. –D2lng + I ≥ εId, где ε > 0. В работах [3, 4] показа�
но, что в предположениях Entγ g < ∞, g > c > 0 мы

имеем соотношение g = det2(I + ϕ)exp �aϕ –

⎯ ; где ϕ и �aϕ – абсолютно непрерыв�

ные части D2ϕ и �ϕ соответственно.

Норма Гильберта–Шмидта оператора A обо�

значается через ||A||��; по определению,  =
= Tr(AA*). Следующая теорема – основной ре�
зультат этой работы.

Те о р е м а  1. Предположим, что

(1)

Тогда

�ϕ ∈ L1(g · γ) и следующая формула замены пере8
менных выполнена g · γ 8п.в.:

Напомним, что Iγ g называется информацией
Фишера функции g и Entγ g называется энтропией
g. При некоторых дополнительных предположе�
ниях мы доказываем более высокую дифферен�
цируемость ϕ.

Для данного оператора A в гильбертовом про�
странстве H положим M(A) := sup{(Ah, h): |h|H ≤ 1}.
Если A симметричный неотрицательный, то M(A) =
= ||A|| есть операторная норма A; общий ограни�
ченный симметричный оператор A может быть
записан как A = A+ – A– с однозначно определен�
ными неотрицательными симметричными опера�
торами A+ и A–, такими что A+A– = A–A+ = 0, и то�
гда M(A) = ||A+||; оператор A+ называется неотри�
цательной частью симметричного оператора A.
Ясно, что всегда M(A) ≤ ||A||.

Те о р е м а  2. Предположим, что выполнено (1),
v = –lng ∈ W2, 1(g · γ) и

при некотором p ∈ (1, 2).

Da
2 �⎝

⎛

1
2
�� ∇ϕ 2

⎠
⎞ Da

2

A ��
2

Iγg := ∇g 2

g
��������� γd∫ ∞.<

D2ϕ ��
2

g γd∫ ∞,<

g det2 I D2ϕ+( ) �ϕ 1
2
�� ∇ϕ 2–⎝ ⎠

⎛ ⎞ .exp=

M I D2
v+( ) L

p/ 2 p–( )
g γ⋅( )

2
∞<

Тогда

Доказательства основаны на некоторых оцен�
ках, не зависящих от размерности.

Пусть γ – стандартная гауссовская мера на �d и
g · γ – вероятностная мера, абсолютно непрерыв�
ная относительно γ. Рассмотрим оптимальную
транспортировку T = ∇Φ меры g · γ в γ, где Φ – со�
ответствующий потенциал. Обозначим через ||·||
операторную норму и через ||·||�� норму Гильбер�
та–Шмидта. Напомним, что в конечномерном
случае Φ имеет обобщенные вторые производ�
ные, являющиеся ограниченными борелевскими
мерами, удовлетворяющими равенствам

для каждой гладкой функции с компактным носи�
телем и всех xi, xj. Заметим, что D2Φ является опе�
раторнозначной мерой и каждая  есть неотри�

цательная борелевская мера. Кроме того, мера D2Φ

имеет абсолютно непрерывную часть Φ (так на�
зываемую вторую производную Александрова).

Всюду ниже предполагается, что выполнено
(1). В силу гауссовского логарифмического cобо�
левского неравенства g lng ∈ L1(γ). Введем классы
cоболева относительно меры g · γ. Будем говорить,
что f ∈ L2(g · γ) имеет соболевскую производную

 ∈ L2(g · γ) относительно xi, если для всякой

гладкой функции ξ с компактным носителем в �d

верно равенство

(2)

Пространство W1, 2(g · γ) состоит из всех таких
функций f, что f ∈ L2(g · γ)

Таким же образом определяется вторая соболев�
ская производная D2f. Весовое пространство Со�
болева W2, 2(g · γ) состоит из всех таких функций f,
что

D2ϕxi ��

2

i 1=

∞

∑⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

p
2
��

∫ g dγ ≤

≤ M I D2
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p
2 p–
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2 p–
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Iγ g( )
p
2
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.⋅

ξxi
Φxj

xd∫ ξ∫– dΦxixj
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Φxixi

Da
2

fxi

ξxi
f g γd∫ ξ f xi

g γd∫– ξ f xi

gxi

g
����–⎝ ⎠

⎛ ⎞ g γ.d∫+=

∇f 2g dγ∫ f xi

2 g γd∫
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Интегралы в (2) корректно определены, ибо xi –

⎯  ∈ L2(g · γ). Пусть g = e–v.

Будут использованы следующие результаты,
полученные в [2, 7].

Те о р е м а  3. (i) Пусть μ = g · γ – вероятност8

ная мера на �d и  ∈ W1, 2(γ). Если g и Φ являются
гладкими, то выполнено неравенство

где det2(D
2Φ – I) = detD2Φ · exp(d – ΔΦ) есть опреде8

литель Фредгольма–Карлемана оператора D2Φ – I.

(ii) Если даны две вероятностные меры f · γ и g · γ
на �d и соответствующие оптимальные транспор8
тировки ∇Φf и ∇Φg, переводящие f · γ и g · γ в γ, то
выполнено тождество

(iii) Для всякого вектора e ∈ �d имеем

(iv) При p ≥ 1 и l ≤ i ≤ d выполнено неравенство

Если функция v дважды непрерывно дифференциру8
ема, то

З а м е ч а н и е  1. В силу предложения 4.1 в [7]
для всякой вероятностной меры μ = e–Vdx с ко�
нечным вторым моментом и логарифмической
производной –  ∈ L2(μ) имеем  ∈ W1, 2(g · γ) и

gxi

g
����

g

Iγg
∇g 2

g
��������� γd∫ 2Entγg 2 det2 D2Φ I–( )g ln γd∫–= = +

+ D2Φ I– ��
2

g γd∫ Tr D2Φ( )
1–
D2Φxk

[ ]
2
g γ,d∫
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d
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Entg γ⋅
f
g
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⎛ ⎞ f f
g
��ln γd∫

1
2
�� ∇Φf ∇Φg–( )2f γd∫≥= +

+ TrDa
2Φg Da

2Φf[ ]
1–

⋅ d detDa
2Φgln–– Da

2Φf[ ]
1–

⋅( )f γ.d∫

V x e+( ) V x( )–( )e V x( )– xd∫ ≥

≥ ∇Φ x e+( ) ∇Φ x( )– 2e V x( )– xd∫ +

+ TrD2Φ x e+( ) D2Φ x( )( )
1–

d–⋅(∫ –

– detD2Φ x e+( ) detD2Φ x( )( )⋅
1–

[ ]e V x( )–ln )dx.

Φxixi

2p g dγ∫
p 1+

2
���������⎝ ⎠

⎛ ⎞
p

xi vxi
+ 2pg γ.d∫≤

D2Φ
2p

g γd∫ M I D2
v+( )

p
g γ.d∫≤

Vxi
∂xi

Φ

Vxi

2 μd∫ D2Φ ei⋅
2

μ.d∫≥

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть Iγ g < ∞. Тогда  ∈

∈ L2(g · γ) для каждого i. Более того,

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть Iγ g < ∞, ||D2Φ|| ∈
∈ L2p/(2 – p)(g · γ), где 2 > p > 1. Тогда Φ имеет cобо8
левские производные до третьего порядка и

Относительно анализа на винеровском про�
странстве отошлем читателя к книгам [8, 9]. Ниже
мы рассматриваем стандартную гауссовскую про�

дакт�меру γ =  на �∞ с пространством Каме�

рона–Мартина H = l2, снабженным его стандарт�

ной гильбертовой нормой |x| = , где каж�

дая γi – стандартная гауссовская мера на прямой.
Хорошо известно (см. [8]), что всякая бесконечно�
мерная центрированная гауссовская мера на сепа�
рабельном пространстве Фреше (или, более общим
образом, центрированная радоновская гауссовская
мера на локально�выпуклом пространстве) изо�

морфна продакт�мере γ =  посредством изме�

римого линейного отображения, взаимно одно�
значного на борелевском линейном подпростран�
стве полной меры и являющегося изометрией
пространств Камерона–Мартина. По этой причине
полученные ниже результаты верны в более общей
ситуации, в частности для сепарабельных про�
странств Фреше.

Рассмотрим вероятностную меру g · γ, удовле�
творяющую условию Iγ g < ∞. По логарифмическому
неравенству Соболева имеем 2Entγ g < Iγ g < ∞.

Аналогично конечномерному случаю вводится
дифференцирование функций в смысле Соболева
относительно меры g · γ (см. подробности в [9]).
А именно, если f является g · γ�интегрируемой, то

Φxi
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2

g γ.d∫≥
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ее соболевская частная производная  относи�

тельно переменной xi есть g · γ�интегрируемая
функция, удовлетворяющая равенству

для всякой гладкой цилиндрической функции
вида ξ(x) = u(x1, x2, …, xn), где u – гладкая функция
с компактным носителем. 

Пусть gn = g – условное математическое

ожидание g относительно σ�алгебры �n, порож�
денной x1, x2, …, xn и меры γ. Оно имеет следующее
представление:

Хорошо известно (и вытекает из неравенства
Йенсена), что 

поэтому  ∈ W1, 2(γ). Поскольку gn зависит

только от первых n переменных, то потенциал ϕn

соответствующей оптимальной транспортировки
Tn(x) = x + ∇ϕn(x) меры gn · γ в меру γ также зависит
только от первых n переменных. По теореме 3(ii)
с f = gn, g = 1 имеем

а предложение 1 влечет оценку

Итак, имеем

Поэтому, переходя к подпоследовательности,
можно считать, что отображения ∇ϕn, D2ϕn схо�

дятся в гильбертовых пространствах L2(g · γ, H) и

, определенных следующим образом: L2(g · γ, H)

есть пространство измеримых отображений v:

R∞ → l2 с |v| ∈ L2(g · γ) и  есть пространство та�

fxi

fxi
ξg γd∫ fξxi

g γd∫– fξgxi
 γd∫– fξgxi γd∫+=

�γ

n

�γ

ng x1 x2 … xn, , ,( )  =

=  g x1 x2 … xn xn 1+ …, , , , ,( ) γi dxi( ).

i n 1+=

∞
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Entγgn Entγg, Iγgn Iγg,≤ ≤

gn

Entγgn
1
2
�� ∇ϕn x( ) 2gn γd∫≥ 1

2
�� ∇ϕn x( ) 2g γ,d∫=

Iγgn D2ϕn ��

2
gn γd∫≥ D2ϕn ��

2
g γ.d∫=

∇ϕn
2 D2ϕn ��

2
g + γd∫( )

n
sup ∞.<

�g
2

�g
2

ких измеримых отображений A со значениями в
пространстве симметричных операторов Гиль�
берта–Шмидта, что ||A||�� ∈ L2(g · γ).

Следующий факт доказан в [1]: мы имеем
ϕn → ϕ в Ll(g · γ), где ϕ есть 1�выпуклый потен�
циал оптимальной транспортировки, переводя�
щей g · γ в γ.

Л е м м а  1. Существует такая подпоследова8
тельность {nk}, что ∇  → ∇ϕ слабо в L2(g · γ, H)

и D2  → D2ϕ слабо в . Значит, D2ϕ не имеет

сингулярной компоненты относительно g · γ и

На самом деле эта сходимость является силь�
ной. 

П р е д л о ж е н и е  3. Имеем ∇ϕn → ∇ϕ в
L2(g · γ, H) и

Кроме того, при 0 < р < 2

Теперь получим формулу замены переменных

где �ϕ задается соотношением двойственности

Для упрощения обозначений будем считать,
что установленные выше свойства для некоторых
подпоследовательностей выполнены для всей по�
следовательности индексов.

Л е м м а  2. Последовательность {�ϕn} сходит8
ся g · γ�п.в. к некоторой функции F, причем верна
следующая формула замены переменных:

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Доста�
точно отождествить F и �ϕ. Одним из способов
сделать это было бы доказать, что интегралы от
(�ϕn)2 относительно g · γ равномерно ограниче�
ны, и воспользоваться затем равномерной инте�
грируемостью. Однако представляется, что по�

ϕnk

ϕnk
�g

2

D2ϕ
2
g γd∫ ∞.<

D2ϕn D2ϕ– �� 0 g γ�п.в.⋅→

D2ϕn D2ϕ– ��

p
g γd∫ 0.→

g det I D2ϕ+( ) �ϕ 1
2
�� ∇ϕ 2–⎝ ⎠
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g det I D2ϕ+( ) F 1
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следовательность {�ϕn} может быть неограничен�
ной в L2(g · γ) при одном лишь предположении
конечности Iγ g. Чтобы обойти эту трудность, до�
кажем другую оценку. Начнем с эвристических
вычислений. Интегрируя по частям функции

(�ϕn)2 , получаем

Заметим, что

Суммируя по i, получаем

Применяя стандартные соображения, можно лег�
ко получить, что

e
∇ϕn

2–

�ϕn( )2e
∇ϕn

2–
g γd∫  =

=  ∂xi
ϕn∫

ei

∑– ∂xi
�ϕn( )e

∇ϕn
2–
gdγ⋅ –

– ∇ϕn ∇g,〈 〉e
∇ϕn

2–
�ϕn γd∫ +

+ 2 ∇ϕn D2ϕn∇ϕn,〈 〉e
∇ϕn

2–
�ϕng γ.d∫

∂xi
ϕn∫– ∂xi

�ϕn( )e
∇ϕn

2–
gdγ⋅  =

=  ∂xi
ϕn( )2e

∇ϕn
2–
g γd∫ ∂xi

ϕn∫– � ∂xi
ϕn( )e

∇ϕn
2–
g dγ⋅  =

=  ∂xi
ϕn( )2e

∇ϕn
2–
g γd∫ ∇∂xi

ϕn
2e

∇ϕn
2–
g γd∫+ +

+ ∂xi
ϕn∫ ∇∂xi

ϕn ∇g,〈 〉e
∇ϕn

2–
dγ⋅ –

– 2 ∂xi
ϕn∫ ∇∂xi

ϕn D2ϕn∇ϕn,〈 〉e
∇ϕn

2–
g dγ.⋅

�ϕn( )2e
∇ϕn

2–
g γd∫ ∇ϕn ∇g,〈 〉e

∇ϕn
2–
�ϕn γd∫–= +

+ 2 ∇ϕn D2ϕn∇ϕn,〈 〉e
∇ϕn

2–
�ϕng γd∫ +

+ ∇ϕn
2e

∇ϕn
2–
g γd∫ D2ϕh ��

2
e

∇ϕn
2–
g γd∫+ +

+ D2ϕn ∇ϕn⋅ ∇g,〈 〉e
∇ϕn

2–
γd∫ –

– 2 D2ϕn∇ϕn

2
e

∇ϕn
2–
g γ.d∫

(3)

Выделим подпоследовательность {�ϕn · }
(обозначаемую теми же индексами), которая сла�
бо сходится в L2(g · γ). Поскольку эта последова�

тельность сходится g · γ�п.в. к F , для отож�

дествления �ϕ с F достаточно показать, что сла�

бый предел �ϕn ·  совпадает с �ϕ · .
Это следует из сходимости ∇ϕn → ∇ϕ и того фак�

та, что �ϕn → �ϕ слабо в L2(g · γ). Последнее лег�
ко проверяется:

Ясно, что эти величины стремятся к

что равно ϕ ξg dγ по определению.

Остается оправдать сделанные вычисления.
Достаточно иметь дело с конечномерным случа�
ем, ибо все, что нам нужно, это оценка (3), кото�
рая немедленно переносится с конечномерного
случая на бесконечномерный. Заметим, что вы�
числения используют существование производ�
ных третьего порядка у ϕ. Применяя стандартные
соображения, легко показать, что достаточно
установить желаемую оценку для таких функций
g = e–v, что D2

v ≤ K · I, K ∈ �. По теореме 3(iv) для

p = ∞ имеем D2ϕ(x)|| = D2Φ(x) – I|| < ∞.

Далее, в силу предложения 2 функция ϕ имеет
квадратично интегрируемую соболевскую произ�
водную третьего порядка. Эти оценки оправдыва�
ют сделанные вычисления. Теперь доказательство
завершено. 

Наконец, теорема 2 легко следует из конечно�
мерных оценок.
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