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Ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ìåëêîé âîäû íà îñíîâå ðåãóëÿðè-
çîâàííûõ óðàâíåíèé

Èçëîæåí âàðèàíò âûâîäà ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äëÿ îäíîìåðíûõ
òå÷åíèé ìåëêîé âîäû. Äëÿ íèõ äîêàçàíî ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî. Ïðè-
âåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà è äàíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà èç-
âåñòíûõ â ëèòåðàòóðå îäíîìåðíûõ çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâà (ðàçðóøåíèè
äàìáû) â êàíàëå ñ âûñòóïîì íà äíå, äîêðèòè÷åñêîì, òðàíñêðèòè÷åñêîì è
ñâåðõêðèòè÷åñêîì òå÷åíèÿõ íàä õîëìîì, íåïîäâèæíûõ âîäîåìàõ, äâîéíîé
âîëíå ðàçðåæåíèÿ íàä âûñòóïîì, íàáåãàíèè âîëíû íà áåðåã, ðàñïàäå ðàçðûâà
â ãîðèçîíòàëüíîì è íàêëîííîì êàíàëàõ ñ ñóõèì äíîì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû
ñõîäèìîñòü è òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ ìåëêîé âîäû, ðåãóëÿðèçîâàííûå
óðàâíåíèÿ, ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Elizarova Tatiana Gennadievna, Zlotnik Alexandr Anatolievich,
Nikitina Olga Vjacheslavovna

Modeling of one�dimensional shallow water �ows based on regularized equa-
tions

For one�dimensional shallow water �ows, a version of regularized equations
deriving is expounded. The energy equality is proved for them. A correspond-
ing �nite�di�erence scheme is presented and examples of computation of one�
dimensional problems known in literature are given encluding a disintegration
of discontinuity (dam break) in a channel with a wall, subcritical, transcritical,
supercritical �ows over a hump, basins at rest, double rarefaction wave over a
step, tidal �ow over a beach and a disintegration of discontinuity in a horizontal
and slanted dry bed channels. Convergence and exactness of the �nite�di�erence
scheme are analyzed.

Keywords: one�dimensional shallow water �ows, regularized equations, en-
ergy equality, numerical modeling
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1 Ââåäåíèå

Â ìîíîãðàôèÿõ [1]�[3] ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìû êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ
(ÊÃÄ) óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîþ âûñîêóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü â ðàñ÷åòàõ ðàçíîîáðàçíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà. Â ñòàòüÿõ [4]�[6]
íà îñíîâå óêàçàííûõ ìîäåëåé áûëè ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â òàê íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Ýòî
áûëî ñäåëàíî ïóòåì óñðåäíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ïî
ìàëîìó èíòåðâàëó âðåìåíè. Ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áàðîòðîïíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÊÃÄ ñèñòåì
[7, 8]. Â òåõ æå ñòàòüÿõ [4]�[6] ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ
óðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ðàñ÷åòîâ çàäà÷ î ðàñïàäå
ðàçðûâà (ðàçðóøåíèè äàìáû), äâóõ çàäà÷ î òå÷åíèè íàä íåðîâíîñòüþ äíà è
çàäà÷è î ðàçðóøåíèè íåñèììåòðè÷íîé äàìáû.

Äàííûé ïðåïðèíò ïðîäîëæàåò óêàçàííóþ òåìàòèêó è ïîñâÿùåí îäíî-
ìåðíûì òå÷åíèÿì. Ñíà÷àëà èçëîæåíû ñïåöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî
âðåìåíè óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû è âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âûâåäåíî ýíåð-
ãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè), ñâèäåòåëüñòâóþùåå îá èõ
äèññèïàòèâíîì õàðàêòåðå.

Ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà; ïðè ýòîì âîçìîæíîñòè
ñõåìû, ïðåäëîæåííîé ðàíåå â [5, 6], ðàñøèðåíû äëÿ òå÷åíèé íàä ñóõèì äíîì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðåïðèíòà ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ èçâåñòíûõ â
ëèòåðàòóðå çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâà â êàíàëå ñ âûñòóïîì íà äíå, çàäà÷ î äî-
êðèòè÷åñêîì, òðàíñêðèòè÷åñêîì è ñâåðõêðèòè÷åñêîì òå÷åíèÿõ íàä õîëìîì,
çàäà÷ î íåïîäâèæíûõ âîäîåìàõ ñ ñóõèì äíîì, çàäà÷è î äâîéíîé âîëíå
ðàçðåæåíèÿ íàä âûñòóïîì, çàäà÷è î íàáåãàíèè âîëíû íà áåðåã, çàäà÷ î
ðàñïàäå ðàçðûâà â ãîðèçîíòàëüíîì è íàêëîííîì êàíàëàõ ñ ñóõèì äíîì.
Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è îõâàòûâàþò îñíîâíûå èíòåðåñíûå ñëó÷àè îäíîìåðíûõ
òå÷åíèé â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Äëÿ íèõ ïðèâåäåíû õàðàêòåðíûå
ãðàôèêè ðåøåíèé, à òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîãðåøíîñòü è ïðàêòè÷åñêèå
ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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2 Ñèñòåìà îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû è åå

ñïåöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåíè

Ñèñòåìà îäíîìåðíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ñîñòîèò èç
óðàâíåíèé áàëàíñà ìàññû è èìïóëüñà è èìååò âèä:

∂h

∂t
+
∂hu

∂x
= 0, (2.1)

∂hu

∂t
+
∂hu2

∂x
+
∂p

∂x
=
∂ΠNS

∂x
+ hF. (2.2)

Çäåñü h > 0 � ãëóáèíà âîäû (èçìåðÿåìàÿ îò îòìåòêè äíà), u � åå ñêîðîñòü,

p =
gh2

2
, ΠNS = µ

∂u

∂x
(2.3)

� äàâëåíèå è âÿçêîå íàïðÿæåíèå Íàâüå�Ñòîêñà, ïðè÷åì g = const > 0, µ =
µ(h) > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè (ïðè µ = 0 âÿçêîñòü èãíîðèðóåòñÿ), à F �
ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë. Îáû÷íî áåðóò

F (x, t) = f(x, t) + F0(x), F0 = −g db
dx
, (2.4)

ãäå f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, à b(x) � îòìåòêà äíà. Â äàëüíåéøåì áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ôóíêöèè H = h + b � óðîâåíü âîäû è hu � ðàñõîä.
Óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè x ∈ Ω := (0, L), t > 0. Ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

h(x, 0) = h0(x), u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 L (2.5)

è áåðåòñÿH0(x) = h0(x)+b(x) (ëèáî èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ïîñòàíîâêà).
Óñðåäíèì óðàâíåíèÿ (2.1), (2.2) ïî îòðåçêó âðåìåíè [t, t+ ∆t], ãäå ∆t > 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîçíà÷åíèÿìè

v̂(x, t) := v(x, t+ ∆t), 〈v〉(x, t) :=
1

∆t

∫ t+∆t

t

v(x, θ) dθ,

ïîëó÷èì

ĥ− h
∆t

+
∂〈hu〉
∂x

= 0, (2.6)

ĥu− hu
∆t

+
∂〈hu2 + p〉

∂x
=
∂〈ΠNS〉
∂x

+ 〈hF 〉. (2.7)
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Àïïðîêñèìèðóåì âîçíèêøèå ñðåäíèå ïî âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈hu〉 ≈ hu+ τ
∂hu

∂t
, (2.8)

〈hu2 + p〉 ≈ hu2 + p+ τ
∂(hu2 + p)

∂t
, (2.9)

〈ΠNS〉 ≈ ΠNS, (2.10)

〈hF 〉 ≈
(
h+ τ

∂h

∂t

)
F, (2.11)

ãäå τ > 0 � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè (èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè). Äàëåå

âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ
∂hu

∂t
â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.2), îòáðîñèâ â íåì ñëàãàåìîå

ñ ΠNS:
∂hu

∂t
≈ −

[
∂(hu2 + p)

∂x
− hF

]
. (2.12)

Ââåäåì ôóíêöèþ

w :=
τ

h

[
∂(hu2 + p)

∂x
− hF

]
(2.13)

(èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè) è ïåðåïèøåì ïåðâîå óñðåäíåííîå ðàâåíñòâî
(2.6) ñîãëàñíî (2.8) è (2.12) â ïðèáëèæåííîì âèäå

ĥ− h
∆t

+
∂h(u− w)

∂x
≈ 0. (2.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

∂hu2

∂t
= 2

∂hu

∂t
u− ∂h

∂t
u2 (2.15)

è çàïèøåì
∂(hu2 + p)

∂t
= 2

∂hu

∂t
u− (u2 − gh)

∂h

∂t
.

Òîãäà â ñèëó ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà (2.12) è óðàâíåíèÿ (2.1) ïîëó÷èì

τ
∂(hu2 + p)

∂t
≈ −2hwu+ τ(u2 − gh)

∂hu

∂x
=

= −hwu− u
(
hw − τu∂hu

∂x

)
− τgh∂hu

∂x
. (2.16)

Çàìåòèì, ÷òî

∂(hu2 + p)

∂x
=
∂hu

∂x
u+ hu

∂u

∂x
+ h

∂gh

∂x
= h

∂(gh+ 0.5u2)

∂x
+ u

∂hu

∂x
. (2.17)
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Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó â ñðåäíåì èç ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè (2.16),
óñòàíîâèì

τ
∂(hu2 + p)

∂t
≈ −hwu− τhu

[
∂(gh+ 0.5u2)

∂x
− F

]
− τgh∂hu

∂x
.

Â ñèëó ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ (2.9)�(2.11) è óðàâíåíèÿ (2.1) ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåïèñàòü âòîðîå óñðåäíåííîå ðàâåíñòâî (2.7) â ïðèáëèæåííîì âèäå

ĥu− hu
∆t

+
∂[h(u− w)u+ p]

∂x
≈ ∂Π

∂x
+

(
h− τ ∂hu

∂x

)
F, (2.18)

ãäå

Π := µ
∂u

∂x
+ τhu

[
∂(gh+ 0.5u2)

∂x
− F

]
+ τgh

∂hu

∂x
. (2.19)

Ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà (2.14), (2.18) â ñîâîêóïíîñòè ñ ôîðìóëàìè (2.13),
(2.19) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèé ìåëêîé
âîäû íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t]. Íèæå îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðàçíîñòíîé ñõåìû.

3 Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñèñòåìà îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

ìåëêîé âîäû è ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ íåå

Äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã ïîñòðîåííîé âûøå ñïåöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
ïî âðåìåíè óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû � ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñèñòåìà îäíîìåðíûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû � âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂h

∂t
+
∂jm
∂x

= 0, (3.1)

∂hu

∂t
+
∂jmu

∂x
+
∂(0.5gh2)

∂x
=
∂Π

∂x
+

(
h− τ ∂hu

∂x

)
F, (3.2)

ãäå

jm := h(u− w), w =
τ

h

[
∂(0.5gh2 + hu2)

∂x
− hF

]
, (3.3)

Π = µ
∂u

∂x
+ τhu

[
∂(gh+ 0.5u2)

∂x
− F

]
+ τgh

∂hu

∂x
. (3.4)

Îòìåòèì, ÷òî èíûì îáðàçîì ýòà æå ñèñòåìà óðàâíåíèé âûâîäèëàñü â [5, 6].
Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áàðîòðîïíîé ìîäèôèöèðîâàííîé ÊÃÄ

6



ñèñòåìû óðàâíåíèé [8] â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

τu

(
ρu
∂u

∂x
+
∂p

∂x
− ρF

)
+ τ

(
∂p

∂x
u+ γp

∂u

∂x

)
=

= τhu

[
∂(gh+ 0.5u2)

∂x
− F

]
+ τgh

∂hu

∂x

ïðè ρ = h, p(ρ) = 0.5gρ2, γ = 2. Åñëè æå ïîëîæèòü τ = 0, òî óêàçàííàÿ
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (2.1)�(2.3).

Ðàññìîòðèì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

u|x=0,L = 0, w|x=0,L = 0 (3.5)

è âûâåäåì äëÿ íåå ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèå (3.1) óìíîæèì íà gh− 0.5u2 è ðåçóëüòàò ïðîèíòåãðèðóåì ïî
Ω. Çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïî x ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (3.5) è
ïîëó÷èì: ∫

Ω

[
∂(0.5gh2)

∂t
− ∂h

∂t
0.5u2 − jm

(
g
∂h

∂x
− u∂u

∂x

)]
dx = 0. (3.6)

Óðàâíåíèå (3.2) óìíîæèì íà u è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî Ω. Çàòåì
ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïî x ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (3.5) è ïîëó÷èì:∫

Ω

[
∂hu

∂t
u− jmu

∂u

∂x
+ ghu

∂h

∂x

]
dx =

∫
Ω

[
−Π

∂u

∂x
+

(
h− τ ∂hu

∂x

)
Fu

]
dx. (3.7)

Ñëîæèì ðàâåíñòâà (3.6) è (3.7) è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû

∂hu

∂t
u = 0.5

∂hu2

∂t
+ 0.5

∂h

∂t
u2

(âàðèàíòà ôîðìóëû (2.15)) âûâåäåì ïðîìåæóòî÷íîå ðàâåíñòâî∫
Ω

[
∂(0.5gh2 + 0.5hu2)

∂t
− g(jm − hu)

∂h

∂x
+ Π

∂u

∂x

]
dx =

∫
Ω

F

(
h− τ ∂hu

∂x

)
u dx.

Ïîñêîëüêó jm = h(u− w), òî åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt

∫
Ω

(0.5gh2 + 0.5hu2) dx+

∫
Ω

Ψ(h, u) dx =

=

∫
Ω

[
F

(
h− τ ∂hu

∂x

)
u+ τF

(
gh
∂h

∂x
+ hu

∂u

∂x

)]
dx, (3.8)

ãäå

Ψ(h, u) := (w + τF )gh
∂h

∂x
+ (Π + τhuF )

∂u

∂x
. (3.9)
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Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû w + τF è Π + τhuF íå ñîäåðæàò ñëàãàåìûõ, ÿâíî
çàâèñÿùèõ îò F .

Ïîäñòàâèì â Ψ âûðàæåíèÿ äëÿ w è Π, ñì. (3.3) è (3.4), è ïåðåãðóïïèðóåì
ñëàãàåìûå, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó (2.17):

Ψ(h, u) = τ
∂(0.5gh2 + hu2)

∂x
g
∂h

∂x
+

+

[
µ
∂u

∂x
+ τhu

∂
(
gh+ 0.5u2

)
∂x

+ τgh
∂hu

∂x

]
∂u

∂x
=

= τh
∂(gh+ 0.5u2)

∂x

∂gh

∂x
+ τg

∂hu

∂x

∂h

∂x
u+

+µ

(
∂u

∂x

)2

+ τh
∂(gh+ 0.5u2)

∂x

∂(0.5u2)

∂x
+ τg

∂hu

∂x
h
∂u

∂x
=

= µ

(
∂u

∂x

)2

+ τg

(
∂hu

∂x

)2

+ τh

(
∂(gh+ 0.5u2)

∂x

)2

. (3.10)

Ïðåîáðàçóåì òàêæå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.8) è â èòîãå óñòàíîâèì
ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

d

dt

∫
Ω

(0.5gh2 + 0.5hu2) dx+

+

∫
Ω

{
µ

(
∂u

∂x

)2

+ τ

[
g

(
∂hu

∂x

)2

+ h

(
∂(gh+ 0.5u2)

∂x

)2
]}

dx =

=

∫
Ω

[
F

(
h− τ ∂hu

∂x

)
u+ τFh

∂(gh+ 0.5u2)

∂x

]
dx. (3.11)

Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà, âûâåäåííîãî äëÿ
ìîäèôèöèðîâàííîé áàðîòðîïíîé ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé â [8].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ F èìååò âèä (2.4). Ïåðåïèøåì ïðàâóþ
÷àñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (3.11) ïðè F = F0 â âèäå:∫

Ω

[
F0

(
h− τ ∂hu

∂x

)
u+ τF0h

∂(gh+ 0.5u2)

∂x

]
dx =

∫
Ω

F0h(u− w) dx+

+

∫
Ω

F0

[
hw − τu∂hu

∂x
+ τh

∂(gh+ 0.5u2)

∂x

]
dx =: I1 + I2. (3.12)

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë I1, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ
óñëîâèé (3.5) è âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (3.1):

I1 =

∫
Ω

−g db
dx
h(u− w) dx =

∫
Ω

gb
∂h(u− w)

∂x
dx = − d

dt

∫
Ω

gbh dx.
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Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë I2 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.17) (ñð. ñ (3.10)):

I2 =

∫
Ω

τhF0

(
2
∂(gh+ 0.5u2)

∂x
− F0

)
dx+

∫
Ω

τhF0(−f) dx.

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî I2 ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü
ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì âòîðîãî èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî
ðàâåíñòâà (3.11). Ïîñêîëüêó F0 = −g dbdx è H = h + b, òî â èòîãå âûâîäèì
áîëåå îáùåå ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

d

dt

∫
Ω

(0.5gH2 + 0.5hu2) dx+

+

∫
Ω

µ
(
∂u

∂x

)2

+ τ

g(∂hu
∂x

)2

+ h

(
∂
(
gH + 0.5u2

)
∂x

)2
 dx =

=

∫
Ω

[
f

(
h− τ ∂hu

∂x

)
u+ τfh

∂(gH + 0.5u2)

∂x

]
dx. (3.13)

Ïðè f = 0 îíî àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàííîìó â [9]. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè
f = 0 èç (3.13) ñëåäóåò ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

d

dt

∫
Ω

(0.5gH2 + 0.5hu2) dx 6 0.

Ýòè ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î äèññèïàòèâíîì õàðàêòåðå ðàññìîòðåí-
íîé ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû.

4 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ïîñòðîèì ÿâíóþ äâóõñëîéíóþ ïî âðåìåíè è ñèììåòðè÷íóþ ïî
ïðîñòðàíñòâó ðàçíîñòíóþ ñõåìó. Ïîëàãàåì, ÷òî F èìååò âèä (2.4). Âîñïîëü-
çóåìñÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñ óçëàìè xi = i∆x, 0 6 i 6 N è
øàãîì ∆x = L/N , íà êîòîðîé îïðåäåëåíû îñíîâíûå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû
h, u, à òàêæå çàäàííûå ôóíêöèè f , b. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå âñïîìîãàòåëüíàÿ
ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâó ñ óçëàìè xi+1/2 = (i + 0.5)∆x, 0 6 i 6 N − 1,
íà êîòîðîé îïðåäåëåíû âñïîìîãàòåëüíûå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû j, w, Π.
Íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ h, u è f , b íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå âû÷èñëÿþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîãî óñðåäíåíèÿ:

hi+1/2 = 0.5(hi + hi+1), ui+1/2 = 0.5(ui + ui+1),

fi+1/2 = 0.5(fi + fi+1), bi+1/2 = 0.5(bi + bi+1)

ïðè 0 6 i 6 N − 1. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè ñ
óçëàìè 0 = t0 < · · · < tK = tfin è øàãàìè ∆tk = tk+1 − tk.
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Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ (2.14), (2.18) íà êàæäîì ñåãìåíòå
[tk, tk+1] âî âíóòðåííèõ óçëàõ îñíîâíîé ñåòêè ïî x; òåïåðü êðûøêîé ·̂
ïîìå÷àåì âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âåðõíåìó ñëîþ ïî âðåìåíè. Ïðèìåíèì
öåíòðàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ ïî x ïî óçëàì âñïîìîãàòåëüíîé
ñåòêè ïî x:

ĥi − hi
∆t

+
jm,i+1/2 − jm,i−1/2

∆x
= 0, (4.1)

(ĥu)i − hiui
∆t

+
jm,i+1/2ui+1/2 + 0.5gh2

i+1/2 − jm,i−1/2ui−1/2 − 0.5gh2
i−1/2

∆x
=

=
Πi+1/2 − Πi−1/2

∆x
+ h?i

(
fi − g

bi+1/2 − bi−1/2

∆x

)
(4.2)

ïðè 1 6 i 6 N−1. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí íà âåðõíåì ñëîå ĥ, ĥu ïîëàãàåì
(â ïðåäïîëîæåíèè ĥ > 0)

ûi :=
(ĥu)i

ĥi
. (4.3)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèè âåëè÷èí jm è w,
ñì. (2.13):

jm,i+1/2 = hi+1/2(ui+1/2 − wi+1/2), (4.4)

wi+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

[
0.5gh2

i+1 + hi+1u
2
i+1 − 0.5gh2

i − hiu2
i

∆x
+

+ghi+1/2
bi+1 − bi

∆x
− hi+1/2fi+1/2

]
(4.5)

ïðè 0 6 i 6 N−1, ñ öåíòðàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíûõ ïî x ïî óçëàì
îñíîâíîé ñåòêè ïî x. Âåëè÷èíà Π, ñì. (2.19), àïïðîêñèìèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî:

Πi+1/2 = µi+1/2
ui+1 − ui

∆x
+

+τi+1/2hi+1/2ui+1/2

[
ghi+1 + 0.5u2

i+1 − ghi − 0.5u2
i

∆x
+ g

bi+1 − bi
∆x

− fi+1/2

]
+

+τi+1/2ghi+1/2
hi+1ui+1 − hiui

∆x
.(4.6)

Çäåñü τi+1/2 := 0.5(τi + τi+1), 0 6 i 6 N − 1. Íèæå â ðàñ÷åòàõ f = 0.
Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà h? âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

h?i := 0.5(hi−1/2 + hi+1/2)− τi
hi+1/2ui+1/2 − hi−1/2ui−1/2

∆x
. (4.7)
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Êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè µ è ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè τ âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

µi =
4

3
τi
gh2

i

2
, τi = α

∆x

ci
, ci =

√
ghi, (4.8)

ãäå c � ýòî àíàëîã ñêîðîñòè çâóêà, à ïîñòîÿííàÿ 0 < α < 1 � ïàðàìåòð.
Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà øàã ïî âðåìåíè íà
òåêóùåì âðåìåíí�îì ñëîå âûáèðàåòñÿ â âèäå:

∆t = β
∆x

cmax
. (4.9)

Çäåñü cmax := max
06i6N

ci, à ïîñòîÿííàÿ Êóðàíòà 0 < β < 1 � ïàðàìåòð. Âåëè-

÷èíà cmax, à ïîýòîìó è ∆t, ìåíÿåòñÿ îò îäíîãî âðåìåíí�oãî ñëîÿ ê äðóãîìó.
Ïàðàìåòðû ñõåìû α, β ïîäáèðàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî â êàæäîì ðàñ÷åòå.

Ïðèìåíåíèå â ôîðìóëå (4.7) óñðåäíåíèÿ 0.5(hi−1/2 + hi+1/2) âìåñòî ïðîñòî
hi íå ñëó÷àéíî [5]. Ïóñòü f = 0. Åñëè Hi ≡ C, ui ≡ 0 (0 6 i 6 N), òî
ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4.4)�(4.6) èìååì wi+1/2 ≡ 0, jm,i+1/2 ≡ 0, Πi+1/2 ≡ 0.

Òîãäà èç óðàâíåíèé (4.1)�(4.3) ïîëó÷àåì Ĥi = Hi = C, ĥui = 0 è ûi = 0 ïðè
1 6 i 6 N − 1. Ýòî âàæíî äëÿ âûïîëíåíèÿ èçâåñòíîãî ñâîéñòâà "õîðîøåé
ñáàëàíñèðîâàííîñòè" ñõåìû.

Äëÿ âîçìîæíîñòè îáðàáîòêè ïîäîáëàñòåé, ãäå ãëóáèíà h îáðàùàåòñÿ â 0
(ò.å. "ñóõîãî äíà") â âûïèñàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äîëæíû áûòü âíåñåíû

èçìåíåíèÿ. Ôóíêöèè ĥi, ĥui ïî�ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (4.1),
(4.2). Ôîðìóëà æå (4.3) äëÿ û ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ýìïèðè÷åñêèì
îáðàçîì

ûi :=


(ĥu)i

ĥi
ïðè ĥi > ε

0 ïðè ĥi < ε

.

Çäåñü ε > 0 � ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ýòîì ôîð-
ìóëû äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè (4.8) è øàãà ïî âðåìåíè (4.9) òàêæå
ìîäèôèöèðóþòñÿ ýìïèðè÷åñêè:

τi :=


α

∆x

ci
ïðè hi > ε

α
∆x

ci + γ
ïðè hi < ε

, ∆t :=


β

∆x

cmax
ïðè hmax > ε

β
∆x

cmax + γ
ïðè hmax < ε

,

ãäå hmax:= max
06i6N

hi. Ïàðàìåòð γ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå γ = δ max
06x6L

h0(x).

Íèæå â ðàñ÷åòàõ áðàëèñü çíà÷åíèÿ ε=0.001, δ=0.1.
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5 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Êðîìå èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, â âûïîëíåííûõ ðàñ-
÷åòàõ äåëàåòñÿ ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé
ñõåìû ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïî x.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ vex (çäåñü v = h, u, hu) èçâåñòíà
òî÷íî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ
ôîðìóëû

E(N)
ex [v] =

1

N

N∑
i=0

|vex i − v(N)
i |, p(N)

ex [v] = log2

E
(N)
ex [v]

E
(2N)
ex [v]

. (5.1)

Çäåñü vi è v
(N)
i � òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ â óçëàõ xi ñåòêè ñ N îò-

ðåçêàìè ðàçáèåíèÿ íà ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñ÷åòà tfin. Âåëè÷èíà

E
(N)
ex [v] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ïîãðåøíîñòè íà ñåòêå.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå v(Nmax)

íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé ñåòêå ïî x ñ Nmax îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ (òàêæå íà
ìîìåíò âðåìåíè tfin), è ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

E(N)[v] =
1

N

N∑
i=0

∣∣∣v(Nmax)

iNmax
N

− v(N)
i

∣∣∣ , p(N)[v] = log2

E(N)[v]

E(2N)[v]
. (5.2)

Ðàçóìååòñÿ, çäåñü Nmax áåðåòñÿ êðàòíûì 2N . Ýòà ìåòîäèêà èìååò ñâîè
ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè, êàê ïîêàçûâàåò åå ñðàâíåíèå íèæå ñ ïðåäûäóùåé
â ðÿäå çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà
E(N)[v] ≈ E

(N)
ex [v] îáû÷íî íåîáõîäèìî, ÷òîáû 4N 6 Nmax. Äëÿ àíàëèçà

íàäåæíîñòè ýòîé ìåòîäèêè îíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ (5.1) ïðè èçâåñòíîì òî÷íîì
ðåøåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ âìåñòî ïîñëåäíèõ ôîðìóë äðóãèå
(ñâÿçàííûå ñ ïðàâèëîì Ðóíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè)

Ẽ(N)[v] =
1

N

N∑
i=0

∣∣∣v(2N)
2i − v(N)

i

∣∣∣ , p̃(N)[v] = log2

E(N)[v]

E(2N)[v]
(5.3)

÷àñòî ïðèâîäèò ê íåäîñòîâåðíûì ðåçóëüòàòàì, è îò íåå ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ.
Íèæå â òàáëèöàõ âåðõíèé èíäåêñ (N) îïóñêàåòñÿ.

5.1 Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ âûñòóïîì

Èçó÷àåòñÿ òå÷åíèå â êàíàëå äëèíîé L=1500 ì, â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
êîòîðîãî ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåí âûñòóï (âûñîòîé 8 ì, äëèíîé 375 ì), à äíî
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îñòàëüíîé ÷àñòè ïëîñêîå. Â ñåðåäèíå êàíàëà óñòàíîâëåí ùèò. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò óðîâåíü H0(x) ñëåâà îò ùèòà ðàâåí 20 ì, ñïðàâà � 15 ì, à òå÷åíèå
îòñóòñòâóåò (ò.å. ñêîðîñòü u0(x) = 0). Ùèò ìãíîâåííî óáèðàåòñÿ â ìîìåíò
t = 0. Ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî ñíîñà äëÿ âûñîòû è ñêîðîñòè:

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=0,L

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0,L

= 0. (5.4)

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ïðè N=100, 200, 400, 800, 1600. Ïðè N=100,
200 ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàçìûòûì, ñ ñèëüíî ñãëàæåííûì ñêà÷êîì, íî ïðè
N > 400 îíî ïðèíèìàåò äîëæíûé âèä. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 10 (âñå ðèñóíêè ñãðóïïèðîâàíû âìåñòå â êîíöå ðàáîòû) äëÿ âðåìåí
t=15 ñåê è t=60 ñåê ïðè N=400; âçÿòû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α = β = 0.5.
Äîñòèãíóòî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîëó÷åííûìè
â [10] ïðè N=200 (ïî èíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîïûòêå
èñïîëüçîâàíèÿ α 6 0.1 íàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ
âûñòóïà; ñ óâåëè÷åíèåì α äî 0.5 ðåøåíèå ñãëàæèâàåòñÿ.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè u è h
ïî ôîðìóëàì (5.2) ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïî x. Ñ óâåëè÷åíèåì N ïîãðåøíîñòè
óáûâàþò, à ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè è äëÿ u, è äëÿ h íåñêîëüêî âîçðàñòàþò (ïðè
ýòîì äëÿ u ïîðÿäîê ÷óòü íèæå, ÷åì äëÿ h), îáà íå ïðåâîñõîäÿ 0.81.

N 100 200 400 800
E[u] 0.10 0.064 0.039 0.023
E[h] 0.15 0.092 0.054 0.031
p[u] 0.66 0.71 0.74 �
p[h] 0.69 0.77 0.81 �

Òàáëèöà 1: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=8000 (ðàñïàä ðàçðûâà â
êàíàëå ñ âûñòóïîì)

5.2 Òå÷åíèå íàä õîëìîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíàë äëèíîé L=25 ì c ïëîñêèì äíîì, çà èñêëþ÷åíèåì
íåâûñîêîãî õîëìà ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû â ñåðåäèíå îáëàñòè:

b(x) =

{
0.2− 0.05(x− 10)2 ì, 8 ì 6 x 6 12 ì

0, èíà÷å
.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàí ïîñòîÿííûé óðîâåíü âîäû: H0(x) ≡ CH ,
òå÷åíèå îòñóòñòâóåò. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåâà çàäàåòñÿ çíà÷åíèå
ðàñõîäà hu è óñëîâèå ñâîáîäíîãî ñíîñà äëÿ h, à ñïðàâà � óðîâíÿ H (âîîáùå
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ãîâîðÿ, äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè) è óñëîâèå ñâîáîäíîãî ñíîñà äëÿ u:

hu|x=0 = Chu,
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, H|x=L = CH ,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0. (5.5)

Ýòà çàäà÷à ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïðîñòîé, íî òàêîâà îíà ëèøü íà ïåðâûé
âçãëÿä. Â íåé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âûäåëÿþòñÿ òðè
òèïà òå÷åíèé: äîêðèòè÷åñêîå, òðàíñêðèòè÷åñêîå è ñâåðõêðèòè÷åñêîå. Äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû òå÷åíèé âñåõ òèïîâ. Ïðèâîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ôèíàëüíîãî âðåìåíè tfin=200 ñåê (ê êîòîðîìó
òå÷åíèÿ ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâÿòñÿ ñòàöèîíàðíûìè).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòèõ òå÷åíèé èçâåñòíî òî÷íîå çíà÷åíèå ðàñõîäà íà
ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: hu ≡ Chu. Êàê ïðàâèëî, èìåííî ïðè ðàñ÷åòå hu
âîçíèêàþò ñëîæíîñòè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
α=0.6, β=0.1 è ñîîòâåòñòâóþùèõ N , ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèìè, ñ
ìàëûìè îñöèëëÿöèÿìè; îíè ñðàâíèìû ñ ïîëó÷åííûìè ïî äðóãèì ñõåìàì â
[11] (ïðè N=100), [12] (ïðè N=300) è [13, 14, 15] (ïðè N=200).

5.2.1 Äîêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå

Äàííûé òèï òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì èç òðåõ. Çäåñü áåðóòñÿ CH=2
ì, Chu=4.42 ì2/c. Â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòàöèîíàðíûì ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ðîâíûé óðîâåíü âîäû ñ íåáîëüøîé âûåìêîé íàä õîëìîì.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû óðîâåíü H ïðè N=200, à òàêæå ðàñõîä hu ïðè
N=100, 200, 400, 800, 1600. Â ðàéîíå ãðàíèö õîëìà íàáëþäàþòñÿ âûáðîñû
çíà÷åíèé hu, çàòóõàþùèå ñ ðîñòîì N . Ïðè N=800 àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
ðàñõîäà Eabs := max

16i6N
|(hu)i − Chu| íå ïðåâîñõîäèò 0.003, ïðè N=1600 ðàñõîä

âû÷èñëÿåòñÿ âåñüìà òî÷íî, êðîìå íåñêîëüêèõ òî÷åê â ðàéîíå ãðàíèö õîëìà,
â êîòîðûõ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåíüøå 0.0015.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè hu ñ èñïîëüçîâàíèåì åãî òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2 (ïðèìåíåíû ôîðìóëû (5.1)). Ïîãðåøíîñòü
áûñòðî óáûâàåò, à ïîðÿäîê âåäåò ñåáÿ íåìîíîòîííî è äîñòàòî÷íî âûñîê
(áëèçîê ê 2) ïðè óìåðåííûõ N 6 400, íî ñ ðîñòîì N îí çàìåòíî ïàäàåò
äî çíà÷åíèÿ 1.27. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáë. 3 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû
ïî ôîðìóëàì (5.2). Â íåé ïîðÿäîê ðàñòåò â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé òàáëèöû.
Âèäíî, ÷òî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïî ïîãðåøíîñòè äîñòàòî÷íî äîñòîâåðíû
òîëüêî ïðè N 6 Nmax/4, à ïî ïîðÿäêó � ñîîòâåòñòâåííî ïðè N 6 Nmax/8.

Êðîìå òîãî, â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì
(5.3). Â äàííîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåòñÿ çàíèæåííîé, à ïîðÿäîê �
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N 100 200 400 800 1600
Eex[hu] 0.0012 0.00034 0.00009 0.000026 0.000011
pex[hu] 1.85 1.91 1.78 1.27 �

Òàáëèöà 2: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
(äîêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì)

N 100 200 400 800
E[hu] 0.0012 0.00033 0.000086 0.000018
p[hu] 1.87 1.93 2.26 �

Òàáëèöà 3: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ïðè Nmax=1600 (äîêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå
íàä õîëìîì)

ñêà÷óùèì îòíîñèòåëüíî èñòèííûõ èç òàáë. 2 (õîòÿ â öåëîì ïîðÿäîê âû÷èñ-
ëÿåòñÿ íåïëîõî).

N 100 200 400 800

Ẽ[hu] 0.00082 0.00023 0.000067 0.000018
p̃[hu] 1.80 1.81 1.89 �

Òàáëèöà 4: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ïî ôîðìóëàì (5.3) (äîêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé è ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè u è
h. Â íèõ ñ ðîñòîì N ïîãðåøíîñòè äîâîëüíî áûñòðî óáûâàþò, à ïîðÿäêè íå-
ñêîëüêî âîçðàñòàþò. Ëþáîïûòíî, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ N 6 200 ïîðÿäêè è äëÿ
u, è äëÿ h çàìåòíî ìåíüøå, ÷åì óêàçàííûå âûøå äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ hu
(çíà÷åíèÿ æå ïîðÿäêîâ äëÿ u è h ïðè N = 400 ìîãóò íå áûòü äîñòîâåðíûìè).

5.2.2 Òðàíñêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå

Çäåñü áåðóòñÿ CH=0.66 ì, Chu=1.53 ì
2/c. Äëÿ äàííîãî è ñëåäóþùåãî òèïîâ

òå÷åíèé òðåòüå èç êðàåâûõ óñëîâèé (5.5) ìîäèôèöèðóåòñÿ: H(L, t) = CH , 0 6 t 6 40 ñåê

∂h

∂x
(L, t) = 0, t > 40 ñåê

.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ñòàöèîíàðíîé âûñîòû óñëîæíÿåòñÿ è íàáëþäàåòñÿ
ñóùåñòâåííî áîëåå ðåçêîå èçìåíåíèå H (åãî çíà÷åíèÿ ñëåâà è ñïðàâà îò õîëìà
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ, à íàä õîëìîì îáðàçóåòñÿ çîíà ïëàâíîãî ïåðåõîäà).

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû óðîâåíü H ïðè N=200 è ðàñõîä hu ïðè N=100,
200, 400, 800, 1600. Êàê è â ñëó÷àå äîêðèòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, â ðàéîíå ãðàíèö
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N 100 200 400 800
E[u] 0.0039 0.0018 0.00079 0.00026
E[h] 0.0030 0.0015 0.00063 0.00021
p[h] 1.05 1.20 1.58 �
p[u] 1.08 1.21 1.58 �

Òàáëèöà 5: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=1600 (äîêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

õîëìà íàáëþäàþòñÿ âûáðîñû çíà÷åíèé hu, çàòóõàþùèå ñ ðîñòîì N . Òàê,
Eabs < 0.002 ïðè N = 800, Eabs < 0.001 ïðè N=1600.

Àíàëèç ñõîäèìîñòè hu êàê ïî ôîðìóëàì (5.1), òàê è (5.2), ñì. òàáë. 6 è 7
ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäèò ê âûâîäàì, âïîëíå àíàëîãè÷íûì ñäåëàííûì ðàíåå
äëÿ äîêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêè ñõîäèìîñ-
òè áëèçêè.

N 100 200 400 800 1600
Eex[hu] 0.00065 0.00018 0.000048 0.000014 0.0000062
pex[hu] 1.87 1.88 1.76 1.21 �

Òàáëèöà 6: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
(òðàíñêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì)

N 100 200 400 800
E[hu] 0.00065 0.00018 0.000044 0.0000010
p[hu] 1.88 2.02 2.12 �

Òàáëèöà 7: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ïðè Nmax=1600 (òðàíñêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

Êàê ÿñíî èç òàáë. 8, ñêàçàííîå âûøå îá àíàëèçå ñõîäèìîñòè hu îòíîñèòñÿ
è ê àíàëèçó ñõîäèìîñòè u, h.

5.2.3 Ñâåðõêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå

Çäåñü áåðóòñÿ CH=0.33 ì, Chu=0.18 ì2/c. Â äàííîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ åùå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè
è ïîâåäåíèåH ñòàíîâèòñÿ ðåçêî íåìîíîòîííûì (åãî ãðàôèê íàä õîëìîì èìååò
óçêóþ çàîñòðåííóþ âïàäèíó).

Èç ðèñ. 4 ÿñíî, ÷òî òåïåðü ðàñõîä ñ÷èòàåòñÿ õóæå. Â ðàéîíå ïðàâîé ãðàíè-
öû õîëìà íàáëþäàþòñÿ îñîáåííî ðåçêèå âûáðîñû. Èõ àìïëèòóäà ïðè N=800,
1600 íå ïðåâûøàåò 0.02 ì; òàêèì îáðàçîì, Eabs ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê õóæå,
÷åì â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.
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N 100 200 400 800
E[u] 0.046 0.021 0.0088 0.0029
E[h] 0.0083 0.0037 0.0015 0.00051
p[u] 1.15 1.25 1.60 �
p[h] 1.17 1.26 1.60 �

Òàáëèöà 8: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=1600 (òðàíñêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

Êàðòèíà ñõîäèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ñâåðõêðèòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîé â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
hu òåïåðü îòíþäü íå óáûâàåò, à âîçðàñòàåò äî 1.45 ñ ðîñòîì N , ñì. òàáë.
9. Ñîîòâåòñòâèå æå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ôîðìóëàì (5.1)
è (5.2), à òàêæå õàðàêòåð ñõîäèìîñòè u è h, ñì. òàáë. 10 è 11, àíàëîãè÷íû
ïîëó÷åííûì â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Áîëåå òîãî, ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u
è h äîâîëüíî áëèçêè âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ, à òàêæå ìåæäó ñîáîé.

N 100 200 400 800 1600
Eex[hu] 0.0011 0.00051 0.00024 0.00011 0.000040
pex[hu] 1.09 1.09 1.12 1.45 �

Òàáëèöà 9: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
(ñâåðõêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì)

N 100 200 400 800
E[hu] 0.0010 0.00047 0.00020 0.000062
p[hu] 1.11 1.25 1.67 �

Òàáëèöà 10: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè hu ïðè Nmax=1600 (ñâåðõêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

5.3 Íåïîäâèæíûå âîäîåìû

5.3.1 Âîäîåì ñ õîëìîì ñ ñóõèì âåðõîì

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òåñòîì íà ñïîñîáíîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ñîõðàíÿòü
ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïðè íàëè÷èè ñóõîãî äíà. Äëèíà êàíàëà L=1 ì, à ïðîôèëü
åãî äíà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b(x) = max {0, 0.25− 5(x− 0.5)2}.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ:

h0(x) + b(x) = max {b(x), 0.1} ì, u0(x) = 0.
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N 100 200 400 800
E[u] 0.013 0.0063 0.0028 0.0011
E[h] 0.0040 0.0018 0.00072 0.00028
p[u] 1.03 1.16 1.39 �
p[h] 1.17 1.31 1.35 �

Òàáëèöà 11: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=1600 (ñâåðõêðèòè÷åñêîå
òå÷åíèå íàä õîëìîì)

Ïðè ýòîì óðîâåíü âîäû â ñåðåäèíå êàíàëà íèæå, ÷åì âåðøèíà õîëìà; òàêèì
îáðàçîì, èìååòñÿ ñóõîå äíî, ñì. ðèñ. 5. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû:

h|x=0,L = 0.1 ì, u|x=0,L = 0.

Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè t=50 ñåê ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
α=0.5, β=0.1. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè N=500.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïî äðóãèì
ñõåìàì â [12] ïðè N=300 è [16] ïðè N=100. Âîäà îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ (u = 0) â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ðàñ÷åòà, ëèøü íà ãðàíèöàõ ñóõîãî
äíà âîçíèêàþò íåáîëüøèå îñöèëëÿöèè.

Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 12 è 13.
Âñå ïîãðåøíîñòè óáûâàþò, íî ïðîèñõîäèò ýòî ñ âåñüìà õàîòè÷íûì ïîâåäåíèåì
ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ðåçêîå âîçðàñòàíèå, à ïîòîì
óáûâàíèå êàê äëÿ u, òàê è äëÿ h. Ïðè ýòîì èõ ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ (ïðè
N =1000) îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ê 1. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ òàáë. 12
è 13 ìåæäó ñîáîé â öåëîì ïðèâîäèò ê òåì æå âûâîäàì, ÷òî è â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.

N 250 500 1000 2000
Eex[u] 0.0024 0.0018 0.00027 0.00015
Eex[h] 0.00026 0.00017 0.000024 0.000012
pex[u] 0.42 2.74 0.89 �
pex[h] 0.62 2.82 1.01 �

Òàáëèöà 12: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(âîäîåì ñ õîëìîì ñ ñóõèì âåðõîì)

5.3.2 Îçåðî Ðóðçåå

Â äàííîé çàäà÷å L=280 ì è ïðîôèëü äíà èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé
âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé òîïîãðàôèè ðåàëüíîãî îçåðà Ðóðçåå [10]. Êàê è â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïðèñóòñòâóþò ó÷àñòêè ñóõîãî äíà, íî òåïåðü â îêðå-
ñòíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö (à íå â ñåðåäèíå îáëàñòè), ñì. ðèñ. 6. Ýòà
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N 250 500 1000
E[u] 0.0023 0.0017 0.00014
E[h] 0.00025 0.00016 0.000012
p[u] 0.46 3.58 �
p[h] 0.66 3.68 �

Òàáëèöà 13: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=2000 (âîäîåì ñ õîëìîì ñ
ñóõèì âåðõîì)

çàäà÷à ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòü ñõåìû ñîõðàíÿòü ñîñòîÿíèå ïîêîÿ
ïðè íàëè÷èè êàê ñëîæíîé òîïîãðàôèè, òàê è ñóõîãî äíà.

Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè t=10 ñåê äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
α=0.5, β=0.1. Ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ôàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
âðåìåíè ðàñ÷åòà (ðèñ. 6), íî íà íåãóñòîé ñåòêå (N 6 250) ïðèñóòñòâóþò íåáî-
ëüøèå îòêëîíåíèÿ u îò íóëÿ, à òàêæå îñöèëëÿöèè ïðè ðàñ÷åòå h.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè u, h ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 14 è 15. Ðåçóëüòàòû
çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîðÿäîê ñõîäè-
ìîñòè u ïî�ïðåæíåìó ñêà÷åò, íî ñ ãîðàçäî ìåíüøåé àìïëèòóäîé. Ïîðÿäîê
æå ñõîäèìîñòè h, íàîáîðîò, ñòàáèëåí è áëèçîê ê 1. Ñîïîñòàâëåíèå ìåæäó
ñîáîé ðåçóëüòàòîâ â òàáë. 14 è 15 äëÿ u ïðèâîäèò ê ïðåæíèì âûâîäàì, à
äëÿ h ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåçêîì çàíèæåíèè ïîãðåøíîñòè âî âòîðîé òàáëèöå è
îøèáî÷íîñòè (ñèëüíîé çàâûøåííîñòè) ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ïðè ìèíèìàëüíîì
N =250.

N 250 500 1000 2000
Eex[u] 0.046 0.013 0.0071 0.0016
Eex[h] 1.06 0.51 0.26 0.13
pex[u] 1.79 0.93 2.14 �
pex[h] 1.05 0.99 1.03 �

Òàáëèöà 14: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(îçåðî Ðóðçåå)

N 250 500 1000
E[u] 0.044 0.012 0.0058
E[h] 0.061 0.012 0.0071
p[u] 1.90 1.03 �
p[h] 2.36 0.73 �

Òàáëèöà 15: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=2000 (îçåðî Ðóðçåå)

Îòìåòèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïðè ñóæåíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (íàïðèìåð,
äî 25 ì 6 x 6 260 ì), êîãäà ñóõîå äíî ïðîïàäàåò, àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
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êàê äëÿ h, òàê è äëÿ u ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà è îñòàåòñÿ íà óðîâíå ïîãðåøíîñòè
îêðóãëåíèé.

5.4 Äâîéíàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ íàä âûñòóïîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíàë äëèíîé L=25 ì. Åãî äíî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, çà
èñêëþ÷åíèåì íåâûñîêîãî âûñòóïà, ðàñïîëîæåííîãî â ëåâîé ïîëîâèíå êàíàëà:

b(x) =

{
1 ì, 25/3 ì 6 x 6 12.5 ì
0, èíà÷å

.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äâå âîëíû îäèíàêîâîãî ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ
ðàçáåãàþòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè x=50/3 ì â ïðàâîé ïîëîâèíå êàíàëà:

H0(x) ≡ h0(x) + b(x) = 10 ì, h0(x)u0(x) =

{
−350 ì2/c, x 6 50/3 ì
350 ì2/c, x > 50/3 ì

.

Ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà (5.4).
Ïðè ýòîì íà ìîìåíò âðåìåíè t=0.05 ñåê îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ñóõîãî

äíà, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà
âðåìåíè tfin=0.65 ñåê ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α=0.1, β=0.001. Ðèñ. 7
äåìîíñòðèðóåò ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ è óâåëè÷åíèÿ îáëàñòè ñóõîãî äíà íà
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðåçóëüòàòû ïðè N=500 õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
ïîëó÷åííûìè â [12] è [17] ïðè N=300.

Àíàëèç ñõîäèìîñòè ïî ôîðìóëàì (5.2) â òàáë. 16 ïîêàçûâàåò ñòàáèëüíûé è
âûñîêèé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè u è ñóùåñòâåííî ìåíüøèé, íî ðàñòóùèé ïîðÿäîê
ñõîäèìîñòè h.

N 250 500 1000
E[u] 17.39 4.95 1.39
E[h] 0.033 0.020 0.0091
p[u] 1.81 1.84 �
p[h] 0.68 1.15 �

Òàáëèöà 16: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=2000 (äâîéíàÿ âîëíà
ðàçðåæåíèÿ íàä âûñòóïîì)

5.5 Íàáåãàíèå âîëíû íà áåðåã

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíàë äëèíîé L=500 ì. Ïðîôèëü åãî äíà ìîäåëèðóåò
íàêëîííûé áåðåã è çàäàåòñÿ êóñî÷íî�ëèíåéíîé ôóíêöèåé âèäà

b(x) =


1.4− 0.001x ì, x < 100 ì
1.3− 0.01x ì, 100 ì 6 x 6 200 ì
0.3− 0.001x ì, x > 200 ì

.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîäà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ íà óðîâíå
H0(x)=1.75 ì. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåâà ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðî-
íèöàåìîé ñòåíêè, ñïðàâà � óñëîâèå ñíîñà äëÿ u è äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ
h:

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0, h(L, t) = 1 + 0.75 cos
2πt

T
,

ãäå T=60 ìèí. Òàê ìîäåëèðóåòñÿ öèêëè÷åñêèé ïðèëèâ/îòëèâ âîëíû.

Â äàííîé çàäà÷å â óðàâíåíèÿõ ê F äîáàâëÿåòñÿ ñèëà òðåíèÿ Ffric = −gη2u|u|
h4/3

(ñ êîýôôèöèåíòîì Ìàííèíãà η = 0.03). Â ðàçíîñòíîé ñõåìå îíà ôèãóðèðóåò â
ðîëè f â óðàâíåíèè (4.2) (äëÿ íåå èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ),
à òàêæå â âûðàæåíèÿõ (4.5), (4.6). Â ñëó÷àå ñóõîãî äíà â çíàìåíàòåëå ôîð-
ìóëû äëÿ Ffric âåëè÷èíà h ýìïèðè÷åñêè ìîäèôèöèðóåòñÿ êàê max{h, ε} (ñ
ïðåæíèì ε=0.001, ñð. ñ ðàçäåëîì 4).

Ðàñ÷åòû âåëèñü äî âðåìåíè tfin=54 ìèí ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α=0.1,
β=0.2. Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåí óðîâåíü âîäû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè t=12, 24, 36, 48, 54 ìèí. Ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åí-
íûìè ïî äðóãèì ñõåìàì â [16] è [18] ïðè N=100, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî
ãðàôèêà (t=54 ìèí), ãäå íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîå îòêëîíåíèå óðîâíÿ íà ëåâîé
ãðàíèöå.

Àíàëèç ñõîäèìîñòè ïî ôîðìóëàì (5.2) â òàáë. 17 ïîêàçûâàåò óáûâàíèå
ïîãðåøíîñòè ñ óáûâàíèåì ïîðÿäêà äëÿ u è ðîñòîì äëÿ h (îäíàêî çíà÷åíèÿ
ïîðÿäêîâ ïðè N =500 ìîãóò íå áûòü äîñòîâåðíûìè).

N 250 500 1000
E[u] 0.0039 0.0019 0.0011
E[h] 0.00042 0.00017 0.000058
p[u] 1.03 0.71 �
p[h] 1.31 1.56 �

Òàáëèöà 17: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=2000 (íàáåãàíèå âîëíû íà
áåðåã)

Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû íåñêîëüêèõ, â ÷àñòíîñòè, øåñòè öèêëîâ ïðèëè-
âîâ/îòëèâîâ âîëíû (ò.å. äî âðåìåíè tfin=360 ìèí) ïîêàçàëè òîò âàæíûé ôàêò,
÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñî âðåìåíåì íå óõóäøàåòñÿ è ñîõðàíÿåò ïåðèîäè÷åñêîå
ïîâåäåíèå.

5.6 Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ ïëîñêèì ÷àñòè÷íî ñóõèì äíîì

Äàííûé òåñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó î ðàñïàäå ðàçðûâà â êàíàëå ñ
ïëîñêèì ÷àñòè÷íî ñóõèì äíîì. Äëèíà îáëàñòè L=50 ì. Íà ðàññòîÿíèè 50/3
ì îò ëåâîãî êðàÿ îáëàñòè ðàñïîëîæåí ùèò. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
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âûñîòà âîäû ñëåâà îò ùèòà h0(x)=1 ì, ñïðàâà � ñóõîå äíî (ò.å. h0(x)=0),
à òå÷åíèå îòñóòñòâóåò. Ùèò ìãíîâåííî óáèðàåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò.
Ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà (5.4).

Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè tfin=3 ñåê ïðè ïàðàìåòðàõ α=β=0.1.
Â äàííîé çàäà÷å ðåçóëüòàòû ìîæíî ñðàâíèòü ñ èçâåñòíûì àâòîìîäåëüíûì
ðåøåíèåì (ðèñ. 9). Äîñòèãàåòñÿ õîðîøàÿ òî÷íîñòü â âû÷èñëåíèè óðîâíÿ H,
íî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèè u íà ãðàíèöå ñóõîãî
äíà.

Â òàáë. 18 è 19 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè.
Ïåðâàÿ èç íèõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü u íåñêîëüêî âîçðàñòàåò è ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ � íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîãðåøíîñòü h óáûâàåò, íî ïîðÿäîê
óáûâàíèÿ ðåçêî çàìåäëÿåòñÿ ñ ðîñòîì N .

Âòîðàÿ òàáëèöà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âïîëíå ïîíÿòíûé, íî ïîó÷èòåëüíûé
âûâîä î òîì, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ u ïî
ôîðìóëàì (5.2), ñîâåðøåííî íåäîñòîâåðíû � îíè äåìîíñòðèðóþò óáûâàíèå

ïîãðåøíîñòè è ñóùåñòâåííûé ðîñò ïîðÿäêà óáûâàíèÿ. Îá ýòîé âîçìîæíîñòè
íå ñëåäóåò çàáûâàòü â ñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå
íåèçâåñòíî. Ïîãðåøíîñòè æå h â òàáëèöå äîâîëüíî äîñòîâåðíûå ïðè
óìåðåííûõ N 6 Nmax/8, íî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêè â öåëîì ñèëüíî
çàâûøåíû è ðàñòóò (à íå óáûâàþò) ñ ðîñòîì N .

N 250 500 1000 2000 4000 8000
E[u] 0.32 0.36 0.37 0.38 0.38 0.38
E[h] 0.0024 0.0016 0.0012 0.00090 0.00075 0.00066
p[h] 0.58 0.42 0.42 0.26 0.18 �

Òàáëèöà 18: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ ïëîñêèì ÷àñòè÷íî ñóõèì äíîì)

N 250 500 1000 2000 4000
E[u] 0.14 0.077 0.041 0.020 0.0067
E[h] 0.0026 0.0015 0.00090 0.00049 0.00019
p[u] 0.84 0.90 1.04 1.57 �
p[h] 0.78 0.75 0.88 1.38 �

Òàáëèöà 19: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=8000 (ðàñïàä ðàçðûâà â
êàíàëå ñ ïëîñêèì ÷àñòè÷íî ñóõèì äíîì)
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5.7 Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ íàêëîííûì äíîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíàë äëèíîé L=122 ì, äíî êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàêëîííóþ ïëîñêîñòü:

b(x) = 0.61− 0.005x ì.

Â ñåðåäèíå êàíàëà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñíîâàíèþ óñòàíîâëåí ùèò, ñì. ðèñ. 10.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óðîâåíü âîäû ñëåâà îò ùèòàH0(x)=61 ì, ñïðàâà
� ñóõîå äíî, à òå÷åíèå îòñóòñòâóåò. Ùèò ìãíîâåííî óáèðàåòñÿ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò. Ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà (5.4). Â äàííîé çàäà÷å ñíîâà
ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà òðåíèÿ Ffric, òåïåðü ñ êîýôôèöèåíòîì Ìàííèíãà η=0.009.

Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè tfin=120 ñåê ïðè ïàðàìåòðàõ
α=β=0.1. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íå ìãíî-
âåííûå ãðàôèêè ðåøåíèé ïî ïðîñòðàíñòâó, à ãðàôèêè èõ çàâèñèìîñòè îò t
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé x (ðèñ. 11). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå
ãðàôèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè èç [14] ðàñïîëîæåíû ÷óòü íèæå.

Â òàáë. 20 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè â îòñóòñò-
âèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëå àíàëèçà òàáëèö ïðåäûäóùåãî òåñòà ðåçóëüòàòû
äëÿ u âûãëÿäÿò íåäîñòîâåðíûìè, à äëÿ h èì ìîæíî äîâåðÿòü, ïî�âèäèìîìó,
òàêæå ëèøü ïðè N 6 Nmax/8, êîãäà ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè áëèçîê ê 1.

N 250 500 1000 2000
E[u] 0.0057 0.0023 0.00089 0.00033
E[h] 0.000083 0.000042 0.000022 0.0000085
p[u] 1.31 1.37 1.44 �
p[h] 1.003 0.90 1.39 �

Òàáëèöà 20: Ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè u, h ïðè Nmax=4000 (ðàñïàä ðàçðûâà â
êàíàëå ñ íàêëîííûì äíîì)

6 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâå ðåãóëÿðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî
ðàññ÷èòûâàòü îñíîâíûå âèäû îäíîìåðíûõ òå÷åíèé, âêëþ÷àÿ òðàíñêðè-
òè÷åñêèå òå÷åíèÿ è òå÷åíèÿ ñ îáëàñòÿìè ñóõîãî äíà. Âî âñåõ ïðèìåðàõ
÷èñëåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê ýòàëîííîìó ðåøåíèþ ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïî
ïðîñòðàíñòâó (êðîìå ñõîäèìîñòè ñêîðîñòè â ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷àõ ïðè
íàëè÷èè ñóõîãî äíà).

Óñòàíîâëåí äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð ñàìîé ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû.
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Ïîñòðîåííàÿ ÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ôîðìàëüíî èìååò ïåðâûé (à íå âòîðîé) ïîðÿäîê àïï-
ðîêñèìàöèè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì â íåé ðåãó-
ëÿðèçóþùèõ ñëàãàåìûõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ øàãó ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó.
×òî æå êàñàåòñÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ
çàäà÷ è ðåàëüíî èñïîëüçóåìûõ ñåòîê, òî ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñêîìûå âûñîòà h è ñêîðîñòü u îïðåäåëÿþòñÿ
ñîâìåñòíî, ïîðÿäîê äëÿ íèõ ÷àñòî ðàçëè÷åí (êàê è äëÿ ðàñõîäà hu);

2) ôàêòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîðÿäêà ìîæåò áûòü î÷åíü ðàçëè÷íûì: âîç-
ðàñòàþùèì, óáûâàþùèì, ðåçêî ñêà÷êîîáðàçíûì;

3) â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è � âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñ âûõîäîì íà ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì � ïîðÿäîê ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ (â ïðîâåäåííûõ
ðàñ÷åòàõ � â äèàïàçîíå îò 0.18 äî 2.82);

4) â îòñóòñòâèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ
ïîðÿäêà ìîãóò äàâàòü íåäîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû (è äàæå äåìîíñòðèðîâàòü
ñõîäèìîñòü òîãäà, êîãäà íà ñàìîì äåëå åå íåò).
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 15 ñåê)
Ñêîðîñòü u (ïðè t = 15 ñåê)

Óðîâåíü H = h+ b (ïðè tfin = 60 ñåê) Ñêîðîñòü u (ïðè tfin = 60 ñåê)

Ðèñ. 1: Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ âûñòóïîì, N = 400
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 100)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 400)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 800) Ðàñõîä hu (ïðè N = 1600)

Ðèñ. 2: Äîêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì, tfin = 200 ñåê
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 100)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 400)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 800) Ðàñõîä hu (ïðè N = 1600)

Ðèñ. 3: Òðàíñêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì, tfin = 200 ñåê
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 100)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 200) Ðàñõîä hu (ïðè N = 400)

Ðàñõîä hu (ïðè N = 800) Ðàñõîä hu (ïðè N = 1600)

Ðèñ. 4: Ñâåðõêðèòè÷åñêîå òå÷åíèå íàä õîëìîì, tfin = 200 ñåê
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè N = 500, tfin = 50 ñåê)

Ðèñ. 5: Âîäîåì ñ õîëìîì ñ ñóõèì âåðõîì

Óðîâåíü H = h+ b (ïðè N = 500, tfin = 10 ñåê)

Ðèñ. 6: Îçåðî Ðóðçåå
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 0.05 ñåê) Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 0.25 ñåê)

Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 0.45 ñåê) Óðîâåíü H = h+ b (ïðè tfin = 0.65 ñåê)

Ðèñ. 7: Äâîéíàÿ âîëíà, N = 500
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Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 12 ìèí) Óðîâåíü H = h+ b (t = 24 ìèí)

Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 36 ìèí) Óðîâåíü H = h+ b (ïðè t = 48 ìèí)

Óðîâåíü H = h+ b (ïðè tfin = 54 ìèí)

Ðèñ. 8: Íàáåãàíèå âîëíû íà áåðåã, N = 500

33



Óðîâåíü H = h+ b Ñêîðîñòü u

Ðàñõîä hu

Ðèñ. 9: Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ ïëîñêèì ÷àñòè÷íî ñóõèì äíîì, N = 500, tfin = 3 ñåê
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïóíêòèðíàÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå).
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Ðèñ. 10: Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â çàäà÷å î ðàñïàäå ðàçðûâà â êàíàëå ñ íàêëîííûì äíîì
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Ãëóáèíà h (ïðè x=30.5) Ãëóáèíà h (ïðè x=61.0)

Ãëóáèíà h (ïðè x=70.1) Ãëóáèíà h (ïðè x=85.4)

Ðèñ. 11: Ðàñïàä ðàçðûâà â êàíàëå ñ íàêëîííûì äíîì, ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò t äëÿ
íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé x ïðè N = 250
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