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МИНИМИЗАЦИЯ МАКСИМАЛЬНОГО ВРЕМЕННО́ГО
СМЕЩЕНИЯ ДЛЯ ОДНОГО ПРИБОРА1

Рассматривается классическая NP -трудная задача теории расписаний
1|rj |Lmax. Представлен алгоритм нахождения оптимального расписания
обслуживания n требований (работ), когда параметры требований удо-
влетворяют системе линейных ограничений. Расширена полиномиально
разрешимая область задачи 1|rj |Lmax. Представлен алгоритм построения
Парето-оптимального множества расписаний по критериям Lmax и Cmax

трудоемкости O(n3 logn) операций.

1. Введение

Рассматривается следующая задача теории расписаний. Начиная с момен-
та времени t необходимо обслужить требования (работы) множества N =
= {1, . . . , n}. Запрещаются прерывания обслуживания требований и одно-
временное обслуживание нескольких требований.

Для требований множества N введем следующие обозначения: rj – мо-
мент поступления требования j, pj > 0 – время, которое требуется для
обслуживания требования j, dj – директивный срок, j ∈ N . Директивный
срок – время, до которого желательно (но необязательно) завершить об-
служивание требования. Обозначим: rj(t) = max{rj , t}, j ∈ N . Расписани-
ем π(N, t) будем называть последовательность обслуживания требований
множества N

π(N, t) = (K1, . . . ,Kn),

начиная с момента времени t, где K1 ∪ · · · ∪Kn≡N и обслуживание требова-
ния K1 начинается в момент времени s1 = rK1(t), а всех остальных требова-
ний Kj (j = 2, . . . , n) начинается в момент времени sKj = rKj(sKj−1 + pKj−1).
Будем называть расписание допустимым, если при нем каждое требование
j ∈ N обслуживается без прерываний на протяжении времени pj , начиная
с момента sj � rj(t), и никакие два требования не обслуживаются одновре-
менно. Множество всех допустимых расписаний, которые можно построить

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований и ОАО «Российские железные дороги» (проект № 13-08-13190).
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Рис. 1. Параметры требования j.

для набора требований N и момента времени t, обозначим через Π(N, t). Для
каждого требования j ∈ N в расписании π ∈ Π(N, t) через Cj(π, t) будем обо-
значать время завершения обслуживания j. Разность Lj(π, t) = Cj(π, t) − dj
называют временны́м смещением требования j при расписании π, начинаю-
щемся в момент времени t (рис. 1). Максимальное временно́е смещение для
требований множества N при расписании π определим как

Lmax(π, t) = max
j∈N

Cj(π, t)− dj .

Момент окончания обслуживания всех требований множества N при распи-
сании π обозначим как

Cmax(π, t) = max
j∈N

Cj(π, t).

Зад а ч а 1. Для заданного множества требований N и момента време-
ни t построить расписание π∗ ∈ Π(N, t), при котором

Lmax(π
∗, t) = min

π∈Π(N,t)
Lmax(π, t).

Данная задача в [1] обозначается как 1|rj |Lmax и является классической за-
дачей теории расписаний. В [2] показано, что общий случай задачи 1|rj |Lmax

является NP -трудным в сильном смысле. С момента постановки задачи был
выделен ряд полиномиально разрешимых случаев. В [3] было доказано, что в
случае rj = 0, j ∈ N , решением задачи является расписание, при котором тре-
бования упорядочены по неубыванию директивных сроков. Такое расписание
также будет оптимальным для случая, когда моменты поступления и дирек-
тивные сроки согласованы следующим образом: ri � rj ⇔ di � dj ,∀i, j ∈ N .
В случае, когда dj = d для всех j ∈ N , оптимальное расписание также может
быть построено за O(n log n) операций, по неубыванию моментов поступле-
ния. Полиномиальный алгоритм трудоемкости O(n2 log n) для случая равен-
ства времен обслуживания требований pj = p для всех j ∈ N был представлен
в [4]. В [5] предложен полиномиальный алгоритм (трудоемкости O(n2 log n)
операций) для специального случая, когда параметры всех требований j ∈ N
для некоторой константы A удовлетворяют ограничениям

dj − pj −A � rj � dj −A, ∀j ∈ N.

135



Полиномиальный алгоритм трудоемкости O(n3 log n) операций для случая,
когда параметры требований удовлетворяют системе линейных ограничений{

d1 � . . . � dn;

d1 − p1 − r1 � . . . � dn − pn − rn

был представлен в работе автора [6].

2. Свойства задачи

Рассматривается случай, когда параметры требований множества N для
некоторых действительных чисел α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞) удовлетворяют си-
стеме неравенств{

d1 � . . . � dn;

d1 − αp1 − βr1 � . . . � dn − αpn − βrn.
(1)

Напомним, t – момент времени, начиная с которого прибор доступен для
обслуживания требований. Выберем из множества N два требования f =
= f(N, t) и s = s(N, t), такие что

f(N, t) = argmin
j∈N

{
dj |rj(t) = min

i∈N
ri(t)

}
,

s(N, t) = arg min
j∈N\f

{
dj |rj(t) = min

i∈N\f
ri(t)

}
.

В случае, когда N = ∅, т.е. |N | = 0, для любого действительного t положим

f(∅, t) = 0, s(∅, t) = 0.

В случае, когда N = {i}, т.е. |N | = 1, для любого действительного t положим

f(N, t) = i, s(N, t) = 0.

Через (i → j)π будем обозначать, что требование i обслуживается при
расписании π раньше требования j.

Лемма 1. Если для требований множества N выполнены условия (1)
для некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞), тогда при любом расписании
π ∈ Π(N, t) для любого требования j ∈ N \ {f} такого, что (j → f)π, вер-
но

Lj(π, t) < Lf (π, t)(2)

и для любого требования j ∈ N \ {f, s} такого, что (j → s)π, верно

Lj(π, t) < Ls(π, t),(3)

где f = f(N, t), s = s(N, t).
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Для всех работ j таких, что (j → f)π,

выполняется неравенство

Cj(π, t) � Cf (π, t)− pf .
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В случае, когда dj � df , имеем

Lj(π, t) = Cj(π, t) − dj < Cf (π, t)− df = Lf (π, t),

следовательно, соотношение (2) выполняется.
Рассмотрим случай, когда для работы j ∈ N , (j → f)π, верно dj < df . Из

системы (1) имеем

dj < df ⇔ dj − αpj − βrj � df − αpf − βrf .

Тогда с учетом того, что rj > rf , α ∈ [0, 1], β ∈ [0,∞) и p > 0, получаем сле-
дующие соотношения:

0 � αpj + (1− α)pf + β(rj − rf ) ⇔ αpf + βrf � αpj + βrj + pf .

C учетом того, что

dj − αpj − βrj � df − αpf − βrf ⇔ (αpf + βrf )− (αpj + βrj) � df − dj,

получаем
df � dj + pf .

Очевидно, что Cj(π, t) � Cf (π, t) − pf . Складывая полученные неравенства,
получаем

Cj(π, t) + df � Cf (π, t) + dj ⇔ Lj(π, t) � Lf (π, t).

Утверждение (2) доказано.
Доказательство утверждения (3) проводится аналогично. Достаточно за-

метить, что работа s из множества N станет работой f во множестве N \ {f}
и необходимо только заменить N на N \ {f}.

Докажем следующую теорему о свойствах работ f и s.
Те ор ем а 1. Пусть все работы подмножества N ′ ⊆ N удовлетворяют

системе неравенств (1) для некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞). Тогда для лю-
бого момента времени t′ � t и любого расписания π ∈ Π(N ′, t′) существует
такое расписание π′ ∈ Π(N ′, t′), что{

Lmax(π
′, t′) � Lmax(π, t

′),
Cmax(π

′, t′) � Cmax(π, t
′)

(4)

и в расписании π′ первой выполняется либо работа f = f(N ′, t′), либо s =
= s(N ′, t′). Если df � ds, то первой в расписании π′ обслуживается рабо-
та f .

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы1. Пусть π=(π1, f, π2, s, π3), где π1, π2, π3 –
частичные подрасписания π. Рассмотрим расписание π′ = (f, π1, π2, s, π3). Из
определений rj(t) и f(N, t) для каждого требования j ∈ N ′ имеем

rf (t
′) � rj(t

′).

Следовательно,

Cmax((f, π1), t
′) � Cmax((π1, f), t

′),
Cmax(π

′, t′) � Cmax(π, t
′),
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поэтому
Lj(π

′, t′) � Lj(π, t
′), ∀j ∈ (π2, s, π3).

Из леммы 1 получаем, что для любого j ∈ {π1} ∪ {π2} выполняется

Lj(π
′, t′) � Ls(π, t

′).

Для f , очевидно, имеем
Lf (π

′, t′) � Lf (π, t
′).

Из этих утверждений следует{
Lmax(π

′, t′) � Lmax(π, t
′),

Cmax(π
′, t′) � Cmax(π, t

′).

Пусть π = (π1, s, π2, f, π3), т.е. работа s выполняется до работы f . В этом
случае строим расписание π′ = (s, π1, π2, f, π3) и повторяем доказательство
аналогично приведенному выше. Первая часть теоремы доказана.

Положим df � ds и π = (π1, s, π2, f, π3). Рассмотрим расписания π′ =
= (s, π1, π2, f, π3) и π′′ = (f, π1, π2, s, π3). Тогда для расписаний π, π′ и π′′ будет
верно следующее неравенство:

Cmax((f, π1, π2, s), t
′) � Cmax((s, π1, π2, f), t

′),

так как rf (t
′) � rs(t

′). Следовательно,

Lmax(π3, Cmax((f, π1, π2, s), t
′)) � Lmax(π3, Cmax((s, π1, π2, f), t

′)),

поэтому максимум целевой функции Lmax((f, π1, π2, s), t
′) достигается не

на требовании f . Максимум целевой функции Lmax((s, π1, π2, f), t
′) не мо-

жет достигаться на требовании s, так как df � ds и Cs((s, π1, π2, f), t
′) <

< Cf ((s, π1, π2, f), t
′). Тогда согласно лемме 1

Lmax((f, π1, π2, s), t
′) = Ls((f, π1, π2, s), t

′) = Cmax((f, π1, π2, s), t
′)− ds

и

Lmax((s, π1, π2, f), t
′) = Lf ((s, π1, π2, f), t

′) = Cmax((s, π1, π2, f), t
′)− df .

Таким образом, из того, что df � ds и Cmax((f, π1, π2, s), t
′) �

� Cmax((s, π1, π2, f), t
′), получаем

Lmax((f, π1, π2, s), t
′) � Lmax((s, π1, π2, f), t

′)

и
Lmax(π

′′, t′) � Lmax(π
′, t′),

что и требовалось доказать.
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Будем называть расписание π′ ∈ Π(N, t) эффективным, если не существует
такого расписания π ∈ Π(N, t), что выполняется система неравенств{

Lmax(π, t) � Lmax(π
′, t),

Cmax(π, t) � Cmax(π
′, t),

причем хотя бы одно из этих неравенств строгое. Тогда если для работ множе-
ства N система неравенств (1) верна при некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞),
то из теоремы 1 следует, что существует эффективное расписание π′, при
котором либо работа f = f(N, t), либо s = s(N, t) выполняется первой. Бо-
лее того, если df � ds, то существует оптимальное расписание, при котором
первой выполняется работа f .

Пусть Ω(N, t) – подмножество множества Π(N, t). Расписание π =
= (i1, . . . , in) принадлежит Ω(N, t), если любая работа ik, k = 1, . . . , n, вы-
брана из

fk = f(Nk−1, Cik−1
(π, t)) и sk = s(Nik−1

, Cik−1
(π, t)),

где Nk−1 = N \ {i1, . . . , ik−1}, N0 = N и Ci0(π, t) = t. Если dfk � dsk , то
ik = fk. Если dfk > dsk , тогда либо ik = fk, либо ik = sk. Так как на каждое
место в расписании претендует не более двух работ, следовательно, множе-
ство Ω(N, t) содержит не более чем 2n расписаний. Согласно теореме 1 всегда
можно построить эффективное расписание, которое принадлежит множеству
Ω(N, t), перебрав не более чем 2n вариантов.

Пусть ω(N, t) – частичное расписание максимальной длины такое, что при
последовательном рассмотрении требований имеем df � ds. С помощью алго-
ритма 1 для любого набора работ N и времени t можно построить расписание
ω(N, t).

Алгоритм 1
Data: N, t
Result: ω(N, t)

1 N ′ := N ;
2 t′ := t;
3 f := f(N ′, t′);
4 s := s(N ′, t′);
5 if df ≤ ds then
6 ω = (ω, f);
7 else
8 return(ω);
9 end

10 N ′ := N ′ \ f ;
11 t′ := rf (t

′) + pf ;
12 if N 
= ∅ then
13 go to step 3;
14 else
15 return(ω);
16 end
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Рис. 2. Построение расписания ω(N, t).

Алгоритм 1 заключается в следующем: на каждом проходе цикла 5–13
рассматриваются требования f(N ′, t′) и s(N ′, t′). В случае, если df � ds, тре-
бование f(N ′, t′) при расписании ω обслуживается с момента времени rf (t

′)
до момента времени rf (t

′)+pf . Выполняется исключение требования f(N ′, t′)
из множества N ′, изменение t′ := rf (t

′) + pf , после чего выполнение цикла по-
вторяется. Если же df > ds, то алгоритм прерывает свою работу и выводит
построенное частичное расписание ω(N, t) (рис. 2). В случае, когда df > ds,
f = f(N, t), s = s(N, t), то ω(N, t) = ∅.

Лемма 2. Трудоемкость построения частичного расписания ω(N, t) ал-
горитмом 1 для любых N и t составляет не более чем O(n log n) операций.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. На шагах 3–4 алгоритмa 1 находятся две
работы f(N ′, t′) и s(N ′, t′). Так как работы отсортированы в соответствии с
моментами поступления rj , то для нахождения работ f и s потребуется не бо-
лее чем O(log n) операций. Ввиду того, что количество проходов цикла 3–13
ограничено мощностью множества N , получаем, что для построения частич-
ного расписания ω(N, t) потребуется не более чем O(n log n) операций.

Лемма 3. Если работы множества N удовлетворяют условиям (1) для
некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞), то любое расписание π ∈ Ω(N, t) начина-
ется с частичного расписания ω(N, t).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Если ω(N, t) = ∅, то условие леммы вы-
полняется ввиду того, что любое расписание начинается с пустого расписа-
ния. Если же ω(N, t) = (i1, . . . , il), то для любого k = 1, . . . , l выполнено dfk �
� dsk , где fk = f(Nk−1, Ck−1(π, t)) и sk = s(Nk−1, Ck−1(π, t)). В то же время
для f = f(Nl, Cl(π, t)) и s = s(Nl, Cl(π, t)) имеем df > ds. Ввиду полученных
соотношений между директивными сроками и определением Ω(N, t) получа-
ем, что любое расписание из Ω(N, t) начинается с ω(N, t), что и требовалось
доказать.

Будем обозначать:

ω1(N, t) = (f(N, t), ω(N \ f, t′))
и

ω2(N, t) = (s(N, t), ω(N \ s, t′′)),
где t′ = rf (t) + pf и t′′ = rs(t) + ps. Заметим, что из определения ω1(N, t)
и ω2(N, t) и леммы 2 следует, что для их нахождения также потребуется
O(n log n) операций.
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Сл ед с т в и е 1. Если работы множества N удовлетворяют услови-
ям (1) для некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞), то любое расписание
π ∈ Ω(N, t) начинается либо с ω1(N, t), либо с ω2(N, t).

3. Задача на быстродействие с ограничением на максимальное
временно́е смещение

Зад а ч а 2. Упорядочить множество требований N с момента време-
ни t так, чтобы максимальное временно́е смещение не превышало значе-
ния y. Требуется найти оптимальное расписание, удовлетворяющее

min
π∈Π(N,t)

Cmax(π, t)|Lmax(π, t) � y.

Расписание, удовлетворяющее данной целевой функции, обозначим через
Θ(N, t, y). В случае, если не существует такого расписания π ∈ Π(N, t), бу-
дем говорить, что Θ(N, t, y) = ∅.

Представим алгоритм построения расписания Θ(N, t, y).

Алгоритм 2
Data: N, t, y
Result: Θ(N, t, y)

1 Θ := ω(N, t);
2 if Lmax(ω(N, t), t) > y then
3 return(∅);
4 end
5 while 1 do
6 N ′ := N \Θ;
7 t′ := Cmax(Θ, t);
8 if N ′ = ∅ then
9 return(Θ);

10 end
11 if Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) � y then
12 Θ := (Θ, ω1(N ′, t′));
13 else
14 if Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) � y then
15 Θ := (Θ, ω2(N ′, t′));
16 else
17 return(∅);
18 end
19 end
20 end

На первом шаге алгоритма выполняется построение частичного рас-
писания ω(N, t), включение его в Θ(N, t, y), изменение N ′ := N ′ \Θ
и t′ := Cmax(Θ, t). Далее выполняется построение частичного расписа-
ния ω1(N ′, t′) и проверка выполнения ограничения Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) � y.
В случае положительного результата ω1(N ′, t′) добавляется к расписанию
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Рис. 3. Построение расписания Θ.

Θ(N, t, y). Затем происходит изменение N ′ и t′, после чего цикл 5–20 по-
вторяется. В противном случае выполняется построение частичного распи-
сания ω2(N ′, t′) и проверка выполнения ограничения Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) � y.
В случае положительного результата ω2(N ′, t′) добавляется к расписанию
Θ(N, t, y), выполняются изменения N ′ и t′, после чего процедура повторяется
(рис. 3). Алгоритм прерывает свою работу, если все требования множества N
успешно включены в расписание Θ или если на каком-то шаге оба расписа-
ния ω1(N ′, t′) и ω2(N ′, t′) не удовлетворяют ограничению на максимальное
временно́е смещение. В этом случае алгоритм возвращает Θ(N, t, y) = ∅.

Лемма 4. Трудоемкость алгоритма 2 не превосходит O(n2 log n) опера-
ций.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. На шагах 1, 11 и 14 алгоритма 2 выпол-
няется построение расписаний ω1(N ′, t′) и ω2(N ′, t′) с помощью алгоритма 1.
Для этого требуется не более чем O(n log n) операций. В результате прохода
цикла 5–20 добавляется хотя бы одно требование к расписанию Θ или воз-
вращается Θ = ∅, следовательно, цикл 5–20 повторяется не более чем n раз.
Поэтому алгоритм 2 находит расписание Θ(N, t, y) не более чем за O(n2 log n)
операций.

Докажем теорему о свойствах построенного расписания Θ(N, t, y).
Те ор ем а 2. Пусть для работ множества N выполнены условия (1)

для некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞). Тогда если расписание Θ(N, t, y),
найденное с помощью алгоритма 2, не пустое, то для любого расписания
π ∈ Π(N, t), удовлетворяющего ограничению Lmax(π, t) � y, выполнено

Cmax(Θ(N, t, y), t) � Cmax(π, t).

Если же Θ(N, t, y) = ∅, то для любого расписания π ∈ Π(N, t) верно

Lmax(π, t) > y.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Так как для любого π ∈ Π(N, t) выпол-
нены условия (1), то по теореме 1 существует такое расписание π′ ∈ Ω(N, t),
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для которого {
Lmax(π

′, t) � Lmax(π, t),

Cmax(π
′, t) � Cmax(π, t).

Из построения расписания Θ(N, t, y) следует, что оно принадлежит множе-
ству Ω(N, t). Тогда из леммы 3 следует, что расписание Θ(N, t, y) будет на-
чинаться с частичного расписания ω(N, t). Обозначим Θ0 = ω(N, t).

После k проходов цикла 5–20 получим частичное расписание Θk, при этом
N ′ = N \ {Θk} и t′ = Cmax(Θk, t). Допустим, что существует расписание Θ с
минимальным значением Cmax, начинающееся с частичного расписания Θk

и удовлетворяющее ограничению Lmax(Θk, t) � y. Тогда по лемме 3 можно
продолжить Θk расписанием из множества Ω(N ′, t′). Возможны три случая.
1. Пусть Θk+1 = (Θk, ω

1(N ′, t′)), т.е. Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) � y, тогда ω1(N ′, t′) –

частичное расписание с наименьшим значением Cmax среди всех возмож-
ных продолжений расписания Θk, удовлетворяющих Lmax(Θk+1, t) � y.

2. Если Θk+1 = (Θk, ω
2(N ′, t′)), то{

Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) > y,

Lmax(ω
2(N ′, t′), t′) � y.

Это следует из того, что любое расписание из множества Ω(N ′, t′) может
начинаться либо с ω1(N ′, t′), либо с ω2(N ′, t′) и Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) > y. Из
шагов 11–19 следует, что данный случай возможен, только если ω2(N ′, t′) –
единственное возможное продолжение расписания Θk.

3. Рассмотрим теперь случай, когда после k прохода цикла 5–20 имеем
Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) > y и Lmax(ω
2(N ′, t′), t′) > y. Из предположения следу-

ет, что если расписание Θ ∈ Ω(N, t) существует, то оно обязательно должно
начинаться с Θk. Кроме того, для любого π ∈ Π(N ′, t′) всегда существует
π′ ∈ Ω(N ′, t′) такое, что либо

Lmax(π, t
′) � Lmax(π

′, t′) � Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) > y,

либо
Lmax(π, t

′) � Lmax(π
′, t′) � Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) > y.

Следовательно, Θ = ∅.
Таким образом, после не более чем n проходов цикла 5–20 будет построено
искомое расписание Θ(N, t, y). Если хоть раз возникнет случай 3, расписания
Θ(N, t, y) не существует. Что и требовалось доказать.

4. Алгоритм построения множества оптимальных по Парето расписаний
по критериям Cmax и Lmax

Ниже представлен алгоритм, в результате работы которого для любого
набора работ N и момента времени t может быть получено Парето-множество
расписаний Φ(N, t) такое, что 1 � |Φ(N, t)| � n. В случае, когда выполняется
условие 1, будет построено оптимальное Парето-множество.
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Алгоритм 3
Data: N, t
Result: Φ(N, t)

1 y := +∞;
2 π∗ := ω(N, t);
3 Φ := ∅;
4 m := 0;
5 while 1 do
6 N ′ := N \ π∗;
7 t′ := Cmax(π

∗, t);
8 if N ′ = ∅ then
9 Φ := Φ ∪ {π∗};

10 return(Φ);
11 end
12 if Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) � Lmax(π
∗, t) then

13 π∗ := (π∗, ω1(N ′, t′));
14 else
15 if Lmax(ω

1(N ′, t′), t′) � y then
16 y′ := Lmax(ω

1(N ′, t′), t′);
17 Θ := Θ(N ′, t′, y′);
18 if Θ = ∅ then
19 π∗ := (π∗, ω1(N ′, t′));
20 else
21 π′ := (π∗,Θ);
22 if (m = 0) or (Cmax(π

′
m, t) < Cmax(π

′, t)) then
23 m := m+ 1;
24 π′

m := π′;
25 Φ := Φ ∪ {π′

m};
26 y := Lmax(π

′
m, t);

27 else
28 π′

m := π′;
29 end
30 end
31 else
32 if Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) � y then
33 π∗ := (π∗, ω2(N ′, t′));
34 else
35 π∗ := π′

m;
36 return(Φ).
37 end
38 end
39 end
40 end

Процесс работы алгоритма 3 заключается в следующем. Из леммы 3 сле-
дует, что любое оптимальное по критерию Lmax расписание из Ω(N, t) начи-
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нается с ω(N, t), поэтому обозначим π0 = ω(N, t) и рассмотрим работу цик-
ла 5–40. Пусть после первых k проходов цикла 5–40 алгоритма 3 будет по-
строено частичное расписание π∗ = πk и множество Φ = {π′

1, . . . , π
′
m}. Пусть

N ′ = N \ {πk} и t′ = Cmax(πk, t) – значения, полученные на шагах 5 и 6 во
время (k + 1)-го прохода цикла 5–40. Рассмотрим возможные продолжения
расписания πk.

1. Если Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) � Lmax(πk, t), то выполняется присвоение π∗ :=

:= πk+1 = (πk, ω
1(N ′, t′)) и возврат на шаг 5 после выбора оптимального

продолжения по критерию Cmax без нарушения текущего значения целе-
вой функции Lmax(πk+1, t) � Lmax(πk, t).

2. Lmax(πk, t) < Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) � y и Θ(N ′, t′, Lmax(ω

1(N ′, t′), t′)) = ∅. В
этом случае выполняется присвоение π∗ := πk+1 = (πk, ω

1(N ′, t′)) и возврат
на шаг 5 после выбора оптимального продолжения по критерию Cmax без
нарушения ограничения Lmax(πk+1, t) � y.

3. Lmax(πk, t) < Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) � y и Θ(N ′, t′, Lmax(ω

1(N ′, t′), t′)) 
= ∅. Вы-
полняется присвоение π′:= (π∗,Θ(N ′, t′, Lmax(ω

1(N ′, t′), t′))). Так как y′ � y,
то расписание π′ удовлетворяет ограничению Lmax(πk+1, t) � y. Если зна-
чение Cmax(π

′, t) увеличилось по сравнению с Cmax(π
′
m, t), то увеличи-

вается счетчик m := m+ 1, выполняется включение π′ во множество Φ
и изменение ограничения y (шаги 23–26). Если же имеем Cmax(π

′, t) �
� Cmax(π

′
m, t), то заменяем расписание π′

m на π′ во множестве Φ (шаг 28).
После любого из возможных исходов выполняется возврат на шаг 5.

4. Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) > y, Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) � y. Выполняется присвоение
π∗ := πk+1 = (πk, ω

2(N ′, t′)) – единственный возможный вариант продол-
жения πk без нарушения ограничения Lmax(πk+1, t) � y (шаг 33). После
чего выполняется переход на шаг 5.

5. Lmax(ω
1(N ′, t′), t′) > y, Lmax(ω

2(N ′, t′), t′) > y. Нет возможности продол-
жить расписаниe πk, не нарушая ограничения Lmax(πk+1, t) � y. Выпол-
нение алгоритма прерывается (шаг 36). Алгоритм завершает свою работу,
если все требования множества N включены в расписание π∗ или если
нет возможности продолжить расписание π∗, не нарушая ограничения y
(шаг 36).

Лемма 5. Время работы алгоритма 3 не превосходит O(n3 log n) опера-
ций, а мощность множества Φ(N, t) не превышает n.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Наиболее трудоемкими операциями при
проходе цикла 5–40 являются построения частичных расписаний ω1(N ′, t′)
и ω2(N ′, t′) и Θ. Для нахождения ω1(N ′, t′) и ω2(N ′, t′) требуется O(n log n)
операций, а для нахождения расписания Θ – O(n2 log n) операций. Так как
частичные расписания ω1(N ′, t′) и ω2(N ′, t′) состоят не менее чем из одной
работы, то при каждом проходе цикла к частичному расписанию π∗ добав-
ляется не менее одной работы, а во множество Φ(N, t) включается не более
одного расписания. Следовательно, число проходов цикла 5–40 алгоритма 3
будет не более чем n. Таким образом, мощность множества Φ(N, t) не пре-
восходит n и общее количество операций не превышает O(n3 log n).
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Те ор ем а 3. Пусть для работ множества N выполнены условия (1) для
некоторых α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞). Тогда расписание π∗, построенное алго-
ритмом 3, оптимально по критерию Lmax.
Для любого расписания π ∈ Π(N, t) существует такое π′ ∈ Φ(N, t), что{

Lmax(π
′, t) � Lmax(π, t),

Cmax(π
′, t) � Cmax(π, t)

и множество расписаний Φ(N, t) оптимально по Парето в соответствии с
критериями Lmax и Cmax.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Предположим, что существует распи-
сание π ∈ Π(N, t), которое не принадлежит Φ(N, t) и для которого выполнено
хотя бы одно из неравенств

Cmax(π, t) < Cmax(π
′, t)(5)

или

Lmax(π, t) < Lmax(π
′, t)(6)

для любого расписания π′ ∈ Φ(N, t). Согласно теореме 1 существует расписа-
ние π′′ ∈ Ω(N, t) такое, что{

Lmax(π
′′, t) � Lmax(π, t),

Cmax(π
′′, t) � Cmax(π, t).

Если π′′ ∈ Φ(N, t), тогда очевидно, что ни одно из условий (5) и (6) не может
быть выполнено. Следовательно, π′′ ∈ Ω(N, t) \Φ(N, t).

Из определения множества Ω(N, t) следует, что любое расписание π′′ из
множества Ω(N, t) может быть представлено в виде объединения частичных
расписаний π′′ = (ω0, ω1, . . . , ωk′′), где ω0 = ω(N, t), а ωi – либо ω1(N ′′

i , C
′′
i ),

либо ω2(N ′′
i , C

′′
i ) и N ′′

i = N \ {ω0, . . . , ωi−1}, C ′′
i = Cmax((ω0, . . . , ωi−1), t),

i = 1, . . . , k′′.
Расписание π′ имеет аналогичную структуру, т.к. Φ(N, t)⊆ Ω(N, t), т.е.

π′ = (ω′
0, ω

′
1, . . . , ω

′
k′), где ω′

0 = ω(N, t), а ω′
i – либо ω1(N ′

i , C
′
i), либо ω2(N ′

i , C
′
i)

и N ′
i = N \ {ω′

0, . . . , ω
′
i−1}, C ′

i = Cmax((ω
′
0, . . . , ω

′
i−1), t), i = 1, . . . , k′.

Допустим, что первые k частичных расписаний в π′ и π′′ совпадают,
т.е. ω′

i = ωi ∀i = 0, . . . , k − 1, и ω′
k 
= ωk. Положим, y = Lmax(ω0, . . . , ωk−1, t),

Nk = N ′
k = N ′′

k и Ck = C ′
k = C ′′

k . Построим расписание Θ = Θ(Nk, Ck, y) с
помощью алгоритма 2. Если Θ = ∅, то по алгоритму 3 имеем: ω′

k =
= ω1(Nk, Ck). Так как ωk 
= ω′

k, получаем, что ωk = ω2(Nk, Ck). Условие
Lmax(ω

2(Nk, Ck), Ck) � y не может быть выполнено, так как Θ = ∅. Вся струк-
тура алгоритма 3 построена на том, чтобы расположить работы так плотно,
как это возможно, пока не встретится работа с критическим значением Lmax.
Следовательно, продолжая частичное расписание ω1(Nk, Ck), имеем{

Cmax(π
′, t) � Cmax(π

′′, t),
Lmax(π

′, t) � Lmax(π
′′, t).
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Рис. 4. Множество расписаний, оптимальных по Парето.

В том случае, когда Θ 
= ∅, для расписания π′ = (ω′
0, . . . , ω

′
k,Θ) имеем{

Cmax(π
′, t) � Cmax(π

′′, t),
Lmax(π

′, t) = Lmax(π
′′, t).

Следовательно, для любого расписания π′′ ∈ Ω(N, t) \ Φ(N, t) существует
такое расписание π′ ∈ Φ(N, t), что Cmax(π

′, t) � Cmax(π
′′, t) и Lmax(π

′, t) �
� Lmax(π

′′, t).
Для множества расписаний Φ(N, t) = {π′

1, . . . , π
′
m} имеем (рис. 4):{

Cmax(π
′
1, t) < Cmax(π

′
2, t) < · · · < Cmax(π

′
m, t),

Lmax(π
′
1, t) > Lmax(π

′
2, t) > · · · > Lmax(π

′
m, t).

(7)

Следовательно, Φ(N, t) – оптимальное по Парето множество расписаний,
причем по лемме 5 имеем |Φ(N, t)| � n. Таким образом, получаем, что рас-
писание π′

1 оптимальное по критерию Cmax, в то время как расписание π′
m

имеет наилучшее значение максимального временно́го смещения Lmax. Что и
требовалось доказать.

5. Проверка принадлежности примера полиномиально разрешимой области

Для произвольного примера задачи 1|rj |Lmax необходимо знать, можно ли
подобрать такие значения α и β, что система неравенств (1) будет верной.
Для этого необходимо и достаточно решить следующую задачу.

Задача 3. Дано 3n действительных чисел: r1, . . . , rn, d1, . . . , dn, p1, . . . , pn.
Существуют ли такие действительные числа α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞), что
выполняется система неравенств (1)?

Известно, что d1 � . . . � dn, для всех i = 1, . . . , n − 1. Сделаем замены:

Di = di+1 − di,

Pi = pi+1 − pi,

Ri = ri+1 − ri.
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Тогда система неравенств (1) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D1 � 0,

. . .

Dn−1 � 0,

αP1 + βR1 � D1,

. . .

αPn−1 + βRn−1 � Dn−1.

(8)

Те ор ем а 4. Для набора r1, . . . , rn, d1, . . . , dn, p1, . . . , pn существуют
α0 ∈ [0, 1] и β0 ∈ [0,+∞) такие, что система неравенств (8) выполняет-
ся тогда и только тогда, когда существуют α1 ∈ {0, 1} и β1 ∈ [0,+∞), для
которых система (8) выполняется.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Рассмотрим возможные варианты
неравенств системы (8) (рис. 5). Пусть M = {1, . . . , n− 1} – множество ин-
дексов, используемых в системе (8). Представим M в виде объединения под-
множеств M1 ∪ · · · ∪M7 в зависимости от значений Pi и Ri в соответствии с
правилами, описанными ниже.

1. Если для i ∈ M выполняется Pi = 0, Ri = 0, то i ∈ M1. Тогда неравенство
αPi + βRi � Di будет выполнено для любых значений α и β при Di = 0 и
не будет выполнено при Di > 0.

2. Если для i ∈ M выполняется Pi = 0, Ri 
= 0, то i ∈ M2. В этом случае нера-
венство имеет вид βRi � Di ⇔ β � Di

Ri
. Обозначим min

i∈M2

Di
Ri

через D2

R2 . То-

гда неравенство αPi + βRi � Di выполняется тогда и только тогда, когда
β � D2

R2 .
3. Если для i ∈ M выполняется Pi 
= 0, Ri = 0, то i ∈ M3. В этом случае нера-

венство имеет вид αPi � Di ⇔ α � Di
Pi

. Обозначим min
i∈M3

Di
Pi

через D3

P 3 . То-

гда неравенство αPi + βRi � Di выполняется при всех значениях α � D3

R3

и только при них.
4. Если для i ∈ M выполняется Pi < 0, Ri < 0, то i ∈ M4. В этом случае ре-

шение существует тогда и только тогда, когда α = β = 0. Следовательно,
если M4 
= ∅, то α0 = β0 = 0 – единственные возможные коэффициенты,
при которых (8) имеет решение.

5. Если для i ∈ M выполняется Pi > 0, Ri < 0, то i ∈ M5. Тогда

Pi + βRi � αPi + βRi � Di,

Di − Pi

Ri
� β � 0.

Заметим, что неравенство αPi + βRi � Di будет выполняться при α = 1 и
β � Di−Pi

Ri
. Обозначим: B = min

i∈M5

Di−Pi
Ri

. Заметим, что B � 0 и для любых

i ∈ M5 неравенство αPi + βRi � Di будет выполнено при α = 1 и β ∈ [0, B].
6. Если для i ∈ M выполняется Pi < 0, Ri > 0, то i ∈ M6.
7. Если для i ∈ M выполняется Pi > 0, Ri > 0, то i ∈ M7.
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Рис. 5. Типы неравенств системы (8).

Заметим, что рассмотрены все возможные пары значений Pi и Ri, откуда сле-
дует, что M ≡M1 ∪ · · · ∪M7. Предположим, что существуют такие α0 ∈ [0, 1]
и β0 ∈ [0,+∞), что система (8) верна.
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Если M1 
= ∅, то для любого i ∈ M1 верно неравенство α0Pi + β0Ri �
� Di ⇔ 0 � Di, следовательно, данное неравенство будет выполнено для всех
α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞).

Если M3 
= ∅, то для любого i ∈ M3 неравенство αPi + βRi � Di верно то-
гда и только тогда, когда α � D3

0

P 3
0
. Следовательно, если неравенство имеет

решение при некотором α0 ∈ [0, 1], то при α1 = 1 � α0 � D3
0

P 3
0

данное неравен-
ство также будет верно для всех i ∈ M3.

Если M4 
= ∅, то единственное возможноe решение системы (8) – это
α0 = 0, β0 = 0. Следовательно система (8) верна при α1 = β1 = 0.

Пусть M5 
= ∅. Покажем, что неравенство αPi + βRi � Di может быть
выполнено для всех i ∈ M2 ∪M5 ∪M6 ∪M7 при некоторых α0 ∈ [0, 1] и
β0 ∈ [0,+∞) тогда и только тогда, когда оно будет выполнено при α1 = 1
и β1 = B. Для i ∈ M5 данное утверждение очевидно.

Если M5 
= ∅ и M2 
= ∅, то выполняется β0 � D2

R2 . Заметим, что так как
M5 
= ∅, то B � β0, следовательно, неравенство αPi + βRi � Di будет выпол-
нено для всех i ∈ M2 ∪M5.

Если M5 
= ∅ и M6 
= ∅, то для любых i ∈ M5 и j ∈ M6 выпол-
нены неравенства α0Pi + β0Ri −Di � 0 и α0Pj + β0Rj −Dj � 0. Возьмем
i = arg min

i∈M5

Di−Pi
Ri

. Имеем

Di − α0Pi

Ri
� β0 �

Dj − α0Pj

Rj
⇒

(
Di

Ri
− Dj

Rj

)
− α0

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
� 0.

Так как Ri < 0 и Rj > 0, то
Di

Ri
− Dj

Rj
< 0 ⇒ α0

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
> 0.

следовательно, (
Di

Ri
− Dj

Rj

)
−

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
� 0,

т.е.

B =
Di − Pi

Ri
� Dj − Pj

Rj
,

Pj +BRj � Dj .

Таким образом, получаем, что для всех j ∈ M6 неравенство αPj + βRj � Dj

будет выполнено при значениях α1 = 1 и β1 = B.
Если M5 
= ∅ и M7 
= ∅, то для любых i ∈ M5 и j ∈ M7 выполнены нера-

венства α0Pi+β0Ri−Di � 0 и α0Pj+β0Rj−Dj � 0. Пусть i = arg min
i∈M5

Di−Pi
Ri

.

Получаем
Di − α0Pi

Ri
� β0 �

Dj − α0Pj

Rj
⇒

(
Di

Ri
− Dj

Rj

)
− α0

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
� 0.

Так как 0 � α0 � 1 Pi
Ri

< 0 и Pj

Rj
> 0, имеем(

Di

Ri
− Dj

Rj

)
−

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
�

(
Di

Ri
− Dj

Rj

)
− α0

(
Pi

Ri
− Pj

Rj

)
� 0.
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Следовательно,

B =
Di − Pi

Ri
� Dj − Pj

Rj
,

Pj +BRj � Dj .

Таким образом, для всех j ∈ M7 неравенство αPj+βRj � Dj будет выполнено
при значениях α1 = 1 и β1 = B.

Из доказанного выше следует, что если M5 
= ∅, то неравенство αPi+βRi �
� Di будет выполнено для всех i ∈ M2 ∪M5 ∪M6 ∪M7 при α1 = 1 и β1 = B.
Обратное утверждение очевидно, достаточно взять α0 = 1 и β0 = B.

Если же M5 = ∅, то все приведенные рассуждения будут верны для зна-
чения B′ = max

i∈M2∪M6∪M7

Di−Pi
Ri

. Таким образом, если для некоторых α0 ∈ [0, 1]

и β0 ∈ [0,+∞) система неравенств (8) верна, то:
• если M4 
= ∅, то система (8) верна при α1 = 0 и β1 = 0;
• если M4 = ∅,M5 
= ∅, система (8) верна при α1 = 1, β1 = B;
• если M4 = ∅,M5 = ∅,M 
= M3, система (8) верна при α1 = 1, β1 = B′;
• если M = M3, то система (8) верна при α1 = 1, β1 = 0.
Покажем алгоритм нахождения α1 ∈ {0, 1}, β1 ∈ [0,+∞).

Алгоритм 4
Data: P1, . . . , Pn, R1, . . . , Rn,D1, . . . ,Dn

Result: α1, β1
1 if M4 
= ∅ then
2 α1 := 0, β1 := 0;
3 else
4 if M5 
= ∅ then
5 α1 := 1, β1 := min

i∈M5

Di−Pi
Ri

;

6 else
7 if M 
= M3 then
8 α1 := 1, β1 := max

i∈M2∪M6∪M7

Di−Pi
Ri

;

9 else
10 α1 := 1, β1 := 0;
11 end
12 end
13 end
14 for (i = 1, i < n, i++) do
15 if α1Pi + β1Ri < Di then
16 return(Не существует α ∈ [0, 1] и β ∈ [0,+∞), для которых

система (1) верна.);
17 end
18 end
19 return(α1, β1).

Для того чтобы удостовериться, существуют ли α0 ∈ [0, 1] и β0 ∈ [0,+∞)
такие, что система (8) выполняется, достаточно проверить на выполнимость
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все неравенства системы для найденных значений α1 и β1. Если хотя бы од-
но из неравенств неверно, то из доказательства, приведенного выше, следует,
что не существует таких α0 ∈ [0, 1] и β0 ∈ [0,+∞), для которых система нера-
венств (8), а следовательно, и система (1) верны.

Таким образом, система неравенств (1) верна при некоторых α0 ∈ [0, 1] и
β0 ∈ [0,+∞) тогда и только тогда, когда будет верна система неравенств (8)
при α1, β1, найденных с использованием алгоритма 4. Что и требовалось до-
казать.

Лемма 6. Трудоемкость алгоритма 4 не превышает O(n log n) опера-
ций.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Алгоритм 4 выполняет одну сортировку,
две операции присвоения, O(n) операций по выяснению типа неравенств и
проверку выполнимости O(n) неравенств. Наиболее трудоемкой частью яв-
ляется сортировка сложностью O(n log n) операций.

6. Заключение

Расширена полиномиально разрешимая область классической NP -труд-
ной в сильном смысле задачи 1|rj |Lmax. Представлен алгоритм построения
множества Парето-оптимальных расписаний в соответствии с критериями
Lmax и Cmax трудоемкостью O(n3 log n) операций. Представлен алгоритм для
определения принадлежности примера к полиномиально разрешимой обла-
сти и нахождения параметров α и β трудоемкостью O(n log n) операций.
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