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� �
�������

�� ���
������
� �������
�������� ���������� ������� �
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2�3� � ���'�� #�)	���	� 2�� 4�� 5666� 7 8� ����� �3 ��� ��	�1�� T = [a, b]
� 29� &�( � ����1����!���� ���	��� ��93 ��� )	��1���!#�(� �#�'����� T ��
-�����!�
 �,��� /
#�"�� �(	�#���##�% )� :�	��#
 ��	��"�� ��������
	�1#���!, ��
+ #�
����,*�+ �(	�#���##�+ #� T /
#�"�%� )	�#"�) ��$
��	� 0���� �)	������� ��� 	��#���	#� �(	�#���##�% )�����������!#����
/
#�"�%� '�	��#��� ��	��"�� ����	�+ 	��#���	#� �(	�#���#�� ;��!#�%$
&�� ����*�#�� )	�#"�)� ����	� 0����� ��1�	
,*���� #� )	�#"�)� ����$
	� ��� ��#���##�+ /
#�"�%� ���1�#� � 1���#�% ��	��"�� )� :�	��#
 #�
����� ��*�� ��� ����� ������� ��	��"�� 293<2��3��

� 	����� 2��3� ��#��#�% 	�1
�!��� ����	�% ��	�'�# � 2��� �93� )	����$
'�# #���% 
#���	���!#�% )��+�� � )������#��
 )	�#"�)
 ����	� ���
/
#�"�%� ��%���
,*�+ �1 T ⊂ R � ���	������� )	���	�#���� X � ����$
�� �(	�#���#�� #� ����*�##
, ��	��"�, ����(�$���� ��)� ��� /
#�"�%
��+��#�% )�����������!#���� � 2��3 ��)��!1
���� ���!�� ������ �(	�#���$
#�� #� ����� �
��
��� � ������ ��#�
	�� 2�8� �=3� ��� ���'� § 2� .��+
/
#�"�%� >���
�� �������!� ��� .�� �(	�#���#�� #� ���
�! ��	��"�� ����$
���� #� ���!�� ��������#�� ��� ��(�� ����� �1 )�����������!#���� /
#�$
"�% �1����! )������#� �+���*
,�� )��)�����������!#���!� #� � #�����	�+
��
���+ � #���+������ #�)	���	� � ��
��� 	��#���	#�% �+��������� ���
���'� ���	��
 � � 7 =�� �	��� ��(�� 	�1
�!���� 2��3 ����	'�� ��� ����#��
��
��� �#�(�� �1����#�� )	�#"�)� ����	� ��)� 0���� � �(	�#���#����
#� ����*�##�� ��	��"�� ��� ������ ��&���

?��! #�����*�% 	����� @ 	��)	���	�#��! )	�#"�)� ����	� �1 2��3<
2�93 #� /
#�"�� �� 1#���#���� � 	��#���	#�� )	���	�#���� X � )���1��!�
��� )	�#"�)� ����	� � �(	�#���#���� #� ����*�##�� ��	��"��� ����	�� �
)	��������##�� ��#������ ���'� ����,��� #������ )��
��,��� ��� ������$
��� #�&�(� )	�#"�)� ����	��

-��# 	����� @ ����
,*�%� � 7 � )	��������#� ��#��#�� �)	�����#�� �
�/�	�
��	���# "�#�	��!#�% 	�1
�!��� 	����� @ ���	��� �� � 7 9 
���#��$
����,��� ���%���� ���
��% ��	��"�� /
#�"�% �� 1#���#���� � 	��#���	$
#�� )	���	�#����� � 7 8 �1
��,��� )	����!#�� /
#�"�� �� �� ���,*�� �
��'��% ����� )	���% � ����% ��#����	�##�� )	������ ��#������!#� )���$
#�(� �#�'������ ��� )�1������ �
�&� )�#��! ���, �����#�� � 	��! ���
��%
��	��"��� 7 = )����*�# ����1����!���
 "�#�	��!#�(� 	�1
�!����� ����#�"�
� 7 � )���1�#�� ��� �#�(�� �1����#�� )	�#"�)� ����	� ��)� 0���� � �(	�#�$
��#���� #� ����*�##�� ��	��"�� ����,��� ����������� #�&�(� )	�#"�)�
����	��

�� 	
������ ���������� � ����������

��,�
 #�'� )	��)���(������ ��� (X,U) @ +�
���	/��� 	��#���	#��
)	���	�#���� � ���)������ )��������	�� {dp}p∈P 	��#���	#���� U ���
2��� 4�� �3�� (�� P @ #�����	�� �#����#�� �#�'������ � �������� #�)���#�$
#�� �)�&�� .�� )	��)���'�#�� #�����!�� )��	��#��� ��$)�	��+� )	� �,$
��� p ∈ P /
#�"�� dp : X×X → R

+ = [0,∞) �������� )��������	���%� �� ��
��� ���+ x, y, z ∈ X 
��������	��� 
�������A dp(x, x) = 0� dp(x, y) = dp(y, x)
� dp(x, z) � dp(x, y) + dp(y, z)B �	��� ��(�� ���� �1 
�����% x, y ∈ X �
dp(x, y) = 0 ��� ���+ p ∈ P ��������� ��� x = y� �� X #�1������� +�
�$
��	/���� ��� ����������� ��$���	�+� ��	��# C���)���� )��������	��
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{dp}p∈P D �1#������ ��� {dp}p∈P ���! ����%���� ���+ )��������	�� #� X �
	��#���	#� #�)	�	��#�+ #� X × X ��#������!#� 	��#���	#���� )	��1��$
��#��B #�)��#��� ��� )��������	��� dp 	��#���	#� #�)	�	��#� #� X × X
��#������!#� 	��#���	#���� )	��1����#�� ��� 2��� 4�� �� ���	��� ��3� ��(��
� ���!�� ��(��� ��(�� Up,r ∈ U ��� �,��(� r > 0� (�� Up,r = {(x, y) ∈ X×X |
dp(x, y) < r}� �$�	��!�+� �������� ��� �1 ��(�� ��� {dp}p∈P @ ���)���� )���$
�����	�� 	��#���	#���� U � ��������� ��� ����%���� {Up,r | p ∈ P , r > 0}
�������� ��1�% 	��#���	#���� U � �� �� ��� �,��(� U ∈ U #�%�
��� p ∈ P �
r > 0 ������ ��� Up,r ⊂ U ��� ���'� 2��� 4�� �� ���	��� �E3��

��)��#��� ��� � 	��#���	#�� )	���	�#���� (X,U) )�����������!#���!
{xj}∞j=1 ⊂ X �+������ � .����#�
 x ∈ X )	� j → ∞� ��(�� � ���!�� ��(���
��(�� limj→∞ dp(xj , x) = 0 ��� ���+ p ∈ P � � ���
 +�
���	/������ X ����%
)	���� x �)	�����# ��#�1#��#��

-���#�'����� Y ⊂ X 	��#���	#�(� )	���	�#���� (X,U) #�1�������
��������
��� ����
����� ����������� ��������
��� ����
�������
���� � ��'��% )�����������!#���� ����� �1 Y ������� )��)�����������!$
#���!� �+���*���� � X � #�����	��
 .����#�
 �1 Y �����������##� � #�$
����	��
 .����#�
 �1 X��

F��� ∅ �= T ⊂ R� ��	�1 XT ���1#����� �#�'����� ���+ /
#�"�% f :
T → X � ��%���
,*�+ �1 T � X � -
��! {fj} ≡ {fj}∞j=1 ⊂ XT @ #���$
��	�� )�����������!#���! /
#�"�% �1 T � X �  
��� (���	��!� ��� �#�
�������� ��������� �
 T �
�������� �
 T � � /
#�"�� f ∈ XT � ����
limj→∞ dp(fj(t), f(t)) = 0 ��� ���+ p ∈ P � ���+ t ∈ T �����������##� ��$
�� limj→∞ supt∈T dp(fj(t), f(t)) = 0 ��� ���+ p ∈ P�� -�����������!#���!
{fj} #�1������� ��������� ����������� ��������
��� ����
������ ��$
�� )�����������!#���! {fj(t)} ��#������!#� �����#"���!#� ���)���#� )	�
�,��� t ∈ T �

;�� p ∈ P � #��
	��!#�(� n ∈ N� f ∈ XT � ∅ �= E ⊂ T )���'��

νp(n, f, E) = sup
{ n∑

i=1

dp

(
f(bi), f(ai)

) ∣∣∣∣ {ai}n
i=1� {bi}n

i=1 ⊂ E ������ ���

a1 � b1 � a2 � b2 � . . . � an−1 � bn−1 � an � bn

}
.

-�����������!#���! {νp(n, f, E)}∞n=1 ⊂ [0,∞] #�1������� ������ �
��
�

��� ������� f �
 E ����������� ������������� dp� -�#���� ���
��
��	��"�� �1��#�#��� �)�	��� �)	�����#� ��#�
	�� � 2�8� �=3 ��� ��	�1��
E = T = [a, b] � X = R � ���1� � 1������� �+�������� �1 ���	�� 	����
G
	!� � 	������	������! � 2��3 ��� T ⊂ R � ���	������(� )	���	�#����
(X, d) ��� 
���#����#�� )������#�(� )	�#"�)� ����	��

H������� ��� ������ �� #� ���� p ∈ P �1 �)	�����#�� ������#�
νp(n, f, E) ����
��� ��� �#� ��#��#� )	� �,��� n ∈ N �� ����������!#��
νp(·, f, E) : N → R

+� ��(�� � ���!�� ��(��� ��(�� supt,s∈E dp(f(t), f(s)) < ∞�
��,�
 #�'� ��� 	������	������� /
#�"�� f ∈ XT )	��)���(�,��� ���
�

���������� �� �� supt,s∈T dp(f(t), f(s)) < ∞ ��� ���+ p ∈ P �
>���
� I� J�#��
� 
������ limn→∞ µ(n)/n = 0 ��� )�����������!#����

µ : N → R �
��� 1�)������! �	���� � ���� µ(n) = o(n)�
H�#��#�% 	�1
�!��� 	����� @ ����
,*�% ���������� ������� ��	��


��� /
#�"�% ��#�% )�	���##�% �� 1#���#���� � 	��#���	#�� )	���	�#����
� ��	��#�+ ���
��% ��	��"���
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���	��� �� ����� ∅ �= T ⊂ R � (X,U) � �
��������� �
���������

������
����� � �� 	��� ��� ������� ��������� ������������ {dp}p∈P
�
����������� U  ����������! ��� {fj} ⊂ XT � ��������� �������

����� ��������
��� ����
���
� �������
�������� ������� �
�
�!

���

µp(n) ≡ lim sup
j→∞

νp(n, fj , T ) = o(n) �� ���� p ∈ P . ��

"���
 �
������ ����������
�������� � {fj}! �����
� �������� �����

����� �
 T � ��������� ������� f ∈ XT ! �������������� ������#

νp(n, f, T ) � µp(n) �� ���� n ∈ N � p ∈ P 

I�� ���	��� ����	'�� � �������� ����#�+ ��
���� 	�1
�!���� 	����
2��� ��3� ��(�� X @ ���	������� )	���	�#����� -	���	�� ���,��	�	
,*��
C�)�����!#���!D 
�����% ���	��� �� )	�����#� � 2��� �93� K1 .��% ���	���
������,� �#�(�� �1����#�� )	�#"�)� ����	� ��)� 0���� ��� /
#�"�%
�(	�#���##�% � �(	�#���##�% ����*�##�% ��	��"�� ��� 7 � #�'���

�� ����
��� ������� ��������

;�� ����1����!���� ���	��� � � �	
(�+ 	�1
�!����� 	����� ��� 7 8�
#�� )�#�������� #�����	�� ���%���� ���
��% ��	��"�� {νp}p∈P � H#� ��$
�	�#� � ����
,*�% ������

����� �� $� f ∈ XT � �	�� ∅ �= E ⊂ T ! n ∈ N � p ∈ P �����A

L� νp(n, f, E) � νp(n + 1, f, E);
M� νp(n, f, E0) � νp(n, f, E) �� ���� ∅ �= E0 ⊂ E;
N� dp(f(t), f(s)) + νp(n, f, (−∞, s]∩E) � νp(n + 1, f, (−∞, t]∩E) �� ����

t, s ∈ E �
���! ��� s � t;

O� νp(n + 1, f, E) � νp(n, f, E) +
νp(n + 1, f, E)

n + 1
;

P� νp(n, f, E) � lim inf
j→∞

νp(n, fj , E)! ��� �������
�������� ������� {fj} ⊂
XT �������� � f ��������� �
 E;

Q� νp(n, g, E) � νp(n, f, E) + 2n sup
t∈E

dp(f(t), g(t))! ��� g ∈ XT  

����������
���� >��%���� L�� M� � N� ������,� #�)��	������##� �1
�)	�����#�� ���
�� ��	��"�� ��#������!#� )��������	��� dp�

;���1����!���� O� )� �
*����
 ���)����� � )	�����##�� � 2�=� J����3
��� ��
���� ��(�� E = [a, b] � X = R� � #�)���#����� ��� 
�������� -�
�)	�����#�, νp(n + 1, f, E) ��� �,��(� ε > 0 �
*����
,� ����� ai, bi ∈ E�
i = 1, . . . , n + 1 1�����*�� �� ε� p � n� ����*� (���	��� ������ ��� a1 � b1 �
a2 � b2 � . . . � an � bn � an+1 � bn+1 �

n+1∑
i=1

dp(f(bi), f(ai)) � νp(n + 1, f, E) � ε +
n+1∑
i=1

dp(f(bi), f(ai)).

H��1#���� ��	�1 δ0 #����#!&�� ���(����� � �
��� ������ #�%���� ���
(n + 1)δ0 � νp(n + 1, f, E)� > �	
(�% ���	�#�� �1 )	���(� #�	���#���� ��$
������� ��� νp(n+1, f, E) � ε+νp(n, f, E)+δ0� ���
�� � ����
�� #�	���#����
� O� ����
 )	��1���!#���� ε > 0�



���������� �	
��
� ���	� =

P� -
��! ����� a1 � b1 � . . . � an � bn ��'�� � E� � ���
 �)	�����#��
������#� νp(n, fj , E) �����A

n∑
i=1

dp(fj(bi), fj(ai)) � νp(n, fj , E), j ∈ N,

���
�� ��� �,��(� k ∈ N #�+����� ���

inf
j�k

n∑
i=1

dp(fj(bi), fj(ai)) � inf
j�k

νp(n, fj , E).

-�	�+��� � )	����
 )	� k → ∞ � 
������� )������#
, �+�������! fj � f �
)��
���A

n∑
i=1

dp(f(bi), f(ai)) =
n∑

i=1

lim
j→∞

dp(fj(bi), fj(ai)) � lim inf
j→∞

νp(n, fj, E),

� �������� �1��! �
)	��
� )� ���� 
��1�##�� ai, bi� i = 1, . . . , n�
Q� >���
�� 1������! ��&!� ��� ��� ���+ ����� a1 � b1 � . . . � an � bn

�1 E � ���
 #�	���#���� �	�
(��!#��� ��� dp ���,� ����� #�	���#����

n∑
i=1

dp(g(bi), g(ai)) �
n∑

i=1

dp(g(bi), f(bi)) +
n∑

i=1

dp(f(bi), f(ai)) +

+
n∑

i=1

dp(f(ai), g(ai)) �

� n sup
t∈E

dp(g(t), f(t)) + νp(n, f, E) + n sup
s∈E

dp(f(s), g(s)).

H������� ��� #�	���#���� � ����� �O� .�������#�#� #�	���#���


νp(n + 1, f, E)
n + 1

� νp(n, f, E)
n

, n ∈ N, ��

)�.���
 ��#��#�% )	���� limn→∞ νp(n, f, E)/n ∈ R
+ �
*����
�� ���(�� ���

�(	�#���##�% /
#�"�� f ∈ XT �

�� ���������� ������� ����
������� ����� � ���!�
���

?��! .��(� 	�1���� ��� )�����#�� 1�����#�� � 7 9� ������� � ���� �����
�+�	����	�1����! /
#�"�� f : [a, b] → X #� ��	�1�� [a, b] ⊂ R� 
��������	�$
,*�� 
�����,A νp(n, f, [a, b]) = o(n) ��� ���+ p ∈ P � ��'� #�����!�� �����
��*��
 
�����,� ��� ���	��
 9 #�'���

-
��! S ⊂ [a, b] @ /����	���##�� )���#�� �#�'������ H��1#���� ��	�1
US([a, b]; X) �#�'����� ���+ /
#�"�% f : [a, b] → X ����+� ��� ��)��#�#�

������ ��&� ��#������!#� S�

lim
S�t,s→τ−0

dp(f(t), f(s)) = 0 ∀ p ∈ P � ��'��% ����� τ ∈ (a, b] 9�

�
lim

S�t,s→τ+0
dp(f(t), f(s)) = 0 ∀ p ∈ P � ��'��% ����� τ ∈ [a, b)� 8�



���������� �	
��
� ���	� �

G
#�"�� f �1 US([a, b]; X) �
��� #�1����! ��
������� ����������� S
)	���� ��
�������� ���� S = [a, b]� ��� 2�R� 4�� 666� 7 �3� 2�E3� 2��� SPTTL 93��

� ��� ��
���� ��(��X )��#��� /
#�"�� f : [a, b] → X ��'�� � US([a, b]; X)
��(�� � ���!�� ��(��� ��(�� � ��'��% ����� τ ∈ (a, b] �
*����
�� ����% ��$
#������!#� S )	���� f|S(τ−) = limS�t→τ−0 f(t) ∈ X 1#���#�% f(t)� ��(�� t
��	������ � τ − 0 )� ������ S� � � ��'��% ����� τ ∈ [a, b) �
*����
�� )	�$
��% ��#������!#� S )	���� f|S(τ+) = limS�t→τ+0 f(t) ∈ X � (�� f|S �1#�����
�
'�#�� /
#�"�� f #� �#�'����� S�

;�%�������!#�� 
������ 9� �1#������ ��� ��� ����� a < τ � b )�	�
(f, S 	 t → τ−0) �������� #�)	����##���!, ��&� 1���! 1�)��! S 	 t → τ−
0 � 
��1�##�% )�	� )�#������� ��� #�)	����##�� �#�'����� (S ∩ [a, τ), �)�
� ����	�� #�)	����#�� � 1������� ��� t, s ∈ S∩ [a, τ) )	������A t � s ��(��
� ���!�� ��(��� ��(�� t � s� ��� 2��� 4�� �3�� )�.���
 � ���
 )��#��� X �#�
�+������ � X � #�����	��
 .����#�
� ���1#�������
 ��	�1 f|S(τ−)� ��� ���
limS�t→τ−0 dp(f(t), f|S(τ−)) = 0 ��� ���+ p ∈ P � U#���(��#� 
���#��������$
�� �
*�������#�� )	���(� ��#������!#� S )	����� f|S(τ+) � �����+ τ ∈ [a, b)
����
�� ��&! � �#�'����� S ∩ (τ, b] 1����! #�)	����#�� � )	������A t � s�
���� � ���!�� ���� t � s��

�#�'����� US = US([a, b]; R) ���� �)�	��� 	������	�#� � 	����� 2��3�
)�.���
 � � ��*�� ��
��� US([a, b]; X) �
��� #�1����! �	�	������� �
��

��� $��������
K���� ����� ����
,*�� +�	����	�1�"�� ������ ;'�//�	� US([a, b]; X)

� ��	��#�+ ���
��% ��	��"�� {νp}p∈P A

���	��� �� ����� S � ������ ��������� � [a, b] � (X,U) � �
���

������� �
��������� ������
����� � ���	�%
����� �������� �������

��� ������������ {dp}p∈P �
����������� U  "���


US([a, b]; X) = {f : [a, b] → X | νp(n, f, S) = o(n) �� ���� p ∈ P}.
I�� ���	��� ����	'�� � �������� ����#�+ ��
���� 	�1
�!���� 2�8� ���$

	��� =3 S = [a, b] � X = R�� 2�9� ���	��� 93 S ⊂ [a, b] @ )���#�� �#�'�����
� X = R� � 2��� ����� 93 S = [a, b] � X @ ���	������� )	���	�#������

;�� ����1����!���� ���	��� 9 #�� )��	��
���� ����
,*�� #�'� ���$
�� 8� )	��������,*�� � �����������!#�% �#��	��� ��)��#��� ��� /
#�"��
g : [a, b] → X #�1������� �������
���� ���� �
*����
,� ����� 	�1���#��
a = c0 < c1 < . . . < cm−1 < cm = b ��	�1�� [a, b] � .����#�� x1, . . . , xm ∈ X
1�����*�� �� g�� ��� g(t) = xi ��� ���+ t ∈ (ci−1, ci)� i = 1, . . . , m� ;��
���
�� ��	��"�� ����% /
#�"�� g ����� ����
,*
, �"�#�
A

νp(n, g, [a, b]) �
m∑

i=1

(
dp(g(ci−1), xi) + dp(xi, g(ci))

)
, n ∈ N, p ∈ P . =�

����� �� $� �	�� ������� f ∈ US([a, b]; X) � �	��� p ∈ P �
�����

�� �������
�������� �������
��� ������� {fj} ⊂ X [a,b] �
�
�! ���

limj→∞ supt∈S dp(fj(t), f(t)) = 0 

;�� S = [a, b] � ��#�+��� )	���	�#���� X ����� 8 +�	�&� �1����#� 2���
4�� R� 7 �3 (�� ����1����!���� (������ � ��� )��#�(� ���	������(� )	���$
	�#���� X�� ����#�� ��
��� ����� 8 ����	'���� ���'� � 2�E� ���	��� ���3
S = [a, b] � X @ )��#�� +�
���	/��� 	��#���	#�� )	���	�#����� � 2�9�
���	��� 93 S ⊂ [a, b] @ )���#�� � X = R��



���������� �	
��
� ���	� R

����������
��� ����� � ���)��	���#� #� #�& ��
��% �1 2��� ���	�$
�� R�����3� V�/����	
�� )	��1���!#�� p ∈ P � -
��! j ∈ N� K1 
�����% 9� �
8� ��������� ��� ��� �,��(� τ ∈ [a, b] �
*����
�� 1�����*�% �� p � j� ��$
�	���% �#��	��� (α(τ), β(τ)) � ��#"��� α(τ) � β(τ)� ����	'�*�% ����
 τ �
����%� ���

���� t, s ∈ (α(τ), τ) ∩ S ��� t, s ∈ (τ, β(τ)) ∩ S� �� dp(f(t), f(s)) � 1/j� ��

>���%���� �#��	����� {(α(τ), β(τ)) | τ ∈ [a, b]} ��	�1
�� ���	���� )��	�$
��� ��	�1�� [a, b]� )�.���
 #�%����� ��#��#�� ����� ����� τ1, . . . , τN ∈ [a, b]
����+� ��� [a, b] ⊂ ⋃N

k=1(α(τk), β(τk))� >	��� ����� a� b� τk� α(τk)� β(τk)�
k = 1, . . . , N � )	���� �� �#���#�� ��&! ��� ����	�� ��'�� #� [a, b]� � 
)�$
	������ �+ )� ��	�(��
� ��1	����#�,� -��
���&���� ����� ���1#����
��	�1 c0, c1, . . . , cm ∈ [a, b]� ��� ��� a = c0 < c1 < . . . < cm−1 < cm = b�
 ��(���	� )���#���� �#�'����� S � [a, b]� #� ��'��� �#��	���� (ci−1, ci)
)	��1���!#� ����	�� � 1�/����	
�� ����
 si ∈ (ci−1, ci) ∩ S� i = 1, . . . , m�
� �����
, /
#�"�, fj : [a, b] → X �)	������ )� )	����
A

fj(t) =
{

f(ci), ���� t = ci, i ∈ {0, 1, . . . , m},
f(si), ���� t ∈ (ci−1, ci), i ∈ {1, . . . , m}.

W�#�� ��� fj @ ��
)�#����� /
#�"��� -���'��� ��� supt∈S dp(fj(t), f(t))
#� )	����+���� 1/j� F��� t ∈ S � t = ci ��� #�����	�(� i ∈ {0, 1, . . . , m}�
�� fj(t) = f(t)� -�.���
 #�&� 
���	'��#�� �
��� �������! �1 ����
,*�(�
#���,��#��A ��� �,��(� i ∈ {1, . . . , m} #�%����� k ∈ {1, . . . , N} ����%� ���

(ci−1, ci) ⊂ (α(τk), τk) ��� (ci−1, ci) ⊂ (τk, β(τk)). R�

;�%�������!#�� ���� t ∈ S \ {ci}m
i=0� �� t ∈ (ci−1, ci) ∩ S ��� #�����	�(�

i ∈ {1, . . . , m}� )�.���
 � ���
 R� ��� ����� t � si ��'�� � (α(τk), τk)∩S ���
(τk, β(τk))∩ S )	� #�����	�� k ∈ {1, . . . , N}� � ��(�� #� ��#��� �)	�����#��
fj � �� #�%���� ���

dp(fj(t), f(t)) = dp(f(si), f(t)) � 1/j.

H������! 
���#����! R�� -
��! i ∈ {1, . . . , m} � t ∈ (ci−1, ci)� K1 �)	�$
����#�� ����� c0, c1, . . . , cm ����
��� ��� t /∈ ⋃N

k=1{α(τk), τk, β(τk)}� #� �
�� '� �	��� � ���
 ���	�##�(� ��&� )��	���� t ∈ ⋃N

k=1

[
(α(τk), τk) ∪

{τk} ∪ (τk, β(τk))
]
� )�.���
 t ∈ (α(τk), τk) ��� t ∈ (τk, β(τk)) )	� #�����$

	�� k ∈ {1, . . . , N}� F��� t ∈ (α(τk), τk)� �� �1 #�	���#��� ci−1 < t < ci

� α(τk) < t < τk )� �)	�����#�, ����� {ci}m
i=0 #�%���� ��� α(τk) � ci−1

� ci � τk� �� �� (ci−1, ci) ⊂ (α(τk), τk)� U#���(��#� ���� t ∈ (τk, β(τk))� ��
(ci−1, ci) ⊂ (τk, β(τk))� ��� ����1����� R� � ������ � .��� ����
�

����������
��� ������� �� ��&������� ' ⊂(� -
��! f ∈US([a, b]; X)�
;�� )	��1���!#�(� p ∈ P ���1#���� ��	�1 {fj} ⊂ X [a,b] )�����������!#���!
��
)�#����+ /
#�"�% 1�����*
, �� p� �1 ����� 8� ;�� ���+ j ∈ N � ���

�"�#�� =� ����� νp(n, fj , [a, b]) = o(n)� )�.���
 νp(n, fj , S) = o(n) ���(���	�
����� �M�� K1 ����� �Q� ����
��� ���

νp(n, f, S)
n

� νp(n, fj , S)
n

+ 2 sup
t∈S

dp(fj(t), f(t)), n, j ∈ N. E�



���������� �	
��
� ���	� E

;�� ε > 0 ����	�� ����� j = j(ε, p) ∈ N� ��� supt∈S dp(fj(t), f(t)) � ε/3�
� 1���� #�%��� ����� n0 = n0(ε, j, p) ∈ N� ��� νp(n0, fj, S)/n0 � ε/3� �
���
 E� � �� �����A νp(n, f, S)/n � ε ��� ���+ n � n0� X���� ��	�1���
νp(n, f, S) = o(n) ��� ���+ p ∈ P �

��&������� ' ⊃(� -
��! /
#�"�� f : [a, b] → X ������� ��� νp(n, f, S)=
o(n) ��� ���+ p ∈ P � ;�� p ∈ P � n ∈ N )���'�� νp,n(s) = νp(n, f, [a, s] ∩ S)
��� ���+ s ∈ S� -� ����� �M� /
#�"�� νp,n : S → R

+ �������� #�
����$
,*�%B �#� ���'� �(	�#���#�� )�����!�
 �
*����
�� #���	 n0 = n0(p) ∈ N

����%� ��� νp(n, f, S)/n � 1 ��� ���+ n � n0� ���
�� � ���
 ����� �M��L�
�
��� νp,n(s) � νp(n, f, S) � max{n0, n} ��� ���+ s ∈ S� -�.���
 � �,��%
����� τ ∈ (a, b] �
*����
�� ����% )	���� νp,n(τ−) = limS�t→τ−0 νp,n(t) ∈ R

+

����! ����� S� -���'��� ��� � �,��% ����% ����� τ /
#�"�� f 
������$
��	��� ����#�&�#��� 9� ����#�&�#�� 8� )	���	�,��� �#���(��#�� ��$
	�1���� V�/����	
�� )	��1���!#�� p ∈ P � ;�� t, s ∈ S� s � t < τ � � ���

����� �N��O��M� �����A

dp(f(t), f(s)) � νp(n + 1, f, [a, t] ∩ S) − νp(n, f, [a, s] ∩ S) �

� νp(n, f, [a, t] ∩ S)+
νp(n+1, f, [a, t] ∩ S)

n + 1
−νp(n, f, [a, s] ∩ S) �

� νp,n(t) +
νp(n + 1, f, S)

n + 1
− νp,n(s) �

� |νp,n(t) − νp,n(τ−)| + νp(n + 1, f, S)
n + 1

+ |νp,n(τ−) − νp,n(s)|.

;�� )	��1���!#�(� ε > 0 ����	�� #���	 n = n(ε, p) ∈ N ����%� ���

νp(n + 1, f, S)
n + 1

� ε

3
,

� #�%��� ����� δ = δ(ε, p, n) ∈ (0, τ − a)� ���

|νp,n(t) − νp,n(τ−)| � ε

3
��� ���+ t ∈ [τ − δ, τ) ∩ S.

� ���
 )	�����##�+ ��&� �������#�% ��� �,��+ t, s ∈ [τ − δ, τ) �
���
����! dp(f(t), f(s)) � ε� ��� ��� limS�t,s→τ−0 dp(f(t), f(s)) = 0� � ��������

����! )	��1���!#���! p ∈ P �

� ���1� � ���	���% 9 �#��	��#� �������! �*� ��#� ���%���� )	����!#�+
��#������!#� S /
#�"�%A

���	��� �� )�� � ������� ������� 9 f ∈ US([a, b]; X)! �� �	�
% f(S)
��������
 S ������� ����� ���
�������� ������������� X ; ���!

����� ����! X �����! �� ��������� f(S) ����������� ����
���� 

����������
���� �
'#� )���1��!� ��� ������ �� #� ���� p ∈ P ���
�,��(� ε > 0 ��	�1 f(S) ��'#� )��	��! ��#��#�� #���	��&�	��Bp(x, ε) =
{y ∈ X | dp(y, x) < ε} dp$	���
�� ε � "�#�	��� x ∈ f(S)� H� )	����$
#�(� )	��)���'��� ��� #�%�
��� ����� p ∈ P � ε > 0� ��� f(S) #��!1�
)��	��! ��#��#�� #���	�� 
��1�##�+ &�	��� V�/����	
�� )	��1���!#�
t0 ∈ S � )���'�� x0 = f(t0)� ����	�� x1 ∈ f(S)\Bp(x0, ε)B ��(�� x1 = f(t1)
��� #�����	�(� t1 ∈ S� t1 �= t0� -� �#�
�"�� ���� n ∈ N� n � 2� � .��$
��#�� x0, x1, . . . , xn−1 ∈ f(S) 
'� ���	�#�� )� )	��)���'�#�, #�%���



���������� �	
��
� ���	� �

xn ∈ f(S) \ ⋃n−1
i=0 Bp(xi, ε)� ��� ��� xn = f(tn) ��� #�����	�(� tn ∈ S�

tn �= ti ��� ���+ i = 0, 1, . . . , n − 1� X���� ��	�1�� )��
��� ��� )������$
�����!#���� )�)�	#� 	�1���#�+ .����#��� {ti}∞i=0 ⊂ S � {xi}∞i=0 ⊂ X � )	�$
��� dp(xi, xj) � ε ��� ���+ i �= j�  �1 �(	�#���#�� ��*#���� �������� ���
ti−1 < ti ��� ���+ i ∈ N� X�(�� ��� )	��1���!#�(� n ∈ N � ����� ai = ti−1 �
bi = ti� i = 1, . . . , n� #�%���� ���

νp(n, f, S) �
n∑

i=1

dp(f(bi), f(ai)) =
n∑

i=1

dp(xi, xi−1) � nε.

>���������!#�� limn→∞ νp(n, f, S)/n � ε > 0� ��� � ���
 ���	��� 9 )	���$
��	���� ���,��#�, f ∈ US([a, b]; X)�

-�����#�� 
���	'��#�� ���	��� �������� �1 +�	�&� �1����#�(� 	�1
�!$
����� ��� 2��� 4�� �� ���	��� 9�3�

X��	��� = ����	'�� ��� ����#�� ��
��� 	�1
�!���� 2��� 4�� R� 7 �3 S =
[a, b] � X @ ��#�+��� ��� )��#�� ���	������� )	���	�#����� � 2�E� J��$
�� ���3 S = [a, b] � X @ )��#�� +�
���	/��� 	��#���	#�� )	���	�#������
F� ��'#� 	��)	���	�#��! #� �
�!��/
#�"�� � ���)���#��� 1#���#����
)����#� ���
� ��� .�� )	�����#� � 2��� J���� ��3 ��� ���	������(� )	���$
	�#���� X �

"� ����������
��� �
����� � ����������

����������
��� ������� �� -	�'�� ���(� �������� ��� ������#�
µp(n)� �)	�����##�� � ���	��� �� ��#��#� )	� �,��� n ∈ N � p ∈ P A ��%��$
�����!#�� �1 �� ��������� ��� #�%����� #���	 n0 = n0(p) ∈ N ����%� ���
lim supj→∞ νp(n, fj, T )�n )	� ���+ n � n0� � ��(�� �1 ����� �L� ����
���
��� ���� 1�n � n0� �� lim supj→∞ νp(n, fj , T )� lim supj→∞ νp(n0, fj , T )�n0�

;���1����!���� ���	��� 	�1��!�� #� )��! &�(��� ��,�
 � #�� ��1 �(	�$
#���#�� ��*#���� �������� ��� P = N�

�� ����
� ����� ��
���
���� ���������� K�)��!1
� ���(�#��!#�% )	�$
"���� )���'��� ��� � {fj} #�%����� )��)�����������!#���!� 1� ����	�% ��$
+	�#�� ���1#���#�� ��+��#�% )�����������!#���� {fj}� � ��� �,��(� p ∈ P
#�%����� #�
����,*�� )�����������!#���! γp : N → R

+ ������ ���

lim
j→∞

νp(n, fj, T ) = γp(n) � µp(n) ��� ���+ n ∈ N � p ∈ P � ��

>#����� 	���
'���� ��� p = 1� -�����!�
 lim supj→∞ ν1(1, fj, T ) =
µ1(1)� �� �
*����
�� )��)�����������!#���! {f (1)

j }∞j=1 � {fj} ������ ���

limj→∞ ν1(1, f
(1)
j , T ) = µ1(1)� -���'�� γ1(1) = µ1(1)� -� �#�
�"�� ����

n ∈ N� n � 2� � )��)�����������!#���! {f (n−1)
j }∞j=1 � �1#����!#�% )������$

�����!#���� {fj} �� ���%����� limj→∞ ν1(n−1, f
(n−1)
j , T ) = γ1(n−1) 
'� ��$

�	�#�� )���'�� γ1(n) = lim supj→∞ ν1(n, f
(n−1)
j , T ) � 1������� ��� γ1(n) �

µ1(n) L ���'�� ��� γ1(n − 1) � γ1(n)�� )�.���
 �
*����
�� )��)��������$
���!#���! {f (n)

j }∞j=1 � {f (n−1)
j }∞j=1 ������ ��� limj→∞ ν1(n, f

(n)
j , T ) = γ1(n)�

X�(�� ��� ���(�#��!#�% )�����������!#���� {f (j)
j }∞j=1� ����	
, ���1#����

��	�1 {1fj} ≡ {1fj}∞j=1 � ���'�� )	� #��� ��� �#� ������ �������� )��
����A

lim
j→∞

ν1(n, 1fj, T ) = γ1(n) � µ1(n) ��� ���+ n ∈ N. ���



���������� �	
��
� ���	� ��

X�)�	! ��� p = 2� )���(��� γ2(1) = lim supj→∞ ν2(1, 1fj , T ) � 1��������
��� γ2(1) � lim supj→∞ ν2(1, fj, T ) = µ2(1)� X�(�� #�%����� )��)��������$

���!#���! {1f
(1)
j }∞j=1 � {1fj} ������ ��� limj→∞ ν2(1, 1f

(1)
j , T ) = γ2(1)� -	���$

#�� �#�
�"��##�% &�(A ���� n � 2 � )��)�����������!#���! {1f
(n−1)
j }∞j=1 �

{1fj} 
'� )���	��#�� )���'�� γ2(n) = lim supj→∞ ν2(n, 1f
(n−1)
j , T ) �� 1���$

���� ��� γ2(n) � µ2(n)� ����	�� ���
, )��)�����������!#���! {1f
(n)
j }∞j=1 �

{1f
(n−1)
j }∞j=1� ��� limj→∞ ν2(n, 1f

(n)
j , T ) = γ2(n)� X�(�� ���(�#��!#�� )����$

�������!#���! {1f
(j)
j }∞j=1� ����	
, �
��� ���1#����! ��	�1 {2fj} ≡ {2fj}∞j=1

� )	�������! �� ������ �������� 
��������	��� ����#�&�#���A

lim
j→∞

ν2(n, 2fj, T ) = γ2(n) � µ2(n) ��� ���+ n ∈ N. ���

-	�#���� �� �#���#�� ��� � ���� �*� 	�1 )	�������� �#�
�"��##��
	���
'��#��A ���� p ∈ P � p � 3� � 
'� ���	�#� )��)�����������!#���!
(p − 1)$�% ��
)�#� {p−1fj} ≡ {p−1fj}∞j=1 ��+��#�% )�����������!#���� {fj}�
������,*�� ���%�����A limj→∞ νp−1(n, p−1fj, T ) = γp−1(n) � µp−1(n) ���
���+ n ∈ N � #�����	�% #�
����,*�% )�����������!#���� γp−1 : N →
R

+� �� )���(��� γp(1) = lim supj→∞ νp(1, p−1fj , T ) � 1�������� ��� γp(1) �
lim supj→∞ νp(1, fj, T ) = µp(1)B ���,�� ����
��� ��� �
*����
�� )��)����$
�������!#���! {p−1f

(1)
j }∞j=1 � {p−1fj} ������ ��� limj→∞ νp(1, p−1f

(1)
j , T ) =

γp(1)� -� �#�
�"�� ���� n � 2 � )��)�����������!#���! {p−1f
(n−1)
j }∞j=1 �

{p−1fj} 
'� )���	��#�� �� )���'�� γp(n) = lim supj→∞ νp(n, p−1f
(n−1)
j , T )�


����� ��� γp(n) � µp(n)� � #�%��� )��)�����������!#���! {p−1f
(n)
j }∞j=1 �

{p−1f
(n−1)
j }∞j=1 ���
,� ��� limj→∞ νp(n, p−1f

(n)
j , T ) = γp(n)� ��� � ��&�� ���$

(�#��!#�� )�����������!#���! p��� ������� {p−1f
(j)
j }∞j=1� ����	
, ���1#�$

��� ��	�1 {pfj}∞j=1� �
��� 
��������	��! ����#�&�#���A

lim
j→∞

νp(n, pfj, T ) = γp(n) � µp(n) ��� ���+ n ∈ N. ���

Y���	'������� ��� ���(�#��!#�� )�����������!#���! {jfj}∞j=1� ����	
,
��)�	! � ���1#����� �������� {fj} ≡ {fj}∞j=1� �������� �������� ���%��$

���� ��� ;�%�������!#�� )�����!�
 {jfj}∞j=p �������� )��)�����������!$
#���!, {pfj}∞j=1� �� � ��� #�� ��)��#�#� ���� ��� � �	��������! ��� ���

�� *����%��
��� ������� ��� � ����
� ����� ��
���
���� �������

���� ;���'��� ��� �
*����
�� )��)�����������!#���! )�����������!#����
{fj} �1 ��� �#��� ���1#������� ��	�1 {fj}� � ��� �,��+ n ∈ N � p ∈ P
�
*����
�� #�
����,*�� �(	�#���##�� /
#�"�� νn,p : T → R

+ ������ ���

lim
j→∞

νp(n, fj, (−∞, t] ∩ T ) = νn,p(t) ��� ���+ n ∈ N� p ∈ P � t ∈ T � �9�

;�� �,��+ n ∈ N � p ∈ P = N )� ����� �M� /
#�"��

ηp(n, fj , t) = νp(n, fj , (−∞, t] ∩ T )

�������� #�
����,*�% )� t ∈ T � � �1 	���#���� � �� ��������� ��� #�%�����
)�����##�� C(n, p) ∈ R

+ ������ ��� νp(n, fj, T ) � C(n, p) ��� ���+ j ∈ N�



���������� �	
��
� ���	� ��

��� ��� � ���
 ����� �M� #� �#�'����� T )�����������!#���! /
#�"�%
{ηp(n, fj , ·)}∞j=1 	��#���	#� �(	�#���#� )�����##�% C(n, p)�

>#��� ���)��!1
���� ���(�#��!#��� )	�"�������
���#�� �� ��
���� ��(�� p = 1� -�����������!#���! #�
����,*�+/
#�$

"�% {η1(1, fj, ·)}∞j=1 	��#���	#� �(	�#���#� #� T )�����##�% C(1, 1)� )�$
.���
 )� �����������% ���	��� 0���� �
*����
�� )��)�����������!#���!

{f (1)
j }∞j=1 � {fj} � #�
����,*�� �(	�#���##�� /
#�"�� ν1,1 : T → R

+ ��$
���� ���

lim
j→∞

η1(1, f
(1)
j , t) = ν1,1(t) ��� ���+ t ∈ T.

-� �#�
�"�� ���� n � 2 � )��)�����������!#���! {f (n−1)
j }∞j=1 � ��+��$

#�% )�����������!#���� {fj} 
'� ���	�#�� �� )� ���	��� 0����� )	���$
#�##�% � )�����������!#���� #�
����,*�+ /
#�"�% {η1(n, f

(n−1)
j , ·)}∞j=1�

����	�� 	��#���	#� �(	�#���#� #� T )�����##�% C(n, 1)� #�%��� )��)����$
�������!#���! {f (n)

j }∞j=1 � {f (n−1)
j }∞j=1 � #�
����,*
, �(	�#���##
, /
#�$

"�, νn,1 : T → R
+ ������ ���

lim
j→∞

η1(n, f
(n)
j , t) = νn,1(t) ��� ���+ t ∈ T.

X�(�� ���(�#��!#�� )�����������!#���! {f (j)
j }∞j=1 ������ ��������� ����$

	
, �� ���1#���� ��	�1 {1fj} ≡ {1fj}∞j=1� 
��������	��� 
�����,A

lim
j→∞

ν1(n, 1fj , (−∞, t] ∩ T ) = νn,1(t) ��� ���+ n ∈ N � t ∈ T � �8�

K�+��� �1 �8�� �#��� ���)��!1
���� �#�
�"��%A ���� p ∈ P � p � 2� �
)��)�����������!#���! (p − 1)$�% ��
)�#� {p−1fj}∞j=1 � ��+��#�% )������$
�����!#���� {fj} 
'� �)	�����#�� �� 1������� ��� )�����������!#���! #�$

����,*�+ /
#�"�% {ηp(1, p−1fj, ·)}∞j=1 	��#���	#� �(	�#���#� #� T )����$
�##�% C(1, p)� )�.���
 )� ���	��� 0���� #�%�
��� )��)�����������!#���!
{p−1f

(1)
j }∞j=1 � {p−1fj}∞j=1 � #�
����,*�� �(	�#���##�� /
#�"�� ν1,p : T →

R
+ ������ ���

lim
j→∞

ηp(1, p−1f
(1)
j , t) = ν1,p(t) ��� ���+ t ∈ T.

-� �#�
�"�� ���� n � 2 � )��)�����������!#���! {p−1f
(n−1)
j }∞j=1 )����$

�������!#���� {p−1fj}∞j=1 
'� )���	��#�� )	���#�� ���	��
 0���� � )�$

����������!#���� #�
����,*�+ /
#�"�% {ηp(n, p−1f
(n−1)
j , ·)}∞j=1� 	��#���	$

#� �(	�#���##�% #� T )�����##�% C(n, p)A �
*����
�� )��)�����������!$
#���! {p−1f

(n)
j }∞j=1 � {p−1f

(n−1)
j }∞j=1 � #�
����,*�� �(	�#���##�� /
#�"��

νn,p : T → R
+� ��� ����	�+

lim
j→∞

ηp(n, p−1f
(n)
j , t) = νn,p(t) )	� ���+ t ∈ T.

X�(�� ���(�#��!#�� )�����������!#���! p$�% ��
)�#� {p−1f
(j)
j }∞j=1� ��� ��$

��	�% ��)��!1
�� ���1#���#�� {pfj}∞j=1� �������� ���%�����A

lim
j→∞

νp(n, pfj , (−∞, t] ∩ T ) = νn,p(t) ��� ���+ n ∈ N � t ∈ T �



���������� �	
��
� ���	� ��

H��,�� ��������� ��� ���(�#��!#�� )�����������!#���! {jfj}∞j=1� ����$
	
, �#��� ���1#���� ��	�1 {fj}� 
��������	��� �9� � ���'� � ����

9� &������� ���������� ����������
�������� �
 ������� ����

��� ���������� H��1#���� ��	�1 Q #� ����� ��� ����#�� )���#�� )��$
�#�'����� T � ��� ��� Q ⊂ T ⊂ Q� (�� Q @ 1�����#�� �#�'����� Q � R

�
*�������#�� Q 
���#���������� ���A ���� k ∈ Z @ "���� � �#�'�����
Tk = T ∩ [k, k + 1] #�)
���� �� �#� �)��#� �(	�#���#�� � )����
� ��)�	����!$
#�� �� 1#����� #�%����� #� ����� ��� ����#�� )���#�'����� Sk ⊂ Tk ������
��� Tk ⊂ Sk� � �������� )���'��! Q =

⋃
k Sk � 1������!� ��� T =

⋃
k Tk� (��

��Z���#�#��
⋃

k ��	���� )� ���� ��� k ∈ Z� ��� ����	�+ Tk �= ∅�� H�������
��� �,��� ����� t ∈ T � #� ����,*���� )	����!#�% ��� T � )	�#����'��
�#�'����
 QA ��%�������!#�� ��� ����% ����� t � #�����	�(� �#��	����
(α, β) ����� T ∩ (α, β) = {t}� ���
�� Q ∩ (α, β) ⊂ T ∩ (α, β) = {t}� ��� ���
���� )	��)���'��!� ��� t /∈ Q� �� Q ∩ (α, β) = ∅ ��� Q ⊂ R \ (α, β) ��
1#����� t ∈ T ⊂ Q ⊂ R \ (α, β)� �� ���! t /∈ (α, β)� ��� )	�����	���� ����	

�#��	���� (α, β)�

-�����!�
 )	� �,��+ n ∈ N � p ∈ P /
#�"�� νn,p ��#���##� #� T �
�� �#�'����� Qn,p ⊂ T �� ����� 	�1	��� ��� �1 ����	�+ )�	��(� 	���� #�
����� ��� ����#�� -���'�� S = Q ∪ ⋃

n∈N

⋃
p∈P Qn,p� X�(�� S @ #� �����

��� ����#�� )���#�� )���#�'����� T � )	���� ���� T \ S �= ∅� �� /
#�"��

νn,p #�)	�	��#� � �����+ t ∈ T \ S ��� ���+ n ∈ N � p ∈ P � �=�

X�� ��� )	� �,��� t ∈ T �#�'����� {fj(t)}∞j=1 ��#������!#� �����#"���!#�
���)���#�� � �#�'����� S ⊂ T #� ����� ��� ����#�� �� ��1 �(	�#���#��
��*#���� ��'#� )	��)���'��! �*� 	�1 )	������� ���(�#��!#�% )	�"���
� )�	�+��� � )��)�����������!#���� {fj}� ���� #���+������� ��� )	� �,���
s ∈ S )�����������!#���! {fj(s)} �+������ � X � #�����	��
 .����#�
�
���1#�������
 ��	�1 f(s) ∈ X � ��� ��� limj→∞ dp(fj(s), f(s)) = 0 ��� ���+
p ∈ P �

F��� S = T � �� ����1����!���� 1���	&�#��
8� *����%��
��� ������� ������ �
��
��� � ���������� ����� �
 T �

-
��! ��)�	! S �= T � t ∈ T \ S� -���'��� ��� )�����������!#���! {fj(t)}
�������� )�����������!#���!, ��&� � X � �� �� limj,k→∞ dp(fj(t), fk(t)) = 0
)	� �,��� p ∈ P � V�/����	
�� )	��1���!#�� p ∈ P � � )
��! ε > 0� -�
)	��)���'�#�, µp(n)/n → 0 )	� n → ∞� )�.���
 #�%��� � 1�/����	
��
����% #���	 n = n(ε, p) ∈ N� ���

µp(n + 1)
n + 1

� ε

15
. ���

 ��(���	� 	���#���
 � ��� �
*����
�� #���	 J1 = J1(ε, n, p) ∈ N ����%� ���

νp(n + 1, fj, T ) � γp(n + 1) +
ε

15
��� ���+ j � J1. �R�

K1 �)	�����#�� �#�'����� S � ���%���� �=� ����
��� ��� t ���! )	����!#��
����� ��� T � ����� #�)	�	��#���� /
#�"�� νn,p� ��� ��� � ���
 )���#����
�#�'����� S � T #�%����� ����� s = s(ε, t, n, p) ∈ S ������ ���

|νn,p(t) − νn,p(s)| � ε

15
. �E�



���������� �	
��
� ���	� �9

K1 �9� �������� �
*�������#�� ����(� #���	� J2 = J2(ε, t, s, n, p) ∈ N� ���
��� ���+ j � J2 ��)��#�#� #�	���#����A

|νp(n, fj, (−∞, t] ∩ T ) − νn,p(t)| � ε

15
, ���

|νp(n, fj, (−∞, s] ∩ T ) − νn,p(s)| � ε

15
. ���

-	��)���(�� ��1 �(	�#���#�� ��*#������ ��� s < t� � )	���#�� )������$
�����!#� ����
 �N�� O�� ���� �E�� ���� ����
 �M�� �R�� #�	���#���� � ��
� ���� ��� ���+ j � max{J1, J2} #�%���� ���

dp(fj(t), fj(s)) � νp(n + 1, fj, (−∞, t] ∩ T ) − νp(n, fj , (−∞, s] ∩ T ) �
� νp(n + 1, fj, (−∞, t] ∩ T ) − νp(n, fj , (−∞, t] ∩ T ) +

+ |νp(n, fj, (−∞, t] ∩ T ) − νn,p(t)| +
+ |νn,p(t) − νn,p(s)| +
+ |νn,p(s) − νp(n, fj, (−∞, s] ∩ T )| �

� νp(n + 1, fj, (−∞, t] ∩ T )
n + 1

+
ε

15
+

ε

15
+

ε

15
�

� νp(n + 1, fj, T )
n + 1

+
3ε

15
�

� γp(n + 1)
n + 1

+
ε

15(n + 1)
+

3ε

15
�

� µp(n + 1)
n + 1

+
4ε

15
� ε

3
.

-�����!�
 )�����������!#���! {fj(s)} �+������ � 	��#���	#�� )	���	�#��$
�� X � �� ��� 2��� 4�� �� ���	��� ��3� �#� �������� )�����������!#���!,
��&�� )�.���
 �
*����
�� ����% #���	 J3 = J3(ε, s, p) ∈ N� ���

dp(fj(s), fk(s)) � ε

3
��� ���+ j, k � J3.

����	 J = max{J1, J2, J3} 1������ ���(� ��&! �� ε � p� )	���� ��� ���+
j, k � J �����A

dp(fj(t), fk(t)) � dp(fj(t), fj(s)) + dp(fj(s), fk(s)) + dp(fk(s), fk(t)) � ε.

� ���
 )	��1���!#���� p ∈ P 1���,����� ��� {fj(t)} @ )�����������!$
#���! ��&� � X � X�� ��� .�� )�����������!#���! ��#������!#� �����#"�$
��!#� ���)���#�� �#� ����� )	����!#
, ����
� ����	
, ���1#���� ��	�1
f(t) ∈ X � #� ��� 2��� 4�� �� ���	��� ��3� �,��� )�����������!#���! ��&�
� 	��#���	#�� )	���	�#���� �+������ � ����% )	����!#�% ������ ���
��
limj→∞ dp(fj(t), f(t)) = 0 ��� ���+ p ∈ P �

=� +
���,���� ���
%
������
� � ���
 +�
���	/������ )	���	�#����
X ��#�1#��#�� /
#�"�� f : T → X � �)	�����##�� � ��#"� &�(�� 9 � 8
�����������##� #� S � T \ S� ��		���#� �)	�����#� #� T � �������� )�$
�����#�� )	������ #� T )�����������!#���� {fj}� ����	�� )� )���	��#�,
�������� )��)�����������!#���!, ��+��#�% )�����������!#����� -	���#��
����
 �P�� )��
����� ���

νp(n, f, T ) � lim inf
j→∞

νp(n, fj, T ) � lim sup
j→∞

νp(n, fj, T ) � µp(n)



���������� �	
��
� ���	� �8

��� ���+ n ∈ N � p ∈ P �
;���1����!���� ���	��� � 1���	&�#��

�������
� �� >)	������� � ��
���� �
��
�� ���	��� �A ����
�� �
.��% ���	��� 1���#��! 
������ �� #� ����
,*��A

lim sup
j→∞

νp(n, fj , T ∩ [a, b]) = o(n) ��� ���+ a, b ∈ T � a < b� � p ∈ P B

��(�� #�����	�� )��)�����������!#���! {fj} �
��� )������#� #� T �+����!$
�� � /
#�"�� f ∈ XT ����%� ��� νp(n, f, T ∩ [a, b]) = o(n) ��� ���+ a, b ∈ T �
a < b� � p ∈ P � I�� 
���	'��#�� �	�1
 ����
��� ���� #� ��#��� ���	��� �
)	���#��! ���(�#��!#�% )	�"��� )� 	��&�	�,*���� ��	�1����

H������� ��� 
������ �� � ���	��� � �������� ���	������� � ��
$
��� 	��#���	#�% �+�������� )�����������!#���� {fj} � �����
 )	����
 f
�	
(�� #���+������ 
������ ��� � 2��� J���� 8M�3�� ��� ��� ����
,*��

���	'��#�� � �)	�����##�� ������ ��	��#� � ���	��� ��

���	��� �� )�� �������
�������� {fj} ⊂ XT �������� �
�������

�� �
 T � ������� f ∈ XT �
���! ��� νp(n, f, T ) = o(n) �� ���� p ∈ P!

�� limj→∞ νp(n, fj , T ) = o(n) �� ���� p ∈ P 

����������
���� -
��! p ∈ P � -� ����� �Q� ��� ���+ n, j ∈ N �����A

νp(n, fj , T ) � νp(n, f, T ) + 2n sup
t∈T

dp(f(t), fj(t)),

���
�� � ���
 	��#���	#�% �+�������� fj � f )��
����A

lim sup
j→∞

νp(n, fj , T ) � νp(n, f, T ) ��� ���+ n ∈ N.

K1 ����� �P� ��������� ��� νp(n, f, T ) � lim infj→∞ νp(n, fj , T )� � )����
�
)	���� limj→∞ νp(n, fj, T ) �
*����
�� � 	���# νp(n, f, T ) = o(n)� � ��������

����! )	��1���!#���! p ∈ P �

H�#��� 
������ �� #� �������� #���+������ ��� )������#�% �+������$
�� {fj} � f @ ����������
,*�� )	���	� )���	��#� � 	�����+ 2��� 7 93 � 2�9�
7 =3 ��� X = R�

K1 ���	��� � #�)��	������##� ��������� ��� ���� ��� )�����������!$
#���� {fj} ⊂ XT �1 ���	��� � 
������ �� ��)��#�#� � 1���#�% T #� T \E�
(�� E ⊂ T @ #�����	�� �#�'����� ��	� J���(�� #
�!� �� #�����	�� )��$
)�����������!#���! � {fj} �+������ )���� ��,�
 )���� #� T � #�����	�%
/
#�"�� f ∈ XT ����%� ��� νp(n, f, T \ E) = o(n) ��� ���+ p ∈ P �

>���
,*�% ����� ��#��% 	�1
�!��� )	���������� ����% ������� ��	��

�
 �� ���������� � � � ��	��#�+ ���
��% ��	��"�� ��� /
#�"�% ��#�%
)�	���##�% �� 1#���#���� � 	��#���	#�� )	���	�#�����

���	��� �� ����� T � (X,U) ������������ ������� ������� � 
����������! ��� �������
�������� ������� {fj} ⊂ XT �
���
! ���

�� � � t ∈ T ��������� {fj(t)} ����������� ��������
��� ����
����



���������� �	
��
� ���	� �=

� �� �	��� ε > 0 ���������� �%������� ��������� Eε ⊂ T ���� � ε
�
���! ���

lim sup
j→∞

νp(n, fj, T \ Eε) = o(n) �� ���� p ∈ P .

"���
 �������
� ����������
�������� {fj} �������� � � �
 T � �������

��� ������� f ∈ XT ! �	
�
���� ���������# �� �	��� ε > 0 �
������

�%������� ��������� E′
ε ⊂ T ���� � ε! �� �������� νp(n, f, T \ E′

ε) =
o(n) ��� ���� p ∈ P 

� .��% ���	��� �+�������! )��� )��)�����������!#���� {fj} � f )�#�$
������ � ��� ������� ��� �
*����
�� �#�'����� E ⊂ T ��	� #
�! ������
��� limj→∞ dp(fj(t), f(t)) = 0 ��� ���+ p ∈ P � t ∈ T \ E� > )	������#���
���	��� � � ���(�#��!#�(� )	�"���� )� �#�'������ E1, E1/2, . . . , E1/k, . . .
����1����!���� ���	��� R )	�������� ���'�� ��� ���	��� � �1 2��3� )�.���

�#� �)
��������

#� ������� ��$��� � ���

�% ������� � ����&�����
�$�$'����� ��������

��,�
 � .��� 	�1����� ���� #� �(���	�#� )	����#��� )	��)���(���� ���
∅ �= T ⊂ R� (X,U) @ +�
���	/��� 	��#���	#�� )	���	�#���� � #� ����� ���
����#�� ���)������ )��������	�� {dp}p∈P 	��#���	#���� U � )��������$
���!#���! /
#�"�% {fj} ⊂ XT ������� ��� ��� �,��(� t ∈ T )�����������!$
#���! {fj(t)} ��#������!#� �����#"���!#� ���)���#� � X �

#��� (������ � ����&����� ���������
;�� f ∈ XT � p ∈ P )���'��

Vp(f, T ) = sup
m∑

i=1

dp(f(ti), f(ti−1)),

(�� �
)	��
� ��	���� )� ���� 	�1���#��� {ti}m
i=0 �#�'����� T � �� �� m ∈ N�

{t0, t1, . . . , tm} ⊂ T � ti−1 � ti� i = 1, . . . , m� F��� Vp(f, T ) < ∞ ��� ���+
p ∈ P � )�&�� f ∈ [5(T ; X) � #�1����� f �������� ���
�������� ���
��������� �
��
��� �
 T )	� T = [a, b] ��� 2�E3��

��� ��������� ���	��� � )��
���� ������� ��	��
 � [5(T ; X)A

���	��� �� )�� � ��
%
���� ��,� ������� supj∈N Vp(fj , T ) = Cp ���

����� �� ���� p ∈ P! �� {fj} �������� ���������� ��������� �
 T
����������
��������! ����� f ������� ���� � [5(T ; X) 

����������
���� -���'�� �#������ ��� ���� f ∈ [5(T ; X)� ��

νp(n, f, T ) � Vp(f, T ) = lim
m→∞ νp(m, f, T ) ��� ���+ n ∈ N � p ∈ P � ���

;�%�������!#�� ��� �,��+ ����� a1 � b1 � a2 � b2 � . . . � an � bn �1 T
�����A

n∑
i=1

dp(f(bi), f(ai)) � Vp(f, T ),



���������� �	
��
� ���	� ��

���
�� νp(n, f, T ) � Vp(f, T ) ��� ���+ n ∈ N � p ∈ P � F��� '� m ∈ N � �����
t0 � t1 � . . . � tm ��'�� � T � �� � ���
 ����� �L�

m∑
i=1

dp(f(ti), f(ti−1)) � νp(m, f, T ) � lim
m→∞ νp(m, f, T ),

���
�� Vp(f, T ) � limm→∞ νp(m, f, T ) � Vp(f, T )� � ��� ����
���
� ���
 �"�#�� ��� ��� )�����������!#���� {fj} �1 ���	��� E �����

supj∈N νp(n, fj , T ) � Cp ��� ���+ n ∈ N � p ∈ P � )�.���
 {fj} 
��������	���

�����, ��� -� ���	��� � #�����	�� )��)�����������!#���! � {fj}� ����	
,
�#��� ���1#���� ��	�1 {fj}� �+������ )������#� #� T � #�����	�% /
#�"��
f ∈ XT � -�����!�


Vp(f, T ) � lim inf
j→∞

Vp(fj , T ) � Cp ��� ���+ p ∈ P ,

�� f ∈ [5(T ; X)B 1���! )�	��� #�	���#����� ��	�'�,*�� �����#"���!#
,
)��
#�)	�	��#���! �#�1
� 
���#���������� ���'�� ��� ����� �P��

X��	��� E ����	'�� � �������� ����#�+ ��
���� 	�1
�!���� 	���� 2E�
���	��� R��3� 2�� ���	��� =��3 � 2��� ���	��� �3 ��(��X @ ���	������� )	���$
	�#������

�������
� �� K1 �"�#�� ��� � ���	��� 9� � ����#����� #�+����� ���
���� S ⊂ [a, b] @ )���#�� �#�'������ ��

{f : [a, b] → X | f|S ∈ [5(S; X)} ⊂ US([a, b]; X).

I�� 
�������� ����������
,*�% 	�1
�!��� �1 2�E� ���	��� ���3� 
���#����#$
#�% ��� S = [a, b] �	
(�� �)�������

#��� (������) ���������� � *�+����
G
#�"�� f ∈ XT #�1������� ����������� �� -��,��� �
 T � ���� #��$

��#!&�� )�����##�� J�)&�"��

Lp(f, T ) = sup{dp(f(t), f(s))/|t − s| : t, s ∈ T, t �= s} < ∞ ��� ���+ p ∈ P B
)	� .��� )�&�� f ∈ S\](T ; X)� H������� ��� ���� T �(	�#���#�� �� S\](T ; X)
���'�#� � [5(T ; X)� )	���� Vp(f, T ) � Lp(f, T )(supT − inf T ) ��� ���+
p ∈ P � f ∈ S\](T ; X)�

V������� ��� �1 )������#�% �+�������� #� T )�����������!#���� {fj}⊂
XT � /
#�"�� f ∈ XT ��������� ���

Lp(f, T ) � lim inf
j→∞

Lp(fj , T ) ��� ���+ p ∈ P ,

)	�+���� � �#���(
 ���	��� E ��� )	���	�#���� S\](T ; X)� (�� �1 
������
supj∈N Lp(fj , T ) = Cp < ∞ ��� ���+ p ∈ P ����
��� ��� )������#�% )	����
f �1�����##�% )��)�����������!#���� ��'�� � S\](T ; X)�

#��� (������ � ����&����� ,�$�$'�����- ϕ.���������
-
��! /
#�"�� ϕ : T × R

+ → R
+ 
��������	��� ����
,*�� 
�������A

\� ��� �,��(� t ∈ T /
#�"�� ϕ(t, ·) = [u �→ ϕ(t, u)] �������� #�
����,$
*�% � #�)	�	��#�% #� R

+ � limu→∞ ϕ(t, u) = ∞B



���������� �	
��
� ���	� �R

\\� ϕ(t, 0) = 0 ��� �,��(� t ∈ T � inft∈T ϕ(t, u) > 0 ��� ���+ u > 0�

 
��� (���	��!� ��� f ∈ XT �������� �������� ���
�������� ϕ��
�

��
��� �
 T )	� T = [a, b] � X = R ��� 2=3 ��� 2��� 7 ���83� � )����!
f ∈ [5ϕ(T ; X)� ���� ��� �,��(� p ∈ P ��#��#� ������#�

Vϕ,p(f, T ) = sup
m∑

i=1

ϕ
(
si, dp

(
f(ti), f(ti−1)

))
,

(�� �
)	��
� ��	���� )� ���� m ∈ N � ���� #���	�� {ti}m
i=0� {si}m

i=1 ⊂ T
������ ��� t0 � t1 � . . . � tm � si ∈ [ti−1, ti] ∩ T � i = 1, . . . , m�

H)	�����#�� � 7 ��� )��
������ ���,�� )	� ϕ(t, u) = u�
>���
,*�� ���	��� �������� ��������� ��	��
 � �
��� [5ϕ(T ; X)�

���	��� �� ����� �������� ������������ � �
�
� 7 � � �
�
�

� 7 ��9� )�� supj∈N Vϕ,p(fj , T ) = Cϕ,p < ∞ �� ���� p ∈ P! �� � {fj}
���������� ����������
��������! �����
� �������� ��������� �
 T �

��������� ������� f ∈ [5ϕ(T ; X) 

����������
��� )	������ � �	� &�(�� � )�	��+ ��
+ &�(�+ �
���
����#���#� ��1��'#���! )	���#�#�� ���	��� � �� �� 
������ ���B � .��+
&�(�+ )	��)���(������ ��� p ∈ P )	��1���!#� � /����	���#��

�� -� �)	�����#�, ������#� Vϕ,p(fj , T ) )	� /����	���##�� t0 ∈ T �
�,��� j ∈ N #�%���� ���

ϕ
(
t0, dp

(
fj(t), fj(t0)

))
� Vϕ,p(fj , T ) � Cϕ,p, t ∈ T,

)�.���
 � ���
 
������ \�

dp(fj(t), fj(t0)) � Mϕ,p ≡ sup{u ∈ R
+ | ϕ(t0, u) � Cϕ,p}, t ∈ T.

H��,�� ����
��� ��� ��� ���+ t, s ∈ T � j ∈ N

dp(fj(t), fj(s)) � dp(fj(t), fj(t0)) + dp(fj(t0), fj(s)) � 2Mϕ,p. ���

� ����#����� �1 ��� ��������� ��� )�����������!#���! {fj} 	��#���	#�
�(	�#���#�� �� �� supj∈N supt,s∈T dp(fj(t), fj(s))�2Mϕ,p <∞ ��� ���+ p ∈ P ��

�� H"�#�� ��)�	! ���
�! ��	��"�� νp(n, fj , T ) ��� n, j ∈ N� -
��!
{ai}n

i=1� {bi}n
i=1 ⊂ T � a1 � b1 � a2 � b2 � . . . � an � bn� � si ∈ [ai, bi] ∩ T �

i = 1, . . . , n� K1 �)	�����#�� Vϕ,p(fj , T ) ������,� #�	���#����

n∑
i=1

ϕ
(
si, dp

(
fj(bi), fj(ai)

))
� Vϕ,p(fj , T ) � Cϕ,p, j ∈ N.

-	�#���� �� �#���#�� ���� )��
���A

n∑
i=1

dp(fj(bi), fj(ai)) � sup
{ n∑

i=1

ui

∣∣∣∣ {ui}n
i=1 ⊂ R

+ ������ ��� ui � 2Mϕ,p

��� ���+ i = 1, . . . , n �

n∑
i=1

ϕ(si, ui) � Cϕ,p

}



���������� �	
��
� ���	� �E

��� ���+ si ∈ [ai, bi]∩T � i = 1, . . . , n� >���������!#�� � ���
 )	��1���!#����
#���	�� {ai}n

i=1 � {bi}n
i=1 ����+� ��� ��&�� #�%���� ���

νp(n, fj , T ) � sup
s1,...,sn

sup
{ n∑

i=1

ui

∣∣∣∣ {ui}n
i=1 ⊂ [0, 2Mϕ,p] �

n∑
i=1

ϕ(si, ui) � Cϕ,p

}
,

�9�
(�� �#�&#�% �
)	��
� sups1,...,sn

��	���� )� ���� #���	�� {si}n
i=1 ⊂ T ��$

���� ��� s1 � s2 � . . . � sn�
H��1#���� )	��
, ����! �9� ��	�1 ξϕ,p(n)� )��
��� #�	���#����

sup
j∈N

νp(n, fj, T ) � ξϕ,p(n) ��� ���+ n ∈ N. �8�

-���'��� ��� ξϕ,p(n) = o(n)�
-	��1���!#� 1�/����	
�� ε > 0� -
��! n0 = n0(ε, ϕ, p) ∈ N @ #����#!$

&�% #���	 ����%� ��� ��� 
������ \\��

n0 inf
t∈T

ϕ(t, ε) � Cϕ,p.

-
��! n ∈ N� n � n0� {si}n
i=1 ⊂ T � s1 � s2 � . . . � sn� � {ui}n

i=1 ⊂ R
+ ������

��� ui � 2Mϕ,p ��� ���+ i = 1, . . . , n �
∑n

i=1 ϕ(si, ui) � Cϕ,p� -���'��
I1(n) = {1 � i � n | ui � ε} � I2(n) = {1 � i � n | ui > ε} � ���1#���� ��	�1
|I1(n)| � |I2(n)| ���������� .����#��� � I1(n) � I2(n) �����������##�� � ���

��#���##���� /
#�"�� u �→ ϕ(s, u) ��� 
������ \�� #�%���� ���

Cϕ,p �
n∑

i=1

ϕ(si, ui) �
∑

i∈I2(n)

ϕ(si, ui) �
∑

i∈I2(n)

ϕ(si, ε) � |I2(n)| inf
t∈T

ϕ(t, ε),

���
��

|I2(n)| � Cϕ,p

inf
t∈T

ϕ(t, ε)
� n0.

>���������!#��

n∑
i=1

ui �
∑

i∈I1(n)

ui +
∑

i∈I2(n)

ui � |I1(n)|ε + |I2(n)| · 2Mϕ,p � nε + 2n0Mϕ,p.

�1�� 1���! �
)	��
� )� ���� #���	�� {ui}n
i=1 � 
��1�##��� ���%������� �

1���� �
)	��
� )� ���� {si}n
i=1 ⊂ T ������ ��� s1 � s2 � . . . � sn� )��
���A

ξϕ,p(n) � nε + 2n0Mϕ,p � 2nε ��� ���+ n � max{n0, 2n0Mϕ,p/ε},
��� ��� limn→∞ ξϕ,p(n)/n = 0� ��� � �	��������!�

9� K1 �"�#�� �8� � ���!�� ��� ����1�##�(� �������� 
������ ��� )�$
.���
 )� ���	��� � � {fj} #�%����� )��)�����������!#���! ����	
, �#���
���1#���� ��	�1 {fj}�� �+���*���� )������#� #� T � #�����	�% /
#�"��
f ∈ XT � -���'��� ��� f ∈ [5ϕ(T ; X)� ;�� �,��(� p ∈ P � ���
 �)	�����$
#�� Vϕ,p(fj , T ) ��� ���+ m ∈ N � {ti}m

i=0� {si}m
i=0 ⊂ T ����+� ��� ti−1 � ti �

si ∈ [ti−1, ti] ∩ T � i = 1, . . . , m� �����A

m∑
i=1

ϕ
(
si, dp

(
fj(ti), fj(ti−1)

))
� Vϕ,p(fj , T ), j ∈ N.



���������� �	
��
� ���	� ��

-�	�+��� � #�'#��
 )	����
 )	� j → ∞� 
������� )������#
, �+�������!
fj � f � #�)	�	��#���! /
#�"�% u �→ ϕ(s, u) ��� 
������ \��� )��
���A

m∑
i=1

ϕ
(
si, dp

(
f(ti), f(ti−1)

))
� lim inf

j→∞
Vϕ,p(fj , T ).

�1�� �
)	��
� )� 
��1�##�� #���	�� {ti}m
i=0 � {si}m

i=1� #�%���� ���

Vϕ,p(f, T ) � lim inf
j→∞

Vϕ,p(fj , T ) � Cϕ,p ��� ���+ p ∈ P ,

� .�� �1#������ ��� f ∈ [5ϕ(T ; X)�

-	�#"�) ����	� ���	��� � ����	'�� � �������� ����#�+ ��
���� 	�$
1
�!���� 	���� 28� ���	��� ��93 ϕ(t, u) = ϕ(u)� T = [a, b] � X = R�� 29� ���	�$
�� ��93 � 2��� 7 9� )	���	 R3 ϕ(t, u) = ϕ(u)� T ⊂ R � X @ ���	������� )	���$
	�#����� � 2=3 ��� ���'� 2��� ���	��� ���RP�3�� ��(�� ϕ : [a, b] × R

+ → R
+�

T = [a, b] � X = R�

�������
� �� H������� ��� �1 �"�#�� �9� � �8� )	� fj = f ��� ���+
j ∈ N� � ���	��� 9 ��������� ��� ���� S ⊂ T = [a, b] @ )���#�� �#�'������
��

{f : [a, b] → X | f|S ∈ [5ϕ(S; X)} ⊂ US([a, b]; X).

I�� 
���#��� 
���	'��#�� �1 2��� ���	��� ����3 )	� S = [a, b] � X = R�

���#����##�� �	
(�� ��������

�������
� �� X��	��
 � ��'#� #�����!�� ����*��!� >��'��� ��� /
#�$
"�� f ∈ XT �������� �������� ���
�������� �	�	������ ϕ��
��
��� �
 T �
���� #�%����� ����� λ > 0 1�����*�� �� f� ������ ��� Vϕ

λ
,p(f, T ) < ∞ ���

���+ p ∈ P � (�� ϕ
λ
(t, u) = ϕ(t, u/λ)� t ∈ T � u ∈ R

+� -
��! � ���	��� � �
$
*����
�� ����� ����� λ > 0� ��� supj∈N Vϕ

λ
,p(fj , T ) = Cϕ,p < ∞ ��� ���+

p ∈ P B ��(�� )������#�% #� T )	���� f ∈ XT �1�����##�% �1 {fj} )��)��$
���������!#���� �
��� ������ ��� Vϕ

λ
,p(f, T ) � Cϕ,p ��� ���+ p ∈ P �

#��� (������ ,�$�$'�����- Φ.� ����&����� ���������
-
��!Φ = {ϕk}∞k=1 @ )�����������!#���!ϕ$/
#�"�%� �� �� ��'��� /
#�$

"�� ϕk : R
+ → R

+ �������� #�)	�	��#�%� #�
����,*�%� #��(	�#���##�%�
� ����%� ��� ϕk(u) = 0 ��&! )	� u = 0� -�����������!#���! Φ #�1���$
���� Φ��������
��������� 2R3� ���� �#� 
��������	��� ����
,*�� ��
�

�������A

ϕk+1(u) � ϕk(u) ��� ���+ k ∈ N � u ∈ R
+ �=�

� ∞∑
k=1

ϕk(u) = ∞ ��� ���+ u > 0. ���

I�� ��� 
������ ��� Φ )	��)���(�,��� ��)��#�##��� ��,�
 � 7 ��8�
>��'��� ��� f ∈ XT �������� �������� Φ����
�������� �
��
��� �


T ��� 2R3� 2�93 )	� T = [a, b] � X = R�� ���� ��� �,��(� p ∈ P ��#��#�
����
,*�� ������#�

VΦ,p(f, T ) = sup
m∑

k=1

ϕk

(
dp

(
f(bσ(k)), f(aσ(k))

))
,



���������� �	
��
� ���	� ��

(�� �
)	��
� ��	���� )� ���� m ∈ N� ���� #���	�� {ak}m
k=1� {bk}m

k=1 ⊂ T
������ ��� a1 � b1 � a2 � b2 � . . . � am � bm� � ���� )�	����#�����
σ : {1, . . . , m} → {1, . . . , m} ���1#���#�� VΦ,p(f, T ) ��(����� ��� '�� ���
����������
,*�� ���1#���#�� �1 7 ��9� #� .�� #� )	������ � #���	�1
��#���
� ���!#�%&����

H)	�����#�� � 7 ��� )��
������ ���,�� )	� ϕk(u) = u ��� ���+ k ∈ N�
>���
,*�% 	�1
�!��� @ .�� ������� ��	��
 � ������ /
#�"�% Φ$�(	�$

#���##�% ��	��"��� ��%���
,*�+ �1 T � 	��#���	#�� )	���	�#���� X �

���	��� ��� ����� �������� ������������ �
�

 7 � � �
�



7 ��8� )�� supj∈N
VΦ,p(fj , T ) = Cp < ∞ �� ���� p ∈ P! �� {fj} ��������

����������
��������! �����
� �������� ��������� �
 T � ���������

������� f ∈ XT �
���! ��� VΦ,p(f, T ) � Cp �� ���� p ∈ P 

����������
���� �� � )�	��� &�(� )���'��� ��� )�����������!#���!
{fj} �1 ���	��� �� 
��������	��� 
�����, �� ���	��� �� V�/����	
��
)	��1���!#�� p ∈ P �

-	� �,��� j ∈ N )� �)	�����#�, VΦ,p(fj , T ) #�%���� ��� ��� ���+ t, s ∈
T ����� ����� #�	���#����

ϕ1

(
dp(fj(t), fj(s))

)
� VΦ,p(fj , T ) � Cp,

���
��

sup
t,s∈T

dp(fj(t), fj(s)) � Mp ≡ sup{u ∈ R
+ | ϕ1(u) � Cp}, j ∈ N. �R�

-
��! n ∈ N � {ai}n
i=1� {bi}n

i=1 ⊂ T @ )	��1���!#�� #���	� ����� ����+�
��� a1 � b1 � a2 � b2 � . . . � an � bn� ������ �� #� ���� j ∈ N )�
�)	�����#�, ������#� VΦ,p(fj , T ) ��� �,��% )�	����#���� σ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} �����A

n∑
k=1

ϕk

(
dp

(
fj(bσ(k)), fj(aσ(k))

))
� VΦ,p(fj , T ) � Cp,

)�.���
 �1 �)	�����#�� ���
�� ��	��"�� νp(n, fj , T ) ��������� ���

sup
j∈N

νp(n, fj, T ) � sup
n∑

i=1

ui, �E�

(�� �
)	��
� � )	���% ����� #�	���#���� ��	���� )� ���� #���	�� n �����
{ui}n

i=1 ⊂ R
+ ������ ��� ��� �R�� max1�i�n ui � Mp �

n∑
k=1

ϕk(uσ(k)) � Cp ��� ���+ )�	����#���� σ : {1, . . . , n}→{1, . . . , n}� ���

H��1#���� ��	�1 ξp(n) )	��
, ����! � �E� � )���'��� ��� ξp(n) = o(n)�
� ���
 
������ ��� ��� �,��(� ε > 0 ��		���#� �)	�����# #���	

n0 = n0(ε, p) ≡ min
{

n ∈ N

∣∣∣∣
n∑

k=1

ϕk(ε) > Cp

}
.



���������� �	
��
� ���	� ��

-
��! ��)�	! n ∈ N� n � n0 � {ui}n
i=1 ⊂ [0, Mp] @ )	��1���!#�% #���	

n ������ 
��������	�,*�+ 
�����, ���� -���'�� I1(n) = {1 � k � n |
uk � ε} � I2(n) = {1 � k � n | uk > ε} � ���1#���� ��	�1 |I1(n)| �
|I2(n)| ���������� .����#��� � I1(n) � I2(n) �����������##�� -���'��� ���
|I2(n)| � n0� ;�%�������!#�� ���� �� |I2(n)| > n0� �� I2(n) = {k1, . . . , ki0}
��� #�����	�+ i0 ∈ {n0, . . . , n} � ki ∈ {1, . . . , n}� i = 1, . . . , i0� H)	������
)�	����#���
 σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} )� )	����
A

σ(i) =
{

ki, ���� i ∈ {1, . . . , i0},
)	��1���!#�, ���� i ∈ {i0 + 1, . . . , n}.

X�(�� � ���
 #�
����#�� ��'��% /
#�"�� ϕk � �)	�����#�� #���	� n0 ���
����% )�	����#���� σ )��
���A

n∑
k=1

ϕk(uσ(k)) �
∑

i∈I2(n)

ϕi(uσ(i)) �
n0∑
i=1

ϕi(uki) �
n0∑
i=1

ϕi(ε) > Cp,

��� )	�����	���� ���� >���������!#�� �
��� )�� 1#���� �
)	��
�� � )	�$
��% ����� �E� �"�#������� ����
,*�� ��	�1��A

n∑
i=1

ui =
∑

k∈I1(n)

uk +
∑

k∈I2(n)

uk � |I1(n)|ε + |I2(n)|Mp �

� nε + n0Mp � 2nε ��� ���+ n � N0 ≡ max{n0, n0Mp/ε}.
� ���
 )	��1���!#���� #���	� {ui}n

i=1� 
��������	�,*�(� ���� ���,�� ��$
������� ��� ξp(n)/n � 2ε ��� ���+ n � N0� ��� ��� limn→∞ ξp(n)/n = 0�

�� K1 ���!�� ��� ����1�##�(� � �E� ��������� ��� ��� )�����������!$
#���� {fj} ��)��#�#� 
������ ��� )�.���
 )� ���	��� � �#� ����	'�� )���$
���#� #� T �+���*
,�� )��)�����������!#���!� ����	
, �#��� ���1#����
��	�1 {fj}� � �� )	���� @ ��	�1 f ∈ XT � Y���#����� ��� VΦ,p(f, T ) < ∞ ���
���+ p ∈ P � -
��! p ∈ P � m ∈ N� {ai}m

i=1� {bi}m
i=1 ⊂ T � a1 � b1 � . . . � am �

bm � σ : {1, . . . , m} → {1, . . . , m} @ )�	����#����� X�(��

m∑
k=1

ϕk

(
dp

(
fj(bσ(k)), fj(aσ(k))

))
� VΦ,p(fj , T ), j ∈ N.

-�	�+��� � #�'#��
 )	����
 )	� j → ∞� 
������� )������#
, �+�������!
fj � f � #�)	�	��#���! /
#�"�% ϕk� #�%���� ���

m∑
k=1

ϕk

(
dp

(
f(bσ(k)), f(aσ(k))

))
� lim inf

j→∞
VΦ,p(fj , T ).

>���������!#��
VΦ,p(f, T ) � lim inf

j→∞
VΦ,p(fj , T ) � Cp,

� �������� 
����! )	��1���!#���! p ∈ P �
X��	��� �� ����	'�� � �������� ����#�+ ��
���� 	�1
�!���� 	���� 2��

���	��� =3 T = [a, b]� X = R � ϕk(u) = u/λk� (�� 0 < λk � λk+1 ��� k ∈ N �∑∞
k=1 1/λk = ∞�� 2R� ���	��� ��E3� 2�9� ���	��� ���3 � 2�9� 7 ���3� (�� T = [a, b]�

X = R � Φ ���! )	��1���!#�� Φ$)�����������!#���!�



���������� �	
��
� ���	� ��

�������
� �� F��� S ⊂ [a, b] = T @ )���#�� �#�'������ �� � ���

�"�#�� �E�� ��� � ���	��� 9 ����� ���,��#��

{f : [a, b] → X | VΦ,p(f, S) < ∞ ��� ���+ p ∈ P} ⊂ US([a, b]; X).

�������
� �� X��	��
 �� ��'#� #�����!�� 
�����!� >��'��� ��� f ∈
XT �������� �������� �	�	������ Φ����
�������� �
��
��� �
 T � ����
�
*����
�� ����� λ > 0 1�����*�� �� f� ������ ��� VΦ

λ
,p(f, T ) < ∞ ���

���+ p ∈ P � (�� Φλ = {ϕk,λ}∞k=1 � ϕk,λ(u) = ϕk(u/λ)� k ∈ N� u ∈ R
+� -
��!

� 	����+ ���	��� �� #�%����� ����� λ > 0 ������ ��� supj∈N VΦ
λ

,p(fj, T ) =
Cp < ∞ ��� ���+ p ∈ P B ��(�� )��)�����������!#���! � {fj} �
��� )������$
#� #� T �+����!�� � #�����	�% /
#�"�� f ∈ XT ����%� ��� VΦ

λ
,p(f, T ) < ∞

��� ���+ p ∈ P �

��
�� ����������
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