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Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî â [1]:

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå
÷èñëî dG > 0, çàâèñÿùåå òîëüêî îò G, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà F â G
ñîäåðæèò àáåëåâ íîðìàëüíûé äåëèòåëü, èíäåêñ êîòîðîãî â F íå ïðåâîñõîäèò dG.

Íåôîðìàëüíî æîðäàíîâîñòü ãðóïïû îçíà÷àåò, ÷òî âñå åå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû
�ïî÷òè� àáåëåâû â òîì ñìûñëå, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè àáåëåâûõ ãðóïï ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ãðóïï, âçÿòûõ èç êîíå÷íîãî ñïèñêà.
Â [1] áûëè äîêàçàíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà æîðäàíîâûõ ãðóïï è èíèöèèðî-

âàíî èññëåäîâàíèå ñëåäóþùèõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì:

Ïðîáëåìà A. Ó êàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé X ãðóïïà Aut(X) æîðäàíî-

âà?
Ïðîáëåìà B. Òî æå, íî ñ Aut(X), çàìåíåííîé íà ãðóïïó Bir(X).

Íèæå ôîðìóëèðóåòñÿ ðÿä îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ýòèõ ïðîáëåì; ìî-
òèâèðîâêè è ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñì. â [2] è [1].
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîáëåìó À.

Òåîðåìà 1 ([1]). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî çàìêíóòîãî (ïî Çàðèññêîìó) àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â An \

∪n
i Hi, ãäå Hi�ìíîæåñòâî íóëåé i-é ñòàí-

äàðòíîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè íà An, æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 2 ([4]). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî ïîëíîãî ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 3 ([5]). Àôôèííàÿ ãðóïïà Êðåìîíû Aut(An) æîðäàíîâà äëÿ ëþáîãî n.

Òåîðåìà 4 ([1]). Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî Aut(X)-èíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà íåïðèâîäèìîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X íàéäåòñÿ êîíå÷íûé

êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ãðóïïà Aut(X) æîðäàíîâà.

Òî÷êà x àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ åãî âåðøèíîé, åñëè ðàç-
ìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Çàðèññêîãî ê X â x íå ìåíüøå ðàçìåðíîñòè
òàêîãî ïðîñòðàíñòâà â ëþáîå äðóãîé åãî òî÷êå.

Ñëåäñòâèå 1 ([1]). Åñëè àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X èìååò òîëüêî êîíå÷íîå

÷èñëî âåðøèí, òî ãðóïïà Aut(X) æîðäàíîâà.

Ñëåäñòâèå 2 ([1]). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî íåãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîîãîîáðàçèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òî÷åê æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 5. Ó ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè < 3 ãðóïïà àâ-

òîìîðôèçìîâ æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 5 äëÿ ìíîãîîáðàçèé, áèðàöèîíàëüíî íå èçîìîðôíûõ P1 × E, ãäå E�
ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, äîêàçàíà â [1], à äëÿ ìíîãîîáðàçèé, áèðàöèîíàëüíî èçî-
ìîðôíûõ P1 ×E, � â [6].
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Òåîðåìà 6 ([7]). Ó ëþáîãî íåóíèëèíåé÷àòîãî (non-uniruled) àëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ æîðäàíîâà.

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ðåçóëüòàòû îïèñûâàþò áîëüøèå êëàññû ìíîãîîáðà-
çèé ñ æîðäàíîâîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ âðåìÿ
íå èçâåñòíî íè îäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîîãîîáðàçèÿ, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êî-
òîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé. Ýòî äåëàåò âåñüìà èíòðèãóþùèì ñëåäóþùèé

Âîïðîñ ([1], [2].) Ñóùåñòâóåò ëè àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé?

Ïåðåéäåì ê ïðîáëåìå B.
Â ýòîì ñëó÷àå îòâåò íà àíàëîã ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå âîïðîñà èçâåñòåí:

Òåîðåìà 7 ([8]). Åñëè A�àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, à

Z�ðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, òî ãðóïïà Bir(A×
Z) íå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé.

Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîêàçûâàþò ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå ðåçóëüòàòû, ñëó÷àé ìíî-
ãîîáðàçèé X ñ æîðäàíîâîé ãðóïïîé Bir(X) ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáùèì.

Òåîðåìà 8 ([1]). Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ X ðàçìåðíîñòè < 3 ýêâèâàëåíòíû:

(a) ãðóïïà Bir(X) æîðäàíîâà;

(b) X íå ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíûì ïðîèçâåäåíèþ ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ.

Òåîðåìà 9 ([9]). Åñëè ÁÁÀ-ãèïîòåçà (ñì. íèæå) âåðíà â ðàçìåðíîñòè n, òî äëÿ
ëþáîãî ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîãî n-ìåðíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãðóïïà

Bir(X) æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 10 ([10]). Ïóñòü X�íåïðèâîäèìîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå n-ìåðíîå àëãåá-
ðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ãðóïïà Bir(X) æîðäàíîâà â ëþáîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(i) X íåóíèëèíåé÷àòî;

(ii) ÁÁÀ-ãèïîòåçà âåðíà â ðàçìåðíîñòè n è èððåãóëÿðíîñòü (ò.å. ðàçìåð-

íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Ïèêàðà) ìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíà 0.

ÁÁÀ-ãèïîòåçîé íàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåå A. Áîðèñîâó, Ë. Áîðèñîâó è Â. Àëåê-
ñååâó îáùåå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíî-
ñòè ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ñîäåðæàòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå àëãåáðàè÷åñêèõ
ñåìåéñòâ. Â ðàçìåðíîñòè 3 îíà äîêàçàíà â [11], ÷òî äàåò

Ñëåäñòâèå 3 ([9]). Ãðóïïà Êðåìîíû Crn ïðè n = 3 æîðäàíîâà.

Æîðäàíîâîñòü Crn ïðè n = 2 äîêàçàíà â [12], à ïðè n = 1 î÷åâèäíà. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ âîïðîñ î æîðäàíîâîñòè Crn ïðè n > 3 îòêðûò.
Æîðäàíîâîñòü ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ èíòåíñèâíûõ èññëåäî-

âàíèé íå òîëüêî â àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîì, íî è â òîïîëîãè÷åñêîì êîíòåêñòå: ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé X â
ôîðìóëèðîâêå ïðîáëåìû À íà ñâÿçíûå ãëàäêèå òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ M ,
à ãðóïï Aut(X)�íà ãðóïïû Diff(M) äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé M .
Ñëó÷àè íåêîìïàêòíûõ è êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé îêàçàëèñü ñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àþùèìèñÿ äðóã î äðóãà. À èìåííî, â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ
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Òåîðåìà 11 ([3]). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 4 ñóùåñòâóåò òàêîå îäíî-

ñâÿçíîå íåêîìïàêòíîå ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn, ÷òî ãðóïïà Diff(Mn) ñîäåðæèò èçîìîðôíóþ êîïèþ êàæäîé êîíå÷íî

ïðåäñòàâèìîé ãðóïïû è ýòà êîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíî äåéñòâóþùåé äèñêðåòíîé

ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ Mn.

Ñëåäñòâèå 4 ([3]). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 4 ñóùåñòâóåò òàêîå îäíî-

ñâÿçíîå íåêîìïàêòíîå ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn, ÷òî ãðóïïà Diff(Mn) ñîäåðæèò èçîìîðôíóþ êîïèþ êàæäîé êîíå÷íîé

ãðóïïû, ñâîáîäíî äåéñòâóþùóþ íà Mn.

Ñëåäñòâèå 5 ([3]). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 4 ñóùåñòâóåò òàêîå îäíî-

ñâÿçíîå íåêîìïàêòíîå ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn, ÷òî Diff(Mn)�íå æîðäàíîâà ãðóïïà.

Áîëåå òîãî, èìååòñÿ ÿâíûé êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
M4 èç ñâÿçíîé ñóììû ÷åòûðåõ êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ S1 × S3 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïðèêëåèâàíèÿ ê íåìó ÷åòûðíàäöàòè �ðó÷åê� D2 × S2.
Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, è âàæíûå íåêîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ

æîðäàíîâîé ãðóïïîé Diff(M):

Òåîðåìà 12 ([5]). Ãðóïïà Diff(Rn) æîðäàíîâà äëÿ ëþáîãî n.

Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå èìååòñÿ îáùàÿ ãèïîòåçà Ãèçà, êîòîðàÿ â òåðìèíàõ îïðå-
äåëåíèÿ 1 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãèïîòåçà Ãèçà. Äëÿ êàæäîãî ñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ M ãðóïïà Diff(M) æîðäàíîâà.

Åñòü ðÿä ñâèäåòåëüñòâ â åå ïîëüçó. Íàïðèìåð, îíà âåðíà äëÿ ñâÿçíîãî êîìïàêò-
íîãî ãëàäêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M â ëþáîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(i) M îðèåíòèðóåìî è dim(M)62 (ñì., íàïðèìåð, [13]).
(ii) M �ñôåðà (ñì. [5]).
(iii) M èìååò íåíóëåâóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó (ñì. [5]).

(iv) dim(M) = n è M îáëàäàåò òàêèì íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì M̃ → M ,

÷òî â H1(M̃,Z) ñîäåðæèòñÿ êëàññû êîãîìîëîãèé α1, . . . , αn, äëÿ êîòîðûõ
α1 ∪ · · · ∪ αn ̸= 0 (ñì. [13]).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè åùå îäíîãî ñâèäåòåëüñòâà íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îáúÿâ-
ëåííîé êëàññèôèêàöèè, ïîëíûé ñïèñîê íåàáåëåâûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ñî-
ñòîèò, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, èç 26 ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï è ñëåäóþùèõ áåñ-
êîíå÷íûõ ñåðèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ:

• ñåðèÿ S1, çàâèñÿùàÿ îò îäíîãî ïàðàìåòðà n ∈ N := {1, 2, . . .}:

Altn, n > 5; 2B2(2
2n+1); 2G2(3

2n+1); 2F4(2
2n+1);

• ñåðèÿ S2, çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ p, a ∈ N, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî:

G2(p
a), (p, a) ̸= (2, 1);F4(p

a);E6(p
a); 2E6(p

a); 3D4(p
a);E7(p

a);E8(p
a);
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• ñåðèÿ S3, çàâèñÿùàÿ îò òðåõ ïàðàìåòðîâ p, a, n ∈ N, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî:

PSLn(p
a), n > 2, (n, p, a) ̸= (2, 2, 1), (2, 3, 1);

PSUn(p
a), n > 3, (n, p, a) ̸= (3, 2, 1);

PSp2n(p
a), n > 2, (n, p, a) ̸= (2, 2, 1);

PΩ2n+1(p
a), n > 3, p ̸= 2;

PΩ+
2n(p

a), n > 4;

PΩ−
2n(p

a), n > 4.

Òåîðåìà 13 ([3]). Ïóñòü M �ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ãëàäêîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíî-

ãîîáðàçèå. Ñóùåñòâóåò òàêîå çàâèñÿùåå òîëüêî îò M âåùåñòâåííîå ÷èñëî bM ,

÷òî êàæäàÿ íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîäãðóïïà F â Diff(M), ïðèíàäëåæàùàÿ

îäíîé èç ñåðèé S1, S2 èëè S3, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(i) åñëè F ∈ S1, òî n 6 bM ;

(ii) åñëè F ∈ S2, òî a 6 bM ;

(iii) åñëè F ∈ S3, òî a 6 bM è n 6 bM .
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