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ÊËÀÑÑÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Ä.À. Äàãàåâ1

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ êëàññîâ ôóíêöèé
òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0,1}. Äëÿ êàæäîãî êëàññà èç ýòèõ
ñåìåéñòâ è äëÿ êàæäîé åãî êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ïîëó÷åí ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè Øåííîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèè òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ôîðìóëû, ãëóáèíà ôîðìóë.

I consider the countable set of families of the classes of three-valued logic functions, taking values
from the set {0,1}. For each class from these families and for each its finite generating system I
obtain the order of growth of the corresponding Shannon depth function.

Key words : functions of three-valued logic, formulas, depth of formulas.

Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé âñÿêàÿ ôóíêöèÿ
èç çàìêíóòîãî êëàññà, ïîðîæäåííîãî ýòîé ñèñòåìîé, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé, ãëóáè-
íà êîòîðîé èìååò íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ êëàññîâ ôóíêöèé èç P3,2 � ìíîæåñòâà
âñåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Äëÿ êàæäîãî êëàññà èç
ýòèõ ñåìåéñòâ è äëÿ êàæäîé åãî êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ïîëó÷åíà ëèíåéíàÿ ïî ïîðÿä-
êó îöåíêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà ïî ãëóáèíå.

Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. òàêæå [3�5]). Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëî-
ãèêè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pk, k > 2. Ïóñòü F ⊆ Pk, k > 2. ×åðåç [F ] îáîçíà÷èì çàìûêàíèå F
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, à ÷åðåç F (n) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F , çàâèñÿ-
ùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, n > 1. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ [F ], Φ � ôîðìóëà íàä F , ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ f , à H ⊆ [F ]. ×åðåç D(Φ) áóäåì îáîçíà÷àòü ãëóáèíó ôîðìóëû Φ, ÷åðåç DF (f) � ìèíè-

ìóì D(Φ̂) ïî âñåì ôîðìóëàì Φ̂ íàä ñèñòåìîé F , ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f , à ÷åðåç DF (H(n)) �
ôóíêöèþ Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ ìíîæåñòâà H.

Ïóñòü f ∈ P2 è A ⊆ P2. ×åðåç f ∗ îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ ê f , à ÷åðåç A∗ �
ìíîæåñòâî

⋃
{f ∗}, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ A. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ

f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ < 0m > (ñîîòâåòñòâåííî < 1m >), 2 6 m < ∞, åñëè ëþáûå m íà-
áîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ (ñîîòâåòñòâåííî åäèíèöå), èìåþò îáùóþ íóëåâóþ
(ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íóþ) êîìïîíåíòó. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé èç ðàáîòû [3], à èìåííî: P2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé;
S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé; Ti � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ
êîíñòàíòó i, i = 0, 1; M � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèé; Om � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 0m >; Im � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 1m >, 2 6 m < ∞. Ïîëîæèì

M0 = M ∩ T0, M1 = M ∩ T1, T01 = T0 ∩ T1, M01 = M0 ∩M1, S01 = S ∩ T01, SM = S ∩M

è äëÿ êàæäîãî m > 2 ïîëîæèì

Om
0 = T0 ∩Om, Im

1 = T1 ∩ Im, MOm = M ∩Om, MIm = M ∩ Im, MOm
0 = M ∩Om

0 , MIm
1 = M ∩ Im

1 .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé

{P2, T0, T1, T01, M, M0, M1, M01, S, S01, SM, Om, Om
0 , MOm, MOm

0 , Im, Im
1 , MIm, MIm

1 , 2 6 m < ∞},

à ÷åðåç R � ìíîæåñòâî

{P2, T1, T01, M, M1, M01, O
m, Om

0 , MOm, MOm
0 , 2 6 m < ∞}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà A ∈ Q \ {S, S01, SM} âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç äâóõ óñëîâèé:

1) A ∈ R;
2) ñóùåñòâóåò êëàññ B ∈ R, òàêîé, ÷òî A = B∗.
Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2 è F ⊆ P3,2. Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ áóëå-

âà ôóíêöèÿ prf(x1, ..., xn), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîì íàáîðå α̃ ∈ En
2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

prf(α̃) = f(α̃). Ïðîåêöèåé prF ìíîæåñòâà ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
⋃
{prf}, ãäå îáú-

åäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ
ôóíêöèé. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî pr−1B ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

pr−1B = {f ∈ P3,2|prf ∈ B}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî
êëàññà F ⊆ P3,2, òàêîãî, ÷òî prF = B, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå F ⊆ pr−1B. Çàìêíóòûé êëàññ
pr−1B íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ïîëîæèì

N(B) = {A ⊆ P3,2|A = [A], prA = B}.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [5]), ÷òî |N(B)| < ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ∈ Q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z2,i ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç P3,2, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

åñëè íàáîð α̃ ∈ {0, 1}n ïîëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ {0, 1, 2}n çàìåíîé âñåõ äâîåê íà i, òî f(α̃) = f(β̃),
i = 0, 1.

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ôóíêöèè èç P3,2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ji(x) ôóíêöèþ, ðàâíóþ 1 ïðè x = i
è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, i = 0, 1, 2. ×åðåç x ∨ y è x · y îáîçíà÷èì ôóíêöèè èç P3,2, ïðîåêöèè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè äèçúþíêöèÿ è êîíúþíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî è êîòîðûå
ðàâíû 0 íà íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó äâîéêó.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. òàêæå [6]).
Òåîðåìà. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Q,

H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B, à G � ïðîèçâîëü-

íàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

DG(H(n)) � n.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû ñèíòåçà ôîðìóë íàä
íåïîëíûìè ñèñòåìàìè, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè (ñì. [1, 2, 7]), à òàêæå íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ôóíêöèé èç P3,2. Îïèøåì îñíîâíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà.

Ìíîæåñòâî Q ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, è
äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç íèõ.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû B èç ìíîæåñòâà Q \ {S, S01, SM}. Ïóñòü H � ïðîèçâîëü-
íûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ
ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Ïóñòü B ∈ R. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî r > 2 è ôóíêöèÿ ∆r(x1, ..., xr(r−1)), òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ H ïðè n > 10
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ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå f = ∆r(Ỹ
r), ãäå Ỹ r � íàáîð èç r(r − 1) ôóíêöèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèè f è çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò n−1
ïåðåìåííûõ (ñì. òàêæå ëåììó 3 èç [7]). Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû G0

êëàññà H, ñîäåðæàùåé ôóíêöèþ ∆r è âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà H(9), âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå DG0(H(n)) 6 c0n, ãäå c0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîðîæäàþùåé
ñèñòåìû G êëàññà H âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå DG(H(n)) 6 cn, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà
(òàê êàê ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó âëå÷åò óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ôîðìóë, ðåàëèçóþ-
ùèõ ôóíêöèþ f , íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç). Åñëè B � òàêîé êëàññ, ÷òî B∗ ∈ R, òî âåðõíÿÿ
îöåíêà äëÿ ôóíêöèè DG(H(n)) ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè.

Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû B ∈ {S, S01}. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ
ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà

êëàññà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε
(2)
1 (x1, x2) ôóíêöèþ èç P3,2, òàêóþ, ÷òî prε

(2)
1 (x1, x2) = x1 è ðàâíóþ

0 íà âñåõ íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó äâîéêó. Èç îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ êëàññîâ,
ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì S èëè S01 (ñì. [5]), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ
êëàññîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç òðåõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå H ⊆ Z2,i;

2) ε
(2)
1 (x1, x2) ∈ H;

3) êëàññ H ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè (01)(2) îäíîìó èç êëàññîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 2.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Z2,i âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êëàññîâ H, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1,
âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè DG(H(n)) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç âåðõíåé îöåíêè äëÿ ôóíê-
öèè DprG(B(n)). Åñëè êëàññ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2, òî âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåí-
íîíà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ êîíñòàíò (ñì. [2]) äëÿ ôóíêöèé èç

P3,2, ïðè÷åì âìåñòî êîíñòàíòû 0 èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ε
(2)
1 (x1, x2). Äëÿ êëàññà, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåãî óñëîâèþ 3, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåí-
íîñòè.

Íàêîíåö, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé B = SM . Äàäèì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëå-
íèÿ è ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü p > 2 è 1 6 i 6
p. Ïîëîæèì xi = (xi

1, ..., x
i
i−1, x

i
i+1, ..., x

i
p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃p íàáîð (x1, ..., xp), ñîñòîÿùèé

èç p(p − 1) ïåðåìåííûõ. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P3,2, n > p. ×åðåç

f i
j(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ f(x1, ..., xj−1, xi, xj+1, ..., xn). ×åðåç Ỹ p áó-

äåì îáîçíà÷àòü íàáîð ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íàáîðà X̃p çàìåíîé ïåðåìåííûõ xi
j íà ôóíê-

öèè f i
j ñîîòâåòñòâåííî, ãäå i, j = 1, ..., p, i 6= j.

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 5. Îïðåäåëèì ôóíêöèè gf
i (y1, ..., yi, x1, ..., xn) ∈ P3,2, i =

2, 3, 4, 5, 6, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

gf
i (y1, ..., yi, x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn)(j1(y1) ∨ ... ∨ j1(yi)) ∨ (j1(y1) · ... · j1(yi)).

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñïåöèàëüíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèé èç pr−1SM . Ñíà÷àëà ñ ïî-
ìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè Ωi ∈ pr−1SM , i = 2, 3, 4, 5, 6, òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è ëþáîãî íàáîðà β̃ ∈ {0, 1, 2}n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

Ωi(j1(x1), ..., j1(xi), Ỹ
10(β̃)) = gf

i (x1, ..., xi, β̃).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà â ñëó÷àå i = 6 ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèé f 1
2 , f1

3 , f1
4 , f2

3 , f2
4 , f3

4 âìåñòî ïåðåìåííûõ
x1, ..., x6 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Ω6(f
1
2 , f1

3 , f1
4 , f2

3 , f2
4 , f3

4 , Ỹ 10(β̃)) = gf
i (f 1

2 , f1
3 , f1

4 , f2
3 , f2

4 , f3
4 , β̃).
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé gf
i , íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî

gf
i (f 1

2 (β̃), f1
3 (β̃), f1

4 (β̃), f2
3 (β̃), f2

4 (β̃), f3
4 (β̃), β̃) = f(β̃).

Ïîýòîìó
f(β̃) = Ω6(f

1
2 (β̃), f1

3 (β̃), f1
4 (β̃), f2

3 (β̃), f2
4 (β̃), f3

4 (β̃), Ỹ 10(β̃)).

Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = SM , G �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H, f(x1, ..., xn) ∈ SM , n > 10. Òîãäà

f = Ω6(f
1
2 , f1

3 , f1
4 , f2

3 , f2
4 , f3

4 , Ỹ 10). Êàæäàÿ èç ôóíêöèé, ïîäñòàâëÿåìûõ â ôóíêöèþ Ω6, ïîëó÷à-
åòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèè f è çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò n − 1 ïåðåìåííîé.
Òîãäà ìíîæåñòâî G0 = {Ω6} ∪ H(9) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà H. Êðîìå òîãî,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG0(f
(n)) 6 1 + DG0(H(n− 1)).

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c0, òàêàÿ, ÷òî DG0(H(n)) 6 c0n. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî áàçèñà G êëàññà H ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(G), òàêàÿ, ÷òî DG(H(n)) 6 cn.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó À.Á. Óãîëüíèêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò �11�01�00508, è ïðîãðàììû

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ �Àëãåáðàè÷åñêèå è êîì-
áèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëå-
íèÿ�, ïðîåêò �Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì�.
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