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УДК 517.9

В. З. Гринес, Е. Д. Куренков

Диффеоморфизмы двумерных
многообразий с одномерными просторно

расположенными базисными множествами

В настоящей работе рассматриваются сохраняющие ориентацию A-диф-
феоморфизмы ориентируемых поверхностей рода большего единицы,
содержащие одномерный просторно расположенный совершенный аттрак-
тор. Устанавливается, что вопрос о топологической классификации ог-
раничений диффеоморфизмов на такие базисные множества сводится
к задаче топологической классификации псевдоаносовских гомеоморфиз-
мов с отмеченным множеством седловых особенностей. В частности, дано
доказательство анонсированной Ю.А. Жировым и Р.В. Плыкиным то-
пологической классификации A-диффеоморфизмов рассматриваемых по-
верхностей, неблуждающее множество которых состоит из одномерного
просторно расположенного аттрактора и нульмерных источников.
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§ 1. Введение

В настоящей работе рассматриваются сохраняющие ориентацию диффео-
морфизмы, заданные на замкнутом ориентируемом двумерном многообра-
зии M2 рода p ⩾ 2, удовлетворяющие аксиоме A, введенной C. Смейлом [1]
(A-диффеоморфизмы)1. Согласно спектральной теореме С. Смейла неблужда-
ющее множество NW(f) A-диффеоморфизма f представляется в виде конеч-
ного объединения попарно непересекающихся замкнутых инвариантных базис-
ных множеств, каждое из которых содержит всюду плотную траекторию.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ (проект 17-11-01041), за ис-
ключением раздела 2, выполненного в рамках выполнения программы ЦФИ (проект ТЗ-100)
НИУ ВШЭ за 2019 год.

Настоящая работа содержит доказательство результатов, анонсированных в [2].
1Диффеоморфизм f : M2 →M2 удовлетворяет аксиоме A, если:
1) периодические точки диффеоморфизма f плотны в неблуждающем множестве NW(f);
2) неблуждающее множество NW(f) является гиперболическим.
Инвариантное множество Λ называется гиперболическим, если существуют константы

C > 0, 0 < µ < 1 и непрерывное Df -инвариантное разложение касательного подрасслоения
TΛM = Es

Λ ⊕ Eu
Λ такое, что:

1) ∥Dfk(v)∥ ⩽ Cµk∥v∥, при k ⩾ 0, v ∈ Es
Λ;

2) ∥Df−k(v)∥ ⩽ Cµk∥v∥, при k ⩾ 0, v ∈ Eu
Λ.

c○ В. З. Гринес, Е.Д. Куренков, 2020

https://doi.org/10.4213/im8923
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Примерами нетривиальных (отличных от периодических орбит) базисных
множеств диффеоморфизмов двумерных многообразий являются: двумерное
базисное множество диффеоморфизма f на M2 (в этом случае базисное множе-
ство совпадает с многообразием M2, которое есть двумерный тор, а f – диф-
феоморфизм Аносова), одномерное базисное множество DA-диффеоморфиз-
ма двумерного тора, полученного из диффеоморфизма Аносова применением
“хирургической операции” [1] и одномерный аттрактор Р.В. Плыкина диффео-
морфизма двумерной сферы [3]. В работе [4] было анонсировано обобщение
хирургической операции С. Смейла, применение которой к псевдоаносовскому
гомеоморфизму ориентируемой поверхности рода p ⩾ 2 приводит к появлению
структурно устойчивого диффеоморфизма этой же поверхности с неблуждаю-
щим множеством, состоящим в точности из одного одномерного аттрактора и
конечного числа источниковых периодических точек (согласно определению 1.4
настоящей работы такой аттрактор является совершенным). В [4] также была
анонсирована без доказательства топологическая классификация таких струк-
турно устойчивых диффеоморфизмов посредством топологической классифи-
кации псевдоаносовских гомеоморфизмов с отмеченным подмножеством пери-
одических точек. Позже в книге [5] был упомянут результат (который составил
содержание диссертации [6], но не был опубликован), утверждающий, что огра-
ничение A-диффеоморфизма на одномерное базисное множество полусопряже-
но с некоторым псевдоаносовским или обобщенным псевдоаносовским гомео-
морфизмом. Доказательство этого результата следует из работы [7], в которой
аналогичный факт доказан в более общей ситуации (для так называемых экс-
пансивных аттракторов).

Следует подчеркнуть, что полученные авторами настоящей работы клас-
сификационные результаты, доказанные в основной теореме 1.10, не следу-
ют непосредственно из полусопряженности каждого из рассматриваемых диф-
феоморфизмов с соответствующим псевдоаносовским гомеоморфизмом. Сам
факт существования такого псевдоаносовского гомеоморфизма следует из тео-
ремы 1.6, в которой доказана гиперболичность действия, индуцированного
диффеоморфизмом, в фундаментальной группе несущей поверхности (с по-
мощью рассмотрения геодезической ламинации, соответствующей просторно
расположенному аттрактору диффеоморфизма). Построение в теореме 1.9 го-
меоморфизма, полусопрягающего диффеоморфизм из рассматриваемого в ра-
боте класса с псевдоаносовским гомеоморфизмом, является необходимым про-
межуточным этапом для построения в теореме 1.10 гомеоморфизма несущей
поверхности, сопрягающего ограничения двух диффеоморфизмов на их совер-
шенные аттракторы.

Отметим, что проблема классификации просторно расположенных аттрак-
торов A-диффеоморфизмов, заданных на двумерном торе (в этом случае ат-
трактор автоматически является совершенным), была решена значительно
раньше в работе [8] посредством классификации алгебраических автоморфиз-
мов Аносова с отмеченным множеством периодических точек. Что же касается
поверхностей, отличных от тора, то доказательство анонсированных в [4] клас-
сификационных результатов до сих пор отсутствует. В настоящей работе этот
пробел ликвидируется для совершенных просторно расположенных базисных
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множеств, сохраняющих ориентацию A-диффеоморфизмов ориентируемых по-
верхностей отрицательной эйлеровой характеристики. Предложенный в на-
стоящей работе метод, связанный с применением геодезических ламинаций,
может быть применен для классификации произвольных одномерных базис-
ных множеств A-диффеоморфизмов (с использованием ветвленых накрытий),
заданных и на неориентируемых поверхностях (с учетом техники работы [9]
и книги [10]), но доказательства при этом оказываются значительно более гро-
моздкими, поэтому в данной работе мы ограничиваемся случаем ориентируе-
мых поверхностей и базисных множеств без связок степени один.

В настоящей работе выделяется класс A-диффеоморфизмов ориентируе-
мых двумерных поверхностей рода большего единицы, неблуждающее множе-
ство которых содержит совершенный просторно расположенный аттрактор (см.
определения 1.1, 1.4) и устанавливается, что классификация ограничений таких
диффеоморфизмов на аттракторы посредством гомеоморфизмов поверхности,
сводится к топологической классификации псевдоаносовских гомеоморфизмов
с отмеченным подмножеством седловых гиперболических периодических точек.
Как сообщил авторам настоящей статьи А. Ю. Жиров, алгоритм для решения
данной задачи можно извлечь из книги [10]. Анонсированные классификацио-
ные результаты работы [4] для случая, когда одномерный аттрактор рассмат-
риваемого A-диффеоморфизма ориентируемой поверхности рода большего еди-
ницы не содержит связок степени один, являются следствием теорем 1.9 и 1.10
настоящей работы.

Проблема классификации A-диффеоморфизмов, неблуждающие множества
которых содержат одномерные базисные множества, имеет довольно длинную
историю. Первые классификационные результаты были получены первым ав-
тором настоящей работы в [11], [8] для ориентируемых одномерных аттракто-
ров и репеллеров и затем обобщены в [12], [9] Р. В. Плыкиным на случай про-
сторно расположенных одномерных базисных множеств (ориентируемое базис-
ное множество A-диффеоморфизма двумерного тора автоматически является
просторно расположенным и наоборот). В работах В. З. Гринеса и Х. Х. Калая
был получен полный топологический инвариант для ограничений диффеомор-
физмов на произвольные одномерные базисные множества посредством сведе-
ния этой проблемы к алгебраической классификации автоморфизмов фунда-
ментальных групп поверхностей с краем, являющихся носителями одномерных
базисных множеств (см. [13]–[16]). В серии работ А. Ю. Жирова [17]–[19] было
дано полное комбинаторное описание ограничений диффеоморфизмов поверх-
ностей на одномерные базисные множества. Следует также отметить работы
Х. Бонатти и Р. Ланжевена, В. З. Гринеса и Х. Х. Калая, в которых найдены
необходимые и достаточные условия топологической сопряженности содержа-
тельных классов структурно устойчивых диффеоморфизмов поверхностей, чьи
неблуждающие множества содержат нетривиальные одномерные и нульмерные
базисные множества ([20], [5], [21], [16]).

Для формулировки основных результатов настоящей работы напомним опре-
деление из [3], являющееся обобщением понятия ориентируемого базисного
множества введенного в [11].
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Определение 1.1. Базисное множество ΛA-диффеоморфизма f : M2→M2

называется просторно расположенным, если для различных точек x, y ∈ Λ
любая замкнутая кривая, составленная из дуг [x, y]s ⊂ W s

x и [x, y]u ⊂ Wu
x ,

не гомотопна нулю2.

В настоящей работе рассматриваются A-диффеоморфизмы замкнутого ори-
ентируемого двумерного многообразия M2 рода p ⩾ 2, неблуждающее множе-
ство которых содержит одномерное просторно расположенное базисное мно-
жество Λ такое, что множество M2 \ Λ состоит из конечного числа областей,
гомеоморфных двумерному диску (такое базисное множество называется со-
вершенным, см. определение 1.4). Как оказывается, проблема топологической
классификации таких диффеоморфизмов тесно взаимосвязана с топологиче-
ской классификацией псевдоаносовских гомеоморфизмов поверхностей.

Введем на M2 аналитическую структуру, превращающую M2 в риманову
поверхность. Рассмотрим конформное отображение π универсальной накры-
вающей M

2
на M2, где M

2
– плоскость Лобачевского в реализации Пуанкаре

на внутренности круга |z| < 1 комплексной z-плоскости. Известно [22], что
M2 соответствует однозначно определенная дискретная группа Γ неевклидо-
вых переносов таких, что M2 конформно эквивалентно M

2
/Γ и Γ изоморфна

фундаментальной группе π1(M2) многообразия M2.
Обозначим через π : M

2 →M2 естественную проекцию. Напомним, что каж-
дый элемент γ ∈ Γ имеет две и только две неподвижные точки: устойчивую γ+

и неустойчивую γ−, и эти точки лежат на абсолюте E = {z ∈ C | |z| = 1|}. Гео-
дезическая l̄γ на плоскости Лобачевского M

2
с граничными точками γ+ и γ−

является единственной инвариантной относительно γ геодезической наM
2
. Со-

гласно [23] точки абсолюта, являющиеся неподвижными для какого-либо эле-
мента γ ∈ Γ (γ ̸= id), называются рациональными. Множество рациональных
точек является счетным и всюду плотным на абсолюте [22]. Точки, принадле-
жащие дополнению к множеству рациональных точек на абсолюте называются
иррациональными точками.

Для диффеоморфизма f : M2 →M2 обозначим через f̄ : M
2 →M

2
диффео-

морфизм, накрывающий f , т. е. диффеоморфизм, для которого π ◦ f̄ = f ◦ π.
Преобразование f̄∗ : Γ → Γ, действующее по правилу f̄∗(γ) = f̄ ◦ γ ◦ f̄−1, есть
автоморфизм группы Γ.

В силу теории Нильсена [22] отображение f̄∗ индуцирует гомеоморфизм аб-
солюта f̄∗ : E → E по следующему правилу. Пусть γ1 ∈ Γ (γ1 ̸= id), и пусть
γ2 = f̄∗(γ1), тогда f∗(γ+

1 ) = γ+
2 , f∗(γ−1 ) = γ−2 . Таким образом, f̄∗ однознач-

но определено на множестве рациональных точек абсолюта E, и его можно
однозначно продолжить до гомеоморфизма всего абсолюта E. Кроме того, го-
меоморфизм f̄ имеет однозначное непрерывное продолжение на абсолют, кото-
рое совпадает с f̄∗ (см. следствие из леммы 2.4). Для упрощения обозначений
в дальнейшем продолжение f̄ на множество M

2 ∪ E будем также обозначать
через f̄ .

2[x, y]s, [x, y]u, (x, y)s, (x, y)u обозначают отрезки и интервалы, ограниченные точка-
ми x, y, содержащиеся в одномерных устойчивом W s

x и неустойчивом Wu
x многообразиях

соответственно.
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Определение 1.2. Автоморфизм f̄∗ группы Γ называется гиперболиче-
ским, если для любых γ1, γ2 ∈ Γ (γ1 ̸= id) и любого n ∈ N имеет место со-
отношение f̄n∗ (γ1) ̸= γ2γ1γ

−1
2 .

Из определения гиперболичности немедленно вытекает, что гиперболич-
ность не зависит от выбора конкретного поднятия f̄ и что автоморфизм f̄∗
гиперболичен тогда и только тогда, когда для каждого n гиперболичен ав-
томорфизм f̄n∗ . Следующее утверждение разъясняет топологический смысл
данного определения (доказательство см. в § 2).

Утверждение 1.3. Автоморфизм f̄∗ : Γ → Γ является гиперболическим
тогда и только тогда, когда для любого n ∈ N и любой замкнутой негомо-
топной нулю кривой l на M2 замкнутые кривые l и fn(l) не являются гомо-
топными.

Базисное множество A-диффеоморфизма, отличное от периодической орби-
ты, будем называть нетривиальным.

Определение 1.4. Нетривиальное базисное множество Λ A-диффеомор-
физма f : M2 →M2 назовем совершенным, если его дополнение M2 \Λ состоит
из конечного числа областей ∆, гомеоморфных диску.

В § 2 (см. лемму 2.2) будет показано, что совершенное базисное множество
A-диффеоморфизма f : M2 →M2 является связным одномерным множеством.
С другой стороны, из [24, теорема 3] следует, что одномерное базисное множе-
ство A-диффеоморфизма двумерной поверхности является либо аттрактором,
либо репеллером и в силу [24, теорема 1] в первом случае содержит неустойчи-
вые, а во втором случае – устойчивые многообразия своих точек3. Кроме того,
из той же работы (теорема 2) вытекает следующее предложение.

Предложение 1.5. Пусть Λ – одномерное базисное множество A-диффео-
морфизма f : M2 → M2 . Тогда Λ локально гомеоморфно прямому произведе-
нию интервала на канторовское множество.

Следующий результат является ключевым в топологической классифика-
ции A-диффеоморфизмов, чье неблуждающее множество содержит совершен-
ное просторно расположенное базисное множество.

Теорема 1.6. Пусть f : M2 →M2 – диффеоморфизм, неблуждающее мно-
жество которого содержит совершенный просторно расположенный аттрак-
тор или репеллер, и f̄ : M

2 → M
2

– диффеоморфизм, накрывающий f . Тогда
автоморфизм f̄∗ является гиперболическим.

Определение 1.7. Гомеоморфизм P : M2 → M2 называется псевдоаносов-
ским, если на M2 существует такая пара P -инвариантных трансверсальных

3Базисное множество Λ A-диффеоморфизма f называется аттрактором, если существует
замкнутая окрестность U множества Λ такая, что f(U) ⊂ intU ,

⋂+∞
k=0 f

k(U) = Λ.
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слоений Fs,Fu с трансверсальными мерами µs, µu соответственно, и общим
множеством S седловых особенностей4, что

1) каждая седловая особенность из S имеет не менее трех сепаратрис;
2) существует число λ > 1 такое, что

µs(P (α)) = λµs(α) (µu(P (α)) = λ−1µu(α))

для любой дуги α, трансверсальной Fs (Fu).

Из теории Нильсена–Терстена (см., например, [25], [26]) следует, что если
для диффеоморфизма f̄ , накрывающего f , автоморфизм f̄∗ является гипер-
болическим, то существует псевдоаносовский гомеоморфизм Pf : M2 → M2

гомотопный диффеоморфизму f .
Для определенности далее (если не оговорено противное) мы будем предпо-

лагать, что рассматриваемое одномерное базисное множество Λ является ат-
трактором (в случае репеллера достаточно рассмотреть диффеоморфизм f−1).

Следуя [3] и [11], дадим следующее определение.

Определение 1.8. Периодическую точку p ∈ Λ будем называть граничной
периодической точкой одномерного аттрактора Λ, если одна из компонент ли-
нейной связности множества W s(p) \ p не пересекается с Λ. Периодическую
точку, не являющуюся граничной, будем называть внутренней.

Согласно [11] множество граничных периодических точек в одномерном ат-
тракторе непусто и конечно.

Аналогично [11] устанавливается, что достижимая изнутри граница5 каж-
дой области ∆, являющейся компонетой связности множества M2 \ Λ, состо-
ит из конечного числа одномерных неустойчивых многообразий Wu

p1 , . . . ,W
u
prC

(rC ⩾ 1) граничных периодических точек p1, . . . , prC
множества Λ. В [12] мно-

жество C =
⋃rC

j=1W
u
pj

названо связкой степени rC .

Теорема 1.9. Пусть f : M2 → M2 – диффеоморфизм, обладающий совер-
шенным просторно расположенным аттрактором Λ. Тогда существует го-
мотопное тождественному непрерывное отображение h : M2 → M2 такое,
что

1) hf = Pfh;
2) ограничение отображения h на множество Λ является взаимно одно-

значным за исключением множества Γu = Wu(q1) ∪ Wu(q2) ∪ · · · ∪ Wu(qk)
(k ⩾ 6), состоящего из неустойчивых многообразий всех граничных периоди-
ческих точек Q = {q1, . . . , qk} из множества Λ;

3) множество h(Q) содержит множество S ;

4Трансверсальная мера µ для слоения с особенностями F сопоставляет каждой дуге α
трансверсальной F , борелевскую меру µ|α со следующими свойствами:

1) если β – поддуга дуги α, то µ|β есть ограничение меры µ|α;
2) если α0 и α1 суть две дуги, трансверсальные F и связанные гомотопией α : I× I →M2

такой, что α(I × 0) = α0, α(I × 1) = α1 и α(a × I) для любого a содержится в некотором
слое F , то µ|α0 = µ|α1 .

5Достижимой изнутри границей области ∆ ⊂ M2 \ Λ называется подмножество C ⊂ Λ
такое, что для любой точки y ∈ C найдется путь ψy : I → ∆ ∪ C, такой что ψy(1) = y, и
ψy(t) ∈ ∆ для любого t ∈ [0, 1).
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4) для точек qi1 , qi2 ∈ Q выполняется условие h(qi1) = h(qi2) тогда и только
тогда, когда qi1 , qi2 принадлежат одной и той же связке множества Λ.

Положим B = h(Q). Основным результатом данной работы является следу-
ющее утверждение.

Теорема 1.10. Пусть f, f ′ : M2 → M2 – диффеоморфизмы, обладающие
совершенными просторно расположенными аттракторами Λ и Λ′ соответ-
ственно. Тогда для того, чтобы существовал гомеоморфизм φ : M2 → M2

такой, что f ′|Λ′ = φfφ−1|Λ′ , необходимо и достаточно, чтобы существовал
гомеоморфизм ψ : M2 →M2 такой, что ψ(B) = B′ и Pf ′ = ψPfψ

−1 .

Если любые базисные множества Λi и Λ′i диффеоморфизмов f и f ′ соответ-
ственно отличные от аттракторов Λ и Λ′ являются периодическими источнико-
выми орбитами, то отображение φ : M2 → M2 в теореме 1.10 можно выбрать
таким, что φ будет сопрягать диффеоморфизмы f и f ′ на всей поверхности M2.
Другими словами верно следующее утверждение.

Следствие 1.11. Пусть выполнены предположения теоремы 1.10, и мно-
жества NW(f) \ Λ и NW(f ′) \ Λ′ состоят из источниковых периодических
орбит. Тогда для того, чтобы существовал гомеоморфизм φ : M2 → M2 та-
кой, что f ′ = φfφ−1 , необходимо и достаточно, чтобы существовал гомео-
морфизм ψ : M2 →M2 такой, что ψ(B) = B′ и Pf ′ = ψPfψ

−1 .

Авторы выражают благодарность А.Ю. Жирову за полезные обсуждения и
внимание к работе.

§ 2. Вспомогательные сведения и результаты

2.1. Связность и одномерность совершенного базисного множе-
ства. Основной результат данного параграфа (лемма 2.2) основан на следу-
ющем топологическом факте. Положим D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} –
стандартный открытый диск.

Утверждение 2.1. Пусть M2 – произвольная связная компактная по-
верхность, и φi : D2 → M2 , i = 1, . . . , k , – вложения диска D2 в поверхность
M2 такие, что φi(D2) ∩ φj(D2) = ∅ для любых i ̸= j . Тогда M2 \

⋃k
i=1 φi(D

2)
является связным компактным множеством.

Доказательство. Пусть D2
r ⊂ D2 – открытый диск радиуса r > 0 (счи-

таем, что D2
1 = D2), a S1

r – окружность радиуса r. Покажем, что множество
M2 \

⋃k
i=1 φi(D

2
r) при 0 < r < 1 – связное компактное множество. Действи-

тельно, так как φi – гомеоморфизмы на образ, то
⋃k
i=1 φi(D

2
r) – открытое

множество, а тогда M2 \
⋃k
i=1 φi(D

2
r) – замкнуто, а следовательно, компакт-

но как замкнутое подмножество компактного пространства. Покажем, что
M2 \

⋃k
i=1 φi(D

2
r) – линейно связное множество. Пусть p, q ∈M2 \

⋃k
i=1 φi(D

2
r) –

произвольные точки, a l : I → M2 (I = [0, 1]) – путь, соединяющий их в M2.
Покажем, что точки x, y можно соединить путем, лежащим в M2 \

⋃k
i=1 φi(D

2
r).
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Если

l(I) ⊂M2 \
k⋃
i=1

φi(D2
r),

то путь l искомый. Предположим, что l(I) ∩ φi(D2
r) ̸= ∅ для некоторо-

го i. В силу теоремы Жордана, примененной к множеству φi(D2), пересечение
φi(S1

r ) ∩ l(I) непусто. Так как множество φi(S1
r ) ∩ l(I) замкнуто, то среди то-

чек l−1(φi(S1
r )∩ l(I)) найдутся минимальная xm и максимальная xM . При этом

xm ̸= xM в силу открытости φi(Dr). Построим путь li : I →M2 \φi(D2
r), совпа-

дающий с l на отрезках [0, xm] и [xM , 1] и совпадающий с одной из дуг окруж-
ности φ(S1

r) на отрезке [xm, xM ]. Повторяя, если нужно, описанную процедуру
последовательно для всех индексов i таких, что l(I) ∩ φ(D2

r) ̸= ∅, получаем
путь

l̃ : I →M2 \
k⋃
i=1

φi(D2
r),

соединяющий точки p и q. Таким образом, множество

M2 \
k⋃
i=1

φi(D2
r)

является линейно связным, а, следовательно, и связным.
Рассмотрим произвольную монотонно возрастающую последовательность

{rj}j∈N, rj → 1 при j → ∞. Ей соответствует последовательность вложен-
ных компактных связных множеств A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Aj ⊃ · · · , где

Aj = M2 \
k⋃
i=1

φi(D2
rj

).

Положим

A = M2 \
k⋃
i=1

φi(D2).

Покажем, что для любой открытой окрестности U множества A найдется но-
мерN ∈ N такой, что для любого j > N выполнено включение Aj ⊂ U . Предпо-
ложим противное. Тогда Aj ∩ (M2 \U) ̸= ∅ для бесконечного числа индексов j.
Рассмотрим последовательность точек {yjl}l∈N такую, что yjl ∈ Aj ∩ (M2 \ U).
Так как множество M2\U компактно как замкнутое подмножество компактно-
го пространства, то без ограничения общности последовательность {yjl} можно
считать сходящейся к некоторой точке y ∈ M2 \ U . Так как каждое множе-
ство Aj замкнутое, то имеет место включение y ∈ Aj для любого j ∈ N. Но
тогда в силу того, что A =

⋂∞
j=0Aj , имеет место включение y ∈ A, что проти-

воречит тому, что A ⊂ U .
Покажем теперь, что множество A связно. Предположим противное. Тогда

найдется пара непустых непересекающихся замкнутых множеств B1 и B2 та-
ких, что A = B1∪B2. Так как поверхность M2 является нормальным топологи-
ческим пространством, то найдутся две непересекающиеся открытые окрестно-
сти U1 и U2 множеств B1 и B2. В силу доказанного выше найдется такой номер
N ∈ N, что для любого j > N имеет место включение Aj ⊂ U1 ∪ U2 для лю-
бого j > N , причем Aj ∩ U1 ̸= ∅ и Aj ∩ U2 ̸= ∅ в силу того, что A ⊂ Aj для
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любого j ∈ N. Получаем противоречие со связностью множества Aj . Утвер-
ждение доказано.

Согласно [27], [28] базисное множество Λ единственным образом представ-
ляется в виде конечного объединения Λ = Λ1 ∪ · · · ∪ Λq, q ⩾ 1, замкнутых
подмножеств, которые называются периодическими компонентами, таких, что
f(Λi) = Λi+1 при i = 1, . . . , q − 1, f(Λq) = Λ1. Для любой точки x ∈ Λi множе-
ства W s

x ∩ Λi и Wu
x ∩ Λi плотны в Λi

Лемма 2.2. Совершенное базисное множество Λ A-диффеоморфизма f :
M2 → M2 замкнутой поверхности M2 является связным одномерным мно-
жеством и, следовательно, состоит в точности из одной периодической ком-
поненты.

Доказательство. Из определения совершенности базисного множества
следует, что дополнение к Λ состоит из конечного числа областей гомеоморф-
ных диску. Тогда в силу утверждения 2.1 Λ является связным и, следова-
тельно, состоит из одной периодической компоненты. Покажем теперь, что Λ
является одномерным. Предположим противное, тогда Λ либо нульмерно, либо
двумерно. Если Λ нульмерно, то в силу его нетривиальности оно состоит более
чем из одной точки. С другой стороны, в силу нульмерности оно должно быть
вполне несвязным, что противоречит его связности.

Предположим, что Λ двумерно. Тогда множество Λ совпадает с объемлю-
щим многообразием M2 (см., например, [29, теорема 8.1.1.]), что противоречит
определению совершенного базисного множества. Лемма доказана.

2.2. Cвойства элементов группы Γ и накрывающих отображений.
Приведем основные свойства отображений f̄ , f̄∗, f̄∗, определенных во введении.

Лемма 2.3. Пусть γ1, γ2 ∈ Γ, γ1, γ2 ̸= id и l̄γ1 , l̄γ2 – инвариантные гео-
дезические элементов γ1 и γ2 соответственно. Тогда π(l̄γ1) = π(l̄γ2) в том
и только том случае, когда некоторые степени элементов γ1 и γ2 сопряже-
ны в Γ, т.е. существует такой элемент β ∈ Γ и такие целые числа n1 , n2 ,
отличные от нуля, что γn2

2 = β ◦ γn1
1 ◦ β−1 .

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть γn1
1 и γn2

2 сопряжены
при некоторых n1, n2 ̸= 0, т. е. найдется элемент β ∈ Γ такой, что γn2

2 = β ◦
γn1
1 ◦β−1. Пусть β(l̄γn1

1
) – инвариантная относительно γn1

1 геодезическая. Тогда
β(l̄γn1

1
) – геодезическая инвариантная относительно γn2

2 , так как

γn2
2 (β(l̄γn1

1
)) = β ◦ γn1

1 ◦ β−1(β(l̄γ1)) = β(l̄γn1
1

).

В силу того, что геодезическая l̄γ2 , инвариантная относительно γ2, единственна,
имеет место равенство l̄γ2 = β(l̄γ1). Таким образом, π(l̄γ2) = π(β(l̄γ1)) = π(l̄γ1).

Докажем достаточность. Пусть π(l̄γ1) = π(l̄γ2). Так как π−1(π(l̄γ1)) состоит
из счетного числа непересекающихся кривых, то найдется такой элемент β ∈ Γ,
что l̄γ2 = β(l̄γ1). Так как геодезическая l̄γ2 инвариантна относительно элемента
β ◦γ1 ◦β−1, то найдутся целые числа n1, n2 ̸= 0 такие, что γn2

2 = (β ◦γ1 ◦β−1)n1 ,
что равносильно равенству γn2

2 = βn1 ◦ γn1
1 ◦ β−n1 .

Лемма доказана.
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Лемма 2.4. Пусть f̄∗(γ1) = γ2 , тогда f̄(γ+
1 ) = γ+

2 , f̄(γ−1 ) = γ−2 .

Доказательство. Пусть l̄γ1 – геодезическая, инвариантная относительно
элемента γ1 ∈ Γ, γ1 ̸= id. Тогда из равенства

f̄∗(γ1)(f̄(l̄γ1)) = f̄ ◦ γ1 ◦ f̄−1(f̄(l̄γ1)) = f̄(l̄γ1)

следует, что f̄(l̄γ1) – кривая, инвариантная относительно f̄∗(γ1). Граничные
точки кривой f̄(l̄γ1) являются неподвижными точками продолжения на абсо-
лют отображения f̄∗(γ1), следовательно, они являются граничными точками
геодезической, инвариантной относительно f̄∗(γ1). Таким образом, имеет ме-
сто ровно одна из следующей пары равенств либо f̄(γ+

1 ) = γ+
2 , f̄(γ−1 ) = γ−2 ,

либо f̄(γ+
1 ) = γ−2 , f̄(γ−1 ) = γ+

2 .
Покажем, что верна первая пара равенств. Рассмотрим произвольную точ-

ку x̄ ∈ f̄(l̄γ1). Тогда точки f̄−1(x̄) и γ1(f̄−1(x̄)) принадлежат геодезической l̄γ1 ,
причем точки f̄−1(x̄), γ1(f̄−1(x̄)), γ+

1 располагаются в указанном порядке на
геодезической l̄γ1 . Тогда точки x̄, f̄ ◦ γ1 ◦ f̄−1(x̄), f̄(γ+

1 ) располагаются в ука-
занном порядке на кривой f̄(l̄γ1). Таким образом, точка f̄(γ+

1 ) является при-
тягивающей точкой элемента γ2 = f̄∗(γ1), а значит, f̄(γ+

1 ) = γ+
2 и f̄(γ−1 ) = γ−2 .

Лемма доказана.

Следствие 2.5. Продолжение f̄ на абсолют совпадает с отображени-
ем f̄∗ .

Лемма 2.6. Пусть f0 : M2 →M2 и f1 : M2 →M2 – гомотопные гомеомор-
физмы поверхности M2 . Тогда для любого поднятия f̄0 : M

2 →M
2

найдется
поднятие f̄1 : M

2 → M
2

такое, что продолжения отображений f̄0 и f̄1 на
абсолют совпадают.

Доказательство. Так как M2 – компактная поверхность, а f0 и f1 го-
мотопны, то из результатов Эпштейна [30] следует, что существует изотопия
ft : M2 →M2 между отображениями f0 и f1. По теореме о накрывающей гомо-
топии найдется отображение f̄t : M

2 →M
2

такое, что π◦f̄t = ft◦π. Так как ft –
изотопия, то при любом t отображение f̄t является гомеоморфизмом, а значит,
корректно определено отображение f̄t∗ : Γ → Γ. При любом γ ∈ Γ отображение
f̄t∗(γ) есть элемент группы Γ. Покажем, что данный элемент не зависит от t.
Рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ M

2
, тогда f̄t∗(γ)(x̄) есть непрерывная

кривая, лежащая в π−1(π(x̄)). Но тогда в силу дискретности π−1(π(x̄)) путь
f̄t∗(γ)(x̄) является постоянным. Таким образом, автоморфизм f̄1∗ совпадает
с f̄0∗. Отсюда в силу следствия из леммы 2.4 получаем, что продолжения на
абсолют гомеоморфизмов f̄0 и f̄1 совпадают. Лемма доказана.

2.3. Топологический критерий гиперболичности автоморфизма
группы Γ.

Доказательство утверждения 1.3. Докажем необходимость. Предполо-
жим противное. Пусть f̄∗ гиперболичен, и существует такая замкнутая негомо-
топная нулю кривая l : I →M2, l(0) = l(1) и такое n ∈ N, что кривые l и fn(l)
свободно гомотопны. Пусть F : I × I → M2 – гомотопия между кривыми l и
fn(l), F (t, 0) = l(t) и F (t, 1) = fn(l(t)). Положим x0 = l(0), и пусть x̄0 ∈ π−1 –
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некоторый прообраз точки x0. По теореме о накрывающей гомотопии найдет-
ся единственная гомотопия F : I × I → M2 такая, что x̄0 = F (0, 0). Положим
x̄1 = F (1, 0). Так как кривая l не гомотопна нулю, то x̄1 ̸= x̄0, и в силу то-
го, что π(x̄1) = π(x̄0) = x0, найдется единственный элемент γ ∈ Γ такой, что
γ(x̄0) = x̄1. Так как пути F (1, t) и γ(F (0, t)) являются поднятиями пути F (0, t)
с началом в точке x̄1, то в силу единственности поднятия имеет место равенство
F (1, t) = γ(F (0, t)). Рассмотрим поднятие f̄n диффеоморфизма fn такое, что
f̄n(x̄0) = F (0, 1). Так как F (t, 1) и f̄n(F (t, 1)) являются поднятиями пути fn(l)
с началом в точке x̄2 = F (1, 0), то в силу единственности поднятия имеет место
равенство F (t, 1) = f̄n(F (t, 1)). Рассмотрим композицию γ−1 ◦ f̄n ◦ γ ◦ f̄−1

n , яв-
ляющуюся элементом группы Γ. Из полученных выше равенств вытекает, что
γ−1 ◦ f̄n ◦γ ◦ f̄−1

n (x̄2) = x̄2, следовательно, γ−1 ◦ f̄n ◦γ ◦ f̄−1
n = id и f̄n∗(γ) = γ. Та-

ким образом, автоморфизм f̄n∗ не является гиперболическим, а следовательно,
и f̄∗ не является гиперболическим, что противоречит сделанному предположе-
нию о гиперболичности автоморфизма f̄∗.

Докажем достаточность. Предположим противное. Пусть никакая негомо-
топная нулю кривая не переходит ни при какой итерации f̄ в гомотопную себе,
и автоморфизм f̄∗ не является гиперболическим. Тогда для некоторых n ∈ N и
β, γ ∈ Γ, γ ̸= id, будет иметь место соотношение f̄n ◦γ ◦ f̄−n = βγβ−1. Положим
f̄n = β−1 ◦ f̄n. Тогда f̄n ◦ γ ◦ f̄−1

n = γ. Пусть l̄γ ⊂ M
2

– инвариантная отно-
сительно γ геодезическая. Рассмотрим произвольную точку x̄0 ∈ l̄γ . Положим
x̄1 = γ(x̄0). Пусть φ̄ : I →M

2
– произвольная кривая, соединяющая точки x̄0 и

f̄n(x̄0) . Тогда из f̄n ◦γ = γ ◦ f̄n следует равенство f̄n(x̄1) = γ(f̄n(x̄0)) . Рассмот-
рим отображение F : I × I → M

2
, заданное по правилу F (t, s) = γs(φ(t)), где

{γs | s ∈ R} – семейство гиперболических движений плоскости Лобачевского
с неподвижными точками γ+ и γ− на абсолюте такое, что γs1γs2 = γs1+s2 , и
γ1 = γ. Отображение F является гомотопией между отрезком кривой l̄γ , огра-
ниченным точками x̄0 и x̄1, и отрезком кривой f̄n(l̄γ), ограниченным точками
f̄n(x̄0) и f̄n(x̄1). Кроме того, так как π ◦ φ = π ◦ γ ◦ φ, то гомотопия F про-
ектируется в гомотопию F между замкнутыми кривыми π(l̄γ) и fn(π(l̄γ)), что
противоречит предположению о том, что никакая кривая негомотопная нулю
под действием fn не переходит в гомотопную себе.

Утверждение доказано.

2.4. Асимптотическое поведение прообразов устойчивых и неустой-
чивых многообразий одномерного совершенного аттрактора на плос-
кости Лобачевского. Пусть Λ – одномерный совершенный аттрактор A-диф-
феоморфизма f : M2 →M2.

Определение 2.7. Точка x ∈ Λ называется s-плотной (u-плотной), если
каждая из компонент линейной связности множества W s

x \x (Wu
x \x) содержит

подмножество плотное в Λ.

Следующее предложение доказывается аналогично [11, лемма 2.1, лем-
ма 2.2], [29, теорема 8.2.1].

Предложение 2.8. Пусть Λ – одномерный аттрактор диффеоморфиз-
ма f . Тогда справедливы следующие утверждения:
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1) все точки Λ являются u-плотными;
2) точка x ∈ Λ является s-плотной тогда и только тогда, когда многооб-

разие W s
x не содержит граничную периодическую точку;

3) если W s
x содержит граничную периодическую точку p (x ̸= p), то ком-

понента линейной связности множества W s
x \ x, не содержащая граничной

периодической точки p, содержит подмножество, плотное в Λ, а компонен-
та линейной связности множества W s

x \ x, содержащая граничную периоди-
ческую точку p, не содержит подмножества, плотного в Λ.

Следующие определения и утверждения были введены и доказаны в серии
работ [11], [15], [16], [12], [29] в предположениях различной общности. Подроб-
ное доказательство утверждений ниже можно извлечь из [29, гл. 9.1].

Определение 2.9. Простая замкнутая кривая CΛ называется квазитранс-
версалью аттрактора Λ, если:

1) CΛ является объединением дуг [z, y]u ⊂Wu
z и [y, z]s ⊂W s

z для некоторых
точек z, y ∈ Λ;

2) (z, y)u ∩ Λ ̸= ∅ и (y, z)s ∩ Λ ̸= ∅;
3) индекс пересечения [z, y]u и [y, z]s один и тот же в точках z и y.

Существование квазитрансверсали для совершенного аттрактора следует
непосредственно из предложения 2.8 (см. [29, лемма 9.1.1]). Кроме того, в си-
лу просторной расположенности множества Λ квазитрансверсаль CΛ является
негомотопной нулю кривой.

Из свойств группы Γ следует, что полный прообраз CΛ = π−1(CΛ) разбива-
ется на счетное множество кривых без самопересечений таких, что

1) каждая кривая c̄ ∈ CΛ имеет в точности две граничные точки, являю-
щиеся неподвижными точками некоторого элемента γc̄, такого, что для любой
точки x̄ ∈ c̄ дуга (x̄, γc̄(x̄)) не содержит когруэнтных точек в силу какого-либо
элемента группы Γ, отличного от тождественного;

2) любые две кривые c̄, c̄′ из множества CΛ не имеют общих граничных точек
на абсолюте.

Существование квазитрансверсали позволяет исследовать асимптотические
свойства прообразов устойчивых и неустойчивых многообразий точек совер-
шенного просторно расположенного аттрактора Λ на универсальном накрытии
поверхности M2 (плоскости Лобачевского).

Пусть W δ+
x , где δ ∈ {s, u}, – компонента линейной связности множества

W δ
x \x, содержащая множество плотное в Λ. Тогда из определения квазитранс-

версали следует, что пересечение W δ+
x ∩ CΛ не пусто и состоит из счетного

множества точек. Пусть x̄ – прообраз точки x, а w̄δ+x̄ – компонента линейной
связности множества wδx̄ \ x̄ такая, что π(w̄δ+x̄ ) = W δ+

x . Тогда существует по-
следовательность кривых c̄1, c̄2, . . . , c̄i, . . . ⊂ CΛ таких, что пересечение c̄i∩ w̄δ+x̄
не пусто для любого i ∈ N (см. рис. 1).

Следующие два предложения доказываются аналогично [23, теорема 1]
(см. также [29, лемма 9.1.3, теорема 9.1.2, лемма 9.3.2]), кроме п. 8) предло-
жения 2.11, доказательство которого непосредственно следует из утверждения
п. 7) предложения 2.11 и определения совершенного аттрактора.
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Рис. 1. Поднятие квазитрансверсали

Предложение 2.10. Топологический предел кривых c̄i на множестве
M

2 ∪E состоит из единственной иррациональной точки δ , принадлежащей E
(см. рис. 1).

Для совершенного аттрактора Λ обозначим через Λ̄ = π−1(Λ) полный про-
образ множества Λ на M

2
.

Предложение 2.11. Пусть W δ
x , δ ∈ {s, u}, – инвариантное многообразие

точки x аттрактора Λ, w̄δx̄ (x̄ ∈ Λ̄, π(x̄) = x) – компонента линейной связ-
ности полного прообраза π−1(W δ

x ), содержащая точку x̄. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) w̄ux̄ является гладкой кривой, граница которой состоит из двух точек u1
x̄ ,

u2
x̄ (u1

x̄ ̸= u2
x̄), лежащих на абсолюте и являющихся иррациональными точ-

ками;
2) если W s

x не содержит граничной периодической точки, то w̄sx̄ является
гладкой кривой, граница которой состоит из двух точек s1x̄ , s2x̄ (s1x̄ ̸= s2x̄),
лежащих на абсолюте и являющихся иррациональными точками;

3) если W s
x содержит граничную периодическую точку p, то w̄sx̄ является

гладкой кривой, граница которой состоит из одной граничной точки sx̄ , ле-
жащей на абсолюте и являющейся иррациональной точкой, и одной граничной
точки p̄ такой, что π(p̄) = p;

4) если p ∈ Λ – внутренняя периодическая точка периода k и f̄k – подня-
тие отображения fk такое, что f̄k(p̄) = p̄, то гомеоморфизм f̄k

2 имеет на
абсолюте в точности четыре неподвижные точки u1

p̄ , u2
p̄ , s1p̄ , s2p̄ , являющиеся

граничными точками на абсолюте кривых w̄up̄ , w̄sp̄ соответственно, причем
точки u1

p̄ , u2
p̄ являются притягивающими, а s1p̄ , s2p̄ – отталкивающими;

5) если w̄ux̄ и w̄uȳ – компоненты линейной связности прообразов неустой-
чивых многообразий, не содержащих граничных периодических точек, такие,
что w̄ux̄ ∩ w̄uȳ = ∅, тогда точки u1

x̄ , u2
x̄ , u1

ȳ , u2
ȳ попарно различны;

6) если w̄sx̄ и w̄sȳ – компоненты линейной связности прообразов устойчивых
многообразий, не содержащих граничных периодических точек, такие, что
w̄sx̄ ∩ w̄sȳ = ∅, тогда точки s1x̄ , s2x̄ , s1ȳ , s2ȳ попарно различны; если w̄sx̄ и w̄sȳ –
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компоненты линейной связности прообразов устойчивых многообразий, каж-
дое из которых содержит граничную периодическую точку и w̄sx̄ ∩ w̄sȳ = ∅,
тогда sx̄ и sȳ различны; если w̄sx̄ и w̄sȳ – компоненты линейной связности про-
образов устойчивых многообразий таких, что π(w̄sx̄) не содержит граничную
периодическую точку, а π(w̄sȳ) содержит граничную периодическую точку, то
точки s1x̄ , s2x̄ , sȳ попарно различны;

7) если w̄up̄ – компонента линейной связности прообраза неустойчивого мно-
гообразия, содержащего граничную периодическую точку p, то существуют
граничные периодические точки q, r ∈ Λ, отличные от p (q может совпадать
с r), единственная кривая w̄uq̄ такая, что w̄uq̄ имеет одной из своих гранич-
ных точек на абсолюте точку u1

p̄ , и единственная кривая w̄ur̄ такая, что w̄ur̄
имеет одной из своих граничных точек на абсолюте точку u2

p̄ (если q = r , то
w̄uq̄ = w̄ur̄ ) (см. рис. 2);

8) пусть ∆ – открытый диск, являющийся компонентой связности до-
полнения M2 \ Λ, и C =

⋃rC

j=1W
u
pj

– достижимая изнутри граница ∆. То-
гда каждая компонента линейной связности полного прообраза π−1(∆ ∪ C)
представляет собой идеальный криволинейный многоугольник с rC вершинами
e1, e2, . . . , erC

, принадлежащими абсолюту, и rC сторонами w̄up̄1 , w̄
u
p̄2 , . . . , w̄

u
p̄rC

такими, что π(w̄up̄j
) = Wu

pj
, j = 1, . . . , rC (см. рис. 2);

9) пусть p1, p2, . . . , prC
∈ Λ – граничные периодические точки периода k ⩾ 1,

принадлежащие связке степени rC , и p̄1, p̄2, . . . , p̄rC
– их прообразы, принадле-

жат одному идеальному криволинейному многоугольнику со сторонами из Λ̄,
тогда существует поднятие f̄k отображения fk такое, что f̄k(p̄i) = p̄i , и
гомеоморфизм f̄2

k имеет на абсолюте в точности 2rC неподвижных точек
u1, u2, . . . , urC , s1, s2, . . . , srC , являющихся граничными точками на абсолюте
кривых w̄up̄1 , w̄

u
p̄2 , . . . , w̄

u
p̄m
, w̄sp̄1 , w̄

s
p̄2 , . . . , w̄

s
p̄rC

, причем точки u1, u2, . . . , urC явля-
ются притягивающими, а s1, s2, . . . , srC – отталкивающими.

Рис. 2. Идеальный криволинейный многоугольник

В дальнейших рассмотрениях мы будем использовать модификацию кон-
струкции, введенной в [31]. Рассмотрим множество (E×E)\d, где d – диагональ
прямого произведения E×E и определим на нем отношение эквивалентности ∼
такое, что (e1, e2) ∼ (e2, e1) для любых e1, e2 ∈ E. Класс эквивалентности



54 В. З. ГРИНЕС, Е.Д. КУРЕНКОВ

элемента (e1, e2) будем обозначать [e1, e2], а множество классов эквивалент-
ности, содержащих элементы множества A ⊂ E × E, – через [A]. Положим
F = ((E × E) \ d) /∼ . Непосредственно проверяется, что множество F гомео-
морфно многообразию, которое получено из пленки Мёбиуса после удаления
ее края. Пусть L̄ – множество кривых без самопересечений на M

2
, каждая из

которых имеет ровно две различные граничные точки на абсолюте. Определим
отображение ψ : L̄ → F, ставящее в соответствие кривой v̄ ∈ L̄ с граничными
точками e1, e2 элемент [e1, e2] ∈ F. Заметим, что по построению Λ̄,L ⊂ L̄, и
имеет место равенство ψ(L) = ψ(Λ̄).

Утверждение 2.12. Пусть Λ – совершенный аттрактор и {x̄i}i∈N – по-
следовательность точек в Λ̄, сходящаяся к некоторой точке x̄ ∈ Λ̄. Если
{w̄i}i∈N и w̄ – кривые из Λ̄ такие, что x̄i ∈ w̄i для любого i ∈ N и x̄ ∈ w̄ , то
последовательность {ψ(w̄i)}i∈N сходится к точке ψ(w̄).

Доказательство. Положим f = ψ(w̄) и fi = ψ(w̄i). Пусть f = [e1, e2].
Рассмотрим произвольную окрестность V ⊂ F точки f такую, что V = [I1×I2],
где I1, I2 ⊂ E – непересекающиеся открытые интервалы, содержащие точки e1
и e2 соответственно.

В силу предложения 2.10 для j ∈ {1, 2} найдутся такие кривые c̄j ⊂ CΛ, что
граничные точки c̄j содержатся в открытом интервале Ij (см. рис. 3). В силу
непрерывной зависимости неустойчивых многообразий точек из Λ на компакт-
ных множествах и свойств накрытия найдется такой номер N ∈ N, что для всех
i > N имеет место w̄i ∩ cj ̸= ∅. В силу того, что пересечение w̄i ∩ cj состоит
из единственной точки, граничные точки кривых w̄i принадлежат интервалам
I1 и I2 соответственно при i > N . Следовательно, ψ(w̄i) ∈ V для всех i > N ,
что и означает сходимость последовательности {fi}i∈N к точке f . Утверждение
доказано.

Рис. 3. Сходимость гра-
ничных точек на абсолюте Рис. 4

Доказательство следующего утверждения аналогично предыдущему, и мы
его опускаем.
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Утверждение 2.13. Пусть Λ – совершенный аттрактор и {x̄i}i∈N – по-
следовательность s-плотных точек в Λ̄, сходящаяся к некоторой s-плотной
точке x̄ ∈ Λ̄. Если {w̄si }i∈N и w̄s – поднятия устойчивых многообразий то-
чек xi = π(x̄) и x = π(x̄), содержащие точки x̄i и x̄ соответственно, то
последовательность {ψ(w̄si )}i∈N сходится к точке ψ(w̄s).

Утверждение 2.14. Пусть x ∈ Λ – произвольная точка просторно рас-
положенного базисного множества Λ, а w̄ux̄ и w̄sx̄ – поднятия устойчивого
и неустойчивого многообразия точки x, проходящие через точку x̄. Тогда x̄

является единственной точкой пересечения кривых w̄ux̄ и w̄sx̄ на M
2
.

Доказательство. Предположим противное, тогда найдется точка ȳ ∈
w̄ux̄ ∩ w̄sx̄, отличная от x̄. Рассмотрим замкнутую кривую φ̄ : S → M

2
, состав-

ленную из дуг w̄ux̄ и w̄sx̄, ограниченных точками x̄ и ȳ. Из односвязности M
2

следует, что кривая φ̄ является стягиваемой. Пусть φ̄t – гомотопия, стягиваю-
щая кривую φ̄ в точку, тогда отображение π◦φ̄ будет гомотопией, стягивающей
кривую π ◦φ на M2, что противоречит просторной расположенности базисного
множества Λ. Утверждение доказано.

Утверждение 2.15. Пусть Λ – просторно расположенный аттрактор
диффеоморфизма f : M2 → M2 . Пусть w̄ux̄ и w̄sȳ – произвольные поднятия
устойчивого и неустойчивого многообразия точек x, y ∈ Λ, и u1 – граничная
точка на абсолюте кривой w̄ux̄ , а s1 – граничная точка на абсолюте кривой w̄sȳ .
Тогда u1 ̸= s1 .

Доказательство. Предположим противное, тогда s1 = u1.
Шаг 1. Рассмотрим случай, когда x̄ = ȳ. Из утверждения 2.14 следует, что

отрезки кривых w̄ux̄ и w̄sȳ, ограниченные точками x̄ и u1, ограничивают область
на M

2
, гомеоморфную открытому диску (см. рис. 4). Пусть z̄ ∈ w̄ux̄ – прообраз

s-плотной точки, принадлежащий интервалу кривой w̄ux̄ , ограниченному точ-
ками u1 и x̄. Кривая w̄sz̄ имеет две граничные точки на абсолюте s1z̄, s2z̄. Тогда
из утверждения 2.14 и того факта, что устойчивые многообразия различных
точек из Λ либо совпадают, либо не пересекаются, следует, что одна из точек
s1z̄, s2z̄ обязана совпасть с точкой s1, что противоречит п. 6) предложения 2.11.

Шаг 2. Рассмотрим случай, когда x̄ ̸= ȳ, и точка ȳ является прообразом
s-плотной точки y. Покажем, что в этом случае точки u2 и s2, являющиеся гра-
ничными точками на абсолюте кривых w̄ux̄ и w̄sȳ, отличными от u1 и s1, также
совпадают. Предположим противное, тогда u2 ̸= s2. Пусть CΛ – квазитрансвер-
саль для базисного множества Λ такая, что Cu ∩π(w̄ux̄) = ∅ и Cs ∩π(w̄sȳ) = ∅.
Пусть {c̄i}i∈N – последовательность поднятий квазитрансверсали CΛ, удовле-
творяющая следующим свойствам (см. рис. 5):

1) c̄i ∩ w̄ux̄ ̸= ∅, c̄i ∩ w̄sȳ ̸= ∅ для любого i ∈ N;
2) последовательность c̄i имеет точку u1 своим топологическим пределом;
3) последовательности {c1i }i∈N, {c2i }i∈N граничных точек кривых {c̄}i∈N мо-

нотонны на абсолюте;
4) любое поднятие кривой CΛ, у которого граничные точки на абсолюте

принадлежат дуге, ограниченной точками c11, c
2
1, содержащей точку s1, при-

надлежит множеству {c̄}i∈N.
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Рис. 5

Положим x̄i = c̄i ∩ w̄ux̄ , ȳi = c̄i ∩ w̄sȳ. Так как в силу нашего предположения
u2 ̸= s2, то найдется поднятие c̄′ квазитрансверсали CΛ такое, что w̄sȳ ∩ c̄′ ̸= ∅
и w̄ux̄ ∩ c̄′ = ∅. Положим ȳ′ = w̄sȳ ∩ c̄′. Так как точка y является s-плотной, то
каждая компонента линейной связности кривой π(w̄sȳ) \ y содержит множество
плотное в Λ, а тогда найдется подпоследовательность {ȳij}j∈N последователь-
ности {ȳi}i∈N и последовательность {γj}j∈N элементов группы Γ такие, что
последовательность {ȳ′j}j∈N, ȳ′j = γj(ȳij ), содержится в кривой c̄′ и сходится
к точке ȳ′, стремясь к точке ȳ′ с обеих сторон по кривой c̄′. В силу непрерыв-
ной зависимости на компактных множествах на кривой c̄′ найдется открытый
интервал I, содержащий точку ȳ′, такой, что I ⊂ Λ̄, и для любого прообраза
s-плотной точки z̄ ∈ I кривая w̄sz̄ пересечётся с c̄1. Зафиксируем N ∈ N такое,
что ȳ′N ∈ I, и точка ȳ′N принадлежит компоненте линейной связности множе-
ства I \ ȳ′ такой, что граничные точки s1ȳ′N , s

2
ȳ′N

кривой w̄sȳ′N принадлежат дуге
абсолюта, ограниченной точками s1, s2 и содержащей точку ū2. Тогда кривая
w̄sȳ′N

= γN (w̄sȳ) имеет в качестве одной из своих граничных точек на абсолюте
точку s1ȳ′N , принадлежащую интервалу абсолюта ограниченному точками c11, c12
и содержащему точку s1. Кривая γN (w̄ux̄) также имеет точку s1 одной из своих
граничных точек на абсолюте. В силу того, что γN (c̄iN ) = c̄′, точка γN (x̄iN )
принадлежит кривой c̄′, и, следовательно, кривая γN (w̄ux̄) пересекается с кри-
вой c̄′. Таким образом, кривые w̄ux̄ и γN (w̄ux̄) обязаны пересекаться. Полученное
противоречие доказывает, что u2 = s2.

Теперь доказательство шага 2 завершается аналогично шагу 1.
Шаг 3. Рассмотрим случай, когда x̄ ̸= ȳ, и точка ȳ не является прообразом s-

плотной точки y. Покажем, что в этом случае найдутся точки x̄′, ȳ′ ∈ Λ̄ такие,
что кривые w̄ux̄′ и w̄sȳ′ имеют общую граничную точку на абсолюте u′1 = s′2, и
точка y′ = π(ȳ′) является s-плотной.

Пусть квазитрансверсаль CΛ и множество ее поднятий {c̄i}i∈N и множества
точек {x̄i}i∈N и {ȳi}i∈N такие же, как и в шаге 2. Рассмотрим произвольную
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Рис. 6

точку ȳ′ ∈ Λ̄, являющуюся прообразом некоторой s-плотной точки y′ ∈ Λ.
Пусть s′1, s′2 – граничные точки на абсолюте кривой w̄sȳ′ . Пусть c̄′ – поднятие
квазитрансверсали CΛ такое, что c̄′ ∩ w̄sȳ′ ̸= ∅. Положим ȳ′′ = c̄′ ∩ w̄sȳ′ . В силу
предложения 2.8 образ компоненты линейной связности множества w̄sȳ \ ȳ, име-
ющей s1 в качестве своей предельной точки, содержит множество плотное в Λ.
Тогда найдутся подпоследовательность {ȳij}j∈N последовательности {ȳi}i∈N и
последовательность {γj}j∈N элементов группы Γ такие, что последовательность
{ȳ′j}j∈N, ȳ′j = γj(ȳj), содержится в кривой c̄′ и сходится к точке ȳ′′, стремясь
к точке ȳ′′ с обеих сторон по кривой c̄′. Тогда из утверждения 2.13 следует, что
последовательность {s′1ȳ′j}j∈N граничных точек на абсолюте кривых {w̄sȳ′j}j∈N

сходится к точке s′1 (см. рис. 6). Положим x̄′j = c̄′ ∩ γj(w̄ux̄). Покажем, что
последовательность x̄′j имеет предельную точку на кривой c̄′. Пусть γ′ ∈ Γ,
γ′ ̸= id, – элемент, оставляющий инвариантной кривую c̄′. Так как последова-
тельность {ȳ′j} сходится к точке ȳ′′, то найдется целое k такое, что все точки
последовательности {ȳ′j} принадлежат отрезку кривой c̄′, ограниченному точ-
ками γ′k(ȳ′1) и γ′−k(ȳ′1). Тогда в силу того, что поднятия устойчивых много-
образий либо не пересекаются, либо совпадают, все граничные точки {s′1ȳ′j}j∈N

принадлежат дуге абсолюта, ограниченной точками γ′k(s′1ȳ′1), γ
′−k(s′1ȳ′1), содер-

жащей точку s′1. Так как кривые {γj(w̄ux̄)}j∈N имеют {s′1j }j∈N своими гранич-
ными точками на абсолюте, а точки {x̄′j}j∈N лежат на кривой c̄′, то из того,
что поднятия устойчивых многообразий либо не пересекаются, либо совпадают,
следует, что последовательность {x̄′j}j∈N лежит на отрезке кривой c̄′, ограни-
ченном точками γ′k(x̄′1), γ

′−k(x̄′1). Пусть x̄′ – произвольная предельная точка
последовательности {x̄′j}j∈N. Тогда из замкнутости множества Λ̄ следует, что
x̄′ ∈ Λ̄, а из утверждения 2.12 следует, что кривая w̄ux̄′ имеет точку s′1 одной из
своих граничных точек на абсолюте.

Теперь доказательство шага 3 завершается аналогично шагу 2.
Утверждение доказано.
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2.5. Асимптотические свойства прообразов устойчивых и неустой-
чивых слоев псевдоаносовского гомеоморфизма на плоскости Лоба-
чевского. Напомним основные свойства псевдоаносовских гомеоморфизмов
(см., например, [32]).

Предложение 2.16. Пусть P : M2 → M2 – псевдоаносовский гомеомор-
физм, тогда:

1) P является топологически транзитивным;
2) множество периодических точек P плотно в M2 ;
3) слоения Fs и Fu не имеют сепаратрис, идущих из одной особенности

в другую или ту же самую особенность;
4) каждый слой слоения Fs и Fu , отличный от особой точки, всюду плотен

в Fs и Fu соответственно.

Для псевдоаносовского гомеоморфизма P обозначим через P : M
2 →M

2
его

накрывающий гомеоморфизм. Пусть x ∈M2 – неособая точка гомеоморфизма
P , и ωsx и ωux – слои слоений Fs и Fu соответственно, содержащие точку x.
Тогда, если x̄ ∈ π−1(x) – прообраз точки x, то через ω̄sx̄ и ω̄ux̄ будем обозна-
чать компоненты линейной связности полных прообразов π−1(ωsx) и π−1(ωux),
содержащие точку x̄.

Следующее предложение аналогично предложению 2.11 настоящей работы
(доказательства пп. 1)–5) можно извлечь из доказательств теорем 3.5, 3.7, 3.13,
3.14, 3.15, A.3, следствия A.2 работы [33]).

Предложение 2.17. Пусть P : M2 → M2 – псевдоаносовский гомеомор-
физм, тогда имеют место следующие свойства:

1) если замыкание кривой ω̄ux̄ (ω̄sx̄) не содержит прообраза особой периоди-
ческой точки гомеоморфизма P , то ω̄ux̄ (ω̄sx̄) является гладкой гривой, граница
которой состоит ровно из двух различных точек u1

x̄ , u2
x̄ (s1x̄ , s2x̄), являющихся

иррациональными точками абсолюта;
2) если замыкание кривой ω̄ux̄ (ω̄sx̄) содержит прообраз особой периодической

точки, то ω̄ux̄ (ω̄sx̄) является гладкой дугой и имеет в точности две граничные
точки, одна из которых принадлежит полному прообразу некоторой особой
точки гомеоморфизма P , а вторая, ux̄ (sx̄), является иррациональной точкой
абсолюта;

3) если p̄ – прообраз неособой периодической точки периода k и P k – под-
нятие отображения P k такое, что P k(p̄) = p̄, то гомеоморфизм P

2

k имеет
на абсолюте ровно четыре неподвижные точки u1

p̄ , u2
p̄ , s1p̄ , s2p̄ , являющиеся

граничными точками на абсолюте кривых ω̄up̄ , ω̄sp̄ соответственно, причем
точки u1

p̄ , u2
p̄ являются притягивающими, а s1p̄ , s2p̄ – отталкивающими;

4) если z̄ – прообраз особой периодической точки периода k c 2m сепара-
трисами и P k – поднятие отображения P k такое, что P k(z̄) = z̄ , то гомео-
морфизм P

m

k имеет на абсолюте ровно 2m неподвижных точек u1
z̄, u

2
z̄, . . . , u

m
z̄ ,

s1z̄, s
2
z̄, . . . , s

m
z̄ , являющихся граничными точками абсолюта слоев слоений Fu и

Fs соответственно, имеющих точку z̄ в качестве своей однограничной точ-
ки, причем точки u1

z̄, u
2
z̄, . . . , u

m
z̄ являются притягивающими, а s1z̄, s2z̄, . . . , smz̄ –

отталкивающими;
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5) если кривые ω̄ux̄ (ω̄sx̄) и ω̄uȳ (ω̄sȳ ) не пересекаются, то граничные точки на
абсолюте этих кривых попарно различны;

6) две произвольные кривые ω̄ux̄ и ω̄sȳ пересекаются не более чем в одной
точке.

Более того, аналогично доказательствам утверждений 2.12, 2.13 и 2.15 на-
стоящей работы можно доказать следующие утверждения.

Утверждение 2.18. Пусть {x̄i}i∈N , x̄ – точки в M
2
, не являющиеся про-

образами особых точек псевдоаносовского гомеоморфизма P , причем последо-
вательность {x̄i}i∈N сходится к точке x̄, а {ω̄s(u)

x̄i
}i∈N и ω̄

s(u)
x̄ – поднятия

устойчивых (неустойчивых) слоев слоения Fs(u) , содержащие точки x̄i и x̄

соответственно. Тогда, если e – граничная точка на абсолюте слоя ω̄s(u)
x̄ , то

найдется последовательность {ei}i∈N граничных точек на абсолюте кривых
{ω̄s(u)

x̄i
}i∈N , сходящаяся к точке e.

Утверждение 2.19. Пусть ω̄ux̄ и ω̄sȳ – произвольные слои слоений Fu и
Fs соответственно, и u1 – граничная точка на абсолюте кривой w̄ux̄ , а s1 –
граничная точка на абсолюте кривой w̄sȳ . Тогда u1 ̸= s1 .

§ 3. Построение геодезической ламинации, соответствующей
совершенному просторно расположенному аттрактору

В этом параграфе, следуя [31], будет приведено построение геодезической ла-
минации, соответствующей совершенному просторно расположенному аттрак-
тору Λ A-диффеоморфизма f . Наличие геодезической ламинации является
ключевым моментом для доказательства гиперболичности автоморфизма f̄∗
(теорема 1.6), индуцированного A-диффеоморфизмом, неблуждающее множе-
ство которого содержит аттрактор Λ.

Следуя [11], пару неустойчивых многообразий Wu
p и Wu

q , содержащих гра-
ничные периодические точки p и q, будем называть специальной парой, если
существуют компоненты линейной связности wup̄ , w

u
q̄ ⊂ Λ̄ прообразов π−1(Wu

p )
и π−1(Wu

q ) соответственно, такие что их граничные точки на абсолюте совпа-
дают.

Пусть Λ – совершенный аттрактор и wux̄ – компонента линейной связности
множества Λ̄, тогда в силу п. 1) предложения 2.11 w̄ux̄ является гладкой кривой,
граница которой состоит из двух точек u1

x̄, u
2
x̄ (u1

x̄ ̸= u2
x̄), лежащих на абсолюте.

Обозначим через l̄(u1
x̄, u

2
x̄) геодезическую на M

2
с граничными точками u1

x̄, u
2
x̄.

Положим Wu
x = π(wux̄) (π(x̄) = x), l = π(l̄), и назовем l геодезической, со-

ответствующей неустойчивому многообразию Wu
x . Множество геодезических

построенных для всех компонент линейной связности из множества Λ̄ обозна-
чим через L и положим L = π(L). В лемме 3.1 ниже будет показано, что
множество L является геодезической ламинацией6, которую будем называть

6Геодезическая ламинация есть непустое замкнутое подмножество, представляющее со-
бой объединение непересекающихся геодезических, каждая из которых является либо бес-
конечной в обе стороны незамкнутой кривой без самопересечений, либо замкнутой кривой,
гомеоморфной окружности.
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геодезической ламинацией, соответствующей базисному множеству Λ. Если
Wu
p является неустойчивым многообразием граничной периодической точки p

и не принадлежит специальной паре, то поставленную ему в соответствие гео-
дезическую l будем называть граничной геодезической, в противном случае
геодезическую, соответствующуюWu

p , будем называть внутренней. По постро-
ению, каждому неустойчивому многообразию базисного множества Λ ставится
в соответствие единственная геодезическая из ламинации L, а каждой геодези-
ческой из ламинации L (кроме тех, которые соответствуют специальной паре
неустойчивых многообразий из Λ) соответствует в точности одно неустойчивое
многообразие из Λ. При этом специальной паре неустойчивых многообразий
из Λ соответствует единственная внутренняя геодезическая из ламинации L.

Лемма 3.1. Для множества L верны следующие свойства:
1) множество L является замкнутым;
2) любая геодезическая l из L плотна в L;
3) множество M2 \ L состоит из конечного числа открытых дисков.

Доказательство. Докажем п. 1). Вначале покажем, что множество ψ(Λ̄)
является замкнутым в F. Рассмотрим произвольную предельную точку f

множества ψ(Λ̄) и сходящуюся к ней последовательность {fi}i∈N, fi ∈ ψ(Λ̄).
Покажем, что f ∈ ψ(Λ̄), т. е. найдется кривая w̄ ⊂ Λ̄ (являющаяся прооб-
разом неустойчивого многообразия некоторой точки из множества Λ) такая,
что ψ(w̄) = f . Рассмотрим последовательность {w̄i}i∈N, w̄i ⊂ Λ, такую, что
ψ(w̄i) = fi. Пусть f = [e1, e2]. Зададим положительное направление обхода
абсолюта E таким образом, что область M

2
остается слева. Так как множе-

ство рациональных точек всюду плотно на абсолюте, то существуют элементы
γ1, γ2 ∈ Γ такие, что точки γ+

1 , e1, γ+
2 , e2 встречаются в указанном порядке при

обходе абсолюта. Пусть U1, U2 ⊂ E – связные окрестности точек γ+
1 и γ+

2 со-
ответственно, не содержащие точек e1, e2. Рассмотрим произвольную кривую
w̄∗ ⊂ Λ̄ с граничными точками u1 и u2 на абсолюте. В силу свойств элемен-
тов группы Γ найдутся такие целые числа n1 и n2, что γn1

1 (u1), γn1
1 (u2) ∈ U1

и γn2
2 (u1), γn2

2 (u2) ∈ U2. Положим w̄a = γn1
1 (w̄∗) и w̄b = γn2

2 (w̄∗). Тогда точ-
ки a1, a2, e1, b1, b2, e2 встречаются в указанном порядке при обходе абсолюта
в положительном направлении, где a1, a2 ∈ E и b1, b2 ∈ E – граничные точки
кривых w̄a, w̄b ⊂ Λ̄ соответственно (см. рис. 7). Выберем любую кривую v̄ из L̄
с граничными точками v1, v2 на абсолюте такую, что

1) точки a1, v1, a2, e1, b1, v2, b2, e2 встречаются в указанном порядке при
обходе абсолюта в положительном направлении;

2) каждое из пересечений v̄ ∩ w̄a и v̄ ∩ w̄b состоит ровно из одной точки.
Так как fi → f при i→∞, то при достаточно больших значениях i кривые w̄i

пересекаются с v̄. Без ограничения общности можно считать, что для любого
i ∈ N пересечение w̄i ∩ v̄ не пусто и содержится в компактном куске кривой v̄,
ограниченном точками v̄∩w̄a и v̄∩w̄b. В каждом из множеств w̄i∩ v̄ выберем по
точке x̄i. Последовательность {x̄i}i∈N имеет предельную точку x̄ ∈M2

, так как
она целиком содержится в компактном куске кривой v̄, ограниченном точками
v̄ ∩ w̄a и v̄ ∩ w̄b.
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Рис. 7. Свойства геодезической ламинации

Так как множество Λ̄ замкнуто, то найдется кривая w̄ ∈ Λ̄, содержащая
точку x̄. В силу утверждения 2.12 имеем равенство ψ(w̄) = f . Значит, ψ(Λ̄)
является замкнутым множеством.

Теперь покажем, что множество L является замкнутым на M
2
. Пусть

x̄ ∈ M
2

– произвольная предельная точка множества L, и {x̄i}i∈N – после-
довательность точек из L, сходящаяся к точке x̄ такая, что x̄ ̸= x̄i для любого
i ∈ N. Пусть {l̄i}i∈N – последовательность геодезических из L, содержащих
точки последовательности {x̄i}i∈N. Положим fi = ψ(l̄i). Покажем, что после-
довательность {fi}i∈N имеет предельную точку f ∈ F. Пусть U – произвольная
ограниченная в метрике плоскости Лобачевского окрестность точки x̄, и L̄U –
множество всех геодезических на M

2
, имеющих непустое пересечение с U . За-

метим, что из ограниченности U и того, что в модели Пуанкаре геодезические
являются дугами окружностей, перпендикулярных абсолюту, следует, что рас-
стояние между граничными точками абсолюта любой геодезической из L̄U в ев-
клидовой метрике7 больше некоторой константы R > 0. Следовательно, мно-
жество ψ(L̄U ) содержится в множестве TR = {[e1, e2] ∈ F | ρ(e1, e2) ⩾ R}, где
ρ : C×C → R – евклидово расстояние между точками комплексной плоскости.
Множество TR является компактным подмножеством F. Так как все геодези-
ческие последовательности {l̄i}i∈N, начиная с некоторой, содержатся в L̄U , то
последовательность {fi}i∈N имеет предельную точку f ∈ TR. Так как множе-
ство ψ(L), совпадая с ψ(Λ̄), является замкнутым, то f ∈ ψ(L). Тогда найдется
геодезическая l̄ ⊂ L такая, что ψ(l̄) = f . Покажем, что имеет место вклю-
чение x̄ ∈ l̄. Предположим противное. Тогда в силу того, что геодезические
в модели Пуанкаре являются дугами окружностей, перпендикулярных абсолю-
ту, найдутся такая окрестность I ⊂ F точки f и такая окрестность V ⊂ M

2

точки x̄, что никакая геодезическая l̄∗, для которой ψ(l̄∗) ∈ I не пересекает-
ся с окрестностью V . Но это противоречит тому, что последовательность x̄i
сходится к точке x̄.

7Имеется в виду представление M2 = {z ∈ C | |z| < 1}.
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Замкнутость множества L следует теперь из равенства π−1(L) = L, замкну-
тости L и того факта, что π является открытым отображением. Действительно,
M

2 \ L̄ является открытым множеством, тогда π(M
2 \ L̄) представляет собой

открытое множество, следовательно, L = M2\(π(M
2\L̄)) является замкнутым

множеством.
Докажем п. 2) леммы. Для этого достаточно показать, что для любой кривой

w̄ ⊂ Λ̄ множество
⋃
γ∈Γ ψ(γ(w̄)) плотно в ψ(Λ̄). Действительно, если это так, то

из построения множества L следует, что для любой геодезичеcкой l̄ ⊂ L множе-
ство

⋃
γ∈Γ ψ(γ(l̄)) плотно в ψ(Λ̄). Тогда из того факта, что в модели Пуанкаре

геодезические являются дугами окружностей, перпендикулярными абсолюту,
следует, что

⋃
γ∈Γ γ(l̄) плотно в L. В силу свойств накрытия π геодезическая

l = π(l̄) ⊂ L плотна в L.
Рассмотрим произвольную кривую w̄ ⊂ Λ̄ и произвольную точку f0 ∈ ψ(Λ̄).

По построению найдется единственная кривая w̄0 ⊂ Λ̄ такая, что ψ(w̄0) = f0.
Покажем, что найдется последовательность {w̄i}i∈N такая, что π(w̄i) = π(w̄), и
последовательность {fi}i∈N, где fi = ψ(w̄i), сходится к точке f0. Рассмотрим
произвольную точку x0 ∈ w̄0. В силу леммы 2.2 базисное множество Λ состоит
из одной периодической компоненты. Так как неустойчивые многообразия Wu

x

точек из Λ плотны в своих периодических компонентах, то из свойств накрытия
π, следует, что множество π−1(π(w̄)) плотно в Λ̄. Тогда найдется последова-
тельность точек {x̄i}i∈N такая, что x̄i ∈ π−1(π(w̄)) и x̄i → x̄0 при i → ∞.
В силу утверждения 2.12 в качестве w̄i можно выбрать кривую из π−1(π(w̄)),
содержащую точку x̄i.

В силу произвольности точки f0 ∈ ψ(Λ̄) имеет место плотность множества⋃
γ∈Γ ψ(γ(w̄)) в ψ(Λ̄).
Перейдем к доказательству п. 3) леммы. Пусть ∆ – открытый диск, яв-

ляющийся компонентой связности дополнения M2 \ Λ с достижимой изнутри
границей C =

⋃rC

i=1W
u
pi

, где rC ⩾ 3. В силу п. 8) предложения 2.11 каждая
компонента линейной связности полного прообраза π−1(∆ ∪ C) представляет
собой криволинейный многоугольник с rC граничными точками e1, e2, . . . , erC

на абсолюте, являющимися его вершинами.
По построению геодезической ламинации L существует геодезический мно-

гоугольник A, принадлежащий M
2 ∪E, граница которого состоит из объедине-

ния точек e1, e2, . . . , erC
и геодезических с граничными точками из множества

{e1, e2, . . . , erC
}. Покажем, что ограничение π|int(A) является гомеоморфизмом

на образ. Так как накрытие π является локальным гомеоморфизмом, а множе-
ство int(A) открыто, то достаточно показать, что ограничение π|int(A) является
инъективным. Предположим противное. Тогда найдутся две точки x̄, ȳ ∈ A

такие, что при некотором γ ∈ Γ будет иметь место равенство γ(x̄) = ȳ. За-
метим, что элемент γ оставляет инвариантной геодезическую l̄γ на плоскости
Лобачевского, проходящую через точки x̄ и ȳ. Так как l̄γ имеет рациональные
граничные точки, а точки e1, e2, . . . , erC

– иррациональные, то она обязана пе-
ресечься ровно с двумя сторонами геодезического многоугольника A. Пусть
l̄′ – та из них, для которой точки z̄ = l̄′ ∩ l̄γ , x̄, ȳ располагаются на геодези-
ческой l̄γ в указанном порядке (см. рис. 8). Рассмотрим геодезическую γ(l̄′).
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Она делит плоскость Лобачевского M
2

на две части так, что геодезическая l̄′ и
точка ȳ находятся по разные стороны от геодезической γ(l̄′). Отсюда следует,
что геодезическая γ(l̄′) либо пересекается с одной из сторон многоугольника A,
либо соединяет две вершины многоугольника A, не являющиеся соседними.
В первом случае мы немедленно получаем противоречие с тем, что геодези-
ческие ламинации L не пересекаются, что непосредственно следует из того,
что неустойчивые многообразия различных точек из Λ либо не пересекаются,
либо совпадают. Во втором случае мы получаем противоречие с п. 8) пред-
ложения 2.11, поскольку в этом случае из конструкции L следовало бы, что
в одном из криволинейных многоугольников π−1(∆ ∪ C) нашлась бы кривая
из Λ̄, соединяющая его вершины, не являющиеся соседними. Таким образом,
множество π(int(A)) гомеоморфно открытому диску.

Рис. 8. Идеальный геодезический многоугольник

Покажем, что любая точка x̄ ∈ M
2

принадлежит либо внутренности неко-
торого геодезического многоугольника A, либо геодезической ламинации L.
Рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ M

2 \ L. Проведем через нее геодезиче-
ский луч l̄+, пересекающийся с L. Так как множество L – замкнутое, то на
геодезическом луче l̄+ найдется точка ȳ ∈ L такая, что отрезок луча l̄+, огра-
ниченный точками x̄ и ȳ, не содержит точек из L. Пусть l̄ ⊂ L – геодезическая,
содержащая точку ȳ и e1, e2 – ее граничные точки на абсолюте. Пусть w̄u –
кривая из Λ̄, имеющая точки e1, e2 своими граничными точками на абсолюте.

Покажем, что кривая w̄u содержит прообраз граничной периодической точ-
ки диффеоморфизма f . Предположим противное и покажем, что в этом слу-
чае существуют последовательности кривых {w̄′ui }i∈N и {w̄′′ui }i∈N такие, что
последовательности {ψ(w̄′ui )}i∈N и {ψ(w̄′′ui )}i∈N сходятся к ψ(w̄u), причем мно-
жества

⋃∞
i=1 w̄

′u
i и

⋃∞
i=1 w̄

′′u
i целиком содержатся в различных компонентах

связности дополнения M
2 \ w̄u. Возможны два случая: либо кривая w̄u со-

держит прообраз периодической точки (не являющейся в этом случае гранич-
ной) диффеоморфизма f , либо w̄u не содержит прообразов периодических то-
чек диффеоморфизма f .

Рассмотрим первый случай. Пусть p̄ ∈ w̄ – прообраз периодической точки
периода k, и f̄k – поднятие отображения fk, для которого f̄(p̄) = p̄. Так как
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периодическая точка π(p̄) не является граничной, то в каждой компоненте ли-
нейной связности множества w̄sp̄ \ p̄ найдется точка, принадлежащая Λ̄. Пусть
x′ и x′′ – такие точки. Тогда из п. 4) предложения 2.11 следует, что достаточно
положить w̄′ui = f̄2i

k (w̄ux̄′) и w̄′′ui = f̄2i
k (w̄ux̄′′) для любого i ∈ N.

Рассмотрим второй случай. Рассмотрим произвольную точку z̄ ∈ w̄u. Пусть
w̄sz̄,ε – поднятие устойчивого многообразия W s

π(z̄), ε точки π(z̄) размера ε > 0.
Из [11, лемма 2.6] следует, что пересечение каждой из компонент линейной
связности множества w̄sz̄,ε \ z̄ с множеством Λ̄ непусто для любого ε > 0. Тогда
существование последовательностей {w̄′ui }i∈N и {w̄′′ui }i∈N, обладающих указан-
ным свойством, немедленно вытекает из утверждения 2.12.

Из того, что последовательности {ψ(w̄′ui )}i∈N и {ψ(w̄′′ui )}i∈N сходятся к ψ(w̄u)
следует, что в каждой из компонент связности множества M

2 \ l̄ найдется по-
следовательность геодезических из L, имеющая геодезическую l̄ своим тополо-
гическим пределом. Но тогда точка ȳ не может быть первой точкой на геоде-
зическом луче l̄+, принадлежащей множеству L.

Полученное противоречие доказывает, что кривая w̄u является граничной,
а тогда и геодезическая l̄ является граничной. Пусть A – геодезический мно-
гоугольник, имеющий одной из своей сторон геодезическую l̄. Тогда точка x̄

обязана лежать внутри A, так как в противном случае нашлась бы геодезиче-
ская l̄′, являющаяся стороной A и пересекающая отрезок луча l̄+, ограничен-
ный точками x̄ и ȳ. Лемма доказана.

§ 4. Гиперболичность действия A-диффеоморфизма
в фундаментальной группе несущей поверхности

Доказательство теоремы 1.6. Предположим противное, т. е. что авто-
морфизм f̄∗ не является гиперболическим. Рассмотрим внутреннюю периоди-
ческую точку p периода n1 и поднятие f̄n1 отображения fn1 такое, что f̄2

n1

имеет четыре неподвижные точки на абсолюте u1, u2, s1, s2. Такое поднятие
существует в силу п. 4) предложения 2.11.

Так как автоморфизм f̄∗ не является гиперболическим, то автоморфизм f̄2
n1∗

также не является гиперболическим, и, следовательно, найдутся элементы
γ, β ∈ Γ, γ ̸= id, и n ∈ N такие, что f̄2n

n1∗(γ) = βγβ−1. Положим ḡ = f̄2n
n1

,
тогда ḡ∗(γ) = βγβ−1.

Покажем, что найдется элемент γ̃ ∈ Γ, такой что геодезическая l̄γ̃ является
конгруэнтной l̄γ , и одна из дуг абсолюта E, ограниченная точками γ̃+ и γ̃−,
содержит ровно одну из точек u1, u2, где l̄γ и l̄γ̃ – геодезические, инвариантные
относительно элементов γ и γ̃ соответственно (см. рис. 9).

Покажем, что пересечение l̄γ ∩ L непусто. Предположим противное, тогда
l̄γ ⊂ M

2 \ L. Но тогда в силу п. 3) леммы 3.1 граничные точки геодезиче-
ской l̄γ обязаны быть иррациональными, так как в этом случае l̄γ должна ле-
жать внутри идеального геодезического многоугольника, что противоречит их
рациональности. Выберем геодезическую l̄a ⊂ L такую, что l̄a ∩ l̄γ ̸= ∅. Пусть
l̄b ⊂ L – геодезическая с граничными точками u1, u2 на абсолюте. В силу п. 2)
леммы 3.1 геодезическая π(l̄b) плотна в L, тогда в силу трансверсальности пере-
сечения π(l̄a) и π(l̄γ) пересечение π(l̄b)∩π(l̄γ) также не пусто и трансверсально.
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Рис. 9. Гиперболичность

Тогда в множестве π−1(π(l̄γ)) найдется геодезическая l̄γ̃ , конгруэнтная l̄γ , ин-
вариантная относительно некоторого элемента γ̃ ∈ Γ, такая, что l̄γ̃ ∩ l̄b ̸= ∅.

Рассмотрим последовательность геодезических l̄kγ̃ , k∈{0}∪N, такую, что
l̄0γ̃ = l̄γ̃ , а l̄kγ̃ – геодезическая с граничными точками γ̃+

k = ḡ−1(γ̃+
k−1) и γ̃−k =

ḡ−1(γ̃−k−1). Так как точки u1 и u2 находятся на разных дугах абсолюта, ограни-
ченных граничными точками γ̃+ и γ̃− геодезической l̄γ̃ , то в силу п. 4) предло-
жения 2.11 последовательность l̄kγ̃ имеет своим топологическим пределом гео-
дезическую l̄∞γ̃ с граничными точками s1, s2.

Покажем, что геодезические l̄kγ̃ , k ∈ {0} ∪ N, являются конгруэнтными. Так
как геодезические l̄γ и l̄γ̃ конгруэнтны, то из леммы 2.3 следует, что некото-
рые степени элементов γ и γ̃ сопряжены, т. е. существуют отличные от ну-
ля целые числа t1 и t2 и элемент δ ∈ Γ такие, что γt1 = δγ̃t2δ−1. То-
гда автоморфизм ḡ−1

∗ переводит элемент γ̃t2 в сопряженный. Действитель-
но, из предположения о противном имеем равенство ḡ∗(γ) = βγβ−1, тогда
ḡ−1
∗ (γt1) = ḡ−1

∗ (β−1)γt1 ḡ−1
∗ (β), поэтому

ḡ−1
∗ (γ̃t2) = ḡ−1

∗ (δ−1γt1δ) = ḡ−1
∗ (δ−1)ḡ−1

∗ (β−1)γt1 ḡ−1
∗ (β)ḡ−1

∗ (δ)

= ḡ−1
∗ (δ−1)ḡ−1

∗ (β−1)δγ̃t2δ−1ḡ−1
∗ (β)ḡ−1

∗ (δ) = εγ̃t2ε−1,

где ε = ḡ−1
∗ (δ−1)ḡ−1

∗ (β−1)δ. Так как геодезическая l̄0γ̃ является инвариантной
относительно γ̃t2 , то из следствия леммы 2.4 и определения l̄1γ̃ следует, что гео-
дезическая l̄1γ̃ является инвариантной относительно элемента ḡ−1

∗ (γ̃t2). Тогда из
леммы 2.3 следует, что геодезические l̄0γ̃ и l̄1γ̃ являются конгруэнтными. Ана-
логичным образом показывается конгруэнтность геодезических l̄kγ̃ и l̄k+1

γ̃ для
любого k ∈ N.

Таким образом, геодезическая π(l̄kγ̃) не зависит от k ∈ {0} ∪N и является за-
мкнутой кривой. Так как геодезическая l̄∞γ̃ имеет иррациональные граничные
точки s1 и s2 на абсолюте, то геодезическая π(l̄∞γ̃ ) является незамкнутой кри-
вой и, следовательно, не совпадает с π(l̄γ̃). Из того, что последовательность l̄kγ̃
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имеет своим топологическим пределом геодезическую l̄∞γ̃ с граничными точка-
ми s1, s2 и свойств накрытия следует, что в любой окрестности произвольной
точки x ∈ π(l̄∞γ̃ ) найдется точка y ∈ π(l̄γ̃). С другой стороны, в силу компактно-
сти геодезической π(l̄γ̃) для любой точки x /∈ π(l̄γ̃) найдется окрестность U(x)
такая, что U(x) ∩ π(l̄γ̃) = ∅. Полученное противоречие доказывает теорему.

§ 5. Представление A-диффеоморфизмов посредством
псевдоаносовских гомеоморфизмов с точностью до полусопряжения

В силу теоремы 1.6 автоморфизм f̄∗ является гиперболическим. Тогда из
теории Нильсена–Терстона (см. [25], [26]) следует, что существует псевдоано-
совский гомеоморфизм Pf : M2 →M2, гомотопный f .

Главным шагом доказательства теоремы 1.9 является построение отображе-
ния h̄ : Λ̄ → M

2
(см. шаг 1 доказательства теоремы 1.9), удовлетворяющего

следующим условиям:
1) h̄(γ(x̄)) = γ(h̄(x̄)) для любых x̄ ∈M2

и γ ∈ Γ;
2) для любых двух поднятий f̄ и P f на M

2
отображений f и Pf , имеющих

одинаковое продолжение на абсолют, имеет место коммутативная диаграмма
h̄ ◦ f̄ |Λ̄ = P f ◦ h̄|Λ̄;

3) h̄ взаимно однозначно на множестве Λ̄ \ Γ
u
, где Γ

u
= π−1(Γu);

4) если x̄1, x̄2 ∈ Γ
u

– точки, отличные от прообразов периодических точек,
такие, что x̄2 ∈ w̄sx̄1

и (x̄1, x̄2) ∩ Λ̄ = ∅, то h̄(x̄1) = h̄(x̄2);
5) если p̄1 и p̄2 – прообразы граничных периодических точек, принадлежащие

границе одного идеального криволинейного многоугольника, то h̄(p̄1) = h̄(p̄2);
6) пусть ȳ ∈ h̄(Γu), тогда, если π(ȳ) не является особой периодической точкой

гомеоморфизма Pf , то полный прообраз h̄−1(ȳ) состоит в точности из двух
точек, если же π(ȳ) является особой периодической точкой с 2m сепаратрисами
гомеоморфизма Pf , то полный прообраз h̄−1(ȳ) состоит в точности из m точек.

Построение h̄ будет основано на следующих леммах.

Лемма 5.1. Пусть p̄ – прообраз внутренней периодической точки p диф-
феоморфизма f . Тогда найдется единственная неособая периодическая точ-
ка q псевдоаносовского гомеоморфизма Pf и единственный ее прообраз q̄ такие,
что w̄sp̄ , w̄up̄ имеют одинаковые граничные точки на абсолюте с граничными
точками кривых ω̄sq̄ , ω̄uq̄ соответственно (см. рис. 10).

Доказательство. Пусть p является периодической точкой периода k отоб-
ражения f . В силу п. 4) предложения 2.11 найдется такое поднятие f̄k отобра-
жения fk, для которого точка p̄ будет неподвижной, а ограничение гомеомор-
физма f̄2

k на абсолют имеет ровно четыре неподвижные точки u1
p̄, u2

p̄, s1p̄, s2p̄,
являющиеся граничными точками кривых w̄up̄ и w̄sp̄ соответственно. Так как f

и Pf – гомотопные отображения, то из леммы 2.6 следует, что найдется под-
нятие P 2k отображения P 2k

f , имеющее такое же действие на абсолюте, что и

отображение f̄2
k . Рассмотрим два экземпляра пространства M

2 ∪E, склеенных
по тождественному отображению абсолюта E на себя. Данное пространство
гомеоморфно двумерной сфере S2. Пара отображений f̄2

k и P 2k индуцирует



ДИФФЕОМОРФИЗМЫ С ОДНОМЕРНЫМИ БАЗИСНЫМИ МНОЖЕСТВАМИ 67

Рис. 10. Соответствие между внутренней периодической точкой диф-
феоморфизма f и неособой периодической точкой псевдоаносовского го-
меоморфизма Pf

сохраняющее ориентацию отображение сферы F : S2 → S2 на себя такое, что
точка p̄ является седловой неподвижной точкой F индекса −1, а точки u1

p̄, u2
p̄,

s1p̄, s2p̄ являются неподвижными узловыми точками и, следовательно, имеют
индексы +1. Тогда из формулы Лефшеца следует, что сумма индексов непо-
движных точек отображения F , лежащих на копии M

2
, не содержащей точ-

ки p̄, равна −1. Таким образом, отображение P 2k обязано иметь по крайней
мере одну неподвижную точку q̄ ∈ M2

. Так как точка q̄ является прообразом
некоторой периодической точки q псевдоаносовского гомеоморфизма Pf , а го-
меоморфизмы f̄2

k и P 2k имеют одинаковое продолжение на абсолют, то в силу
п. 3) предложения 2.17 точки u1

p̄, u2
p̄ и s1p̄, s2p̄ являются граничными точками

кривых ω̄uq̄ и ω̄sq̄ соответственно. Из пп. 5) и 6) предложения 2.17 следует, что
точка q̄ является единственной неподвижной точкой поднятия P 2k. Лемма до-
казана.

Следующее предложение доказывается аналогично [15] (см. также [29, тео-
рема 9.3.1]).

Предложение 5.2. Пусть Λ – совершенный просторно расположенный
аттрактор, содержащий в точности m связок C1, C2, . . . , Cm . Тогда суще-
ствует замкнутая окрестность U аттрактора Λ такая, что для нее выпол-
няются следующие свойства:

1) f(U) ⊂ int(U);
2)

⋂∞
k=0 f

k(U) = Λ;
3) граница ∂U множества U состоит из m простых замкнутых кривых

L1, L2, . . . , Lm ;
4) Li принадлежит той компоненте связности множества M2 \ Λ, для

которой связка Ci является достижимой изнутри границей;



68 В. З. ГРИНЕС, Е.Д. КУРЕНКОВ

5) Li =
⋃rCi
j=1[ℓj ∪ (x̃2j , x̃2j+1)s] (x̃2rCi

+1 = x̃1), где ℓj – кривая такая, что
для любой точки x ∈ Ci пересечение W s

x ∩ ℓj либо состоит из единствен-
ной точки и трансверсально, либо пусто, x̃2j−1 , x̃2j – концы кривой ℓj , а
(x̃2j , x̃2j+1)s – открытый интервал на устойчивом многообразии W s

yj
неко-

торой точки yj ∈Ci .

Лемма 5.3. Пусть p1, p2, . . . , pm – граничные периодические точки диффео-
морфизма f , принадлежащие связке C степени m, m⩾ 2, и p̄1, p̄2, . . . , p̄m ∈C –
их прообразы, принадлежащие границе C ⊂ Λ̄ идеального криволинейного мно-
гоугольника ∆̄. Тогда найдется единственная периодическая точка q псевдо-
аносовского гомеоморфизма Pf c 2m сепаратрисами и единственный ее прооб-
раз q̄ такие, что поднятия устойчивых и неустойчивых многообразий точек
p1, p2, . . . , pm и сепаратрис точки q отображений f и Pf , содержащие точ-
ки p̄1, p̄2, . . . , p̄m и q̄ соответственно, имеют одинаковые граничные точки на
абсолюте (см. рис. 11 и 12).

Рис. 11. Соответствие между граничной периодической точкой диф-
феоморфизма f , принадлежащей связке степени 2, и неособой периоди-
ческой точкой псевдоаносовского гомеоморфизма Pf

Доказательство. Пусть p1, p2, . . . , pm – граничные периодические точки
периода k отображения f , принадлежащие связке степени m. В силу п. 7)
предложения 2.11 найдется поднятие f̄k отображения fk такое, что точки
p̄1, p̄2, . . . , p̄m являются неподвижными точками отображения f̄k, а ограни-
чение гомеоморфизма f̄2

k на абсолют имеет ровно 2m неподвижных точек
u1, u2, . . . , um, s1, s2, . . . , sm. Так как f и Pf – гомотопные отображения, то
в силу леммы 2.6 найдется поднятие P 2k отображения P 2k

f , имеющее такое же
продолжение на абсолют, что и отображение f̄2

k . Положим ḡ = f̄2
k

Покажем, что сумма индексов неподвижных точек отображения ḡ, принад-
лежащих M

2
, равняется 1 − m. Из п. 9) предложения 2.11 следует, что все

неподвижные точки отображения ḡ принадлежат идеальному криволинейному
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Рис. 12. Соответствие между граничной периодической точкой диф-
феоморфизма f , принадлежащей связке степени m ⩾ 3, и особой пери-
одической точкой псевдоаносовского гомеоморфизма Pf

многоугольнику ∆̄. Из предложения 5.2 следует, что найдется замкнутый диск
D ∈ int(∆̄) такой, что ḡ(D) ⊃ D и

+∞⋃
l=0

ḡl(D) = int(∆̄).

В качестве такого диска достаточно выбрать компоненту связности полного
прообраза диска, ограниченного кривой Li, содержащемся в многоугольнике ∆̄
(см. рис. 13). Положим S̄ = ∂D, область (ḡ(D)\D)∪S̄ гомеоморфна замкнутому
кольцу. Рассмотрим два экземпляра ḡ1(D) и ḡ2(D) диска ḡ(D) с определенным
на их подмножествах D1 и D2, являющихся копиями диска D, отображениями
ḡi : Di → f̄i(Di), i = 1, 2. Пусть

ψ : (ḡ1(D1) \D1) ∪ S̄1 → (ḡ2(D2) \D2) ∪ S̄2

является таким гомеоморфизмом, что если x̄1 ∈ S̄1, x̄2 ∈ S̄2 – точки, соответ-
ствующие одной и той же точке x̄ ∈ S̄, то ψ(x̄1) = ḡ2(x̄2) и ψ−1(x̄2) = ḡ1(x̄1).

Легко видеть, что пространство ḡ1(D1) ∪ψ ḡ2(D2) гомеоморфно двумерной
сфере S2. Рассмотрим отображение G : ḡ1(D1) ∪ψ ḡ2(D2) → ḡ1(D1) ∪ψ ḡ2(D2),
определенное следующим образом: для любой точки x1 ∈ D1 положим G(x1) =
ḡ1(x1), а для любой точки x2 ∈ ḡ2(D2) положим G(x2) = ḡ−1(x2). Из определе-
ния гомеоморфизма ψ непосредственно следует, что G является гомеоморфиз-
мом двумерной сферы. Так как множество (ḡ1(D1) \ D1) ∪ S̄1 ⊂ S2 не содер-
жит неподвижных точек, то из формулы Лефшеца следует, что сумма индексов
неподвижных точек отображенияG, принадлежащихD1∪D2 равна 2. Следова-
тельно, сумма индексов неподвижных точек отображения f̄ , принадлежащихD
равна 1. Таким образом, сумма индексов неподвижных точек отображения ḡ,
принадлежащих M

2
равняется 1−m.

Рассмотрим два экземпляра пространства M
2∪E, склеенных по тождествен-

ному отображению абсолюта E на себя. Данное пространство гомеоморфно
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Рис. 13. Поднятие кривой Li на плоскость Лобачевского (ℓ̄i и ¯̃xi суть
прообразы кривых ℓi и точек x̃i на плоскости Лобачевского)

двумерной сфере S2. Пара отображений f̄2
k и P 2k индуцируют такое отобра-

жение сферы F : S2 → S2 на себя, что точки p̄1, p̄2, . . . , p̄m являются седловыми
неподвижной точками F , а точки u1, u2, . . . , um, s1, s2, . . . , sm являются непо-
движными узловыми точками. Тогда из формулы Лефшеца следует, что сум-
ма индексов неподвижных точек, лежащих на копии M

2
, не содержащей точек

p̄1, p̄2, . . . , p̄m, равна 1−m.
Таким образом, отображение P 2k обязано иметь, по крайней мере, одну непо-

движную точку q̄ ∈ M
2
. Из пп. 3)–6) предложения 2.17 следует, что точ-

ка q̄ является единственной неподвижной точкой поднятия P 2k. А значит,
точка q̄ является прообразом периодической точки псевдоаносовского гомео-
морфизма Pf с 2m сепаратрисами. Лемма доказана.

Лемма 5.4. Пусть q̄ – прообраз неособой периодической точки q псевдо-
аносовского гомеоморфизма Pf . Тогда найдется либо единственная периоди-
ческая точка p диффеоморфизма f и ее единственный прообраз p̄ такие, что
w̄sp̄ , w̄up̄ имеют одинаковые граничные точки на абсолюте с граничными точка-
ми кривых ω̄sq̄ , ω̄uq̄ , либо единственная связка C степени 2 диффеоморфизма f
и ее единственный прообраз C , являющийся границей некоторого идеального
криволинейного двуугольника C ∪ ∆̄, такие, что прообразы p̄1 , p̄2 граничных
периодических точек p1, p2 ∈ C обладают тем свойством, что w̄sp̄1 , w̄sp̄2 , w̄up̄1 ,
w̄up̄2 имеют одинаковые граничные точки на абсолюте с граничными точками
кривых ω̄sq̄ , ω̄uq̄ (см. рис. 10, 11).

Доказательство. Пусть q – неособая периодическая точка периода k псев-
доаносовского гомеоморфизма Pf . Пусть q̄ – ее прообраз, и P k – поднятие
гомеоморфизма P k такое, что P k(q̄) = q̄. В силу п. 3) предложения 2.17 го-
меоморфизм P

2

k имеет ровно 4 неподвижных точек на абсолюте u1, u2, s1, s2,
являющихся граничными точками кривых ω̄uq̄ и ω̄sq̄ соответственно, и в точности
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одну неподвижную точку q̄ на M
2
. Так как f и Pf – гомотопные отображения,

то в силу леммы 2.6 найдется поднятие f̄2k отображения f2k, имеющее такое
же продолжение на абсолют, что и отображение P

2

k.
Рассмотрим два экземпляра пространства M

2∪E, склеенных по тождествен-
ному отображению абсолюта E на себя. Данное пространство гомеоморфно
двумерной сфере S2. Пара отображений f̄2k и P

2

k индуцируют такое отобра-
жение сферы F : S2 → S2 на себя, что точка q̄ является неподвижной седловой
точкой индекса −1, а точки u1, u2, s1, s2 являются неподвижными узловыми
точками. Тогда из формулы Лефшеца следует, что сумма индексов неподвиж-
ных точек, лежащих на копии M

2
, не содержащей точки q̄ равняется −1.

Таким образом, отображение f̄2k имеет неподвижную точку p̄ на M
2
. Если

данная точка является прообразом периодической точки p, принадлежащей Λ,
то из пп. 4), 9) предложения 2.11 немедленно следует утверждение леммы.
Если точка p̄ является прообразом периодической точки p ∈M2 \ Λ, то в силу
инвариантности ламинации Λ̄ относительно f̄2k геодезический криволинейный
многоугольник C ∪ ∆̄, внутренность ∆̄ которого содержит точку p̄, является
инвариантным относительно f̄2k и, следовательно, является двуугольником,
поскольку f̄2k имеет ровно 4 неподвижных точки на абсолюте. Так как каждая
из сторон идеального криволинейного двуугольника C ∪ ∆̄ содержит ровно по
одному прообразу p̄1, p̄2 периодических точек f̄2k, то из п. 4) предложения 2.11
следует, что f̄2k(p̄i) = p̄i при i = 1, 2.

Таким образом, граничными точками кривых w̄up̄i
, w̄sp̄i

, i = 1, 2, являются
точки u1, u2, s1, s2. Единственность следует из пп. 5)–7) предложения 2.11 и
утверждения 2.14. Лемма доказана.

Лемма 5.5. Пусть q̄ – прообраз особой периодической точки q c 2m се-
паратрисами, m ⩾ 3, псевдоаносовского гомеоморфизма Pf . Тогда найдет-
ся единственная связка C степени m диффеомофризма f и ее единственный
прообраз C , являющийся границей некоторого идеального криволинейного мно-
гоугольника C ∪ ∆̄ такие, что прообразы p̄1, p̄2, . . . , p̄m ∈ C граничных пери-
одических точек p1, p2, . . . , pm ∈ C обладают тем свойством, что поднятия
устойчивых и неустойчивых многообразий точек p1, p2, . . . , pm и сепаратрис
точки q отображений f и Pf , содержащие точки p̄1, p̄2, . . . , p̄m и q̄ соответ-
ственно, имеют одинаковые граничные точки на абсолюте (см. рис. 12).

Доказательство. Пусть q – особая периодическая точка периода k с 2m
сепаратрисами, m ⩾ 3, псевдоаносовского гомеоморфизма Pf . Пусть q̄ – ее
прообраз, и P k – поднятие гомеоморфизма P kf такое, что P k(q̄) = q̄. В силу п. 4)
предложения 2.17 гомеоморфизм P

m

k имеет ровно 2m неподвижных точек на
абсолюте u1, u2, . . . , um, s1, s2, . . . , sm и в точности одну неподвижную точку q̄

наM
2
. Так как f и Pf – гомотопные отображения, то в силу леммы 2.6 найдется

поднятие f̄mk отображения fmk, имеющее такое же продолжение на абсолют,
что и отображение P

m

k .
Рассмотрим два экземпляра пространства M

2∪E, склеенных по тождествен-
ному отображению абсолюта E на себя. Данное пространство гомеоморфно
двумерной сфере S2. Пара отображений f̄mk и P

m

k индуцируют отображение
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сферы F : S2 → S2 на себя такое, что точка q̄ является неподвижной седловой
точкой индекса 1−m, а точки u1, u2, . . . , um, s1, s2, . . . , sm являются неподвиж-
ными узловыми точками. Тогда из формулы Лефшеца следует, что сумма
индексов неподвижных точек, лежащих на копии M

2
, не содержащей точку q̄,

равна 1−m.
Таким образом, отображение f̄mk имеет неподвижную точку p̄ на M

2
. Если

данная точка является прообразом периодической точки p, принадлежащей Λ,
то из пп. 4), 9) предложения 2.11 немедленно следует утверждение леммы. Ес-
ли точка p̄ является прообразом периодической точки p ∈ M2 \ Λ, то в силу
инвариантности ламинации Λ̄ относительно f̄mk геодезический криволинейный
многоугольник C ∪ ∆̄, внутренность ∆̄ которого содержит точку p̄, являет-
ся инвариантным относительно f̄mk. Так как каждая из сторон идеального
криволинейного многоугольника C ∪ ∆̄ содержит ровно по одному прообразу
p̄1, p̄2, . . . , p̄l периодических точек f̄mk, где l – число сторон многоугольника
C ∪ ∆̄, то из п. 9) предложения 2.11 следует, что f̄ lmk(p̄i) = p̄i при i = 1, . . . , l.
Отсюда из п. 9) предложения 2.11 следует, что l = m, и что f̄mk(p̄i) = p̄i.

Таким образом, граничными точками кривых w̄up̄i
, w̄sp̄i

, i = 1, . . . ,m, явля-
ются точки u1, u2, . . . , um, s1, s2, . . . , sm. Единственность следует из пп. 6), 7)
предложения 2.11 и утверждения 2.14. Лемма доказана.

Лемма 5.6. Пусть x̄ – прообраз s-плотной непериодической точки x диф-
феоморфизма f , не принадлежащей прообразу w̄up̄ неустойчивого многообра-
зия граничной периодической точки p связки степени m ⩾ 3. Тогда найдутся
единственная точка y , являющаяся непериодической точкой псевдоаносовско-
го гомеоморфизма Pf , и ее единственный прообраз ȳ такие, что w̄ux̄ , w̄sx̄ и ω̄uȳ ,
ω̄sȳ имеют одинаковые граничные точки на абсолюте (см. рис. 14).

Рис. 14. Соответствие между s-плотной непериодической точкой диф-
феоморфизма f , не лежащей на неустойчивом многообразии граничной
периодической точки связки степени m ⩾ 3 и непериодической точкой
псевдоаносовского гомеоморфизма Pf
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Доказательство. Пусть u1
x̄, u2

x̄, s1x̄, s2x̄ – граничные точки устойчивого w̄sx̄
и w̄ux̄ неустойчивого многообразия точки x̄. Так как множество прообразов
внутренних периодических точек f плотно в Λ̄, то найдется последовательность
{p̄i}i∈N прообразов внутренних периодических точек f , сходящаяся к точке x̄.

В силу утверждений 2.12 и 2.13 последовательности граничных точек устой-
чивых w̄sp̄i

и неустойчивых w̄up̄i
многообразий точек p̄i сходятся к граничным

точкам устойчивого w̄sx̄ и неустойчивого w̄ux̄ многообразия точки x̄. В силу
леммы 5.1 найдется последовательность прообразов неособых периодических
точек {q̄i}i∈N отображения Pf таких, что граничные точки на абсолюте сло-
ев ω̄sq̄i

и ω̄uq̄i
совпадают с граничными точками на абсолюте кривых w̄sp̄i

и w̄up̄i

соответственно.
Покажем, что найдется слой слоения Fu, не содержащий в своем замыка-

нии прообразов особых периодических точек гомеоморфизма Pf и имеющий
точки u1

x̄, u
2
x̄ своими граничными точками на абсолюте. Зададим положитель-

ное направление обхода абсолюта E таким образом, что область M
2

остается
слева. Так как множество рациональных точек всюду плотно на абсолюте, то
существуют элементы γ1, γ2 ∈ Γ такие, что точки γ+

1 , u1
x̄, γ

+
2 , u2

x̄ встречаются
в указанном порядке при обходе абсолюта. Пусть U1, U2 ⊂ E – связные окрест-
ности точек γ+

1 и γ+
2 соответственно, не содержащие точек u1

x̄, u
2
x̄. Рассмотрим

произвольную кривую ω̄u ⊂ Fu с граничными точками e1 и e2 на абсолюте.
В силу свойств элементов группы Γ найдутся такие целые числа n1 и n2,

что γn1
1 (e1), γn1

1 (e2) ∈ U1 и γn2
2 (e1), γn2

2 (e2) ∈ U2. Положим ω̄ua = γn1
1 (ω̄u) и

ω̄ub = γn2
2 (ω̄u) (см. рис. 15). Тогда точки a1, a2, u1

x̄, b1, b2, u2
x̄ встречаются

в указанном порядке при обходе абсолюта в положительном направлении, где
a1, a2 ∈ E и b1, b2 ∈ E, граничные точки кривых ω̄ua , ω̄

u
b ⊂ Fu соответственно.

Выберем произвольную кривую v̄ на M
2

без самопересечений с граничными
точками v1, v2 на абсолюте такую, что

1) точки a1, v1, a2, u1
x̄, b1, v2, b2, u2

x̄ встречаются в указанном порядке при
обходе абсолюта в положительном направлении;

2) каждое из пересечений v̄ ∩ ω̄ua и v̄ ∩ ω̄ub состоит ровно из одной точки;
3) кривая v̄ не содержит прообразов особых периодических точек гомеомор-

физма Pf .
Так как граничные точки неустойчивых многообразий w̄up̄i

сходятся к гра-
ничным точкам неустойчивого многообразия w̄ux̄ , то при достаточно больших
значениях i кривые ω̄uq̄i

пересекаются с v̄. Без ограничения общности можно
считать, что для любого i ∈ N пересечение ω̄uq̄i

∩ v̄ не пусто и содержится в ком-
пактном куске кривой v̄, ограниченном точками v̄ ∩ ω̄ua и v̄ ∩ ω̄ub . В каждом из
множеств ω̄uq̄i

∩ v̄ выберем по точке ȳi. Последовательность {ȳi}i∈N имеет пре-
дельную точку ȳ ∈ M

2
, так как она целиком содержится в компактном куске

кривой v̄, ограниченном точками v̄ ∩ ω̄ua и v̄ ∩ ω̄ub .
Так как кривая v̄ не содержит прообразов особых точек гомеоморфизма Pf ,

то найдется кривая ω̄uȳ , принадлежащая слоению Fu, содержащая точку ȳ.
В силу утверждения 2.18, по крайней мере одна из точек u1

x̄, u2
x̄ является гра-

ничной для кривой ω̄uȳ . Из леммы 5.5 следует, что замыкание кривой ω̄uȳ не
содержит прообраза особой периодической точки, так как в противном случае
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Рис. 15. Нахождение предельного слоя w̄u слоения Fu

кривая w̄ux̄ содержала бы прообраз граничной периодической точки диффео-
морфизма f . Так как кривая ω̄uȳ не содержит прообраза особой периодической
точки гомеоморфизма Pf , то из утверждения 2.18 следует, что обе точки u1

x̄,
u2
x̄ являются граничными точками кривой ω̄uȳ .
Случай кривой w̄sx̄ разбирается аналогично с учетом того, что точка x̄ явля-

ется прообразом s-плотной точки диффеоморфизма f .
Единственность следует из пп. 5) и 6) предложения 2.17.
Лемма доказана.

Лемма 5.7. Пусть x̄ – прообраз s-плотной непериодической точки x диф-
феоморфизма f , принадлежащей прообразу w̄up̄ неустойчивого многообразия
граничной периодической точки p связки степени m ⩾ 3. Тогда найдут-
ся единственная точка y , принадлежащая сепаратрисе особой периодической
точки псевдоаносовского гомеоморфизма Pf , и ее единственный прообраз ȳ

такие, что w̄sx̄ и ω̄sȳ имеют одинаковые граничные точки на абсолюте, а гра-
ничная точка кривой ω̄uȳ является одной из граничных точек на абсолюте
кривой w̄ux̄ (см. рис. 16).

Доказательство. Пусть u1
x̄, u2

x̄, s1x̄, s2x̄ – граничные точки на абсолюте
кривых w̄ux̄ и w̄sx̄ соответственно. Пусть sp̄ – граничные точки на абсолюте
кривой w̄sp̄. Из леммы 5.3 следует, что найдется прообраз q̄ особой точки q

псевдоаносовского гомеоморфизма Pf такой, что точки u1
x̄, u2

x̄, sp̄ являются
граничными точками на абсолюте сепаратрис точки q̄.

Для определенности будем считать, что точка u1
x̄ располагается на той ду-

ге абсолюта, ограниченной точками s1x̄, s2x̄, не содержащей точки sp̄. Пусть
ω̄u – кривая слоения Fu, имеющая своей граничной точкой на абсолюте точ-
ку u1

x̄ и содержащая в своем замыкании точку q̄. Покажем, что найдется точка
z̄ ∈ ω̄u, удовлетворяющая условию леммы. Рассмотрим последовательность
точек x̄i, являющихся прообразами внутренних периодических точек диффео-
морфизма f , сходящуюся к точке x̄. Тогда в силу утверждения 2.13 последова-
тельности граничных точек на абсолюте кривых w̄sx̄i

сходятся к точкам s1x̄, s2x̄.



ДИФФЕОМОРФИЗМЫ С ОДНОМЕРНЫМИ БАЗИСНЫМИ МНОЖЕСТВАМИ 75

Рис. 16. Соответствие между непериодической точкой диффеомор-
физма f , лежащей на неустойчивом многообразии граничной перио-
дической точки, и точкой, принадлежащей сепаратрисе периодической
точки псевдоаносовского гомеоморфизма Pf

Из леммы 5.1 следует, что найдется последовательность точек ȳi, являющих-
ся прообразами неособых периодических точек гомеоморфизма P , таких, что
граничные точки на абсолюте кривых w̄sx̄i

и ω̄sȳi
совпадают. Для достаточно

больших значений индекса i пересечение ω̄u ∩ ω̄sȳi
непусто и состоит из един-

ственной точки z̄i. Теперь аналогично лемме 5.6 доказывается, что последо-
вательность z̄i имеет предельную точку z̄ такую, что кривая ω̄sz̄ имеет s1x̄, s2x̄
своими граничными точками на абсолюте.

Единственность следует из пп. 5) и 6) предложения 2.17.
Лемма доказана.

Лемма 5.8. Пусть ȳ – прообраз непериодической точки y псевдоаносовско-
го гомеоморфизма Pf такой, что кривая ωsy вместе со своим замыканием не
содержат периодических точек Pf . Тогда найдется непериодическая s-плот-
ная точка x диффеомрфизма f и ее прообраз x̄ такие, что кривые ω̄sȳ и w̄sx̄
имеют одинаковые граничные точки на абсолюте (см. рис. 17).

Доказательство. Пусть s1, s2 – граничные точки на абсолюте кривой ω̄sȳ.
Без ограничения общности можно считать, что точка ȳ является прообразом
точки y, не лежащей на неустойчивой сепаратрисе особой периодической точ-
ки гомеоморфизма Pf . Так как неособые периодические точки отображения Pf
плотны на M2, то найдется последовательность {q̄i}i∈N прообразов неособых
периодических точек Pf , сходящаяся к точке ȳ. Пусть s1q̄i

, s2q̄i
– граничные

точки на абсолюте кривой ω̄sq̄i
. Тогда из утверждения 2.18 следует, что по-

следовательности {s1q̄i
}i∈N и {s2q̄i

}i∈N сходятся к точкам s1 и s2 соответственно
(см. рис. 18). Из леммы 5.4 следует, что найдется последовательность точек p̄i,
являющихся прообразами периодических точек диффеоморфизма f , являю-
щихся либо внутренними периодическими точками, либо граничными периоди-
ческими точками, принадлежащими связке степени два, таких, что граничные
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Рис. 17. Соответствие между устойчивым многообразием диффео-
морфизма f̄ и устойчивым слоем гомеоморфизма P f , принадлежащим
сепаратрисе периодической точки

точки на абсолюте кривых w̄sp̄i
совпадают с граничными точками на абсолюте

кривых ω̄sq̄i
. Так как граничных периодических точек лишь конечное число,

то в силу свойств накрытия π каждая точка, являющаяся прообразом гранич-
ной периодической точки, имеет на M

2
окрестность, не содержащую других

прообразов граничных периодических точек. Тогда без ограничения общно-
сти можно считать, что последовательность {p̄i}i∈N не содержит прообразов
граничных периодических точек.

Рис. 18

Обозначим через I1, I2 отрезки абсолюта, ограниченные точками s1 и s2. Так
как слои слоения Fs не пересекаются, то возможны два случая: либо каждое
из множеств

I1 ∩
∞⋃
i=1

(s1q̄i
∪ s2q̄i

) и I2 ∩
∞⋃
i=1

(s1q̄i
∪ s2q̄i

)
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бесконечно, либо одно из них конечно, а второе бесконечно. В дальнейшем для
определенности будем считать, что во втором случае бесконечным является
множество

I1 ∩
∞⋃
i=1

(s1q̄i
∪ s2q̄i

).

Неформально говоря, первый случай соответствует тому, что последовательно-
сти {s1q̄i

} и {s2q̄i
} сходятся к точкам s1 и s2, подходя к ним сколь угодно близко

с обеих сторон, а второй – тому, что последовательности {s1q̄i
} и {s2q̄i

} сходятся
к точкам s1 и s2, подходя к ним с коль угодно близко только с одной стороны.
Через N1 и N2 обозначим множества индексов i ∈ N, для которых выполнены
включения s1q̄i

, s2q̄i
∈ I1 и s1q̄i

, s2q̄i
∈ I2 соответственно.

Покажем, что среди кривых {w̄up̄i
}i∈N найдется такая, для которой выполне-

ны включения u1
p̄i
∈ int(I1), u2

p̄i
∈ int(I2). Предположим противное, тогда для

любого i ∈ N1 будут выполнены включения u1
p̄i
, u1
p̄i
∈ I1. Из утверждения 2.14

следует, что кривые w̄up̄i
и w̄sp̄i

пересекаются ровно в одной точке p̄i на M
2
.

Тогда существует такая последовательность точек {p̄i}i∈T , T ⊂ N1, что среди
граничных точек кривых {w̄up̄i

}i∈T найдется последовательность, сходящаяся
либо к точке s1, либо точке s2. Без ограничения общности можно считать, что
последовательность {u1

p̄i
}i∈T сходится к точке s1 (см. рис. 19). Тогда в силу

того, что точки {u1
p̄i
}i∈T являются граничными точками на абсолюте кривых

{ω̄uq̄i
}i∈T из утверждения 2.18 следует, что точка s1 является граничной точкой

кривой ω̄uȳ . Следовательно, кривые ω̄sȳ и ω̄uȳ имеют общую граничную точку
на абсолюте, что противоречит утверждению 2.19. Полученное противоречие
доказывает, что найдется такое n ∈ N, что для граничных точек кривой w̄up̄n

выполнены включения u1
p̄n
∈ int(I1), u2

p̄n
∈ int(I2).

Рис. 19

Так как последовательности граничных точек {s1q̄i
} и {s2q̄i

} сходятся к точкам
s1 и s2, то по крайней мере для достаточно больших значений i пересечение
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w̄up̄n
∩ w̄sp̄i

непусто и, как следует из утверждения 2.14, состоит ровно из одной
точки z̄i. Покажем, что последовательность {z̄i}i∈N имеет предельную точку
на M

2
. В случае, когда каждое из множеств

I1 ∩
∞⋃
i=1

(s1q̄i
∪ s2q̄i

) и I2 ∩
∞⋃
i=1

(s1q̄i
∪ s2q̄i

)

бесконечно, данный факт немедленно вытекает из того, что кривые w̄sp̄i
не

пересекаются. Рассмотрим случай, когда множество I2 ∩
⋃∞
i=1(s

1
q̄i
∪ s2q̄i

) конеч-
но. Предположим, что последовательность {z̄i}i∈N не имеет предельной точки
на M

2
, тогда в силу того, что кривые w̄sp̄i

не пересекаются, последователь-
ность {z̄i}i∈N обязана сходится к точке u2

p̄n
, являющейся граничной точкой на

абсолюте кривой w̄sp̄n
, принадлежащей I2. Пусть k – период точки π(p̄n) и

f̄k : M
2 → M

2
– поднятие диффеоморфизма fk такое, что f̄k(p̄n) = p̄n. Тогда

из п. 4) предложения 2.11 следует, что точки s1p̄n
, s2p̄n

, u1
p̄n

, u2
p̄n

являются непо-
движными точками абсолюта относительно продолжения на абсолют диффео-
морфизма f̄2

k , причем точки s1p̄n
, s2p̄n

являются отталкивающими, а u1
p̄n

, u2
p̄n

–
притягивающими. Зафиксируем число r ∈ N такое, что граничные точки s1p̄r

,
s2p̄r

кривой w̄sp̄r
содержатся в интервалах, ограниченных точками s1, s1p̄n

и s2, s2p̄n

соответственно, принадлежащих отрезку I1. Тогда из п. 4) предложения 2.11
следует, что найдется число l ∈ N такое, что граничные точки на абсолюте
f̄2l
k (s1p̄r

), f̄2l
k (s2p̄r

) кривой f̄2l
k (w̄sp̄r

) принадлежат внутренности отрезка I2. Так
как множество устойчивых многообразий точек из Λ инвариантно относитель-
но f , то кривая f̄2l

k (w̄sp̄r
) является поднятием устойчивого многообразия точки

f2lk(π(p̄r)), содержащим точку f̄2l
k (p̄r). Так как последовательность {z̄i}i∈N

сходится к точке u2
p̄n

, то при достаточно больших значениях i кривые w̄sp̄i
бу-

дут пересекаться с кривой f̄2l
k (w̄sp̄r

) (см. рис. 20), что противоречит, тому, что
устойчивые многообразия различных точек либо не пересекаются, либо совпа-
дают. Полученное противоречие доказывает, что в случае, когда множество
I2 ∩

⋃∞
i=1(s

1
q̄i
∪s2q̄i

) конечно, последовательность {z̄i}i∈N имеет предельную точ-
ку на M

2
.

Так как точка z̄ принадлежит кривой w̄up̄n
, то имеет место включение

π(z̄) ∈ Λ. Заметим, что из лемм 5.1, 5.3 и нашего предположения, что кри-
вая ω̄sȳ не содержит прообразов периодических точек гомеоморфизма Pf , сле-
дует, что точка z̄ является прообразом s-плотной непериодической точки. То-
гда из утверждения 2.13 следует, что граничные точки на абсолюте кривой w̄sz̄
совпадают с точками s1, s2. Таким образом, точки z̄ и π(z̄) являются искомыми
точками. Лемма доказана.

Лемма 5.9. Пусть x̄ – прообраз непериодической точки x диффеоморфиз-
ма f , не являющейся s-плотной. Тогда найдутся единственная точка y , при-
надлежащая устойчивой сепаратрисе особой периодической точки псевдоано-
совского гомеоморфизма Pf , и ее единственный прообраз ȳ такие, что w̄ux̄ , w̄sx̄
и ω̄uȳ , ω̄

s
ȳ имеют одинаковые граничные точки на абсолюте (см. рис. 21).

Доказательство. Возможны два случая: точка x либо не принадлежит
неустойчивому многообразию граничной периодической точки связки степени
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Рис. 20

Рис. 21. Соответствие между непериодической точкой диффеомор-
физма f , не являющейся s-плотной, и и периодической точкой псевдо-
аносовского гомеоморфизма Pf

m ⩾ 3, либо точка x принадлежит неустойчивому многообразию граничной
периодической точки связки степени m ⩾ 3. Рассмотрим первый случай.

Пусть u1
x̄, u2

x̄, sx̄ – граничные точки на абсолюте кривых w̄ux̄ и w̄sx̄ соответ-
ственно. Пусть p̄ – прообраз граничной периодической точки p диффеомор-
физма f , принадлежащий прообразу устойчивого многообразия w̄sx̄. Точка s

является граничной точкой на абсолюте кривой w̄sp̄. Пусть u1
p̄, u2

p̄ – граничные
точки на абсолюте кривой w̄up̄ . Из леммы 5.3 следует, что найдется прообраз q̄
особой точки q псевдоаносовского гомеоморфизма Pf такой, что точки sx̄, u1

p̄,
u2
p̄ являются граничными точками на абсолюте сепаратрис точки q̄.
Пусть ω̄s – кривая слоения Fs, имеющая своей граничной точкой на абсо-

люте точку s и содержащая в своем замыкании точку q̄. Покажем, что най-
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дется точка z̄ ∈ ω̄s, удовлетворяющая условию леммы. Рассмотрим последова-
тельность точек x̄i, являющихся прообразами внутренних периодических точек
диффеоморфизма f , сходящуюся к точке x̄. Тогда в силу утверждения 2.12 по-
следовательности граничных точек на абсолюте кривых w̄ux̄i

сходятся к точкам
u1
x̄, u2

x̄. Из леммы 5.1 следует, что найдется последовательность точек ȳi, явля-
ющихся прообразами неособых периодических точек гомеоморфизма P , таких,
что граничные точки на абсолюте кривых w̄ux̄i

и ω̄uȳi
совпадают. Для доста-

точно больших значений индекса i пересечение ω̄s ∩ ω̄uȳi
непусто и состоит из

единственной точки z̄i. Теперь аналогично лемме 5.6 доказывается, что после-
довательность z̄i имеет предельную точку z̄ такую, что кривая ω̄uz̄ имеет u1

x̄, u2
x̄

своими граничными точками на абсолюте.
Единственность следует из пп. 5), 6) предложения 2.17.
Доказательство во втором случае аналогично, и мы его опускаем.
Лемма доказана.

Утверждение 5.10. Пусть w̄s – поднятие устойчивого многообразия
некоторой точки из Λ диффеоморфизма f , и s – граничная точка кривой w̄s

на абсолюте. Пусть w̄ux̄i
– последовательность поднятий неустойчивых мно-

гообразий диффеоморфизма f такая, что каждое пересечение w̄ux̄i
∩ w̄s состо-

ит из единственной точки x̄i и последовательность x̄i сходится к точке s.
Тогда последовательность граничных точек на абсолюте кривых w̄ux̄i

также
сходится к s (см. рис. 22).

Рис. 22. Последовательность граничных точек на абсолюте поднятий
неустойчивых многообразий

Доказательство. Предположим противное. Пусть u1
x̄i

и u2
x̄i

– граничные
точки кривой w̄ux̄i

, причем точка u1
x̄i

встречается раньше точки u2
x̄i

при обхо-
де абсолюта в положительном направлении с началом обхода в точке s. Без
ограничения общности можно считать, что последовательность x̄i монотонна
на кривой w̄s. Тогда из того, что кривые w̄ux̄i

не пересекаются следует, что
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последовательности u1
x̄i

и u2
x̄i

монотонны на абсолюте. Пусть u1, u2 – предель-
ные точки этих последовательностей. Тогда в силу нашего предположения, по
крайней мере, одна из них отлична от s. Для определенности будем считать,
что это точка u1.

Возможны два случая: либо точка u2 отлична от s, либо точки u2 и s сов-
падают. Рассмотрим первый случай. Покажем, что каждая точка интервала I
абсолюта, ограниченного точками u1 и u2, является предельной для множе-
ства

⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

. Предположим противное, тогда найдется точка v1 ∈ I и ее
окрестность Ū ⊂ M

2 ∪ E такие, что Ū ∩
⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

= ∅. Рассмотрим кривую v̄

на M
2
, имеющую две граничные точки v1 и v2 на абсолюте такую, что точ-

ка v2 ∈ int(E \ I). Тогда пересечение w̄ux̄i
∩ v̄ непусто, по крайней мере, для

достаточно больших значений i. Без ограничения общности можно считать,
что оно непусто для любого i ∈ N. Выберем по точке ȳi в каждом из пересе-
чений w̄ux̄i

∩ v̄. Тогда последовательность ȳi содержится в компактном куске
кривой v̄, и последовательность ȳi имеет предельную точку ȳ ∈M2

. Без огра-
ничения общности можно считать, что последовательность {ȳi}i∈N сходится
к точке ȳ. Так как множество Λ̄ замкнуто, то имеет место включение ȳ ∈ Λ̄.
Из утверждения 2.12 следует, что кривая w̄uȳ имеет u1, u2 своими граничными
точками на абсолюте. Так как последовательность x̄i сходится к точке s, то
для достаточно больших i кривые w̄uȳ и w̄ux̄i

будут пересекаться. Полученное
противоречие доказывает, что каждая точка интервала I является предельной
для множества

⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

.
Рассмотрим произвольный элемент γ ∈ Γ такой, что точка γ+ ∈ I. Тогда при

достаточно большом n граничные точки кривой γn(w̄ux̄1
) будут принадлежать

интервалу I. С другой стороны, из того, что каждая точка интервала I являет-
ся предельной для множества

⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

, следует, что найдется такое i ∈ N, что
кривые w̄ux̄i

и γn(w̄ux̄1
) будут пересекаться. Полученное противоречие завершает

разбор первого случая.
Рассмотрим второй случай, когда точки s и u2 совпадают. Если каждая

точка интервала I является предельной для множества
⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

, то противо-
речие строится так же, как и в первом случае. Если же найдется точка из I,
не являющаяся предельной для множества

⋃∞
i=1 w̄

u
x̄i

, то аналогично первому
случаю найдется кривая w̄uȳ , имеющая u1, u2 своими граничными точками на
абсолюте. Тогда точка u2 = s будет предельной для поднятий устойчивого мно-
гообразия w̄s и неустойчивого многообразия w̄uȳ одновременно, что противоре-
чит утверждению 2.19. Полученное противоречие завершает доказательство.
Утверждение доказано.

Приведем здесь одно свойство коммутативных диаграмм, которое нам пона-
добится при доказательстве теорем 1.9 и 1.10. Под коммутативной диаграммой
мы понимаем ориентированный граф K, вершинами которого являются про-
извольные множества, а ребрами – отображения между этими множествами.
Причем, если X и Y – произвольные вершины графа K, то для любых двух
путей fn1 ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 : X → Y и gn2 ◦ · · · ◦ g2 ◦ g1 : X → Y , соединяющих X

с Y имеет место равенство fn1 ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1(x) = gn2 ◦ · · · ◦ g2 ◦ g1(x) для любого
элемента x ∈ X.
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Утверждение 5.11. Пусть K – коммутативная диаграмма, содержащая

поддиаграмму D вида Z X
soo f // Y

t // W такую, что:
1) отображение s : X → Z сюрьективно;
2) существует отображение g : Z → W , для которого имеет место ком-

мутативная диаграмма

X
f //

s

��

Y

t

��
Z

g // W.

Тогда диаграмма, полученная из K добавлением стрелки Z
g // W к под-

диаграмме D , также является коммутативной.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого пути из Z в W

в диаграмме K соответствующая этому пути композиция отображений совпа-
дает с g. Пусть h : Z → W – отображение, соответствующее некоторому пути
из Z в W в диаграмме K. Рассмотрим произвольную точку z ∈ Z. Так как
отображение s сюрьективно, то найдется точка x ∈ X такая, что z = s(x). Из
коммутативной диаграммы K следует, что h(z) = h(s(x)) = t(f(x)), а из ком-
мутативной диаграммы t ◦ f = g ◦ s следует, что g(z) = g(s(x)) = t(f(x)), таким
образом, h(z) = g(z). Утверждение доказано.

Доказательство теоремы 1.9. Шаг 1. Определим отображение h̄ : Λ̄2 →
M

2
, удовлетворяющее условиям 1)–6), сформулированным в начале § 5.
Пусть x̄ ∈ Λ̄. Возможны следующие случаи:
1) точка x̄ является прообразом периодической точки диффеоморфизма f ;
2) точка x̄ является прообразом непериодической s-плотной точки диффео-

морфизма f ;
3) точка x̄ является прообразом непериодической точки диффеоморфизма f ,

не являющейся s-плотной.
Поставим в соответствие точке x̄ точку ȳ ∈M2

следующим образом.
В первом случае из лемм 5.1, 5.3 следует, что найдется единственный про-

образ ȳ периодической точки гомеоморфизма Pf такой, что среди граничных
точек на абсолюте сепаратрис точки ȳ содержатся граничные точки кривых
w̄ux̄ и w̄sx̄ (см. рис. 10–12).

Во втором случае из лемм 5.6, 5.7 следует, что найдется единственный про-
образ ȳ непериодической точки гомеоморфизма Pf такой, что граничные точки
на абсолюте кривых w̄ux̄ , w̄sx̄ и ω̄uȳ , ω̄sȳ совпадают (см. рис. 14, 16).

В третьем случае из леммы 5.9 следует, что найдется единственный прообраз
ȳ непериодической точки гомеоморфизма Pf такой, что граничные точки на
абсолюте кривых w̄ux̄ , w̄sx̄ и ω̄uȳ , ω̄sȳ совпадают (см. рис. 21).

Заметим, что из конструкции h̄ следует, что поднятия неустойчивых много-
образий w̄ux̄ точек x ∈ Λ переходят на слои слоения Fu. Причем, если точка x̄
не принадлежит поднятию неустойчивого многообразия граничной периоди-
ческой точки диффеоморфизма f , принадлежащей связке степени m ⩾ 3, то
h̄(w̄ux̄) содержится ровно в одном слое слоения Fu. Если же точка x̄ принад-
лежит поднятию неустойчивого многообразия граничной периодической точки
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диффеоморфизма f , принадлежащей связке степениm ⩾ 3, то h̄(w̄ux̄) содержит-
ся в объединении прообраза особой периодической точки гомеоморфизма Pf и
ровно двух слоев слоения Fu, являющимися поднятиями ее сепаратрис. Кроме
того, для любой точки x̄ ∈ Λ̄ множество h̄(w̄sx̄ ∩ Λ̄) содержится ровно в од-
ном слое слоения Fs. Из конструкции h̄ также следует, что h̄ инъективно на
множестве Λ̄ \ Γ

u
, где Γ

u
= π−1(Γu).

Покажем, что отображение h̄ : Λ̄ → M
2

непрерывно. Действительно, пусть
x̄ ∈ Λ̄ – произвольная точка. Так как Λ̄ имеет локальную структуру прямого
произведения, то из предложения 1.5 следует, что найдется окрестность V точ-
ки x̄ в множестве Λ̄ такая, что V гомеоморфна прямому произведению I × C
интервала I на канторовское множество C посредством некоторого гомеомор-
физма ξ : V → I×C. Причем множества вида ξ−1({a}×C) и ξ−1(I×{b}) совпада-
ют с пересечениями поднятий устойчивых и неустойчивых многообразий точек
из Λ с окрестностью V . Кроме того, окрестность V выберем настолько малой,
чтобы в ней содержалось не более одного прообраза граничной периодической
точки диффеоморфизма f . По построению h̄ переводит неустойчивые многооб-
разия точек из Λ̄ на слои неустойчивого слоения Fu, а пересечение устойчивых
многообразий точек из Λ̄ с множеством Λ̄ – на слои устойчивого слоения Fs.
При этом h̄ взаимно однозначно всюду на V , кроме множества ξ−1(A× I), где
A ⊂ C – множество границ смежных интервалов C (по отношению к отобра-
жению i ◦ ξ−1 : I × C → M2, где i : V → M

2
– отображение вложения). По

построению h̄|V ◦ ξ−1 склеивает слои из A, являющиеся границами одного и
того же смежного интервала. Кроме того, отображение h̄|V ◦ ξ−1 : I × C →M

2

сохраняет порядок слоев прямого произведения I × C, как вида {a} × C, так и
вида I ×{b}, что следует из того, что любое устойчивое и неустойчивое много-
образие любой точки из Λ̄ имеет, по крайней мере, одну граничную точку на
абсолюте, множество устойчивых и неустойчивых многообразий, имеющих две
граничные точки на абсолюте содержит подмножество плотное в V , а h̄ имеет
тождественное продолжение на абсолют (см., например, [34, гл. 3, теорема 3]).
Таким образом, в силу того, что V содержит не более одного прообраза гра-
ничной периодической точки диффеоморфизма f , множество h̄ ◦ ξ−1(I × C)
гомеоморфно прямому произведению I× I, а отображение h̄|V является непре-
рывным на V . Из этого следует, что h̄ является непрерывным во всех точках Λ̄.

Покажем, что h̄ сюрьективно. Рассмотрим произвольную точку ȳ ∈M2
. По-

кажем, что найдется точка x̄∈Λ такая, что h̄(x̄) = ȳ. Если ȳ является прообра-
зом периодической точки гомеоморфизма Pf , то требуемое утверждение немед-
ленно вытекает из лемм 5.4 и 5.5. Поэтому будем считать, что точка ȳ отлична
от прообраза периодической точки гомеоморфизма Pf . Тогда возможны три
случая:

1) кривая ω̄sȳ является поднятием неустойчивой сепаратрисы особой перио-
дической точки гомеоморфизма Pf ;

2) кривая ω̄sȳ содержит прообраз неособой периодической точки гомеомор-
физма Pf ;

3) кривая ω̄sȳ вместе со своим замыканием не содержат прообразов периоди-
ческих точек гомеоморфизма Pf .
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Рассмотрим первый случай. Пусть q̄ – прообраз особой периодической точки
с 2m сепаратрисам гомеоморфизма Pf , принадлежащий замыканию кривой ω̄sȳ,
и s – единственная граничная точка на абсолюте кривой ω̄sȳ. Из леммы 5.5 сле-
дует, что найдется точка p̄, являющаяся прообразом граничной периодической
точки, принадлежащей связке степени m, такая, что кривая w̄sp̄ имеет точку s
своей граничной точкой на абсолюте. Из конструкции отображения h̄ и его
непрерывности следует, что выполнено включение h̄(w̄sp̄ ∩ Λ̄) ⊂ ω̄sȳ ∪ q̄. Причем
образ h̄(w̄sp̄ ∩ Λ̄) является линейно связным и, следовательно, является полуин-
тервалом на кривой ω̄sȳ ∪ q̄, содержащим точку q̄. Покажем, что имеет место
равенство h̄(w̄sp̄ ∩ Λ̄) = ωsȳ ∪ q̄. Предположим противное. Тогда найдется точ-
ка ȳ′ ∈ ωsȳ \ h̄(w̄sp̄ ∩ Λ̄) такая, что кривая ω̄uȳ′ не содержит в своем замыкании
прообразов особых периодических точек гомеоморфизма Pf . Пусть u′1, u′2 –
граничные точки на абсолюте кривой ω̄uȳ′ . Рассмотрим произвольную монотон-
ную последовательность {x̄i}i∈N точек из Λ̄ на кривой w̄sp̄, сходящуюся к точ-
ке s. Из утверждения 5.10 следует, что последовательность граничных точек
кривых {w̄ux̄i

}i∈N сходится к точке s. Зафиксируем N ∈ N такое, чтобы гранич-
ные точки кривой w̄ux̄N

принадлежали дуге абсолюта, ограниченной точками
u′1, u′2 и содержащей точку s. Тогда кривые ω̄uȳ′ и ω̄u

h̄(x̄N )
обязаны пересечься,

что противоречит тому, что слои слоения Fu не пересекаются (см. рис. 23).
Полученное противоречие завершает доказательство в первом случае. Второй
случай разбирается совершенно аналогичным образом, что и первый.

Рис. 23. Сюрьективность отображения h̄

Рассмотрим третий случай. Пусть кривая ω̄sȳ имеет две граничные точки s1,
s2 на абсолюте. Из леммы 5.8 следует, что найдется точка x̄ ∈ Λ̄ такая, что
кривая w̄sx̄ имеет s1, s2 своими граничными точками на абсолюте. Тогда из
конструкции h̄ следует, что h̄(w̄sx̄ ∩ Λ̄) ⊂ ω̄sȳ. Далее совершенно аналогично
первому случаю устанавливается, что на самом деле имеет место равенство
h̄(w̄sx̄ ∩ Λ̄) = ω̄sȳ.

Так как отображения f и Pf гомотопны, то из леммы 2.6 следует, что най-
дется пара поднятий f̄ и P f , имеющая одинаковое продолжение на абсолют. Из
построения, утверждения 2.14, п. 6) предложения 2.17 и того факта, что мно-
жества

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

u
x̄ и

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

s
x̄ инвариантны относительно f̄ , а слоения Fu и Fs
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инвариантны относительно P f , следует, что отображение h̄ : Λ̄ → M
2

полу-
сопрягает отображения f̄ и P f , т. е. имеет место коммутативная диаграмма
h̄ ◦ f̄ |Λ̄ = P f ◦ h̄|Λ̄. Кроме того, заметим, что из конструкции h̄ и инвариант-
ности множеств

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

u
x̄ и

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

s
x̄ и слоений Fu и Fs относительно действия

элементов группы Γ следует, что для любого элемента γ ∈ Γ имеет место ра-
венство h̄ ◦ γ|Λ̄ = γ ◦ h̄|Λ̄.

Шаг 2. Продолжим полусопрягающее отображение h̄|Λ̄ на множество M
2\Λ̄.

Рассмотрим произвольный диск ∆ ⊂ M2 \ Λ с достижимой изнутри грани-
цей C. Пусть ∆̄ ∪ C – компонента линейной связности полного прообраза
π−1(∆∪C). На множестве C отображение h̄ уже определено, определим его на
множестве ∆̄. Рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ C. Тогда для любой точки
ȳ ∈ ∆̄∩w̄sx̄ положим h̄(y) = h̄(x̄). Заметим, что из конструкции h̄|Λ̄ следует, что
такое продолжение корректно определено в том смысле, что оно не зависит от
выбора точки x̄ ∈ C. Рассмотрим теперь произвольную точку ȳ ∈ ∆̄\

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

s
x̄ и

положим h̄(ȳ) = h̄(p̄), где p̄ ∈ C – прообраз некоторой граничной периодической
точки диффеоморфизма f . Определенное таким образом продолжение h̄ явля-
ется непрерывным, что следует из доказанной выше непрерывности h̄|Λ̄, непре-
рывной зависимости устойчивых многообразий на компактных множествах и
непрерывности слоения Fs. Из конструкции продолжения h̄ и существования
коммутативной диаграммы h̄ ◦ f̄ |Λ̄ = P f ◦ h̄|Λ̄ также следует, что на всем M

2

имеет место коммутативная диаграмма h̄ ◦ f̄ = P f ◦ h̄.
Кроме того, имеют место следующие утверждения:
1) для h̄|Λ̄ выполнено равенство h̄ ◦ γ|Λ̄ = γ ◦ h̄|Λ̄ для любого элемента γ ∈ Γ;
2) множества

⋃
x̄∈Λ̄ w̄

s
x̄ и Fs инвариантны относительно элементов группы Γ;

3) h̄ переводит поднятия устойчивых многообразий точек из Λ на слои сло-
ения Fs.

Отсюда следует, что на всем M
2

имеет место равенство h̄ ◦ γ = γ ◦ h̄ для
любого элемента γ ∈ Γ. Тогда существует отображение h : Λ → M2 такое, что
имеет место коммутативная диаграмма π◦h̄ = h◦π, причем из непрерывности h̄
следует непрерывность h.

В силу того, что имеют место коммутативные диаграммы π ◦ h̄ = h ◦ π,
h̄ ◦ f̄ = P f ◦ h̄, π ◦ f̄ = f ◦ π и π ◦ P f = Pf ◦ π, имеет место коммутативная
диаграмма h ◦ f = Pf ◦h. Действительно, склеивая коммутативную диаграмму

M
2 f̄ //

h̄

��

M
2

h̄

��

M
2

P f //
M

2

с двумя копиями коммутативной диаграммы

M
2 h̄ //

π

��

M
2

π

��
M2 h // M2,
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получаем коммутативную диаграмму

M2

h

��

M
2πoo f̄ //

h̄

��

M
2 π //

h̄

��

M2

h

��
M2 M

2πoo P f //
M

2 π // M2.

(5.1)

Из существования коммутативных диаграмм π ◦ f̄ = f ◦ π и π ◦ P f = Pf ◦ π и
утверждения 5.11 следует, что коммутативную диаграмму (5.1) можно достро-
ить до коммутативной диаграммы

M2
f //

h

��

M2

h

��

M
2 f̄ //

h̄

��

π

aaCCCCCCCC

M
2

h̄

��

π

==zzzzzzzz

M
2

P f //

π

}}{{
{{

{{
{{

M
2

π

!!DD
DD

DD
DD

M2
Pf // M2.

Тем самым мы завершаем доказательство теоремы 1.9.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 1.10, докажем еще одно свой-
ство отображения h̄, которое нам понадобится при доказательстве классифи-
кационной теоремы.

Так как ограничение h̄|Λ̄\Γu взаимно однозначно, то корректно определено

обратное отображение h̄−1|
M

2\h̄(Γ
u
)
: M

2 \ h̄(Γu) → Λ̄\Γ
u
. Кроме того, из суще-

ствования коммутативной диаграммы h̄ ◦ γ = γ ◦ h̄ для любого элемента γ ∈ Γ
следует, что отображение h−1|M2\h(Γu) также корректно определено.

Лемма 5.12. Отображения h̄−1|
M

2\h̄(Γ
u
)
: M

2\h̄(Γu)→ Λ̄\Γu и h−1|M2\h(Γu)

являются непрерывными.

Доказательство. Сохраним обозначения, использовавшиеся при доказа-
тельстве теоремы 1.9. Рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ Λ̄ \ Γ

u
и поло-

жим ȳ = h̄(x̄). В силу локальной структуры прямого произведения на Λ̄ и
предложения 1.5 у точки x̄ найдется окрестность V во множестве Λ̄, гомео-
морфная прямому произведению I × C посредством некоторого гомеоморфиз-
ма ξ : V → I × C, где C – канторовское множество на отрезке. Так как точка x̄
отлична от прообраза граничной периодической точки гомеоморфизма f , то
в силу непрерывности h̄ без ограничения общности можно считать, что мно-
жество h̄(V ) не содержит прообразов особых периодических точек гомеомор-
физма Pf , а тогда множество h̄(V ) гомеоморфно прямому произведению I × I

посредством гомеоморфизма η : h̄(V ) → I × I. Далее из того, что точка x̄ не
принадлежит множеству Γ

u
, следует, что точка ȳ принадлежит внутренности

множества h̄(V ).
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Рассмотрим отображение ξ ◦ h̄−1 ◦ η−1|η(h̄(V \Γu
)) и покажем, что оно непре-

рывно. Так как ξ ◦ h̄−1 ◦ η−1|η(h̄(V \Γu
)) переводит слои прямого произведения

I × I на слои прямого произведения I × C с сохранением порядка слоев, то без
ограничения общности можно считать, что отображение ξ ◦ h̄−1 ◦ η−1|η(h̄(V \Γu

))

является тождественным по первой координате. Тогда достаточно показать,
что оно является непрерывным по второй координате. Из [34, гл. 4, теорема 25]
следует, что для любых нигде не плотных совершенных подмножеств прямой
существует гомеоморфизм прямой, преобразующий одно множество в другое.
Таким образом, без ограничения общности можно считать, что множество C
в прямом произведении I×C является стандартным канторовским множеством.
Рассмотрим точку (x, y) ∈ η(h̄(V \ Γ

u
)). Тогда вторая координата y имеет вид

y =
c1
2

+
c2
22

+ · · ·+ ci
2i

+ · · · ,

где ci ∈ {0, 1}, причем для любого k ∈ N последовательность {ci}∞i=k не является
стационарной. Тогда

ξ ◦ h̄−1 ◦ η−1|η(h̄(V \Γu
))(x, y) =

(
x,

2c1
3

+
2c2
32

+ · · ·+ 2ci
3i

+ · · ·
)
.

Следовательно, отображение ξ◦ h̄−1◦η−1|η(h̄(V \Γu
)) является непрерывным, что

доказывает непрерывность отображения

h̄−1|
M

2\h̄(Γ
u
)
: M

2 \ h̄(Γu) → Λ̄ \ Γ
u
,

поскольку ξ и η являются гомеоморфизмами.
Непрерывность отображения h−1|M2\h(Γu) непосредственно следует из непре-

рывности h̄−1|
M

2\h̄(Γ
u
)
.

Лемма доказана.

§ 6. Топологическая классификация A-диффеоморфизмов
с просторно расположенными совершенными аттракторами

Доказательство теоремы 1.10. Необходимость. Пусть существует го-
меоморфизм φ : M2 → M2 такой, что f ′ ◦ φ = φ ◦ f , и h : M2 → M2,
h′ : M2 →M2 – полусопрягающие отображения, определенные в теореме 1.9.

Определим отображение ψ на множестве M2 \h(Γu). Из леммы 5.12 следует,
что отображение h−1|M2\h(Γu) корректно определено и непрерывно. Положим
ψ|M2\h(Γu) = h′ ◦ φ ◦ h−1|M2\h(Γu), причем из непрерывности каждого элемента
композиции следует, что ψ|M2\h(Γu) непрерывно. Продолжим ψ на множество
h(Γu). Рассмотрим произвольную точку x ∈ h(Γu). Пусть y ∈ Γu – произ-
вольная точка, принадлежащая полному прообразу h−1(x). Из конструкции
полусопрягающего отображения h и того факта, что φ переводит пересечение
W s
z ∩ Λ для любой точки z ∈ Λ в пересечение W ′s

z′ ∩ Λ′, где z′ = φ(z), сле-
дует, что точка h′ ◦ φ(y) не зависит от выбора точки y ∈ h−1(x). Положим
тогда ψ(x) = h′ ◦ φ(y). Непрерывность ψ : M2 → M2 непосредственно следу-
ет из непрерывности ограничения ψ|M2\Γ и того факта, что по построению ψ

переводит слои слоения Fs на слои слоения F ′s.
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По построению для отображения ψ имеет место коммутативная диаграмма
h′ ◦ φ = ψ ◦ h. Тогда в силу существования коммутативных диаграмм

f ′ ◦ φ|Λ = φ ◦ f |Λ, h ◦ f |Λ = Pf ◦ h|Λ, h′ ◦ f ′|Λ′ = Pf ′ ◦ h′|Λ′

имеет место коммутативная диаграмма ψ◦Pf = Pf ′ ◦ψ. Действительно, склеив
коммутативные диаграммы

Λ
f //

φ

��

Λ

φ

��
Λ′

f ′ // Λ′,

Λ
f //

h

��

Λ

h

��
M2

Pf // M2,

Λ′
f ′ //

h′

��

Λ′

h′

��
M2

Pf′ // M2,

получим коммутативную диаграмму

M2

Pf

��

Λ
φ //hoo

f

��

Λ′

f ′

��

h′ // M2

Pf′

��
M2 Λ

φ //hoo Λ′
h′ // M2.

(6.1)

Из существования коммутативной диаграммы h′ ◦φ = ψ ◦h и утверждения 5.11
следует, что коммутативную диаграмму (6.1) можно достроить до следующей
коммутативной диаграммы:

M2
ψ //

Pf

��

M2

Pf′

��

Λ
φ //

f

��

h

``BBBBBBBB
Λ′

f ′

��

h′
=={{{{{{{{

Λ
φ //

h

~~||
||

||
||

Λ′

h′

!!CC
CC

CC
CC

M2
ψ // M2.

Достаточность. Пусть существует гомеоморфизм ψ : M2 → M2 такой, что
ψ(B) = B′ и ψ ◦ Pf = Pf ′ ◦ ψ. Пусть ψ̄ : M

2 →M
2

– некоторое поднятие гомео-
морфизма ψ. Пусть h̄ : M

2 →M
2

и h̄′ : M
2 →M

2
– поднятия полусопрягающих

гомеоморфизмов h и h′, имеющие тождественное продолжение на абсолют. По-
строим гомеоморфизм φ̄ : M

2 →M
2
, накрывающий искомый гомеоморфизм φ

и имеющий такое же продолжение на абсолют, что и у гомеоморфизма ψ̄.
Определим φ̄ на множестве Λ̄ \ Γ

u
. В силу условия ψ(B) = B′ имеют место

равенства ψ̄(h̄(Γ
u
)) = h̄′(Γ

′u
), тогда из леммы 5.12 следует, что корректно опре-

делена композиция h̄′−1◦ψ̄◦ h̄|Λ̄\Γu , и что она является непрерывной. Положим
φ̄|Λ̄\Γu = h̄′−1 ◦ ψ̄ ◦ h̄|Λ̄\Γu .

Продолжим φ̄ на множество Γ
u
. Пусть x̄ – точка, принадлежащая подня-

тию w̄ux̄ произвольного неустойчивого многообразия, принадлежащего связке
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степени m ⩾ 3. И пусть u1, u2 – его граничные точки на абсолюте, а s1, s2 –
граничные точки на абсолюте поднятия устойчивого многообразия w̄sx̄ (если x̄
принадлежит поднятию устойчивого многообразия граничной периодической
точки диффеоморфизма f , то имеется только одна точка s̄1). В силу кон-
струкции h̄ и h̄′ точки ψ̄(u1), ψ̄(u2) являются граничными точками некоторого
поднятия w̄′u неустойчивого многообразия, принадлежащего связке степени m,
диффеоморфизма f ′. Положим φ̄(x̄) = x̄′, где x̄′ ∈ w̄′u – такая точка, что
w̄′sx̄′ имеет своими граничными точками на абсолюте s1, s2 (s1, если точка x̄

принадлежит поднятию устойчивого многообразия граничной периодической
точки диффеоморфизма f).

Пусть теперь x̄ – точка, принадлежащая поднятию w̄ux̄ неустойчивого мно-
гообразия, принадлежащего связке степени 2, и пусть u1, u2 – его граничные
точки на абсолюте. По построению отображения h̄ найдется точка ȳ ∈ Λ̄ \ w̄ux̄
такая, что кривая w̄uȳ имеет своими граничными точками на абсолюте u1, u2.
Пусть, кроме того, s1, s2 – граничные точки на абсолюте поднятия устойчиво-
го многообразия w̄sx̄ (если x̄ принадлежит поднятию устойчивого многообразия
граничной периодической точки диффеоморфизма f , то имеется только одна
точка s̄1). Если x̄ отлична от прообраза граничной периодической точки, то
пересечение w̄sx̄ ∩ w̄uȳ состоит из единственной точки z̄. Если точка x̄ является
прообразом граничной периодической точки, то пересечение w̄sx̄ ∩ w̄uȳ пусто.

В силу конструкции h̄ и h̄′ и условия ψ(B) = B′ найдется ровно два поднятия
w̄′u1 , w̄′u2 неустойчивых многообразий отображения f ′, имеющих своими гранич-
ными точками на абсолюте ψ̄(u1), ψ̄(u2). Пусть w̄′s – поднятие устойчивого
многообразия диффеоморфизма f ′, имеющее ψ̄(s1) своей граничной точкой на
абсолюте. В случае, когда x̄ не является прообразом граничной периодиче-
ской точки, положим φ̄(x̄) = x̄′, где x̄′ – точка, принадлежащая множеству
w̄′s ∩ (w̄′u1 ∪ w̄′u2 ) = {x̄′, x̄′′}, такая, что точки ψ̄(s1), x̄′, x̄′′ располагаются на
кривой w̄′s в таком же порядке, что и точки s1, x̄, w̄sx̄∩ w̄uȳ на кривой w̄sx̄. В слу-
чае, когда x̄ является прообразом граничной периодической точки, пересечение
w̄′s ∩ (w̄′u1 ∪ w̄′u2 ) в силу конструкции h̄ и h̄′ состоит ровно из одной точки x̄′,
тогда положим φ̄(x̄) = x̄′. Непрерывность φ : M2 → M2 непосредственно сле-
дует из непрерывности ограничения φ̄|Λ̄\Γu и того факта, что по построению φ

для любой точки x̄ ∈ Λ̄ переводит множество w̄sx̄ ∩ Λ̄ на множество w̄′sx̄′ ∩ Λ̄′, где
x̄′ = φ(x̄), с сохранением порядка точек на кривой w̄sx̄.

Покажем, что для любого поднятия P f гомеоморфизма Pf найдется под-
нятие P f ′ гомеоморфизма Pf ′ такое, что верна коммутативная диаграмма
ψ̄ ◦P f = P f ′ ◦ ψ̄. Рассмотрим произвольное поднятие P f . Так как P f и ψ̄ явля-
ются гомеоморфизмами, то корректно определена композиция ξ̄ = ψ̄ ◦P f ◦ ψ̄−1,
причем ξ̄ : M

2 → M
2

является гомеоморфизмом. Покажем, что ξ̄ является
искомым поднятием Pf ′ . Действительно, склеивая коммутативные диаграммы

M
2

P f //

ψ̄

��

M
2

ψ̄

��

M
2 ξ̄ // M

2
,

M
2

P f //

π

��

M
2

π

��
M2

Pf // M2,

M2
Pf //

ψ

��

M2

ψ

��
M2

Pf′ // M2,
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получаем коммутативную диаграмму

M
2

ξ̄

��

M
2 π //ψ̄oo

P f

��

M2
ψ //

Pf

��

M2

Pf′

��
M

2
M

2 π //ψ̄oo M2
ψ // M2.

(6.2)

Из существования коммутативной диаграммы π ◦ ψ̄ = ψ ◦π и утверждения 5.11
следует, что коммутативную диаграмму (6.2) можно достроить до коммутатив-
ной диаграммы

M
2 π //

ξ̄

��

M2

Pf′

��

M
2 π //

ψ̄
aaBBBBBBBB

P f

��

M2

ψ

=={{{{{{{{{

Pf

��
M

2 π //

ψ̄

}}||
||

||
||

M2

ψ

!!CC
CC

CC
CC

C

M
2 π // M2.

(6.3)

Таким образом, из существования коммутативной диаграммы (6.3) следует, что
ξ̄ является искомым поднятием гомеоморфизма Pf ′ . Обозначим P f ′ = ξ̄.

Из конструкции отображения φ̄ следует, что имеет место коммутативная
диаграмма ψ̄ ◦ h̄|Λ̄ = h̄′ ◦ φ̄|Λ̄. Покажем, что имеет место коммутативная диа-
грамма φ̄ ◦ f̄ |Λ̄\Γu = f̄ ′ ◦ φ̄|Λ̄\Γu . Из теоремы 1.9 следует существование комму-
тативных диаграмм h̄ ◦ f̄ = P f ◦ h̄ и h̄′ ◦ f̄ ′ = P f ′ ◦ h̄′. Склеивая коммутативные
диаграммы

M
2

P f //

ψ̄

��

M
2

ψ̄

��

M
2

P f′ // M
2
,

Λ̄
f̄ //

h̄

��

Λ̄

h̄
��

M
2

P f // M
2
,

Λ̄′
f̄ ′ //

h̄′

��

Λ̄′

h̄′

��

M
2

P f′ // M
2
,

получаем коммутативную диаграмму

Λ̄
h̄ //

f̄

��

M
2

P f

��

ψ̄ //
M

2

P f′

��

Λ̄′
h̄′oo

f̄ ′

��
Λ̄

h̄ //
M

2 ψ̄ //
M

2 Λ̄′.
h̄′oo

(6.4)



ДИФФЕОМОРФИЗМЫ С ОДНОМЕРНЫМИ БАЗИСНЫМИ МНОЖЕСТВАМИ 91

Так как ограничения h̄|Λ̄\Γu и h̄′|Λ̄′\Γ′u являются взаимно однозначными
отображениями, то из существования коммутативной диаграммы ψ̄ ◦ h̄|Λ̄ =
h̄′ ◦ φ̄|Λ̄ и утверждения 5.11 следует, что коммутативную диаграмму (6.4) мож-
но достроить до коммутативной диаграммы

Λ̄ \ Γ
u φ̄ //

f̄

��

h̄

%%KKKKKKKKKK Λ̄′ \ Γ
′u

f̄ ′

��

h̄′

xxqqqqqqqqqq

M
2 \ h̄(Γu)

ψ̄ //

P f

��

M
2 \ h̄′(Γ′u)

P f′

��

M
2 \ h̄(Γu)

ψ̄ // M
2 \ h̄′(Γ′u)

Λ̄ \ Γ
u φ̄ //

h̄

99ssssssssss
Λ̄′ \ Γ

′u
.

h̄′
ffMMMMMMMMMM

Покажем, что имеет место коммутативная диаграмма φ̄◦ f̄ |Γu = f̄ ′ ◦ φ̄|Γu . Из
коммутативных диаграмм (6.4) и ψ̄◦h̄|Λ̄ = h̄′◦φ̄|Λ̄ с учетом равенства ψ(B) = B′

следует, что точки φ̄(f̄(x)) и f̄ ′(φ̄(x)) принадлежат одному и тому же прообра-
зу C

′
, являющемуся границей идеального криволинейного многоугольника ∆̄′,

некоторой связки C ′ диффеоморфизма f ′. Тогда равенство φ̄(f̄(x)) = f̄ ′(φ̄(x))
немедленно вытекает из того факта, что φ̄ по построению переводит множество
w̄sx̄ ∩ Λ̄ на множество w̄′sx̄′∩̄Λ′, где x̄′ = φ(x), с сохранением порядка точек на
кривой w̄sx̄.

Теперь аналогично шагу 2 теоремы 1.9 можно показать, что найдется непре-
рывное отображение φ : Λ → Λ′, для которого верны коммутативные диаграм-
мы π ◦ φ̄ = φ ◦ π и φ ◦ fΛ = f ′ ◦ φ|Λ.

Продолжим φ на множество M2\Λ. Для диффеоморфизмов f и f ′ построим
на M2 пару трансверсальных слоений W s, Wu и W ′s, W ′u с конечным числом
общих особенностей. Проведем построения для диффеоморфизма f , для f ′

конструкция аналогична. Построим W s. Пусть U – окрестность Λ, опреде-
ленная в предложении 5.2. В U положим W s =

⋃
x∈ΛW

s
x . Из свойства 2)

предложения 5.2 следует, что на множестве U слоение W s является слоением
без особенностей.

Продолжим слоение W s внутрь диска Di, ограниченного кривой Li. Зафик-
сируем произвольную точку xi ∈ Di. Для каждой граничной периодической
точки pj ∈ Ci найдется единственная кривая ℓj ⊂ Li такая, что пересечение
W s
pj
∩ ℓj не пусто, положим yj = W s

pj
∩ ℓj . Для любой точки z1 ∈ ℓj , z1 ̸= yj

найдется еще ровно одна точка z2 ∈ ℓk (k ̸= j) такая, что z1, z2 ∈W s
y для неко-

торой точки y ∈ Ci. Продолжим теперь W s в Di до слоения с одной седловой
особенностью xi c rCi

сепаратрисами таким образом, чтобы любая пара точек
z1, z2 лежала на одном слое, а сепаратрисы седла xi содержали точки yj (см.
рис. 24).
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Рис. 24. Построение слоения W s

Построим теперь слоение Wu. На множестве Λ положим Wu равным⋃
x∈ΛW

u
x . Продолжим Wu внутрь диска ∆, являющегося компонентой связ-

ности множества M2 \ Λ. Пусть ∆̄ – произвольная компонента связности пол-
ного прообраза π−1(∆), содержащая точку x̄i. Как следует из п. 8) предло-
жения 2.11 множество ∆̄ представляет собой внутренность идеального кри-
волинейного многоугольника. Построим слоение W

u
в многоугольнике cl(∆̄)

таким образом, чтобы его стороны являлись слоями слоения W
u
, точка x̄i была

седловой особенностью с rCi
сепаратрисами, а все слои были трансверсальны

поднятиям слоев слоения W s. Тогда положим Wu = π(W
u
).

Пусть C – достижимая изнутри граница диска ∆. Зададим непрерывную
функцию η : ∆ ∪ C → [0, 1] со следующими свойствами:

1) η(x1) = η(x2), если x1, x2 принадлежат одному слою слоения Wu;
2) η(x) = 1 для любой точки x ∈ C;
3) η(y) = 0, и η(x) = 0 для любой точки x, принадлежащей сепаратрисе

точки y слоения Wu;
4) ограничение η на любую сепаратрису точки y слоения W s является строго

монотонной функцией.
Аналогичным образом зададим функцию η′ : ∆′ ∪ C ′ → [0, 1], где ∆′ – диск,

являющийся компонентой связности множества M2\Λ′, с достижимой изнутри
границей C ′ = φ(C).

Продолжим теперь отображение φ внутрь диска ∆. Положим φ(xi) = x′i,
где xi = π(x̄i) и x′i = π(x̄′i) соответственно. Рассмотрим произвольную точку
x ∈ ∆, x ̸= xi. Для нее найдется единственная точка z такая, что z ∈ C, и
точки z и x можно соединить отрезком слоя слоения W s, внутренность кото-
рого содержится в ∆ и не пересекается с сепаратрисами седла xi слоения Wu.
Обозначим z′ = φ(z). Пусть [z′, t′] – отрезок слоя слоения W ′s такой, что
[z′, t′] ⊂ ∆′ ∪ C ′, и η′(t′) = 0. Положим тогда φ(x) = x′, где точка x′ ∈ [z′, t′]s

такая, что η(x) = η′(x′).
Непрерывность φ теперь следует из непрерывности ограничения φ|Λ, непре-

рывности функций η и η′ и непрерывности слоений W s, Wu, W ′s, W ′u.
Теорема доказана.
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Доказательство следствия 1.11. Для доказательства следствия доста-
точно построить отображение φ : M2 → M2 так же, как и при доказательстве
теоремы 1.10. Единственное отличие состоит в том, что необходимо уточнить
выбор слоений W s и Wu, с помощью которых отображение φ продолжается
в диски дополнения M2 \ Λ.

Положим W s =
⋃
x∈ΛW

s
x и заметим, что W s является инвариантным слое-

нием относительно диффеоморфизма f .
Рассмотрим произвольную периодическую орбиту {q0, q1, . . . , qk−1} ⊂M2 \Λ

периода k (f(qj) = qj+1, qk = q0). Пусть ∆0,∆0, . . . ,∆k−1 – открытые диски
дополнения M2 \ Λ, содержащие точки q0, q1, . . . , qk−1 соответственно.

Зададим теперь слоение Wu в диске ∆0. Пусть достижимая изнутри гра-
ница C0 диска ∆0 является связкой степени m, и p1, p2, . . . , pm – граничные
периодические точки на C0.

Рассмотрим множество ∆0\q0 и обозначим через V̂ пространство орбит отоб-
ражения fk|∆0\q0 , а через ν : ∆0 \ q0 → V̂ – естественную проекцию. Так как q0
является гиперболической неподвижной источниковой точкой отображения fk,
а отображение fk|∆0 является сохраняющим ориентацию, то пространство V̂
гомеоморфно двумерному тору. Так как слоение W s является f -инвариант-
ным, то его образ Ŵ s = ν(W s|∆0) в V̂ является слоением без особенностей.

Так как fk|∆0∪C0 является сохраняющим ориентацию отображением, то все
граничные периодические точки p1, p2, . . . , pm имеют одинаковый период lk, где
l – некоторое целое число 1 ⩽ l ⩽ m, являющееся делителем m. Тогда слое-
ние Ŵ s является слоением, имеющим ровно m/l слоев, являющихся замкну-
тыми кривыми, дополнение до которых гомеоморфно m/l цилиндрам, в каж-
дом из которых слоение Ŵ s представляет собой слоение Риба. Зададим тогда
на V̂ слоение Ŵu, трансверсальное слоению Ŵ s, имеющее ровно m/l замкну-
тых кривых, дополнение до которых гомеоморфно m/l цилиндрам, в каждом
из которых слоение Ŵ s представляет собой слоение Риба (см. рис. 25).

Рис. 25. Построение трансверсального слоения

Положим Wu|∆0 = ν−1(Ŵu). Тогда из конструкции Ŵu следует, что слое-
ние Wu|∆0 является fk инвариантным слоением в ∆0, трансверсальным W s и
имеющим одну седловую особенность q0 с m сепаратрисами.

Так же как и при доказательстве теоремы 1.10, зададим функцию η : ∆0 →
[0, 1], удовлетворяющую тем же свойствам 1)–4), и, кроме того, удовлетворяю-
щую свойству

5) [η(x)]2 = η(fk(x)) для любого x ∈ ∆0 ∪ C0.
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Пусть φ̃ : M2 → M2 – гомеоморфизм, построенный в теореме 1.10, сопря-
гающий ограничения диффеоморфизмов f |Λ и f ′|Λ′ . Обозначим ∆′

j = φ̃(∆j),
j = 0, . . . , k−1. Пусть q′0 – периодическая точка диффеоморфизма f ′ периода k,
принадлежащая диску ∆′

0.
Аналогичным образом определим слоения W ′s, W ′u|∆′0 и функцию η′ : ∆′

0 ∪
C ′0 → [0, 1].

Построим искомое отображение φ : M2 → M2. Положим φ|Λ = φ̃|Λ. Про-
должим гомеоморфизм φ в диск ∆0 так же, как и в теореме 1.10. Тогда из
инвариантности слоений W s, Wu, W ′s, W ′u относительно отображений fk, f ′k

и конструкции функций η, η′ следует, что имеет место коммутативная диаграм-
ма f ′k ◦ φ|∆0 = φ ◦ fk|∆′0 .

Продолжим отображение φ в диски ∆1, . . . ,∆k−1. Для произвольной точ-
ки x ∈ ∆j положим φ(x) = f ′j(φ(f−j(x))). Тогда из существования комму-
тативной диаграммы f ′k ◦ φ|∆0 = φ ◦ fk|∆′0 следует наличие коммутативной
диаграммы

f ′ ◦ φ|∆0∪···∪∆k−1 = φ ◦ f |∆0∪···∪∆k−1 ,

а из непрерывности отображения φ|∆0∪C0 следует непрерывность отображения
φ|∆0∪C0∪···∪∆k−1∪Ck−1 .

Таким образом, при указанном способе продолжения отображения φ на мно-
жество M2 \ Λ, на всем M2 будет выполняться коммутативная диаграмма
f ′ ◦ φ = φ ◦ f .

Следствие доказано.
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