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ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÑÔÅÐÅ

Ðàññìîòðåí êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, îáëàäàþùèõ àòòðàêòîðîì è
ðåïåëëåðîì, ðàçäåëåííûìè îêðóæíîñòüþ íà 2-ñôåðå. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà äàí-
íîãî êëàññà ïîñòðîåíà óñòîé÷èâàÿ äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ åãî ñ ñèñòåìîé èñòî÷íèê�ñòîê . Áèá-
ëèîãðàôèÿ: 14 íàçâ.

1. Ââåäåíèå

Â [1] ââåäåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîé äóãè, ñîåäèíÿþùåé äâå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû íà
ìíîãîîáðàçèè. Òàêàÿ äóãà íå ìåíÿåò ñâîèõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðè ìàëîì øåâåëåíèè. Â [2]
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé äóãè (ñîäåðæàùåé ëèøü ýëåìåíòàðíûå áèôóðêàöèè) ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ ïîòîêàìè Ìîðñà � Ñìåéëà. Èç [3] âûòåêàåò, ÷òî òàêóþ ïðîñòóþ äóãó âñåãäà ìîæíî
çàìåíèòü óñòîé÷èâîé. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà � Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè, èçâåñòíû ïðèìåðû ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû óñòîé÷èâîé
äóãîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè èíâàðèàíòà, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþùåãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà � Ñìåéëà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ
ñâÿçàííîñòè óñòîé÷èâîé äóãîé (êîìïîíåíòà óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè).

Îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì, äëÿ êîòîðîãî ýòà çàäà÷à
ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Ïîêàçàíî [4], ÷òî äëÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé
îêðóæíîñòè êîìïîíåíòà óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ Ïóàíêàðå k/m,
(k,m) = 1, â òî âðåìÿ êàê âñå ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè ëåæàò â
îäíîé êîìïîíåíòå óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè.

Äëÿ äèôôåìîðôèçìîâ Ìîðñà � Ñìåéëà íà äâóìåðíîé ñôåðå óñòàíîâëåíû [5] íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîåäèíÿþùåé èõ óñòîé÷èâîé äóãè, îäíàêî âîïðîñ î äîñòàòî÷íûõ óñëîâè-
ÿõ â [5] íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Èç óñëîâèé, íàéäåííûõ â [5], ñëåäóåò, ÷òî äàæå íà äâóìåðíîé ñôåðå
êîìïîíåíò óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî. ×òîáû ïîÿñíèòü ýòîò ôàêò, ðàññìîòðèì

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò No. 17-11-01041), çà
èñêëþ÷åíèåì ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîé äóãè, êîòîðîå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïðîãðàììû Öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2019 ã.
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S1 êàê ýêâàòîð ñôåðû S2. Òîãäà äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè â òî÷íîñòè ñ äâóìÿ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè îðáèòàìè ïåðèîäà m è ÷èñëîì âðàùåíèÿ k/m ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî äèôôåîìîðôèçìà
Fk/m : S2 → S2, èìåþùåãî äâà íåïîäâèæíûõ èñòî÷íèêà â ñåâåðíîì è þæíîì ïîëþñàõ. Ïðè ýòîì
äèôôåîìîðôèçìû Fk/m è Fk′/m′ äëÿ m = 2r · q è m′ = 2r

′ · q′, öåëûõ r, r′ > 0 è íàòóðàëüíûõ
q 6= q′ íå ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé (ñì. ðèñ. 1, ãäå ïðèâåäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû äèôôåî-
ìîðôèçìîâ 2-ñôåðû F1/2 è F1/3).

(a) (b)

Ðèñ. 1. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèôôåîìîðôèçìîâ 2-ñôåðû: (a) F1/2, (b) F1/3.

Ïðîñòåéøèì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì äâóìåðíûì äèôôåîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà èñ-
òî÷íèê-ñòîê íà 2-ñôåðå. Âñå òàêèå ñèñòåìû ïîïàðíî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, îäíàêî ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè èñòî÷íèê�ñòîê äîêàçûâàåòñÿ âåñüìà
íåòðèâèàëüíî [6] (áîëåå òîãî, îí íå âåðåí â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì èñòî÷íèê�ñòîê èñòî÷íèê�
ñòîê íà n-ñôåðå [7]). Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [5] êëàññ óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè äèôôåîìîðôèçìà
èñòî÷íèê�ñòîê íà 2-ñôåðå íå ñîäåðæèò äèôôåîìîðôèçìîâ Fk/m äëÿ íå÷åòíûõ m > 1.

Ðèñ. 2. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîá-
íîãî äèôôåîìîðôèçìà 2-ñôåðû êîìïîíåíòå óñòîé÷èâîé ñâÿçàííîñòè äèôôåîìîðôèçìà èñòî÷-
íèê�ñòîê. Èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåî-
ìîðôèçìû f : S2 → S2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0, Ω1, Ω2 ìíîæåñòâî ñòîêîâ, ñåäåë, èñòî÷íèêîâ äèô-
ôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Σ ⊂ Ω1 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå)
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ñåäëîâûõ îðáèò. Ñ êàæäûì òàêèì ïîäìíîæåñòâîì Σ ñâÿçàíà äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð
AΣ, RΣ, îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

AΣ = Ω0 ∪Wu
Σ , RΣ = Ω2 ∪W s

Ω1\Σ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f ïðèíàäëåæèò êëàññó G, åñëè ñóùåñòâóþò ìíîæå-
ñòâî Σ è îêðóæíîñòü C ⊂ S2 òàêèå, ÷òî AΣ è RΣ ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà S2 \ C. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Af è Rf àòòðàêòîð è ðåïåëëåð ñ îïè-
ñàííûìè ñâîéñòâàìè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G (ñì. ðèñ. 2). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G ñîåäèíÿåòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé ñ äèôôåîìîð-
ôèçìîì èñòî÷íèê�ñòîê .

2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è ôàêòû

2.1. Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà � Ñìåéëà. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn çàäàí
íà ãëàäêîì çàìêíóòîì (êîìïàêòíîì áåç êðàÿ) n-ìíîãîîáðàçèè (n > 1) Mn ñ ìåòðèêîé d.

Òî÷êà x ∈ Mn íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé äëÿ f , åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ux

òî÷êè x, òàêàÿ ÷òî fn(Ux) ∩ Ux = ∅ äëÿ âñåõ n ∈ N. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà x íàçûâàåòñÿ
íåáëóæäàþùåé. Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê f íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì
è îáîçíà÷àåòñÿ Ωf .

Íàïðèìåð, íåáëóæäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà. Íàïîìíèì,
÷òî òî÷êà y ∈ Mn íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ òî÷êè x ∈ Mn, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞, tk ∈ Z òàêàÿ, ÷òî lim

tk→+∞
d(f tk(x), y) = 0. Ìíîæåñòâî ω(x) âñåõ

ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ òî÷êè x íàçûâàåòñÿ åå ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì. Çàìåíîé +∞ íà
−∞ îïðåäåëÿåòñÿ α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî α(x) òî÷êè x. Ìíîæåñòâî Lf = cl(

⋃
x∈Mn

ω(x) ∪ α(x))

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äèôôåîìîðôèçìà f .
Åñëè ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî, òî êàæäàÿ òî÷êà p ∈ Ωf ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Îáîçíà÷èì

÷åðåç mp ∈ N ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p. Ñ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé p ñâÿçàíû óñòîé-
÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W s
p = {x ∈ Mn : lim

k→+∞
d(fkmp(x), p) = 0},

Wu
p = {x ∈ Mn : lim

k→+∞
d(f−kmp(x), p) = 0}.

Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû O1, . . . ,Ok îáðàçóþò öèêë, åñëè W s

Oi
∩ Wu

Oi+1
6= ∅ äëÿ

i ∈ {1, . . . , k} è Ok+1 = O1.
Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ∈ Ωf íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû ßêîáè
(
∂fmp

∂x

)
|p íå ðàâíû ïî ìîäóëþ åäèíèöå. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ

ìåíüøå (áîëüøå), ÷åì 1, òî p íàçûâàþò ñòîêîâîé òî÷êîé (èñòî÷íèêîâîé òî÷êîé). Ñòîêîâûå
è èñòî÷íèêîâûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè. Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà íå
ÿâëÿåòñÿ óçëîâîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Ðèñ. 3. (a) èñòî÷íèê, (b) ñòîê, (c) ñåäëî.
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Èç ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ñëåäóåò, ÷òî åå óñòîé÷èâîå Wu
p è

íåóñòîé÷èâîå W s
p ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè èììåðñèÿìè ïðîñòðàíñòâ Rqp è Rn−qp ,

ãäå qp � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè, ïî ìîäóëþ áîëüøèõ åäèíèöû. ×èñëî νp,
ðàâíîå +1(−1), åñëè îòîáðàæåíèå fmp |Wu

p
ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþWu

p íàçûâàåòñÿòèïîì
îðèåíòàöèè òî÷êè p. Êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Wu

p \ p (W s
p \ p) íàçûâàåòñÿ

íåóñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé) ñåïàðàòðèñîé òî÷êè p.
Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA

è A =
⋂
k>0

fk(UA). Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé èëè èçîëèðóþùåé.

Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1. Äîïîëíåíèåì äî çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòè
àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü äóàëüíîãî ðåïåëëåðà.

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà � Ñìåéëà, åñëè
1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ îðáèò,
2) ìíîãîîáðàçèÿ W s

p , Wu
q ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî äëÿ ëþáûõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê

p è q.
Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà � Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

σ1
∩

Wu
σ2

6= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê σ1, σ2 ∈ Ωf ñëåäóåò, ÷òî dim Wu
σ1

< dim Wu
σ2
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîê Ìîðñà � Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Â ñëó÷àå n = 2 äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òåñíî ïåðåïëåòàåòñÿ ñ
äèíàìèêîé ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ϕ : M2 → M2 íà-
çûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïîðÿäêà m ∈ N, åñëè ϕm = id è ϕµ 6= id äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
µ < m.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ( ñì. [8] è [9, òåîðåìà 3.3]). Ëþáîé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí êîìïîçèöèè ïåðèîäè÷åñêîãî
ãîìåîìîðôèçìà ñî ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà.

Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè [10], ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì ïå-
ðèîäà m äâóìåðíîé ñôåðû èìååò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè òîëüêî äâóõ ïåðèîäîâ 1 è m, ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïóñòî. Îòêóäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêà-
þùåå èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ëþáîé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì 2-ñôåðû èìååò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè òîëüêî äâóõ ïåðèîäîâ 1 è m (âîçìîæíî, m = 1),
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïóñòî.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà
f : M2 → M2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 ( ñì. [9, ëåììû 3.1, 3.3]). Ïóñòü f : M2 → M2 � ñîõðàíÿþùèé îðè-
åíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì è mf � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî Ωfmf ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñ ïîëîæèòåëüíûì òèïîì îðèåíòàöèè. Òîãäà
ïåðèîä ëþáîé ñåäëîâîé ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f ðàâåí mf .

Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèé 2.2 è 2.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò î ñòðóêòóðå ïåðè-
îäè÷åñêèõ äàííûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ 2-ñôåðû.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà 2-ñôåðû

1) mf = m,
2) ëþáàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà ñ îòðèöàòåëüíûì òèïîì îðèåíòàöèè ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé,
3) ëþáàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà ñ ïîëîæèòåëüíûì òèïîì îðèåíòàöèè èìååò ïåðèîä m.

2.2. Óñòîé÷èâûå äóãè â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ (äóãó) ϕt : Mn → Mn, t ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q
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ìíîæåñòâî äóã {ϕt}, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â äèôôåîìîðôèçìàõ Ìîðñà � Ñìåé-
ëà è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ϕt èìååò êîíå÷íîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1];
2) {ϕt} ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ b1, ..., bm ∈ (0, 1).
Ñîãëàñíî [11] äóãà {ϕt} íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé êëàñ-

ñà ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ: äóãè {ϕt}, {ϕ′
t} ∈ Q íàçûâàþòñÿ ñî-

ïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h : [0, 1] → [0, 1] è Ht : Mn → Mn òàêèå, ÷òî
h(bi) = b′i, i ∈ {1, . . . ,m}, Htϕt = ϕ′

h(t)Ht, t ∈ [0, 1] è Ht íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Ðèñ. 4. Äóãà èç ìíîæåñòâà Q.

Â [11] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî äóãà {ϕt} ∈ Q ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äèôôåîìîðôèçì ϕbi , i ∈ {1, . . . ,m}, íå èìååò öèêëîâ è èìååò ðîâíî îäíó íåãèïåðáîëè-
÷åñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, à èìåííî ôëèï èëè íåêðèòè÷åñêèé ñåäëî-óçåë, ïðè ýòîì äóãà
ïðîõîäèò ÷åðåç áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå òèïè÷íî,

2) óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîðàçèÿ ëþáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà
ϕt, t ∈ [0, 1], ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî (ñì. ðèñ. 4).

Ãîâîðÿò, ÷òî äóãà {ϕt} ∈ Q ïðîõîäèò òèïè÷íî ÷åðåç ñåäëî-óçëîâóþ áèôóðêàöèþ ϕbi (ñì.
ðèñ. 5 è 6), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè (p, bi) äóãà ϕt ñîïðÿæåíà
äóãå

ϕ̃t̃(x1, x2, . . . , x1+nu , x2+nu , . . . , xn) =
(
x1 +

1

2
x2
1 + t̃,±2x2, . . . ,±2x1+nu ,

±x2+nu

2
, . . . ,

±xn

2

)
,

ãäå (x1, . . . , xn) ∈ Rn, |xi| < 1/2, |t̃| < 1/10.
Ãîâîðÿò, ÷òî äóãà {ϕt} ∈ Q ïðîõîäèò òèïè÷íî ÷åðåç áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ôëèï)

ϕbi (ñì. ðèñ. 7 è 8), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè (p, bi) äóãà ϕt ñîïðÿ-
æåíà äóãå

ϕ̃t̃(x1, x2, . . . , x1+nu , x2+nu , . . . , xn) =
(
− x1(1± t̃) + x3

1,±2x2, . . . ,±2x1+nu ,
±x2+nu

2
, . . . ,

±xn

2

)
,

ãäå (x1, . . . , xn) ∈ Rn, |xi| < 1/2, |t̃| < 1/10.

Ðèñ. 5. Ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ.



66 Å. Â. Íîçäðèíîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà

Ðèñ. 6. Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû ñåäëî-óçëîâîé áèôóðêàöèè.

Ðèñ. 7. Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ôëèï).

Ðèñ. 8. Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû è êâàäðàòà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ áè-
ôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ôëèïà).

3. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G àòòðàêòîð Af ëèáî ñîñòîèò èç îäíîé
ñòîêîâîé òî÷êè, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îäíîìåðíûì êîìïëåêñîì áåç öèêëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S2\C, ñîäåðæàùóþ
Af . Ïîñêîëüêó Af ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì è äèñê D ëåæèò â åãî áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ, ñóùåñòâó-
åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî f l(cl D) ⊂ int D. Òîãäà Af =

⋂
k>0

fkl(cl D), îòêóäà ñëåäóåò

ñâÿçíîñòü àòòðàêòîðà Af (ñì., íàïðèìåð, [9, ïðåäëîæåíèå 10.1]). Ïîêàæåì, ÷òî Af íå ñîäåðæèò
öèêëîâ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:Af ñîäåðæèò öèêë, îáðàçîâàííûé çàìûêàíèÿìè íåóñòîé÷èâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, . . . , σr. Òîãäà çàìêíóòàÿ êðèâàÿ R =

r⋃
i=1

cl Wu
i îãðàíè÷èâàåò äèñê

d ⊂ D, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ êàæäîãî ñåäëà σi ëåæàò â äèñêå d, à,
ñëåäîâàòåëüíî, â äèñêå d ëåæèò è çàìûêàíèå ýòîé ñåïàðàòðèñû. Òàêèì îáðàçîì, Rf ∩ d 6= ∅, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà êëàññ G.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî Af íå ñîäåðæèò öèêëîâ. ¤

Ëåììà 3.2. Åñëè àòòðàêòîð Af äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G îòëè÷åí îò ñòîêà, òî ñïðàâåä-
ëèâî â òî÷íîñòè îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) Af = cl Wu
σ , ãäå qσ = mσ = 1, νσ = −1,

2) ñóùåñòâóþò òî÷êè σ, ω ∈ Af òàêèå, ÷òî mσ = mω, qω = 0, qσ = νσ = 1, ω ∈ cl Wu
σ

è ïåðåñå÷åíèå W s
ω ∩ Af ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ è

ñòîêà ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòòðàêòîð Af äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G îòëè÷åí îò ñòîêà. Â ñèëó
ëåììû 3.1 â ýòîì ñëó÷àå îäíîìåðíûé êîìïëåêñ Af ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò,
òàê íàçûâàåìóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó, ò.å. ñóùåñòâóþò òî÷êè σ, ω ∈ Af òàêèå, ÷òî qω = 0, qσ = 1,
ω ∈ cl Wu

σ è ïåðåñå÷åíèå W s
ω ∩Af ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ñåäëà

σ è ñòîêà ω. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) νσ = −1, 2) νσ = 1 (ñì. ðèñ. 9).

Ðèñ. 9. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 3.2.

Â ñëó÷àå 1) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.4 mσ = 1 è ïåðèîä ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ ðàâåí 2. Ïî-
ñêîëüêó Af íå èìååò öèêëîâ, ω 6= f(ω) è, ñëåäîâàòåëüíî, mω = 2. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå W s

f(ω) ∩ Af

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ è ñòîêà f(ω). Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî Af = ω ∪Wu

σ ∪ f(ω).
Â ñëó÷àå 2) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.4 mσ = m, ïåðèîä ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ ðàâåí m, à äëÿ

ñòîêà ω ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè 2a) mω = m è 2b) mω = 1. Âñëó÷àå 2a) ìû â òî÷íîñòè
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. Â ñëó÷àå 2b) âñå m íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëà σ ëåæàò â
áàññåéíå ñòîêà ω. Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå W s

ω ∩ Af ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåóñòîé÷èâîé
ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ è ñòîêà ω, ïîëó÷àåì m = 1 è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî. ¤
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4. Ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîé äóãè

Ðàçîáüåì êëàññ G íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Gλ,µ, ãäå λ, µ ∈ N ÷èñëî
ñòîêîâ, èñòî÷íèêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ àòòðàêòîðó Af , ðåïåëëåðó Rf ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
êëàññ G1,1 ñîñòîèò èç äèôôåîìîðôèçìîâ èñòî÷íèê�ñòîê. Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü óñòîé÷èâóþ äóãó Γfλ,µ,fλ−1,µ

, λ > 1, ñîåäèíÿþùóþ äèôôåîìîðôèçì fλ,µ ∈
Gλ,µ ñ äèôôåîìîðôèçìîì fλ−1,µ ∈ Gλ−1,µ (÷òî ìû è äåëàåì â ëåììå 4.2 íèæå). Äåéñòâèòåëüíî,
òîãäà óñòîé÷èâàÿ äóãà

Γfλ,µ,f1,µ = Γf2,µ,f1,µ ∗ · · · ∗ Γfλ,µ,fλ−1,µ

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì fλ,µ ñ äèôôåîìîðôèçìîì f1,µ. Åñëè c1 è c2 � ïóòè â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X, ïðè÷åì c1(1) = c2(0), òî ïîä ïðîèçâåäåíèåì ïóòåé c1 è c2 ìû ïîíèìàåì ïóòü
c1 ∗ c2, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

(c1 ∗ c2)(t) =
{
c1(2t), 0 6 t 6 1/2,

c2(2t− 1), 1/2 6 t 6 1.
(4.1)

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f−1
1,µ ïðèíàäëåæèò êëàññó Gµ,1, óñòîé÷èâàÿ äóãà

Γf−1
1,µ,f

−1
1,1

= Γf−1
2,µ,f

−1
1,µ

∗ · · · ∗ Γf−1
1,µ,f

−1
1,µ−1

= {γt}

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì f−1
1,µ ñ äèôôåîìîðôèçìîì f−1

1,1 . Òîãäà óñòîé÷èâàÿ äóãà

Γ̃f1,µ,f1,1 = {γ−1
t }

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì f1,µ ñ äèôôåîìîðôèçìîì f1,1. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ äóãà, ñî-
åäèíÿþùàÿ äèôôåîìîðôèçì fλ,µ ∈ Gλ,µ ñ íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèçìîì èñòî÷íèê�ñòîê áóäåò
èìåòü âèä (ñì. ðèñ. 10)

Γ̃f1,µ,f1,1 ∗ Γfλ,µ,f1,µ .

Ðèñ. 10. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ äóãè.

Óìåíüøåíèå ÷èñëà ñåäëîâûõ òî÷åê íà àòòðàêòîðå Af äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äóãè,
ïðîõîäÿùåé òèïè÷íî ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë èëè ôëèï. Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî ñöåíàðèÿ
íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îáúåêòû ñëèÿíèÿ. Èìåííî â ëåììå ???? Â îðè-
ãèíàëå íîìåð íå óêàçàí ìû ïðèâîäèì äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè ñòîêà ê êàíîíè÷åñêîìó
ñæàòèþ, à â ëåììå 4.1 óêëàäûâàåì íåóñòîé÷èâóþ ñåäëîâóþ ñåïàðàòðèñó â áàññåéíå êàíîíè÷å-
ñêîãî ñòîêà íà ãëàäêóþ äóãó. Âàæíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì âñåõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 (òåîðåìà Òîìà î ïðîäîëæåíèè èçîòîïèè [12, òåîðåìà 5.8]). Ïóñòü Y �
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû, X � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y è {ft : X →
Y, t ∈ [0, 1]} � ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ òàêàÿ, ÷òî f0 � îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ X â Y . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Y , ñîäåðæàùåãî íîñèòåëü èçîòîïèè supp {ft} ñóùåñòâó-
åò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ {gt ∈ Diff (Y ), t ∈ [0, 1]} òàêàÿ, ÷òî g0 = id, gt|X = ft|X äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, 1] è supp {gt} ïðèíàäëåæèò A.
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Íîñèòåëåì supp{ft} èçîòîïèè {ft} íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {x ∈ X : ft(x) 6=
f0(x)äëÿ íåêîòîðîãît ∈ [0, 1]}.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 (ëåììà Ôðýíêñà [13, ëåììà 1.1]). Ïóñòü θ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
ìíîãîîáðàçèÿ Mn, ϕ : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì,

T =
⋃

x∈θ

TMn
x , T ′ =

⋃

x∈θ

TMn
ϕ(x).

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(θ) ⊃ θ è ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçîìîðôèçìà
G : T → T ′ òàêîãî, ÷òî ‖G−Dϕ‖ < ε/10 ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ψ : Mn → Mn, ε-áëèçêèé
ê ϕ â C1 òîïîëîãèè, äëÿ êîòîðîãî Dψ = G íà T è ψ = f âíå U(θ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìåæäó ëþáûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè àâòîìîðôèçìàìè îäèíàêîâîãî èíäåê-
ñà (÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ìîäóëþ áîëüøèõ 1) ñóùåñòâóåò ïóòü èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ, ëåììà Ôðýíêñà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì ϕ0 : Mn → Mn èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ òî÷êó
r0 ïåðèîäà m0, è ïóñòü (U0, h) � ëîêàëüíàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêàÿ, ÷òî r0 ∈ U0,
h(r0) = O. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà G, èìåþùåãî òàêîé æå èíäåêñ,
÷òî è àâòîìîðôèçì (Dϕm0

0 )r0 , ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷êè r0, U2 ⊂ U1 ⊂ U0, è
äóãà ϕt : M

n → Mn, t ∈ [0, 1] áåç áèôóðêàöèé òàêèå, ÷òî
1) äèôôåîìîðôèçì ϕt, t ∈ [0, 1], ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíîæåñòâà

m−1⋃

k=0

ϕk
0(U1),

m−1⋃

k=0

ϕk
0(r0)

� ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà m0 äëÿ êàæäîãî ϕt,
2) äèôôåîìîðôèçì hϕm

1 h−1 ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì G íà ìíîæåñòâå h(U2).

Ïåðåéäåì ê äåòàëÿì ïîñòðîåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(0, 0) íà÷àëî êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè R2. Äëÿ ëþáîãî r > 0 ïîëîæèì

Br = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g : R2 → R2 äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé
ôîðìóëîé g(x, y) = (x/2, y/2).

Ðèñ. 11. Âûïðÿìëåíèå ñåïàðàòðèñû.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì ϕ0 : M2 → M2 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê ω0 è ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî σ0 òàêèå, ÷òî íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà γϕ0 ñåäëà σ0 ëåæèò â áàññåéíå
ñòîêà W s

ω0
è èìååò òîò æå ïåðèîä m, ÷òî è ñòîê ω0. Ïóñòü (U0, ψ0) � ëîêàëüíàÿ êàðòà

ìíîãîîáðàçèÿ M2 òàêàÿ, ÷òî ω0 ∈ U0, ψ0(ω0) = O è ϕm
0 (U0) ⊂ U0. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñò-

íîñòè V1, V2 òî÷êè ω0 òàêèå, ÷òî V2 ⊂ V1 ⊂ U0 è äóãà ϕt : M
2 → M2, t ∈ [0, 1] áåç áèôóðêàöèé

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) äèôôåîìîðôèçì ϕt, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíîæåñòâà
m−1⋃
k=0

ϕk
0(V1)

è
m−1⋃
k=0

ϕk
0(ω0) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòîêîâîé îðáèòîé ïåðèîäà m äëÿ âñåõ ϕt,

2) ψ0(γϕ1
∩ V2) ⊂ OX1, ãäå γϕ1

� íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà σ0 îòíîñèòåëüíî äèô-
ôåîìîðôèçìà ϕ1 (ñì. ðèñ. 11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ0 = ϕm
0 , ϕ0 = ψ0ϕ0ψ

−1
0 : R2 → R2. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.3 íå

óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ0 = g íà äèñêå B2r0 äëÿ íåêîòîðîãî r0 > 0. Ïîëîæèì
K0 = B2r0 \Br0 è γϕ0

= ψ0(γϕ0
).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eg ìíîæåñòâî ñæàòèé ϕ : R2 → R2, ñîâïàäàþùèõ ñ ϕ0 âíå B2r0 è ñ g íà
Brϕ , ãäå rϕ 6 2r0. Äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ Eg ïîëîæèì

γϕ =
⋃

k∈Z
ϕk(γϕ0

∩K0).

Ïî ïîñòðîåíèþ ϕ-èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ γϕ ñîâïàäàåò c ϕ0-èíâàðèàíòíîé êðèâîé γϕ0
âíå äèñêà

Br0 . Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äóãó èç ñæàòèé ϕt : R2 → R2, t ∈ [0, 1] òàêóþ, ÷òî
1) äèôôåîìîðôèçì ϕt, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíîæåñòâà Br0 ,
2) (γϕ1

∩Brϕ1
) ⊂ OX1.

Òîãäà äóãà ϕt : M
2 → M2 ïîëó÷àåòñÿ èç äóãè ϕt ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü V1 = h−1(Br0),

V2 = h−1(Brϕ1
) è ϕt = h−1ϕth íà V1. Òîãäà ϕt äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ ϕ0 âíå

m−1⋃
k=0

ϕk
0(V1),

ϕt(z) = ϕ0(z) äëÿ z ∈ ϕk
0(V2), k ∈ {0, . . . ,m− 2} è ϕt(z) = ϕt(ϕ

1−m
0 (z)) äëÿ z ∈ ϕm−1

0 (V2).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äóãè ϕt ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà ϕ ∈

Eg.
Ïðåäñòàâèì äâóìåðíûé òîð T2 êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà g íà

ìíîæåñòâå R2 \ O è îáîçíà÷èì ÷åðåç p : R2 \ O → T2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Çàôèêñèðóåì íà
òîðå T2 îáðàçóþùèå â = p(OX1) è b̂ = p(S1). Ïîëîæèì Kϕ = Brϕ \ Brϕ/2 è γ̂ϕ = p(γϕ ∩ Kϕ).
Òîãäà êðèâàÿ γ̂ϕ ÿâëÿåòñÿ óçëîì íà òîðå T2, èìåþùèì ðàçëîæåíèå 〈1,−nϕ〉, nϕ ∈ Z ïî áàçèñó â,
b̂ (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Äóãà ϕt áóäåò ãëàäêèì ïðîèçâåäåíèåì äóã ηt è ζt, ãäå
I) äóãà ηt, t ∈ [0, 1], ñîñòîèò èç ñæàòèé, ñîâïàäàþùèõ ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíîæåñòâà

Br0 è ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì η0 = ϕ0 ñ íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèçìîì η1 ∈ Eg òàêèì, ÷òî
óçåë γ̂η1 èìååò ðàçëîæåíèå 〈1, 0〉 ïî áàçèñó â, b̂.

II) äóãà ζt ∈ Eg, t ∈ [0, 1] ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ζ0 = η1 ñ äèôôåîìîðôèçìîì ζ1 òàêèì,
÷òî γ̂ζ1 = â.

Ðèñ. 12. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 4.1, ÷àñòü I.
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I) Åñëè nϕ = 0, òî ïîëîæèì ηt = ϕ0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëèì
äèôôåîìîðôèçì θt : R2 → R2, t ∈ [0, 1], òàê, ÷òî θt(O) = O è

θt(ρe
iϕ) =





ρeiϕ, ρ > r0,

ρei(ϕ+4nϕπt(1−ρ/r0)), r0/2 6 ρ 6 r0,

ρei(ϕ+2nϕπt), ρ < r0/2.

Òîãäà ηt = θtϕ0 : R2 → R2 � èñêîìàÿ äóãà (ñì. ðèñ. 12).
II) Ïî ïîñòðîåíèþ η1 ∈ Eg è óçåë γ̂η1

èìååò ðàçëîæåíèå 〈1, 0〉 ïî áàçèñó â, b̂. Ñóùåñòâóåò
ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì ĥ : T2 → T2 òàêîé, ÷òî ĥ(γ̂η1

) = â. Äëÿ
r > 0 ïîëîæèì Kr = Br \ Br/2. Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå D = {D1, . . . , Dq} òîðà T2 òàêîå,
÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Di ìíîæåñòâà p−1(Di) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Kri äëÿ íåêîòîðûõ
ri < ri−1/2 è r1 6 r0/2. Ñîãëàñíî [14] ñóùåñòâóþò ãëàäêî èçîòîïíûå òîæäåñòâåííîìó äèôôåî-
ìîðôèçìû ŵ1, . . . , ŵq : T2 → T2 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , q} ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ {ŵi,t}, òîæäåñòâåííàÿ âíå Di è
ñîåäèíÿþùàÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ŵi,

ii) ĥ = ŵ1 . . . ŵq.
Ïóñòü wi,t : R2 → R2 � äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (p|Kri

)−1ŵi,tp íà Kri è ñîâ-
ïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì âíå Kri (ñì. ðèñ. 13). Òîãäà èñêîìàÿ äóãà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

ζt = w1,t . . . wq,t.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ðèñ. 13. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 4.1, ÷àñòü II.
Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáûõ äèôôåîìîðôèçìîâ fλ,µ ∈ Gλ,µ, λ > 1, fλ−1,µ ∈ Gλ−1,µ ñóùåñòâóåò

ñîåäèíÿþùàÿ èõ óñòîé÷èâàÿ äóãà Hfλ,µ,fλ−1,µ,t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = fλ,µ. Â ñèëó ëåììû 3.2 ñóùåñòâóþò òî÷êè σ, ω ∈ Af òàêèå,
÷òî qω = 0, qσ = 1, ω ∈ cl Wu

σ è ïåðåñå÷åíèå W s
ω ∩Af ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåóñòîé÷èâîé

ñåïàðàòðèñû γ ñåäëà σ è ñòîêà ω, ïðè ýòîì ïåðèîä ýòîé ñåïàðàòðèñû ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ñòîêà
m. Ïðåäëîæåíèå 4.3 è ëåììà 4.1 ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ êàðòà
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(U,ψ) ìíîãîîáðàçèÿ S2 òàêàÿ, ÷òî ω ∈ U , ψ(ω) = O, fm(U) ⊂ U è ψ(γ ∩ U) ⊂ OX1. Ñîãëàñíî
ëåììå 3.2 äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ 1) νσ = −1 è 2) νσ = 1. Ïðîâåäåì
ïîñòðîåíèå èñêîìîé äóãè îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ.

1) Â ýòîì ñëó÷àå Af = Wu
σ ∪ω ∪ f(ω) è m = 2. Ïîëîæèì l = Wu

σ ∪ψ−1(OX1)∪ f(ψ−1(OX1)).
Òîãäà l � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿ Af è äëÿ êîòîðîé òî÷êè ω, f(ω) ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè,
ïðè ýòîì f(l) ⊂ l. Ïîëîæèì Π1 = {(x1, x2) ∈ R2 : |xi| < 1/2}. Îïðåäåëèì íà îòðåçêå [−1/2; 1/2] ⊂
OX1 ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ϕt : [−1/2, 1/2] → R2 ôîðìóëîé

ϕt(x1) =
(
− x1

(
1 +

1

10
(1− 2t)

)
+ x3

1

)
.

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì ϕ̃t : Π̃1 → R2 ôîðìóëîé

ϕ̃t(x1, x2) = (ϕt(x1),−x2/2, ).

Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì ϕ̃0 èìååò òðè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïåðèîäà, à èìåííî 2
ñòîêà P1(−1/

√
10, 0), P2(1/

√
10, 0) ïåðèîäà äâà è íåïîäâèæíóþ èñòî÷íèêîâóþ òî÷êó P3(0, 0). Äëÿ

ε > 0, δ > 0 ïîëîæèì

Jε =
[− 1√

10
− ε,

1√
10

+ ε
] ⊂ OX1,

Vε,δ =
{
(x1, x2) ∈ R2 : |x1| < 1/

√
10 + ε, |x2| < δ

}
.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü Π1 äóãè Af è äèôôåîìîðôèçì β : Π1 → Π̃1 òàê, ÷òî β(ω) = P1, β(f(ω)) =
P2, β(σ) = P3 è β(l ∩Π1) = Ox1 ∩ Π̃1. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Vε1,δ1 êîððåêòíî îïðåäåëåí
äèôôåîìîðôèçì f̃ = βfβ−1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ

VP1 = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1 + 1/
√
10| < ε1, |x2| < δ1},

VP2 = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1 − 1/
√
10| < ε1, |x2| < δ1},

VP3 = {(x1, x2) ∈ R2 : |xi| < δ1}

òî÷åê P1, P2, P3 äèôôåîìîðôèçì f̃ ñîâïàäàåò ñ (Dϕ̃0)P1 , (Dϕ̃0)P2 , (Dϕ̃0)P3 ñîîòâåòñòâåííî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ϕ îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f̃ íà îòðåçîê Jε1 . Îïðåäåëèì íà öèëèíðå Vε1,δ1

äèôôåîìîðôèçì ϕ̃ ôîðìóëîé ϕ̃(x1, x2) = (ϕ(x1),−x2/2). Äëÿ δ > 0 îïðåäåëèì áàìï-ôóíêöèþ
ρδ(r), r > 0, ðàâíóþ 1 äëÿ r ∈ [0, δ] è 0 äëÿ r > 2δ. Äëÿ δ2 = δ1/2 îïðåäåëèì íà öèëèíäðå Vε1,δ1

ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ãt, t ∈ [0, 1], ôîðìóëîé

ãt(x1, x2) = tρδ2(|x2|)ϕ̃(x1, x2) + (1− tρδ2(|x2|))f̃(x1, x2).

Ïî ïîñòðîåíèþ ãt, t ∈ [0, 1], ñîâïàäàåò ñ f̃ íà ∂Vε1,δ1 , ã0 = f̃ íà Vε1,δ1 è ã1 = ϕ̃ íà Vε1,δ2 . Ïîñêîëüêó
äèôôåîìîðôèçìû f̃ è ϕ̃ ñîâïàäàþò íà îòðåçêå Jε1 è ïðÿìîóãîëüíèêàõ VP1 , VP2 , VP3 , íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå δ2 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ãt íå
èìååò íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò P1, P2, P3.

Äëÿ ε2 = ε1/4 è t ∈ [0, 1] ïîëîæèì

vt(x1) = ρε2(|x1|)ϕt(x1) + (1− ρε2(|x1|))ϕ(x1), x1 ∈ Jε1 .

Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì vt ñîâïàäàåò ñ ϕt íà Jε2 è ϕ íà Jε1 \J2ε2 . Äëÿ t ∈ [0, 1] ïîëîæèì
νt(x1) = tv0(x1) + (1 − t)ϕ(x1). Ïî ïîñòðîåíèþ ν0 ñîâïàäàåò ñ ϕ è ν1 ñîâïàäàåò ñ v0. Ïîëîæèì
wt = νt ∗ vt è w̃t(x1, x2) = (wt(x1),−x2/2) äëÿ (x1, x2) ∈ Vε1,δ1 .

Äëÿ δ3 = δ2/2 îïðåäåëèì íà öèëèíäðå Vε1,δ1 ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ b̃t, t ∈ [0, 1],
ôîðìóëîé

b̃t(x1, x2) = ρδ3(|x2|)w̃t(x1, x2) + (1− ρδ3(|x2|))ã1(x1, x2).

Ïî ïîñòðîåíèþ b̃t, t ∈ [0, 1], ñîâïàäàåò ñ f̃ íà ∂Vε1,δ1 , b̃0 = ã1 íà Vε1,δ1 , b̃t = w̃t íà Vε1,δ3 è b̃1 = ṽ1
íà Vε1,δ3 .
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Ïîëîæèì c̃t = ãt ∗ b̃t è U2 = β−1(Vε1,δ1). Òîãäà èñêîìàÿ äóãà Γfµ,fµ−1 ñîâïàäàåò ñ f âíå
m−1⋃
k=0

fk(U2), ft(z) = f(z) äëÿ z ∈ fk(U2), k ∈ {0, . . . ,m − 2}, è ft(z) = β−1(c̃t(β(f
1−m(z)))) äëÿ

z ∈ fm−1(U2).
2) Â ýòîì ñëó÷àå ñåäëî σ è ñòîê ω èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîäm. Ïîëîæèì l = Wu

σ ∪ψ−1(OX1).
Òîãäà l � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿ γ è äëÿ êîòîðîé òî÷êè ω, σ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.
Ïîëîæèì Π1 = {(x1, x2) ∈ R2 : |xi| < 1/2}. Îïðåäåëèì íà îòðåçêå [−1/2; 1/2] ⊂ OX1 ñåìåéñòâî
äèôôåîìîðôèçìîâ ϕt : [−1/2, 1/2] → R2 ôîðìóëîé

ϕt(x1) = x1 +
x2
1

2
+

1

10
(2t− 1).

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì ϕ̃t : Π̃1 → R2 ôîðìóëîé ϕ̃t(x1, x2) = (ϕt(x1), x2/2). Ïî ïîñòðîåíèþ
äèôôåîìîðôèçì ϕ̃0 èìååò ñòîêîâóþ òî÷êó P1(−1/

√
5, 0) è ñåäëîâóþ òî÷êó P2(1/

√
5, 0). Äëÿ ε > 0,

δ > 0 ïîëîæèì Iε = [−1/
√
5− ε, 1/

√
5 + ε] ⊂ OX1 è

Vε,δ = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1| < 1/
√
5 + ε, |x2| < δ}.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü Π1 äóãè γ è äèôôåîìîðôèçì β : Π1 → Π̃1 òàê, ÷òî β(ω) = P1, β(σ) = P2 è
β(l∩Π1) = Ox1∩Π̃1. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Vε1,δ1 êîððåêòíî îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì
f̃ = βfmβ−1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ

VP1 = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1 + 1/
√
5| < ε1, |x2| < δ1},

VP2 = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1 − 1/
√
5| < ε1, |x2| < δ1}

òî÷åê P1, P2 äèôôåîìîðôèçì f̃ ñîâïàäàåò ñ (Dϕ̃0)P1 , (Dϕ̃0)P2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕ îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f̃ íà îòðåçîê Iε1 . Îïðåäåëèì íà öèëèíðå Vε1,δ1 äèôôåîìîð-
ôèçì ϕ̃ ôîðìóëîé ϕ̃(x1, x2) = (ϕ(x1), x2/2). Äëÿ δ > 0 îïðåäåëèì áàìï-ôóíêöèþ ρδ(r), r > 0,
ðàâíóþ 1 äëÿ r ∈ [0, δ] è 0 äëÿ r > 2δ. Äëÿ δ2 = δ1/2 îïðåäåëèì íà öèëèíäðå Vε1,δ1 ñåìåéñòâî
äèôôåîìîðôèçìîâ ãt, t ∈ [0, 1], ôîðìóëîé

ãt(x1, x2) = tρδ2 (|x2|) ϕ̃(x1, x2) + (1− tρδ2 (|x2|)) f̃(x1, x2).

Ïî ïîñòðîåíèþ ãt, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ f̃ íà ∂Vε1,δ1 , ã0 = f̃ íà Vε1,δ1 è ã1 = ϕ̃ íà Vε1,δ2 . Ïîñêîëüêó
äèôôåîìîðôèçìû f̃ è ϕ̃ ñîâïàäàþò íà îòðåçêå Iε1 è ïðÿìîóãîëüíèêàõ VP1 , VP2 , íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå δ2 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ãt íå
èìååò íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò P1 è P2.

Äëÿ ε2 = ε1/4 è t ∈ [0, 1] ïîëîæèì

vt(x1) = ρε2(|x1|)ϕt(x1) + (1− ρε2(|x1|))ϕ(x1), x1 ∈ Iε1 .

Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì vt ñîâïàäàåò ñ ϕt íà Iε2 è ϕ íà Iε1 \ I2ε2 . Äëÿ t ∈ [0, 1] ïîëîæèì
νt(x1) = tv0(x1) + (1 − t)ϕ(x1). Ïî ïîñòðîåíèþ ν0 ñîâïàäàåò ñ ϕ è ν1 ñîâïàäàåò ñ v0. Ïîëîæèì
wt = νt ∗ vt è w̃t(x1, x2) = (wt(x1), x2/2) äëÿ (x1, x2) ∈ Vε1,δ1 .

Äëÿ δ3 = δ2/2 îïðåäåëèì íà öèëèíäðå Vε1,δ1 ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ b̃t, t ∈ [0, 1],
ôîðìóëîé

b̃t(x1, x2) = ρδ3(|x2|)w̃t(x1, x2) + (1− ρδ3(|x2|))ã1(x1, x2).

Ïî ïîñòðîåíèþ b̃t, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ f̃ íà ∂Vε1,δ1 , b̃0 = ã1 íà Vε1,δ1 , b̃t = w̃t íà Vε1,δ3 è b̃1 = ṽ1
íà Vε1,δ3 .

Ïîëîæèì c̃t = ãt ∗ b̃t è U2 = β−1(Vε1,δ1). Òîãäà èñêîìàÿ äóãà Γfµ,fµ−1 ñîâïàäàåò ñ f âíå
m−1⋃
k=0

fk(U2), ft(z) = f(z) äëÿ z ∈ fk(U2), k ∈ {0, . . . ,m − 2} è ft(z) = β−1(c̃t(β(f
1−m(z)))) äëÿ

z ∈ fm−1(U2). ¤
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