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В настоящей работе рассматриваются диффео‑
морфизмы, заданные на замкнутом ориентируемом 
двумерном многообразии M2 рода p ≥ 2, удовлетво‑
ряющие аксиоме A  C. Смейла [10] (A‑диффеомор‑
физмы). Согласно спектральной теореме С. Смейла 
неблуждающее множество NW( f ) A‑диффеомор‑
физма f представляется в виде конечного объеди‑
нения попарно непересекающихся замкнутых ин‑
вариантных базисных множеств, каждое из которых 
содержит всюду плотную траекторию.

Примерами нетривиальных (отличных от перио‑
дических орбит) базисных множеств диффеомор‑
физмов двумерных многообразий являются двумер‑
ное базисное множество диффеоморфизма f на M2 
(в этом случае базисное множество совпадает с мно‑
гообразием M2, которое есть двумерный тор, а f —  
диффеоморфизм Аносова), одномерное базисное 
множество DA‑диффеоморфизма двумерного тора, 
полученного из диффеоморфизма Аносова приме‑
нением “хирургической операции” [10]. В работе 
[5] хирургическая операция С. Смейла была обоб‑
щена на случай псевдоаносовских гомеоморфизмов 
поверхностей таким образом, что посредством хи‑
рургической операции, применённой к любому 

псевдоаносовскому  гомеоморфизму,  заданному 
на ориентируемой поверхности рода p ≥ 2, строится 
структурно устойчивый диффеоморфизм этой же 
поверхности, неблуждающее множество которого 
состоит в точности из одного одномерного аттрак‑
тора и конечного числа источниковых периодиче‑
ских точек.

В  проблеме  топологической  классификации  
A‑диффеоморфизмов с нетривиальными базисными 
множествами прежде всего возникает задача нахож‑
дения эффективных топологических инвариантов, 
описывающих сложную структуру ограничения диф‑
феоморфизмов на базисное множество и вложения 
базисных множеств в объемлющее многообразие.

Следуя [8], одномерное базисное множество L 
называется просторно расположенным на M2, если 
для различных точек x, y ∈ L любая замкнутая кри‑

вая, составленная из дуг [ , ]x y Ws
x
s  ⊂  и [ , ] ,x y Wu

x
u  ⊂  

не гомотопна нулю на M2. Проблема топологической 
сопряжённости A‑диффеоморфизмов двумерного 
многообразия на одномерных просторно располо‑
женных базисных множествах была исчерпывающим 
образом изучена в работах В. З. Гринеса и Р. В. Плы‑
кина, а в работах В. З. Гринеса и Х. Х. Калая был по‑
лучен полный топологический инвариант для огра‑
ничений диффеоморфизмов на произвольные од‑
номерные базисные множества посредством сведе‑
ния этой проблемы к алгебраической классифика‑
ции  автоморфизмов  фундаментальных  групп 
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носителей базисных множеств. Кроме того, в рабо‑
тах А. Ю. Жирова было получено полное комбина‑
торное описание динамики ограничений диффео‑
морфизмов на одномерные базисные множества (см. 
[1, 2] для информации и ссылок).

В настоящей работе рассматриваются A‑диффео‑
морфизмы замкнутого ориентируемого двумерного 
многообразия M2 рода p ≥ 2, неблуждающее множе‑
ство которых содержит одномерное просторно рас‑
положенное базисное множество L такое, что мно‑

жество M 2 \ L состоит из конечного числа областей 
гомеоморфных двумерному диску (такое базисное 
множество является совершенным  (см. опреде‑
ление 2)). Мы покажем, что проблема топологиче‑
ской классификации таких диффеоморфизмов тесно 
взаимосвязана с топологической классификацией 
псевдоаносовских гомеоморфизмов поверхностей.

Введём на M2 аналитическую структуру, превра‑
щающую M2 в риманову поверхность. Рассмотрим 
конформное отображение p универсальной накры‑

вающей M 2 на M2, где M 2 —  плоскость Лобачевского 
в реализации Пуанкаре на внутренности круга | |z < 1 
комплексной z‑плоскости. Известно, что M2 соот‑
ветствует однозначно определённая дискретная 
группа G неевклидовых переносов таких, что M2 

конформно эквивалентно M 2 /G и G изоморфна фун‑

даментальной группе p1
2( )M  многообразия M2.

Для диффеоморфизма  f M M:  2 2→  обозначим 

через  f M M:  2 2→   диффеоморфизм,  накрыва‑
ющий f, т.е. диффеоморфизм, для которого p pf f= . 
Преобразование  f∗ →: G G, действующее по правилу 

f f f∗
-=( ) ,γ γ 1  есть автоморфизм группы G.

О п р е д е л е н и е   1. Автоморфизм  f∗ группы G 
называется  г и п е р б о л и ч е с к и м, если для любых 
γ γ1 2,   ∈ G (γ1 ≠ id) и любого n ∈� имеет место со‑

отношение  f n
∗

-≠( )γ γ γ γ1 2 1 2
1.

Базисное множество A‑диффеоморфизма, отлич‑
ное от периодической орбиты, будем называть не‑
тривиальным.  Согласно  спектральной  теореме 
С. Смейла [10] неблуждающее множество NW( f ) 
диффеоморфизма f представляется в виде конечного 
объединения попарно непересекающихся замкнутых 
инвариантных множеств, называемых базисными 
множествами, каждое из которых содержит всюду 
плотную траекторию. При этом согласно Д. В. Ано‑
сову и Р. Боуэну каждое базисное множество L пред‑
ставляется  в  виде  конечного  объединения 
L L1 ∪ ∪... k замкнутых подмножеств ( ),k ≥ 1  таких, 

что  f k
i i( ) ,L L=   f i i k( ) ( ).L L L L= =+ +1 1 1   Множе‑ 

ства L1, ..., Lk называются периодическими компо‑
нентами множества L, а число k —  их периодом.

О п р е д е л е н и е   2. Нетривиальное базисное 

множество L A‑диффеоморфизма  f M M:  2 2→  на‑

зовём  с о в е р ш е н н ы м, если его дополнение M 2 \L 
состоит из конечного числа областей D, гомеоморф‑
ных диску.

Л е м м а   1. Совершенное базисное множество L 

A-диффеоморфизма  f M M:  2 2→  замкнутой поверх-
ности M 2 является связным одномерным множеством 
и, следовательно, состоит в точности из одной пе-
риодической компоненты.

Из работы [8, теорема 3] следует, что одномерное 
базисное множество A‑диффеоморфизма двумерной 
поверхности является либо аттрактором, либо ре‑
пеллером и в силу [8, теорема 1] содержит в первом 
случае неустойчивые, а во втором случае —  устой‑
чивые многообразия своих точек1. Следуя [8], дадим 
следующее

О п р е д е л е н и е   3. Базисное  множество  L  

A‑диффеоморфизма  f M M:  2 2→  называется  п р о ‑
с т о р н о   р а с п о л о ж е н н ы м, если для различных 
точек x, y ∈ L любая замкнутая кривая, составленная 

из  дуг [ , ]x y Ws
x
s  ⊂   и [ , ] ,x y Wu

x
u  ⊂   не  гомотопна 

нулю2.

Те о р е м а   1. Пусть  f M M:  2 2→  диффеоморфизм, 
обладающий совершенным просторно расположенным 

аттрактором или репеллером, и  f M M:  2 2→  — диф-
феоморфизм, накрывающий f. Тогда автоморфизм  f∗ 
является гиперболическим.

О п р е д е л е н и е   4. Гомеоморфизм P M M:  2 2→  
называется  п с е в д о а н о с о в с к и м, если на M 2 су‑
ществует пара P‑инвариантных трансверсальных 
слоений F s, F u с множеством седловых особенно‑
стей S и трансверсальными мерами ms, mu, таких, что:

1)  каждая седловая особенность из S имеет не ме‑
нее трёх сепаратрис;

2)  существует число l > 1 такое, что ms(P(a)) = 

= lms(a) ( ( ( )) ( ))m a l m au uP = -1  для любой дуги a, 
трансверсальной F s (F u).

1  Базисное множество L A‑диффеоморфизма f называется 
аттрактором, если существует замкнутая окрестность U 

множества L такая, что f(U) ⊂ intU,  f Uj

j

( ) .
≥

=
0
∩ L   Аттрак‑

тор для диффеоморфизма f -1 называется репеллером диф‑
феоморфизма f.

2  [x, y]s, [x, y]s, (x, y)u, (x, y)u обозначают отрезки и интервалы, 
ограниченные точками x, y, содержащиеся в одномерных 

устойчивом Wx
s и неустойчивом Wx

u многообразиях соот‑
ветственно.
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Из теории Нильсена—Терстена (см., например, 
[3, 4]) следует, что если для диффеоморфизма  f , 
накрывающего f, автоморфизм  f∗ является гипербо‑
лическим, то существует псевдоаносовский гомео‑
морфизм Pf, гомотопный диффеоморфизму f.

Для определённости далее (если не оговорено 
противное) мы будем предполагать, что рассматри‑
ваемое одномерное базисное множество L является 
аттрактором (в случае репеллера достаточно рас‑
смотреть диффеоморфизм f -1).

Следуя [6] и [9] назовём периодическую точку 
p ∈ L граничной периодической точкой базисного, 
если одна из компонент линейной связности мно‑

жества W p ps( ) \  не пересекается с L. Согласно [6] 
граничные периодические точки в одномерном ат‑
тракторе существуют и их конечное число, а дости‑
жимая изнутри граница3 каждой области D, принад‑

лежащей M 2 \ ,L  состоит из конечного числа одно‑

мерных неустойчивых многообразий W Wp
u

p
u
rC1

, ...,     

( )rC ≥ 1  граничных периодических точек  p prC1, ...,     
множества L и называется связкой степени rC.

Те о р е м а   2. Пусть  f M M:  2 2→  — диффеомор-
физм, обладающий совершенным просторно располо-
женным аттрактором L. Тогда существует гомо-
топное тождественному непрерывное отображение 

h M M:  2 2→  такое, что:

1)  hf P hf= ;

2)  ограничение отображения h на множество L 
является взаимно однозначным за исключением мно-

жества Gu u u
kW q W q= { ( ), ..., ( )}1      ( ),k ≥ 6  состоя- 

щего из неустойчивых многообразий всех граничных 
периодических точек Q q qk= { , ..., }1      из множества L;

3)  множество h(Q) содержит множество S;

4)  для  точек  q q Qi i1 2
,   ∈   выполняется  условие 

h q h qi i( ) ( )
1 2

=  тогда и только тогда, когда q qi i1 2
,    при-

надлежат одной и той же связке множества L.

Положим B h Q= ( ). Основным результатом дан‑
ной работы явлется следующая

Те о р е м а   3. Для того чтобы существовал гомео-

морфизм ϕ: M M2 2→ , такой что  ′ =′
-

′f fL Lϕ ϕ 1 ,  
необходимо и достаточно, чтобы существовал го-

меоморфизм  y: M M2 2→ ,   такой  что  y( )B B= ′  
и P Pf f′

-= y y 1.

З а м е ч а н и е   1. Если несущее многообразие M 2 
для  A‑диффеоморфизма  есть  двумерный  тор, 
то в силу [7] теорема 3 остаётся справедливой, только 
роль псевдоаносовских гомеоморфизмов Pf, Pf ′ иг‑
рают соответствующие алгебраические автомор‑
физмы Аносова, заданные на торе и индуцированные 
гиперболическими унимодулярными матрицами 
второго порядка, т.е. целочисленными матрицами, 
определитель которых равен +1 или -1, а собственные 
значения которых не равны по модулю единице.

З а м е ч а н и е   2. Из теоремы 3 следует, что задача 
топологической классификации диффеоморфизмов 
поверхностей рода p ≥ 2 с совершенными просторно 
расположенными базисными множествами сводится 
к задаче классификации псевдоаносовских гомео‑
морфизмов с отмеченными точками. Как сообщил 
авторам настоящей статьи А. Ю. Жиров, алгоритм для 
решения данной задачи можно извлечь из книги [11].

Источник финансирования. Работа выполнена при 
финансовой поддержке гранта РНФ (проект 17–11–
01041).
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3  Достижимой изнутри границей области D ⊂ M 2 \ L называется 
подмножество С ⊂ L такое, что для любой точки y ∈ C найдётся 
путь yy: I → D ∪ C, такой что yy(1) = y, и yy(t) ∈ D для любого 
t ∈ [0, 1).
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In the present paper axiom   diffeomorphisms of closed 2‑manifolds of genus   whose nonwandering set contains 
perfect spaciously situated one‑dimensional attractor are considered. It is shown that such diffeomorphisms are 
topologically semiconjugate to pseudo‑Anosov homeomorphism with the same induced automorphism of fun‑
damental group. The main result of the paper is the following. Two diffeomorphisms from the given class are 
topologically conjugate on attractors if and only if corresponding pseudo‑Anosov homeomorphisms are topo‑
logically conjugate by means of homeomorphism that maps a certain subset of one pseudo‑Anosov map onto the 
certain subset of the other pseudo‑Anosov map. 

Keywords: axiom A, diffeomorphism, basic set, pseudo‑Anosov map.
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