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Предисловие 
По общепринятому в настоящее время определению, математика 

(от др.-греч. μᾰθημᾰτικά ─ изучение, наука) ─ наука о структурах, по-
рядке и отношениях, которая исторически сложилась на основе опе-
раций подсчёта, измерения и описания форм реальных объектов. Ма-
тематика широко используется в естественных и социальных науках 
как для точной формулировки их содержания, так и для получения 
новых результатов. Математика ─ фундаментальная наука, предо-
ставляющая общие языковые средства другим наукам; тем самым она 
выявляет их структурную взаимосвязь и способствует нахождению 
самых общих законов природы. 

Значение математики в современном мире трудно переоценить. 
Математика играет важную роль в естественнонаучных, инженерно-

технических, экономических и гуманитарных исследованиях. Причи-
на проникновения математики в различные отрасли знаний заключа-
ется в том, что она предлагает весьма четкие модели для изучения 
окружающей действительности в отличие от менее общих и более 
расплывчатых моделей, предлагаемых другими науками. Без совре-
менной математики с ее развитым логическим и вычислительным ап-
паратом был бы невозможен прогресс в различных областях челове-
ческой деятельности. 

Настоящий учебник содержит материал, составляющий основу 
изучения математики в средних специальных учебных заведениях по 
направлениям экономика, управление, социология и другим. Соглас-
но федеральным государственным образовательным стандартам по-
следнего поколения современные специалисты должны уметь ре-
шать прикладные задачи и знать основные математические методы в 
области профессиональной деятельности, а для формирования этих 
компетенций необходимы знания по математическому анализу, ли-
нейной алгебре, дискретной математике, теории вероятностей и ма-
тематической статистике. В данном учебнике рассматриваются ос-
новные разделы математического анализа: теория пределов, диффе-
ренциальное и интегральное исчисление функции одной перемен-
ной, дифференциальное и интегральное исчисление функции не-
скольких переменных, ряды, обыкновенные дифференциальные 
уравнения; а также разделы линейной алгебры: векторы и матрицы, 
системы линейных уравнений, аналитическая геометрия. Знания, по-
лученные при освоении этих разделов математики, помогут овладеть 
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навыками применения математического инструментария к решению 
профессиональных задач.  

Каждый раздел содержит теоретический материал, достаточное 
количество иллюстрирующих его применение примеров, а также за-
дания для самостоятельной работы и ответы (указания, решения) к 
ним. 
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Глава 1. Теория пределов 

1.1. Понятие числовой последовательности 

Пусть  обозначает множество натуральных чисел 1,2, , ,n, , . 

Определение 1.1. Числовая функция f , областью определения 
которой является некоторое подмножество fD � , называется чис-
ловой последовательностью. 

Значения функции � �f n  называются членами последовательно-
сти, а соответствующие им аргументы – номерами ее членов. Вместо 
обозначений � � � �1 , 2f f , … часто употребляются обозначения 

1 2,a a , …, или 
1 2,x x , … 

Обычно последовательность задается формулой общего члена na . 

Иногда последовательность задают прямым перечислением. Так, по-

следовательность 1
na

n
�  может быть записана в виде 

1 1 1
1, , , , ,

2 3 n
1

, ,
1

n
. 

В последующих примерах приведены различные последователь-
ности, заданные формулой общего члена. В первом из них – постоян-
ная последовательность, во втором – конечная. 

Пример 1.1. Пусть 5na � . В последовательности все члены рав-
ны 5: 1 5a � , 10 5a � , 1234 5a � ..., поэтому она является постоянной. 

Пример 1.2. Если 212 8na n n� � � � , то в силу области опре-
деления арифметического корня последовательность определена 
на множестве � 	2;   3;   4;   5;   6D �  и имеет всего пять членов: 

2 0;   a �  3 3;  a � 4 5 6 2;   3;   0a a a� � � . Поэтому она называется 
конечной. 

Пример 1.3. Рассмотрим последовательность вида 
lg( 3)na n� � . Так как логарифм определен только для положитель-

ных значений аргумента, то последовательность определена на 
множестве � 	4;   5;...  ;...D n� , а ее члены имеют вид 

4 5 60; lg2; lg3;...a a a� � � . 
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Пример 1.4. Если 
25

n
na

n
�

�
, то легко видеть, что последова-

тельность задана на множестве � 	\ 25D � � 	\ 25� , причем 1

1

24
a � � , 

2

2

23
a � � , 

24 24a � � , 
26 26a �  и т.д. 

Пример 1.5. Наконец, если 
1

n
na

n
�

�
, то элементы последова-

тельности определены на всем множестве натуральных чисел, причем 
ее члены 

1 2 3

1 2 3
; ; ,

2 3 4
a a a� � � 
 возрастают, однако не превышают 

единицы.  

Задачи и упражнения 

1.1. Найдите область определения следующих последовательно-

стей: а) 2 30 200na n n� � � ; б) 2

1

10 21
na

n n
�

� �
. 

1.2. Найдите первые шесть членов следующих последовательно-

стей: а) 3

1
;na

n
�  б) 6

1
log ;

3
n

na
n
�

�
�

 в) 
1 ( 1)

.
n

na
n

� �
�  

1.3. Найдите семнадцатый член следующих последовательно-

стей: а) 2

2 5
;

4
n

na
n

�
�

�
 б) 

1
1 ;

n

na
n

� �� � �
� �

 в) sin ;
2

n
na e n�� ��  �

� �
  

г) 
1 1 1

...
1 2 2 3 ( 1)

na
n n

� � � �
� � �

. 

1.4. Найдите общий член следующих последовательностей:  

а) 
2 2 2

1 1 1
1; 1 ; 1 ;...

2 2 3
� � � ; б) 1 1 1

1; ; ; ;...
2 3 4

� � . 

1.5. Найдите общей член последовательности, составленной из 

разностей соседних членов последовательности 1
.na

n
�  
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1.2. Конечный предел  
числовой последовательности 

Пусть задана произвольная числовая последовательность � 	na , и 
пусть 0� �  – сколь угодно малое положительное число. 

Если оказывается, что члены последовательности � 	na  с возрас-
танием n стремятся к числу a , т.е. расстояние na a�  между na  и a 

меньше любого заданного числа � , начиная с некоторого номера (за-
висящего от � ) последовательности, то � 	na  называют сходящейся к 
числу a , а само число a  – пределом последовательности � 	na . Отме-
тим, что понятие предела последовательности является одним из ба-
зовых понятий математического анализа. 

Определение 1.2. Число a  называется пределом последователь-
ности na , т.е. lim nn

a a
��

� , если для любого 0� �  найдется такое число 

� �k k �� � , что для всякого номера n k� , справедливо неравенство 

na a �� � . Кратко определение можно записать следующим образом:  

lim nn
a a

��
�  �  � �0 :  nk k n k a a� � �� � � � � � � � . 

Если последовательность � 	na  имеет предел, то она называется 
сходящейся.  

Если lim 0nn
a

��
� , то последовательность называют бесконечно ма-

лой последовательностью, или просто бесконечно малой. 

Пусть теперь A  – большое положительное число. Если члены 
последовательности � 	na  с увеличением n неограниченно возрастают, 
то последовательность � 	na  называют бесконечно большой, а символ 
��  пределом бесконечно большой последовательности � 	na . 

Определение 1.3. Последовательность � 	na  называется беско-
нечно большой, если для любого 0A �  найдется такое число k� , 

что для любого n k� , справедливо неравенство na A� .  

Определение 1.4. Говорят, что последовательность � 	na  имеет 
предел �� , т.е. lim nn

a
��

� �� , если для любого 0A �  найдется такое 

число k� , что для любого n k� , справедливо неравенство na A� . 
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Последовательность � 	na  имеет предел �� , т.е. lim nn
a

��
� �� , ес-

ли для любого 0A �  найдется такое число k� , что для любого 
n k�  справедливо неравенство na A� � . 

Если � 	na  – бесконечно малая последовательность (предполага-

ется, что 0na �  для всех n), то 1

na
� �
�  
! "

 – бесконечно большая.  

В примерах 1.6.–1.7 представлены бесконечно малые последова-
тельности. Пример 1.8 демонстрирует последовательность, сходящу-
юся к числу 1, а пример 1.9 – не имеющую предела последователь-
ность. 

Пример 1.6. Рассмотрим последовательность 1
.na

n
�  Покажем, 

что 1
lim 0.
n n��

�  Это будет доказано, если для любого 0� �  мы «предъ-

явим» такое � �k k �� , что для всякого номера n k�  выполнено нера-
венство na a �� � . Зададим произвольное 0� �  и найдем номер n из 

неравенства 1
0

n
�� � . Сначала найдем требуемое в определении 1.2 

натуральное число � �k k �� : поскольку 1

n
�� , или 1n

�
� , то число 

можно выбрать в виде 1k
�
# $� % &' (

, где ) *  обозначает целую часть числа. 

Тогда определение выполнено: для любого 0� �  найдется такое чис-

ло 1

�
# $�% &' (

, что для всякого номера 1n
�
# $� % &' (

, справедливо неравен-

ство 1
0

n
�� � . Итак, 1

lim 0.
n n��

�  

Рассмотрим два частных случая:  

1) Если 0,1� � , то 1
10

0,1
k � � . Таким образом, начиная с номера 

11, выполнено 1
0 0,1

n
� � .  
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2) Если 0,001� � , то 1
1000

0,001
k � � . Таким образом, начиная с 

номера 1001, выполнено 1
0 0,001

n
� � . 

Пример 1.7. Пусть 1
n ka

n
� , где 0k � . Покажем, что 1

lim 0.kn n��
�  

Аналогично примеру 1.6 выразим номер n из неравенства 1
0kn

�� � . 

Поскольку 1
kn

�� , т.е. 
1/

1
kn

�
� , то требуемое число можно выбрать в 

виде 
1/

1
kk

�
# $� % &' (

. Тогда условие определения 1.2 выполнено: для любо-

го 0� �  найдется такое число
1/

1
k�

# $�% &' (
, что для всякого номера 

1/

1
kn

�
# $� % &' (

, справедливо неравенство 1
0kn

�� � . Итак, 1
lim 0kn n��

� . 

Пример 1.8. Рассмотрим последовательность .
1

n
na

n
�

�
 Пока-

жем, что lim 1.
1n

n
n��

�
�

 Зададим произвольное 0� �  и выразим номер n 

из неравенства 1
1

n
n

�� �
�

. Теперь найдем требуемое в определении 

1.2 натуральное число � �k k �� . Поскольку 

1
1

n
n

�� �
� , 

( 1)

1

n n
n

�� �
�

� , 
1

1n
��

�
, 

1
1n

�
� � , 

1
1n

�
� � ,  

то число можно выбрать в виде 1
1k

�
# $� �% &' (

. Тогда определение вы-

полнено: для любого 0� �  найдется такое число 1
1

�
# $� �% &' (

, что для 

всякого номера 1
1n

�
# $� �% &' (

, справедливо неравенство 1
1

n
n

�� �
�

, т.е 

lim 1.
1n

n
n��

�
�
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Пример 1.9. Рассмотрим теперь последовательность вида 
1 1 1 1

; ; ; ;...
2 2 2 2

� �  Так как разность соседних членов 1n na a ��  по моду-

лю, очевидно, равна 1, то эта последовательность не имеет предела: 
не существует такого числа a , к которому стремятся члены данной 
последовательности na  с возрастанием номера n. 

Пример 1.10. Рассмотрим последовательность 
7log ( 3)na n� � . 

Если A  – большое положительное число, то условие 
7log ( 3)n A� �  

можно преобразовать к виду 7 3An � � . Таким образом, для всех 
7 4An # $� �' (  элементы последовательности na A� . Таким образом, 

7limlog ( 3) .
n

n
��

� � ��
 

Пример 1.11. Для последовательности 2

na n� �  условие 
2n A� � �  для любого большого числа A  преобразуется к виду n A� . 

Таким образом, для всех членов последовательности с номерами 
1n A# $� �' (  верно неравенство na A� � . Последовательность также 

бесконечно большая: 2lim( ) .
n

n
��

� � ��  

Задачи и упражнения 

1.6. Докажите, что предел последовательности 
2

1
3na

n
� �  равен 

3. Найдите члены последовательности, расположенные к числу 3 
ближе, чем на 

1 0,01� �  и 
2 0,0001� � . 

1.7. Докажите, что следующие последовательности бесконечно 

малые: а) 
2

2

1
n

na
n

�
�

; б) ( 1) 0,9999n n
na � � � ; в) 1 1

! 1 2 3 ...
na

n n
� �

� � � �
. 

1.8. Найдите предел последовательности: а) sin
n

na
n

� ;  

б) � �
1

1n
na a a� � . 
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1.3. Общие правила нахождения пределов 

Пусть числовые последовательности � 	na  и � 	nb  имеют конеч-
ные пределы: lim ,  lim .n nn n

a a b b
�� ��

� �  Тогда имеют место следующие 

правила нахождения пределов суммы, произведения и отношения 
этих последовательностей:  

1. � �lim ;n nn
a b a b

��
+ � +  

2. � �lim n nn
a b ab

��
� � , в частности, для любого действительного 

k�  lim limn nn n
ka k a ka

�� ��
� � ; 

3. lim n

n
n

a a
b b��

� �
� �

� �
, если 0b �  и 0nb � ; 

В частности, сумма, разность и произведение бесконечно малых 
последовательностей являются бесконечно малыми.  

Определение 1.5. Последовательность na  называется ограни-
ченной, если существует такое положительное число A , что для лю-
бого n�  имеет место неравенство na A� . В противном случае по-
следовательность называется неограниченной. 

Теорема 1.1. Всякая сходящаяся последовательность является 
ограниченной. 

Теорема 1.2. Произведение бесконечно малой последовательно-
сти на ограниченную является бесконечно малой. Произведение бес-
конечно больших последовательностей является бесконечно большой. 

Пример 1.11. Рассмотрим последовательности 1
na

n
�  и 

1
n

nb
n

�
�

. Согласно примеру 1.6, lim 0nn
a

��
� , а из примера 1.8 следует, 

что lim 1nn
b

��
� . Поэтому 

� �lim lim lim 0 1 1,n n n nn n n
a b a b

�� �� ��
� � � � � �

 

� �lim lim lim 0n n n nn n n
a b a b

�� �� ��
� � � � , 

lim
lim 0

lim

nn n

n
n nn

aa
b b

��

��
��

� � . 
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Заметим, что правилами 1–3 нельзя пользоваться при бесконеч-
ных пределах, поэтому основной проблемой вычисления пределов яв-
ляется раскрытие неопределенностей, когда в результате формально-
го применения правил 1–3 получаются выражения одного из видов 

0 00
, , , 0 ,1 , 0 , .

0

��
��� �� �

�  

Неопределенность вида �
�

 получаются, как правило, в виде от-

ношения бесконечно больших последовательностей. Поведение на 
бесконечности различных бесконечно больших последовательностей 
зависит от вида последовательности. При этом полезно пользоваться 
следующими правилами при сравнении различных бесконечно боль-
ших (степенной, логарифмической и показательной):  

lim 0,
a

nn

n
b��

�

 

log
lim 0c

an

n
n��

�
 и 

log
lim 0c

nn

n
b��

�
 

при 0a � , 1b �  и 1c � . 

Пример 1.12. Рассмотрим последовательность  
2

2

5 14 103

13 67 243
n

n na
n n

� �
�

� �
. 

Разделим числитель и знаменатель дроби на максимальную сте-

пень n, т.е. на 2n . Тогда, так как пределы 
2

1 1
lim lim 0
n nn n�� ��

� �  существу-

ют, и существует предел отношения, то 

2 2

2 2

14 103 1 1
5 5 14lim 103lim

5
lim

67 243 1 1 13
13 13 67lim 243lim

n n
nn

n n

n n n na

n n n n

�� ��

��

�� ��

� � � �
� � �

� � � �
. 

Пример 1.13. Рассмотрим последовательность, аналогичную 

предыдущему примеру, изменив степень знаменателя, т.е.  
2

3

5 14 103

13 67 243
n

n na
n n
� �

�
� �

. 

Числитель и знаменатель дроби также разделим на максималь-
ную входящую в них степень, т.е. на 3n , и в пределе имеем: 
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2 3

2 3

1 1 1
5 lim 14 lim 103 lim

lim 0
1 1

13 67 lim 243 lim

n n n
nn

n n

n n na

n n

�� �� ��

��

�� ��

� � � � �
� �

� � � �
. 

Пример 1.14. Рассмотрим отношение последовательностей 

1
n

na
n

�
�

 и 
7log ( 3)nb n� � . Поскольку мы имеем произведение схо-

дящейся (а значит, ограниченной) последовательности na  на беско-

нечно малую 
7

1

log ( 3)n �
, то их произведение является бесконечно 

мало, т.е.  

7

/( 1)
lim lim 0

log ( 3)

n

n n
n

a n n
b n�� ��

�
� �

�
. 

Рассмотрим теперь задачу на раскрытие неопределенности вида 
���. 

Пример 1.15. Найдем предел последовательности 

� �lim 1
n

n n
��

� � . Для раскрытия неопределенности умножим числи-
тель и знаменатель на выражение, сопряженное разности корней: 

� � � �� �1 1
lim 1 lim

1n n

n n n n
n n

n n�� ��

� � � �
� � � �

� �  

� �
( 1) 1

lim 0.
1 lim 1n

n

n n
n n n n��

��

� �
� � �

� � � �
 

Задачи и упражнения 

1.9. Найдите пределы последовательностей а) 5
lim ;

1n

n
n��

�
�

  

б) 
2

2

3 5 7
lim ;

4 6 7n

n n
n n��

� �
� �

 в) 
3 5 4

2 4 5

4 3 2 7
lim ;

6 5 2 6n

n n n n
n n n n��

� � �
� � � �

  

1.10. Найдите пределы последовательностей  

а) 
2

2 3

2 7 3
lim ;

3 5 1n

n n
n n��

� �
� �

 б) 
4 3 1 2

4 2 3

( 1) ( 1) 7
lim .

5 ( 1) 3

n n

nn

n n n
n n

�

���

� � � � �
� � �
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1.11. Найдите пределы последовательностей а) 
2

100000
lim

1n

n
n�� �

;  

б) 
7

lim
1n

n
n��

� �
 ��� �

; в) 
3

6 3

6 2

6 31 17
lim8

4 23 15 45n

n

n n
n n n��

��

� �� �
� �� � �� �

;  

г) 
7 3

3 2 4

2 3 3 4

2 1 3 6 5
lim

1 2 2 7 3n

n n n n
n n n n n��

� �� � � �� � � � �� �  � �� � � � �� � � �� �
. 

1.12. Найдите предел последовательности � �2lim 3 6
n

n n n
��

� � � . 

В следующих упражнениях найдите пределы последовательно-
стей: 

1.13. 25n
na n� .  

1.14. 3 2

7log ( 2 7)na n n n� � � � .  

1.15. 0,00001na n� .  

1.16. 7

1 1
2 : logna

n n
� �� � �
� �

.  

1.4. Второй замечательный предел 

В математическом анализе большую роль играет число 

1
lim 1 2,718281828...

n

n
e

n��

� �� � , �
� �

. 

Это одна из фундаментальных величин в математике. Логарифм 
с основанием е называется натуральным логарифмом, он обозначает-
ся через ln . Показательная функция xy e�  называется экспонентой и 
широко используется в прикладных задачах. 

Если � 	na  – бесконечно большая, то при подстановке вместо ар-
гумента n  общего члена na  получаем последовательность, для кото-
рой 

1
lim 1 .

na

n
n

e
a��

� �
� � �

� �  
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Если � 	nb  – бесконечно малая, то при подстановке вместо аргу-
мента n  выражения, обратного общему члену nb , получаем последо-
вательность, для которой 

� �
1

lim 1 .nb
nn

b e
��

� �
 

Поскольку основание в указанных формулах является последо-
вательностью, сходящейся к единице, а показатель – бесконечно 
большой, то применение указанных формул дает подход к раскрытию 
неопределенности � 	1� . 

Пример 1.16. Для вычисления предела последовательности 
1

2

1

n

n
na
n

��� ��  ��� �
 выделим в основании целую часть 

� �1 12 1
1

1 1 1

nn
n n n

� ��
� � �

� � �
. 

Поскольку � �1n �  – бесконечно большая, то 

1
1

lim lim 1
1

n

nn n
a e

n

�

�� ��

� �� � � ��� �
. 

Пример 1.17. Найдем предел последовательности 
1

3

1

n

n
na
n

��� ��  ��� �
. 

Выделим в основании целую часть и преобразуем степень 

2
1

1 1
23 2 2

1 1
1 1 1

nn nn
n n n

�
� � # $�� � � � � �% &� � � � �  �  �% &� � �� � � � � �

' (
. 

Так как выражение в квадратных скобках стремится к e, то 

2
1

1
2

23 2
lim lim 1

1 1

nn

n n

n e
n n

�
�

�� ��

# $�� � � �% &� � � �  �% &� �� � � �
' (

. 

Пример 1.18. Найдем предел последовательности 
2 1

2

2

3 4 10

3 5 7

n

n
n na
n n

�
� �� �

�  �� �� �
 

при n�� . Выделим в дроби целую часть 
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� �22

2 2 2

3 5 7 9 33 4 10 9 3
1

3 5 7 3 5 7 3 5 7

n n nn n n
n n n n n n

� � � �� � �
� � �

� � � � � �
. 

Далее преобразуем степень так, чтобы выделить выражение, 
стремящееся к e , но чтобы степень при этом не изменилась: 

2 2

9 3
 (2 1)

3 5 7 3 5 7
2 1  

9 3

2 2

9 3 9 3
1 1

3 5 7 3 5 7

n n
n n n nn

nn n
n n n n

�
� � �

� � � �� �
�

# $
� �� � � �% &� � � �  �% &� � � �� � � �% &' (

.  

Выражение в квадратных скобках стремится к e  при n�� , по-
этому исходный предел равен  

� �� �
2

9 3 2 1
lim  

63 5 7lim n

n n
n n

nn
a e e��

� �
�

�� �

��
� � . 

Пример 1.19. Найдем предел последовательности � �3

1 5
n

n
na �� �  

при n�� . Аналогично предыдущему примеру, преобразуем основа-
ние и степень для выделения второго замечательного предела: 

3

5 35
lim

051
lim lim 1 1

5

n

nn n

n

n nn n
a e e��

� �
 �
� �

�� ��

# $� �� � � � �% & �
� �% &' (

. 

Заметим, что, если � �7

1 5
n

n
na �� � , т.е. в качестве степени рас-

сматривается показательная функция с основанием, большим, чем у 
показательной степени в основании, то  

7 7
lim

5 5 5
1

lim lim 1 lim
5

n n

n n n

n nn n n
a e

��

���

� �
 �
� �

�� �� ��

# $� �� � � � ��% & �
� �% &' (

, т.е. последователь-

ность � �7

1 5
n

n
na �� �  – бесконечно большая. 

Задачи и упражнения 
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