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О ТОПОЛОГИИ МНОГООБРАЗИЙ,
ДОПУСКАЮЩИХ ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫЕ

ПОТОКИ С ЗАДАННЫМ
НЕБЛУЖДАЮЩИМ МНОЖЕСТВОМ

В. З. Гринес, Е. Я. Гуревич, Е. В. Жужома, В. С. Медведев

В работе изучается взаимосвязь между структурой множества со-
стояний равновесия градиентно-подобного потока и топологией несу-
щего многообразия размерности 4 и выше. Вводится класс многооб-
разий, допускающих обобщенное разложение Хегора. Устанавлива-
ется, что если неблуждающее множество градиентно-подобного по-
токa состоит в точности из µ узловых и ν седловых состояний равно-
весия индексов Морса 1 и n− 1, то его несущее многообразие допус-
кает обобщенное разложение Хегора рода g =

ν−µ+2

2
. Приводится

алгоритм построения градиентно-подобных потоков на замкнутых
многообразиях размерности n ≥ 3 по заданным числам узловых
состояний равновесия и седловых состояний равновесия различных
индексов Морса.

Ключевые слова и фразы: градиентно-подобные потоки на многооб-
разиях, разложение Хегора, связь между динамикой и топологией.

§1. Введение. Формулировка результатов

Напомним, что поток f t, заданный на замкнутом гладком многообра-
зии Mn размерности n, называется потоком Морса — Смейла, если его
неблуждающее множество состоит из конечного числа гиперболических
состояний равновесия и замкнутых траекторий, а устойчивые и неустойчи-
вые многообразия различных состояний равновесия и замкнутых траекто-
рий либо не пересекаются, либо пересекаются трансверсально. Поток Мор-
са — Смейла без замкнутых траекторий называется градиентно-подобным.
Индексом состояния равновесия p (замкнутой траектории γ) называется
число, равное размерности его неустойчивого многообразия W u

p (W u
γ ). Со-

стояния равновесия индексов 0 и n будем называть узловыми (стоковыми
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и источниковыми соответственно), а индексов 1, 2, . . . , n− 1 — седловы-

ми. Если инвариантные многообразия попарно различных седловых со-
стояний равновесия потока f t не пересекаются, то будем говорить, что
поток f t не имеет гетероклинических пересечений. Обозначим через Ωft

множество всех состояний равновесия потока f t, через Ωi — множество
всех его состояний равновесия индекса i ∈ {0, 1, . . . , n} и через |Ωi| — его
мощность.

Потоки Морса — Смейла обнаруживают замечательную взаимосвязь
между структурой неблуждающего множества и топологией несущего мно-
гообразия. В частности, любой градиентно-подобный поток имеет по край-
ней мере по одному состоянию равновесия индексов 0 и n, и для него спра-
ведлива следующая формула Пуанкаре — Хопфа

(
см. например, [5]

)
:

n∑

i=0

(−1)n|Ωi| = χ(Mn), (1)

где χ(Mn) — эйлерова характеристика многообразия Mn.
В классической работе [14], где системы Морса — Смейла введены по

аналогии с грубыми потоками на поверхностях
(
понятие грубого потока

введено А. А. Андроновым и Л. С. Понтрягиным, см. [1]
)
, получены нера-

венства, аналогичные неравенствам Морса, связывающие число состоя-
ний равновесия и периодических траекторий различных индексов потока
с числами Бетти.

Приведем еще несколько относительно недавних результатов, касаю-
щихся взаимосвязи между динамикой потоков Морса — Смейла и тополо-
гией несущего многообразия.

Положим

gft =
1

2

(∣∣Ω1 ∪ Ωn−1
∣∣ −

∣∣Ω0 ∪ Ωn
∣∣ + 2

)
,

kft =
1

2

(∣∣Ω0 ∪ Ωn
∣∣ +

∣∣Ω1 ∪ Ωn−1
∣∣
)
.

Из формулы (1) следует, что в случае n = 2 число gft совпадает с родом
несущего многообразия M2.

Для градиентно-подобных потоков на трехмерных многообразиях име-
ется следующий результат, доказанный в работе [2].

Предложение 1. Пусть f t — градиентно-подобный поток, заданный
на связном замкнутом ориентируемом многообразии M3. Тогда многооб-
разие M3 допускает разложение Хегора рода gft .

В настоящей работе понятие разложения Хегора обобщается на слу-
чай многообразий размерности n > 3, и в теореме 1 дается обобщение
предложения 1.
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Будем называть сферой Sk многообразие, гомеоморфное стандартной
сфере

S
k =

{
(x1, . . . , xk+1) ⊂ R

k+1
∣∣ x2

1 + · · ·+ x2
k+1 = 1

}
,

и шаром Bn многообразие, гомеоморфное стандартному шару

B
n =

{
(x1, . . . , xn) ⊂ R

n
∣∣ x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ 1

}
.

Напомним, что связной суммой гладких ориентируемых связных мно-

гообразий Mn
1 иMn

2 называется многообразиеMn
1 ♯M

n
2 , полученное следую-

щим образом. Пусть e1 : B
n → Mn

1 , e2 : B
n → Mn

2 — вложения стандартных
дисков такие, что e1 является сохраняющим ориентацию, а e2 — меняю-
щим ориентацию (т. е. якобиан отображения e1 больше нуля, а якобиан
отображения e2 меньше нуля). Тогда многообразие Mn

1 ♯M
n
2 есть резуль-

тат склеивания многообразий с краем Mn
1 \ e1( int B

n), Mn
2 \ e2( int B

n) по
диффеоморфизму h : e1(S

n−1) → e2(S
n−1) такому, что h = e2e

−1
1 | e1(S

n−1).
Согласно [11, Lemma 2.1] гладкое многообразие, получающееся в ре-

зультате операции связной суммы, определяется однозначно (с точностью
до диффеоморфизма) и не зависит от выбора вложений e1 и e2.

Из работы [8] непосредственно вытекает следующий результат.

Предложение 2. Пусть M3 — трехмерное замкнутое связное ориен-
тируемое многообразие. Градиентно-подобный поток без гетероклиниче-
ских пересечений f t существует на многообразии M3 тогда и только тогда,
когда либо M3 является сферой S3 и gft = 0, либо M3 является связной
суммой gft копий S2 × S1.

В серии работ [3; 10; 17] на случай размерности n > 3 несущего многооб-
разия получены различные обобщения необходимых условий существова-
ния градиентно-подобного потока f t, устанавливаемого предложением 2.
Для полноты изложения результаты этих работ приводятся ниже (предло-
жение 3) после ряда определений. Обобщение достаточных условий, уста-
навливаемых в предложении 2, составляет теорему 2 настоящей работы.

Пусть Mn — топологическое замкнутое n-мерное многообразие, n ≥ 2,
и Σk — топологически вложенная в Mn сфера размерности k (1 ≤ k ≤
n − 1). Сфера Σk называется локально плоской, если для любой точки
z ∈ Σk существуют окрестность U(z) = U ⊂ Mn и гомеоморфизм ϕz :
U → R

n такие, что ϕz(Σ
k ∩ U) = R

k ⊂ R
n. Заметим, что проективная

плоскость P
2 представляется как объединение не пересекающихся между

собой топологически вложенной окружности S1 и двумерного открытого
диска B2: P

2 = S1 ∪ B2. При этом окружность, топологически вложенная
в двумерное многообразие, всегда локально плоско вложена

(
см. напри-

мер, [4; 9]
)
. По аналогии с проективной плоскостью в [17] введены много-

образия, названные проективно-подобными.
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Многообразие Mn называется проективно-подобным, если

1) n ∈ {2, 4, 8, 16};

2) Mn является объединением не пересекающихся между собой n/2-
мерной сферы Sn/2, локально плоско вложенной в Mn, и открыто-
го n-мерного шара Bn: Mn = Sn/2 ∪Bn, Sn/2 ∩ Bn = ∅.

Градиентно-подобный поток называется полярным, если |Ω0|= |Ωn|=1.

Предложение 3. Пусть f t — градиентно-подобный поток, не имею-
щий гетероклинических пересечений и заданный на замкнутом ориенти-
руемом многообразии Mn (n > 3). Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:

1) gft и kft являются целыми числами;

2) если gft = 0, то либо Mn гомеоморфно сфере Sn, либо существует
число 1 ≤ l0ft ≤ kft такое, что Mn гомеоморфно связной сумме

Mn = Nn
1 ♯ · · · ♯N

n
l0
ft
,

где каждое слагаемое Nn
i , i = 1, . . . , l0ft , допускает полярный поток,

все седловые точки которого имеют индекс Морса, отличный от 1
и n− 1;

3) если gft 6= 0, то либо Mn гомеоморфно связной сумме

Mn = Sn−1 × S1♯ · · · ♯Sn−1 × S1

gft слагаемых, либо существует число 1 ≤ l1ft ≤ kft такое, что Mn

гомеоморфно связной сумме

Mn = Sn−1 × S1♯ · · · ♯Sn−1 × S1♯Nn
1 ♯ · · · ♯N

n
l1
ft
,

где число слагаемых вида Sn−1 × S1 равно gft и каждое слагаемое
Nn

i , i = 1, . . . , l1ft , допускает полярный поток, все седловые точки
которого имеют индекс Морса, отличный от 1 и n− 1;

4) если в случае 2 (случае 3) существует номер i∗ ∈ {1, . . . , l0ft}
(
j∗ ∈

{1, . . . , l1ft}
)

такой, что многообразие Nn
i∗ (Nn

j∗) допускает полярный
поток с единственным состоянием равновесия, то n принадлежит
{4, 8, 16} и Nn

i∗ (Nn
j∗) является проективно-подобным многообразием.

Результаты предложений 2 и 3 позволяют получить достаточные усло-
вия существования замкнутых и гетероклинических траекторий потоков
Морса — Смейла.
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Следствие 1. Пусть f t — поток Морса — Смейла без гетероклини-
ческих пересечений на замкнутом ориентируемом многообразии Mn раз-
мерности n ≥ 3 и gft 6= 0. Тогда если фундаментальная группа π1(M

n)
не содержит подгруппы, изоморфной свободному произведению gft экзем-
пляров группы целых чисел Z (Z ∗ · · · ∗ Z), то неблуждающее множество
потока f t имеет по крайней мере одну периодическую траекторию.

Следствие 2. Пусть f t — градиентно-подобный поток на замкнутом
ориентируемом многообразии Mn такой, что gft 6= 0, фундаментальная
группа π1(M

n) не содержит подгруппы, изоморфной свободному произве-
дению gft экземпляров группы целых чисел Z, и сепаратрисы различных
седловых состояний равновесия с индексом Морса, не равным 1 или n−1,
не пересекаются.

Тогда существует по крайней мере одна пара p, q седловых состояний
равновесия потока f t индексов 1, n− 1 соответственно таких, что

W s(p) ∩W u(q) 6= ∅.

Ниже классическое понятие разложения Хегора обобщается на случай
многообразия размерности выше трех.

Напомним, что многообразие M размерности n получается из многооб-
разия N c краем ∂N приклеиванием ручки Hk = B

k ×B
n−k индекса k, если

существует вложение ϕ : S
k−1 × B

n−k → ∂N такое, что M есть фактор-
пространство объединения N ∪Hk по отношению эквивалентности, в силу
которого эквивалентны точки x ∈ S

k−1 × B
n−k и ϕ(x).

Многообразие Qn, полученное приклеиванием ручек индексов, макси-
мальный из которых равен k, называется (n, k)-ручечным телом. Будем
говорить, что (n, 1)-ручечное тело имеет род g ≥ 1, если оно получено
приклеиванием к шару g ручек индекса 1. По аналогии со случаем n = 3
каждую сферу Sn−2

i ⊂ Qn, изотопную образу сферы
{

1

2

}
× S

n−2 ⊂ ∂Hk,
принадлежащую границе ручки с номером i ∈ {1, . . . , g}, будем называть
меридианом (n, 1)-ручечного тела Qn.

Пусть Qn
1 , Qn

2 — два (n, 1)-ручечных тела рода g и φ : ∂Qn
1 → ∂Qn

2 —
гомеоморфизм, меняющий естественную ориентацию края. Склеивая Qn

1

и Qn
2 посредством гомеоморфизма φ, мы получим ориентируемое много-

образие Mn = Qn
1 ∪φ Q

n
2 .

В случае n = 3 представление многообразия M3 в виде двух склеен-
ных (2, 1)-ручечных тел рода g называется разложением Хегора рода g, а
общая граница этих тел называется поверхностью Хегора. Представление
в виде разложения Хегора рода g существует для любого трехмерного мно-
гообразия M3, но число g не определяется однозначно. Наименьший род
разложений Хегора данного многообразия называется его родом Хегора и
обозначается символом gM3.
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По аналогии будем называть представление гладкого многообразия Mn

размерности n > 3 в виде двух склеенных (n, 1)-ручечных тел рода g обоб-

щенным разложением Хегора. Минимальное число gMn всех возможных
таких разложений данного многообразия Mn назовем его обобщенным ро-

дом Хегора.

Разложение Хегора представляет собой частный случай понятия удвое-
ния (double). Говорят, что замкнутое многообразиеMn является удвоением

многообразия N с краем ∂N , если Mn может быть получено склеиванием
двух копий многообразия N по некоторому диффеоморфизму ϕ, обраща-
ющему естественную ориентацию края ∂N

(
см, например, [12]

)
.

Теорема 1. 1. Пусть f t — градиентно-подобный поток, заданный на
связном замкнутом ориентируемом многообразии Mn, n > 3, все седловые
состояния равновесия которого имеют индекс Морса 1 или n − 1.1 Тогда
многообразие Mn допускает обобщенное разложение Хегора рода gft .

2. На любом ориентируемом многообразии Mn, n ≥ 3, имеющем обоб-
щенный род Хегора gMn > 0, существует полярный поток f t, все множе-
ство седловых состояний равновесия которого состоит из gMn состояний
равновесия индекса 1 и gMn состояний равновесия индекса n−1. Кроме то-
го, если Mn является связной суммой 2gMn копий многообразий Sn−1×S1,
то поток f t может быть построен таким образом, что он не имеет гетеро-
клинических пересечений.

Замечание 1. Пусть многообразие Mn допускает обобщенное разло-
жение Хегора минимального рода gMn, но не является связной суммой
2gMn копий многообразий Sn−1 ×S1, и пусть f t — полярный поток на Mn,
множество седловых состояний равновесия которого состоит из 2gMn со-
стояний равновесия индексов 1 и n−1. Тогда gft = gMn и из предложения 3
следует, что f t имеет по крайней мере одну гетероклиническую траекто-
рию (если предположить, что таких траекторий нет, то многообразие Mn

является связной суммой 2gMn многообразий Sn−1 × S1).

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее достаточное усло-
вие существования замкнутой траектории потока Морса — Смейла.

Следствие 3. Пусть f t — поток Морса — Смейла, заданный на за-
мкнутом многообразии Mn, все седловые состояния равновесия которого
имеют индекс Морса 1 или n−1. Если выполняется неравенство g

Mn > gft ,
то неблуждающее множество f t содержит по крайней мере одну периоди-
ческую траекторию.

1 Если неблуждающее множество градиентно-подобного потока f t не содержит сед-
ловых состояний равновесия, то оно состоит в точности из одного источникового и
одного стокового состояния равновесия, а несущее многообразие Mn является сферой.
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Теорема 2. Пусть µ ≥ 2, ν ≥ 0, g ≥ 0 — целые числа такие, что g =
ν−µ+2

2
, и λ — любое целое неотрицательное число. Тогда существует гра-

диентно-подобный поток f t без гетероклинических пересечений, неблуж-
дающее множество которого состоит в точности из µ узлов, ν седловых
состояний равновесия индексов 1, n − 1 и 2λ состояний равновесия ин-
дексов, отличных от 1 и n − 1, а топология несущего многообразия Mn

описывается следующим образом:

1) если g = 0 и λ = 0, то Mn является сферой Sn ;

2) если g = 0 и λ > 0, то Mn является удвоением ручечного тела с λ руч-
ками индексов, отличных от 1 и n− 1;

3) если gft > 0 и λ = 0, то Mn можно представить в виде связной суммы

Mn = Sn−1 × S1♯ · · · ♯Sn−1 × S1;

4) если gft > 0 и λ > 0, то Mn можно представить в виде связной суммы

Mn = Sn−1 × S1♯ · · · ♯Sn−1 × S1♯N,

где число слагаемых Sn−1 × S1 равно g, а многообразие N является
удвоением ручечного тела с λ ручками индексов, отличных от 1 и
n− 1.

Замечание 2. В работе [17] решалась проблема реализации поляр-
ных потоков, множество седловых состояний равновесия которых состоит
в точности из одной точки, и было показано, что несущее многообразие
таких потоков является проективно-подобным. Проблема реализации гра-
диентно-подобных потоков с произвольным числом седловых состояний
равновесия индексов, отличных от 1 и n − 1 является открытой пробле-
мой.

§2. Разложение Хегора несущего многообразия
градиентно-подобного потока

Этот параграф посвящен доказательству теоремы 1. Вначале приведем
несколько вспомогательных утверждений. Первое из них является непо-
средственным следствием теоремы 2 из [16].

Предложение 4. Пусть f t — градиентно-подобный поток на замкну-
том гладком многообразии Mn. Тогда:

1) многообразие Mn представляется в виде дизъюнктного объединения
устойчивых (неустойчивых) многообразий всех состояний равновесия
потока f t ;
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2) для любого седлового состояния равновесия p потока f t замыкание
cl lup компоненты связности lup многообразия W u

p \ p представляется в
следующем виде:

cl lup = lup ∪ p ∪
⋃

q∈Ωft :lup∩W s
q 6=∅

W u
q .

Напомним, что дважды дифференцируемая функция ϕ : Mn → R на
гладком замкнутом ориентируемом многообразии Mn называется функ-

цией Морса, если все ее критические точки не вырождены, т. е. для лю-
бой критической точки p ∈ Mn определитель матрицы Гессе

(
∂2ϕ

∂xi∂xj

)∣∣
p

в этой точке отличен от нуля. Согласно лемме Морса
(
см. [5, лемма 2.2]

)

в некоторой окрестности невырожденной критической точки p существу-
ют локальные координаты y1, . . . , yn, называемые координатами Морса,
в которых функция ϕ имеет вид

ϕ(y1, . . . , yn) = ϕ(p) − y2
1 − · · · − y2

k + y2
k+1 + · · · + y2

n.

Число k ∈{0, ..., n} не зависит от выбора локальных координат и называ-
ется индексом точки p. Будем обозначать индекс критической точки через
ind (p). Гладкий поток, индуцированный векторным полем X = − gradϕ,
называется градиентным потоком.

В силу работы [15, Theorem B] справедливо следующее утверждение.

Предложение 5. Для любого градиентно-подобного потока f t на глад-
ком замкнутом многообразии Mn существует функция ϕ : Mn → [0, n]
такая, что:

1) ϕ является функцией Морса;

2) множество критических точек функции ϕ совпадает с неблуждаю-
щим множеством Ω(f t) потока f t ;

3) ϕ
(
f t(x)

)
< ϕ(x) для любой точки x /∈ Ω(f t) и любого t > 0;

4) ϕ(p) = ind (p) для любого p ∈ Ω(f t).

Более того, существует такая метрика на Mn, в которой поток f t яв-
ляется градиентным потоком для функции ϕ.

Будем называть функцию ϕ, описанную в предложении 5, самоиндек-

сирующейся энергетической функцией потока f t. Для любого c ∈ [0, n]
положим Mc = ϕ−1[0, c].

Напомним, что множество A называется аттрактором потока f t, если
найдется замкнутая окрестность (захватывающая окрестность) V ⊂ Mn

такая, что все траектории потока f t пересекают ее границу ∂V трансвер-
сально, и A =

⋂
t>0

f t(V ). Множество R называется репеллером потока f t,
если оно является аттрактором для потока f−t.
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Положим

Aft = Ω0 ∪
⋃

p∈Ω1

W u
p , Rft = Ωn ∪

⋃

q∈Ωn−1

W s
q .

Из предложения 4 следует, что любая одномерная сепаратриса седло-
вого состояния равновесия содержит в своем замыкании, кроме себя са-
мой и седловой точки, единственную узловую точку. Поэтому множеству
Aft (Rft) можно поставить в соответствие граф, вершины которого соот-
ветствуют стоковым (источниковым) состояниям равновесия, а ребра —
одномерным неустойчивым (устойчивым) многообразиям седловых состо-
яний равновесия. Обозначим через ga (gr) число подмножеств множества
Aft (Rft), гомеоморфных окружности.

Лемма 1. Множества Aft и Rft являются связными аттрактором и
репеллером потока f t, и

∣∣Ω0
∣∣ =

∣∣Ω1
∣∣ − ga + 1,

∣∣Ωn
∣∣ =

∣∣Ωn−1
∣∣ − gr + 1. (2)

Доказательство. В силу предложения 5 для потока f t существует
самоиндексирующаяся энергетическая функция ϕ : Mn → [0, n]. Пусть
ε ∈ (0; 1). Положим M1+ε = ϕ−1[0, 1 + ε] и покажем, что M1+ε является
захватывающей окрестностью для Aft .

Из определения следует, что Aft ⊂ M1+ε. Так как Aft инвариантно, то
Aft ⊂

⋂
t>0

f t(M1+ε). Покажем, что

Aft =
⋂

t>0

f t(M1+ε).

Предположим противное. Тогда существует точка

x ∈
⋂

t>0

f t(M1+ε) \ Aft .

Из предложения 4 следует, что существует состояние равновесия p ∈ Ωft

такое, что x ∈ W u
p . Так как множество

⋂
t>0

f t(M1+ε) замкнуто и инвари-
антно, то p ∈

⋂
t>0

f t(M1+ε) \ Aft , что невозможно, поскольку множество
M1+ε не содержит состояний равновесия, отличных от тех, что принадле-
жат Aft . Следовательно, Aft =

⋂
t>0

f t(M1+ε).
Аналогичным образом доказывается, что множество Rft является ат-

трактором для потока f−t с захватывающей окрестностью Mn \ intM1+ε.
Докажем связность Af . Вначале докажем связность его захватываю-

щей окрестности M1+ε. Предположим противное. Тогда M1+ε представля-
ется в виде объединения непересекающихся непустых инвариантных под-
множеств E1 и E2 и объединение

⋃

p∈Aft

W s
p =

⋃

t∈R

f t(E1 ∪ E2)
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является несвязным. В силу предложения 4 многообразие Mn представ-
ляется в виде

Mn =
⋃

p∈Aft

W s
p ∪Rft .

Тогда

Mn \Rft =
⋃

p∈Aft

W s
p ,

поэтомуMn\Rft несвязно. С другой стороны, так как n > 3, а размерность
репеллера Rf не превышает 1, то Rf не делит Mn; следовательно, мно-
жество Mn \ Rft связно. Полученное противоречие доказывает связность
M1+ε. Тогда Af связно как пересечение связных компактных вложенных
множеств. Связность репеллера Rf доказывается аналогично.

Докажем равенство |Ω0| = |Ω1|−ga +1 (равенство |Ωn| = |Ωn−1|−gr +1
доказывается аналогично). Из связности Af следует, что если множество
Ω1 пусто, то множество Aft состоит из единственного узлового состояния
равновесия. Тогда |Ω0| = 1, |Ω1| = 0, ga = 0 и равенство выполняется.
Если множество Ω1 непусто, то из каждого подмножества аттрактора Af ,
гомеоморфного окружности, удалим по одной седловой точке вместе с ее
неустойчивым многообразием. Получим связный граф без циклов, т. е.
дерево с |Ω0| вершинами и |Ω1|−ga ребрами. Непосредственно вычисляется,
что |Ω0| = |Ω1| − ga + 1.

Доказательство теоремы 1. Докажем первое утверждение. Пусть f t —
градиентно-подобный поток, заданный на связном замкнутом ориентируе-
мом многообразии Mn, n > 3, все седловые состояния равновесия которого
имеют индекс Морса 1 или n − 1. Покажем, что тогда многообразие Mn

допускает разложение Хегора рода gft .

В силу предложения 5 для потока f t существует самоиндексирующаяся
энергетическая функция ϕ. Многообразие Mε = ϕ−1([0, ε]) гомеоморфно
дизъюнктному объединению |Ω0| n-шаров. Из [13, теорема 3.4] следует,
что многообразие M1+ε получается из многообразия Mε приклеиванием к
нему |Ω1| ручекH1, . . . , H|Ω1|

индекса 1. В лемме 1 доказано, что множества
M1+ε и Aft связны. Напомним, что аттрактор Aft является носителем гра-
фа, множество вершин которого изоморфно множеству стоковых точек,
а множество ребер — множеству неустойчивых инвариантных многооб-
разий седловых точек индекса 1, при этом граф содержит в точности ga

циклов. Поэтому при удалении из каждого подмножества множества Aft ,
гомеоморфного окружности, неустойчивого многообразия произвольной
седловой точки (или его части, содержащей эту точку) получается связ-
ное множество. Выберем на каждом подмножестве множества Aft , гомео-
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морфном окружности, по седловой точке и обозначим их через

σ|Ω1|−ga+1, σ|Ω1|−ga+2, . . . , σ|Ω1|.

Так как каждая ручка Hi содержит седловую точку σi ∈ Aft вместе с
частью ее неустойчивого многообразия W u

σi
∩ ϕ−1

(
(ε, 1]

)
, то многообразие

M1+ε

∖ |Ω1|⋃

i=|Ω1|−ga+1

Hi = Mε ∪

|Ω1|−ga⋃

j=1

Hj

является связным многообразием. Это многообразие является результатом
приклеивания к |Ω0| шарам ручек в количестве |Ω1| − ga = |Ω0| − 1 штук.
Поэтому многообразие

Mε ∪

|Ω1|−ga⋃

j=1

Hj

является шаром, а многообразие M1+ε является (n, 1)-ручечным телом ро-
да ga. Аналогично, рассматривая поток f−t и функцию Морса n − ϕ, по-
лучаем, что многообразие N = Mn \ intM1+ε является n-ручечным телом
индекса 1 рода gr. Поскольку многообразия M1+ε и N имеют общую гра-
ницу, то ga = gr. Из формул (2) следует, что gft = (ga + gr)/2 = ga; таким
образом, многообразие Mn допускает разбиение Хегора рода gft .

Докажем второе утверждение. Пусть Mn — ориентируемое многооб-
разие размерности n ≥ 3, допускающее обобщенное разложение Хегора
с минимальным родом g

Mn . Построим полярный поток f t на Mn, все сед-
ловые состояния равновесия которого имеют индекс Морса 1 или n− 1 и
их общее число равно 2g

Mn .
По определению существуют (n, 1)-ручечное тело Qn

g
Mn

и диффеомор-

физм h : ∂Qn
g
Mn

→ ∂Qn
g
Mn

такие, что Mn = Qn
g
Mn

⋃
hQ

n
g
Mn

.
Пусть Xn — ограничение векторного поля ẋ = x, x ∈ R

n, на шар B
n.

Определим на ручке H1 = B
1 × B

n−1 векторное поле X1,n−1 уравнениями
ẋ = −x и ẏ = y, где x ∈ B

1 и y ∈ B
n−1. Поля Xn и X1,n−1 индуцируют на

ручечном теле Qn
g
Mn

векторное поле, задающее градиентно-подобный по-

ток F t
+, траектории которого трансверсальны границе ∂Qn

g
Mn

, такой, что
его неблуждающее множество состоит в точности из одного источника и
g

Mn седловых состояний равновесия индекса n − 1 таких, что инвариант-
ные многообразия различных состояний равновесия не пересекаются. На
второй копии ручечного тела Qn

g
Mn

определим поток F t
− = F−t

+ . Обозначим

через D+ ⊂ ∂ Qn
g
Mn

и D− ⊂ ∂ Qn
g
Mn

множества пересечений инвариантных

многообразий всех седловых состояний равновесия потоков F t
+ и F t

− c раз-
личными копиями ∂ Qn

g
Mn

соответственно. Множества D+ и D− являются
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объединением меридианов на различных копиях ручечного тела Qn
g
Mn

со-
ответственно.

Если Mn диффеоморфно связной сумме g
Mn копий Sn−1 × S1, то, не

уменьшая общности, можно считать, что диффеоморфизм h переводит
классы изотопных меридианов тела Qn

g
Mn

в себя. Поэтому найдется диф-

феоморфизм h̃ : ∂ Qn
g
Mn
→ ∂ Qn

g
Mn

, изотопный h, такой, что h̃(D+)∩D− = ∅.

Тогда, склеив две копии тела Qn
g
Mn

по диффеоморфизму h̃, получим много-

образие, диффеоморфное Mn, c полярным потоком f t на нем, множество
седловых состояний равновесия которого состоит в точности из g

Mn точек
индекса 1 и g

Mn точек индекса n− 1, причем инвариантные многообразия
различных седловых состояний равновесия потока f t не пересекаются.

Если Mn не диффеоморфно связной сумме g
Mn копий Sn−1 × S1, то

в силу теоремы о приведении в общее положение
(
см., например, [6, гл. 3,

§ 2, теорема 2.4]
)

существует диффеоморфизм h̃ : ∂ Qn
g
Mn

→ ∂ Qn
g
Mn

, изо-

топный h, такой, что пересечение h̃(D+)∩D− трансверсально. Склеив две

копии тела Qn
g
Mn

по диффеоморфизму h̃, получим многообразие, диффео-

морфное Mn, и полярный поток f t на нем, множество седловых состояний
равновесия которого состоит в точности из g

Mn точек индекса 1 и g
Mn точек

индекса n− 1. �

§3. Реализация градиентно-подобных потоков
без гетероклинических пересечений

с заданными числами узловых
и седловых состояний равновесия

В этом параграфе доказывается теорема 2. Доказательство проведем
по шагам.

Шаг 1. Построение вспомогательного потока φt
ν на цилиндре

C =
{
(x1, . . . , xn) ⊂ R

n
∣∣ x2

1 + · · ·+ x2
n−1 = 1, xn ∈ [0, 1]

}
,

трансверсального границе цилиндра, неблуждающее множество которо-

го состоит из ν седловых состояний равновесия индексов 1 и n − 1 и

ν узлов.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений




dx1

dt
= x1xn,
· · ·

dxn−1

dt
= xn−1xn,

dxn

dt
= −(x2

1 + · · ·+ x2
n−1),

(3)

где (x1, . . . , xn) ∈ R
n.
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Сфера

S
n−1 =

{
x ∈ R

n
∣∣ x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = 1
}

инвариантна относительно потока, задаваемого системой (3). Действитель-
но, система (3) эквивалентна системе





x1dx1 = x2
1xndt,

· · ·
xn−1dxn−1 = x2

n−1xndt,

xndxn = −xn(x2
1 + · · ·+ x2

n−1)dt.

(4)

Откуда

x1dx1 + · · ·+ xndxn = 0,

и, следовательно, x2
1 + · · ·+ x2

n = const — первый интеграл системы (3).
Обозначим через ψt ограничение потока, задаваемого системой (3),

на сферу S
n−1 и покажем, что его состояния равновесия S(0, 0, . . . ,−1) и

N(0, 0, . . . , 1) являются гиперболическими. Для этого введем на S
n−1 глад-

кую структуру, состоящую из двух карт

(
U = S

n−1 \N, ηN

)
и

(
V = S

n−1 \ S, ηS

)
,

где гомеоморфизмы ηN и ηS суть стереографические проекции областей U
и V на гиперплоскости xn = −1 и xn = 1 соответственно. Пусть x ∈ S

n−1.
Обозначим через (ξ1, . . . , ξn−1) координаты точки ηN(x). Тогда ξi = 2 xi

1−xn

и в локальных координатах (ξ1, . . . , ξn−1) поток ψt задается следующей
системой уравнений:

dξi
dt

= −ξi, i = 1, . . . , n− 1. (5)

Корни λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = −1 характеристического уравнения
системы (5) лежат вне мнимой оси, поэтому положение равновесия O =
ηN (S) c координатами ξ1 = ξ2 = · · · = ξn−1 = 0 гиперболическое. Анало-
гично доказывается гиперболичность состояния равновесия N .

Рассмотрим систему






dx1

dt
= x1xn,
· · ·

dxn−1

dt
= xn−1xn,

dxn

dt
= −(x2

1 + · · ·+ x2
n−1),

dxn+1

dt
= − cosπνxn+1.

(6)
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Обозначим через φt
ν ограничение потока, соответствующего системе (6),

на цилиндр C. Неблуждающее множество потока φt
ν состоит из ν узловых

и ν седловых гиперболических положений равновесия. Обозначим эти по-
ложения равновесия через N1, N2, . . . , Nν и S1, S2, . . . , Sν , где

Ni =
(
0, 0, . . . , 1, 1

ν

(
1

2
+ i

))
,

Si =
(
0, 0, . . . ,−1, 1

ν

(
1

2
+ i

))
,
i = 0, . . . , ν − 1.

Траектории потока φt
ν трансверсально пересекают границу цилиндра C.

Если ν четно, то касательный вектор к траектории потока в точках сферы

Sn−1
0 =

{
(x1, . . . , xn+1)

∣∣ x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 1, xn+1 = 0

}

направлен вне C, а касательный вектор к траектории потока в точках
сферы

Sn−1
1 =

{
(x1, . . . , xn+1)

∣∣ x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 1, xn+1 = 1

}

направлен внутрь C. При этом касательные векторы в точках

(x1, . . . , xn, 0) ∈ Sn−1
0 и (x1, . . . , xn, 1) ∈ Sn−1

1

равны. Если ν нечетно, то касательные векторы к траекториям потока
{φt

ν} в точках края цилиндра C направлены вне C.
Шаг 2. Построение потока f t

ν+2,ν,0 на сфере Sn.

Как и в шаге 1, непосредственно убеждаемся, что система уравнений





dx1

dt
= x1xn+1,
. . .

dxn

dt
= xnxn+1,

dxn+1

dt
= −(x2

1 + · · ·+ x2
n)

(7)

индуцирует поток Ψt на стандартной сфере S
n, которая является для нее

интегральной поверхностью. При этом неблуждающее множество потока
Ψt состоит в точности из двух состояний равновесия: источника в точке
(0, . . . , 0, 1) и стока в точке (0, . . . , 0,−1).

Положим

Bn
− =

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ S

n
∣∣ xn+1 ∈ [−1, 0]

}
, Ψt

− = Ψt
∣∣
Bn

−
,

Bn
+ =

{
(x1, . . ., xn+1) ∈ R

n+1
∣∣ x2

1 + · · ·+ x2
n+(xn+1−1)2 = 1, xn+1 ∈ [1, 2]

}
.

Обозначим через p : R
n+1 → R

n+1 отображение, заданное формулой

p(x1, . . . , xn, xn+1) = (x1, . . . , xn, xn+1 − 1),

и через Ψt
+ — поток на шаре Bn

+, равный p−1Ψtp
∣∣
Bn

+

.
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Траектории потока Ψt
δ трансверсально пересекают границу шара Bn

δ

при δ ∈ {+,−}, причем касательный вектор к траектории в любой точке
границы шара равен (0, . . . , 0,−1).

Пусть ε ∈
(
0, 1

2ν

)
, и пусть g(xn+1) — гладкая функция, равная единице

при xn+1 ∈ [ε, 1 − ε] и нулю при xn+1 ∈
[
0, ε

2

]
∪

[
1 − ε

2
, 1

]
и положительная

при xn+1 ⊂
(

ε
2
, ε) ∪ (1 − ε, 1 − ε

2

)
. Рассмотрим систему






dx1

dt
= x1xng(xn+1),
. . .

dxn−1

dt
= xn−1xng(xn+1),

dxn

dt
= −(x2

1 + · · ·+ x2
n−1)g(xn+1),

dxn+1

dt
= − cos πνxn+1.

(8)

Система (8) индуцирует на цилиндре C поток φ̃t
ν , совпадающий с по-

током φt
ν вне ε-окрестностей границы цилиндра C и топологически экви-

валентный ему. Касательные векторы к траекториям потока φ̃t
ν в точках

сферы Sn−1
0 равны (0, . . . , 0,−1), а в точках сферы Sn−1

1 равны (0, . . . , 0,−1)
в случае четного ν и (0, . . . , 0, 1) в случае нечетного ν.

Рассмотрим множество Bn
− ∪ C ∪ Bn

+, которое по построению являет-

ся сферой Sn. Из определений потоков φ̃t
ν , Ψt

+ и Ψt
− следует, что на Sn

индуцируется искомый гладкий градиентно-подобный поток f t
ν+2,ν,0, сов-

падающий на цилиндре C с потоком φ̃t
ν , на шаре Bn

− — с потоком Ψt
−, а

на шаре Bn
+ — с потоком Ψt

+ в случае четного ν и с потоком Ψ−t
+ в случае

нечетного ν.
Шаг 3. Построение потока f t

ν,ν,0 на Sn−1 × S
1.

Если ν четно, то склеим компоненты связности границы цилиндра C
при помощи отображения, отождествляющего точки

(x1, . . . , xn, 0) и (x1, . . . , xn, 1).

В результате получим многообразие Sn−1 × S1 и искомый поток на нем,
индуцированный потоком φt

ν . Пусть теперь ν ≥ 3 нечетно. Выберем на
сфере Sn два гладких замкнутых шара Bn

1 и Bn
2 , границы которых транс-

версальны траекториям потока f t
ν,ν+2,0, построенного на предыдущем ша-

ге, и таких, что каждый шар Bn
ω и Bn

α содержит внутри в точности одно
состояние равновесия: устойчивый узел ω и неустойчивый узел α соот-
ветственно. Из конструкции потока f t

ν,ν+2,0 следует, что ω (α), принад-
лежит замыканию инвариантного многообразия в точности одного сед-
лового состояния равновесия, которое пересекает границу шара Bn

ω (Bn
α)

по множеству δω (δα), являющемуся либо сферой Sn−1, либо состоящему
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в точности из одной или двух точек. Поэтому найдутся диффеоморфизм
h : ∂Bn

ω → ∂Bn
α и модификация f̃ t

ν,ν+2,0 потока f t
ν,ν+2,0 такие, что:

1) h(δω) 6= δα;

2) фактор-пространство
(
Sn \ ( intBn

ω ∪ intBn
α)

)/
∼
, где y ∼ x, если y =

h(x), x ∈ ∂Bn
ω , y ∈ ∂Bn

α, является прямым произведением Sn−1 × S1;

3) поток f̃ t
ν,ν+2,0 индуцирует на многообразии

(
Sn \ ( intBn

ω ∪ intBn
α)

)/
∼

искомый поток f t
ν,ν,0.

Шаг 4. Построение потока f t
ν,ν+2−2g,0 на связной сумме g > 1 копий

Sn−1 × S1.

Так как µ ≥ 2, то ν ≥ 2g, поэтому, пользуясь алгоритмом, описанным
на предыдущем шаге, можно построить потоки f t

ν−2g+2,ν−2g+2,0 и f t
2,2,0 на

многообразиях P n
1 и P n

2 , диффеоморфных S
n−1×S

1. Пусть α1 — источнико-
вое состояние равновесия потока f t

ν−2g+2,ν−2g+2,0, ω2 — стоковое состояние
равновесия потока f t

2,2,0. Выберем гладкие замкнутые шары Bn
1 ⊂ P n

1 и
Bn

2 ⊂ P n
2 такие, что α1 ⊂ Bn

1 и ω2 ⊂ Bn
2 , границы шаров трансверсальны

траекториям потоков f t
ν−2g+2,ν−2g+2,0 и f t

2,2,0 соответственно и внутренности
шаров не содержат состояний равновесия, отличных от α1 и ω2. Аналогич-
но тому, как это делалось на предыдущем шаге, склеим многообразия с
краем P n

1 \ intBn
1 и P n

2 \ intBn
2 ; в результате получим связную сумму

Sn−1×S1♯Sn−1×S1 и поток f t
ν−2g+4,ν−2g+2,0 на ней. Если g = 2, то искомый

поток построен. Если g > 2, то обозначим через P n
3 еще один экземпляр

многообразия Sn−1 × S1 с потоком f t
2,2,0 на нем, выберем шар Bn

3 , содер-
жащий внутри единственное состояние равновесия потока f t

2,2,0, которое
при этом является источником, и шар Bn

4 ⊂ Sn−1 ×S1♯Sn−1 ×S1, содержа-
щий единственное стоковое состояние равновесия потока f t

ν−2g+4,ν−2g+2,0, и
продолжим процесс построения связной суммы аналогично тому, как это
описано выше. Через конечное число шагов получим искомый поток.

Шаг 5. Построение потока f t
ν,ν+2−2g,2λ на связной сумме сферы Sn

или g ≥ 1 копий Sn−1 × S1 и многообразия N , являющегося удвоением

ручечного тела индекса меньшего n− 1.
Пусть λ1, . . . , λk — произвольные натуральные числа такие, что λ1 +

· · · + λk = λ. Обозначим через ψt
i,n−i поток на ручке Bi × Bn−i индек-

са i, индуцированный векторным полем ẋ = −x, ẏ = y, x ∈ Bi, y ∈ Bn−i,
i ∈ {0, 2, 3, . . . , n− 2}. Приклеим к шару B0 ×Bn с заданным на нем пото-
ком ψt

0,n λi ручек индекса i, на каждой из которых определен поток ψt
i,n−i,

i ∈ {1, . . . , k}. Получим ручечное тело Qn
+ с заданным на нем градиентным

потоком F t
+, трансверсальным границе, неблуждающее множество кото-

рого состоит в точности из одного источникового состояния равновесия
и λi седловых состояний равновесия индекса i, i ∈ {1, . . . , k}. На втором
экземпляре Qn

− такого же ручечного тела определим поток F t
− = F−t

+ .
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Обозначим через D+ ⊂ ∂Qn
+ (D− ⊂ ∂Qn

−) совокупность всех следов инва-
риантных многообразий седловых состояний равновесия потока F t

+ (F t
−).

Склеим многообразия Qn
+ и Qn

− по диффеоморфизму h : ∂Qn
+ → ∂Qn

−

такому, что h(D+) ∩D− = ∅. В результате получим многообразие N , яв-
ляющееся удвоением тела Qn

+, с заданным на ним градиентно-подобным
потоком f t

2,0,2λ без гетероклинических пересечений. Искомый поток полу-
чим при помощи операции связной суммы многообразия N с одним из
многообразий Sn или Sn−1 × S1♯ · · · ♯Sn−1 × S1, как это описано на преды-
дущих шагах. �
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