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Системы Морса–Смейла естественным образом возникают в приложе-
ниях при математическом моделировании процессов с регулярной дина-
микой (например, в цепочках связанных отображений, описывающих ре-
акции диффузии, или при изучении топологии магнитных полей в прово-
дящей среде, в частности при исследовании вопроса существования сепа-
раторов в магнитных полях хорошо проводящих сред). Поскольку мате-
матические модели в форме систем Морса–Смейла появляются при опи-
сании процессов, имеющих разную природу, первым шагом в изучении
таких моделей является выделение свойств, не зависящих от физического
контекста, но определяющих разбиение фазового пространства на траек-
тории. Отношение, сохраняющее разбиение на траектории с точностью
до гомеоморфизма, называется топологической эквивалентностью, а от-
ношение, сохраняющее дополнительно время движения по траекториям
(непрерывное в случае потоков и дискретное в случае каскадов), назы-
вается топологической сопряженностью. Задача топологической класси-
фикации динамических систем состоит в поиске инвариантов, однозначно
определяющих класс эквивалентности или сопряженности для заданной
системы.

Настоящий обзор посвящен изложению результатов по топологической
классификации систем Морса–Смейла на замкнутых многообразиях, вклю-
чая результаты, полученные авторами в последнее время. Также приведе-
ны недавние результаты авторов, относящиеся к взаимосвязи между гло-
бальной динамикой таких систем и топологической структурой несущих
многообразий.
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Введение

Системы Морса–Смейла – структурно-устойчивые системы с конечным мно-
жеством неблуждающих орбит – являются фундаментальным объектом в теории
динамических систем. Определение системы Морса–Смейла восходит к необ-
ходимым и достаточным условиям грубости (т. е. сохранения качественных
свойств решений при малых изменениях правых частей) систем дифференци-
альных уравнений, заданных в конечной части плоскости, полученных в 1937 г.
А. А. Андроновым и Л. С. Понтрягиным. Динамическая система с непрерыв-
ным или дискретным временем на замкнутом многообразии называется сис-
темой Морса–Смейла, если ее неблуждающее множество состоит из конеч-
ного числа неподвижных и периодических орбит, все они гиперболические,
а их устойчивые и неустойчивые многообразия пересекаются трансверсаль-
но. При этом оказывается, что каждая точка объемлющего многообразия
лежит как в неустойчивом многообразии, так и в устойчивом многообразии
какой-нибудь периодической орбиты. Простейшим примером потока (диффео-
морфизма) Морса–Смейла является градиентный поток (соответственно сдвиг
на единицу времени градиентного потока) типичной функции Морса.
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На первый взгляд представляется, что глобальная динамика системы Мор-
са–Смейла и топология несущего многообразия хорошо определяются локаль-
ным поведением системы в окрестности периодических орбит, по аналогии
с тем, как топология многообразия определяется информацией о критических
точках функции Морса, заданной на этом многообразии. Для систем с непре-
рывным временем эти ожидания отчасти оправдываются в классе градиент-
но-подобных потоков – потоков Морса–Смейла без периодических траекторий.
С. Смейл [100] показал, что такой поток является градиентным для некоторой
функции Морса, если он локально градиентный в окрестности неподвижных
точек.

В случае дискретного времени даже в классе градиентно-подобных диф-
феоморфизмов (диффеоморфизмов Морса–Смейла, размерность пересечения
инвариантных многообразий различных периодических точек которых отлична
от нуля) склейка локальной динамики в окрестностях периодических точек мо-
жет быть весьма нетривиальной с топологической точки зрения. Тем не менее
динамические характеристики каскадов Морса–Смейла имеют тесную связь
с топологией несущего многообразия. Отчасти этим обстоятельством объясня-
ется пристальное внимание к системам Морса–Смейла и большое количество
работ по данной тематике (см., например, обзор [51]).

Кроме того, системы Морса–Смейла естественным образом возникают в при-
ложениях при математическом моделировании процессов с регулярной дина-
микой, например в цепочках связанных отображений, описывающих реакции
диффузии (см. [88]), или при изучении топологии магнитных полей в проводя-
щей среде (см. обзор авторов [52]), в частности при исследовании вопроса суще-
ствования сепараторов в магнитных полях хорошо проводящих сред (см. [45]).

Поскольку математические модели в форме систем Морса–Смейла появля-
ются при описании процессов, имеющих разную природу, первым шагом в изу-
чении таких моделей является выделение свойств, не зависящих от физического
контекста, но определяющих разбиение фазового пространства на траектории.
Отношение, сохраняющее разбиение на траектории с точностью до гомеомор-
физма, называется топологической эквивалентностью, а отношение, сохраня-
ющее дополнительно время движения по траекториям (непрерывное в случае
потоков и дискретное в случае каскадов), называется топологической сопря-
женностью. Задача топологической классификации динамических систем со-
стоит в поиске инвариантов, однозначно определяющих класс эквивалентности
или сопряженности для заданной системы.

Настоящий обзор посвящен изложению результатов по топологической клас-
сификации систем Морса–Смейла на замкнутых многообразиях, включая ре-
зультаты, полученные авторами в последнее время. Также приведены недавние
результаты авторов, относящиеся к взаимосвязи между глобальной динамикой
таких систем и топологической структурой несущих многообразий.
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1. Основные определения и факты

Дадим точные определения отношений эквивалентности динамических сис-
тем на замкнутом n-многообразии Mn, рассматриваемых в качественной тео-
рии.

Будем обозначать пространство Cr-диффеоморфизмов (векторных полей
гладкости Cr), наделенное равномерной Cr-топологией, через Diffr(Mn) (со-
ответственно Ξr(Mn)). Для r = 1 будем обычно писать Diff(Mn) и Ξ(Mn).

Диффеоморфизмы f, g ∈ Diff(Mn) называются топологически сопряженны-
ми, если существует гомеоморфизм h : Mn →Mn такой, что h◦f = g◦h. Пото-
ки f t, gt ∈ Ξ(Mn) называются топологически эквивалентными, если существу-
ет гомеоморфизм h : Mn →Mn, переводящий траектории потока f t в траекто-
рии потока gt. Диффеоморфизм f ∈ Diff(Mn) называется структурно устой-
чивым, если существует его окрестность U(f) в пространстве Diff(Mn) такая,
что любой диффеоморфизм g ∈ U(f) топологически сопряжен f . Аналогично,
поток f t ∈ Ξ(Mn) называется структурно устойчивым, если существует его
окрестность U(f t) ⊂ Ξ(Mn) такая, что любой поток gt ∈ U(f t) топологически
эквивалентен f t.

Понятию структурной устойчивости, введенному М. Пейшото [85], предше-
ствовало понятие грубости, введенное А. А. Андроновым и Л.С. Понтряги-
ным [1]. Для грубости диффеоморфизма f (потока f t) на многообразии Mn

требуется дополнительно, чтобы гомеоморфизм h : Mn → Mn, осуществляю-
щий сопряженность (эквивалентность) с системой из окрестности U(f) (U(f t)),
был близок к тождественному. Для потоков на замкнутых двумерных много-
образиях и диффеоморфизмов окружности понятия структурной устойчивости
и грубости равносильны.

Наиболее непосредственное обобщение условий грубости потоков на поверх-
ностях, найденных в [1] и [85], выделяет класс динамических систем (как по-
токов, так и каскадов) Морса–Смейла.

Определение 1.1. Динамическая система на замкнутом многообразииMn,
n > 1, называется системой Морса–Смейла, если:

1) неблуждающее множество системы гиперболично и состоит из конечного
числа неподвижных точек и периодических орбит;

2) инвариантные многообразия неподвижных точек и периодических орбит
пересекаются трансверсально.

Своим названием эти системы обязаны С. Смейлу [99], который в 1960 г.
рассмотрел класс потоков со свойствами 1), 2) и доказал для них выполнение
соотношений, аналогичных неравенствам Морса [77]. Заметим, что системы
Морса–Смейла не являются типичными, за исключением потоков Морса–Смей-
ла на поверхностях и систем Морса–Смейла на окружности. Отсутствие свой-
ства типичности потоков Морса–Смейла на многообразиях размерности боль-
шей двух, и каскадов на многообразиях размерности, большей единицы, сле-
дует из классических результатов Д. В. Аносова [2], [3] и С. Смейла [101], [102],
установивших существование структурно устойчивых потоков и каскадов со
счетным множеством седловых периодических орбит на таких многообразиях.
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С. Смейл и Дж. Палис в [82], [84] доказали структурную устойчивость систем
Морса–Смейла. Отправной точкой доказательства является локальная струк-
турная устойчивость гиперболических множеств. Гомеоморфизм, осуществ-
ляющий топологическую сопряженность в окрестностях неблуждающих мно-
жеств, для близких систем может быть продолжен на все несущее многообразие
с помощью построения согласованного семейства окрестностей седловых точек.
Как будет видно из классификационных результатов ниже, в некоторых част-
ных случаях для систем Морса–Смейла удается найти полный топологический
инвариант, который сохраняется при малых шевелениях системы. Построение
таких инвариантов в этом случае является альтернативным методом доказа-
тельства структурной устойчивости.

Все обозначения, рассуждения и результаты ниже приводятся для диффео-
морфизмов, однако они естественным образом адаптируются и для потоков.
В местах, где прямой аналогии нет, мы будем говорить также и о потоках.

1.1. Локальная динамика систем Морса–Смейла в окрестности пе-
риодических орбит. Пусть f ∈ Diff(Mn). Напомним, что точка x ∈ Mn

называется неблуждающей, если для любой ее окрестности U и любого нату-
рального числа N найдется n0 ∈ Z такое, что |n0| > N и fn0(U) ∩ U ̸= ∅.
Множество неблуждающих точек диффеоморфизма f обозначается через

NW(f).

Очевидно, что множество Per(f) периодических точек диффеоморфизма f при-
надлежит NW(f), а в случае, когда f является диффеоморфизмом Морса–Смей-
ла, имеет место равенство NW(f) = Per(f). Периодическая точка p ∈ Per(f) пе-
риода m называется гиперболической, если дифференциал Dfm(p) : TpM

n →
TpM

n, рассматриваемый как линейное отображение касательного простран-
ства TpM

n в себя, не имеет собственных значений, равных по модулю единице.
Согласно теореме Гробмана–Хартмана [53], [54], [57], в некоторой окрестно-
сти гиперболической периодической точки p диффеоморфизм fm топологиче-
ски сопряжен линейному диффеоморфизму, определяемому матрицей Якоби
(∂fm/∂x)

∣∣
p
.

Отсюда получаем, что для гиперболической периодической точки p суще-
ствуют так называемые устойчивое многообразие

W s
p =

{
x ∈Mn : lim

k→+∞
d(fkm(x), p) = 0

}
и неустойчивое многообразие

Wu
p =

{
x ∈Mn : lim

k→+∞
d(f−km(x), p) = 0

}
,

где d – метрика на Mn. Неустойчивые и устойчивые многообразия называ-
ются инвариантными многообразиями. Число j, равное числу собственных
значений матрицы Якоби, по модулю больших единицы, и, соответственно,
совпадающее с размерностью неустойчивого многообразия dimWu

p , называет-
ся индексом Морса гиперболической точки p. Тогда размерность устойчивого
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многообразия вычисляется по формуле dimW s
p = n − j. Согласно [83; теоре-

ма 5.5], линейные диффеоморфизмы Rn топологически сопряжены в окрест-
ностях неподвижных гиперболических точек одинакового индекса при условии
одновременного сохранения (или смены) ориентаций инвариантных многообра-
зий. Отсюда, в частности, следует локальная структурная устойчивость диф-
феоморфизма Морса–Смейла в окрестности неблуждающего множества.

Везде в дальнейшем мы будем обозначать через

Ωj , j ∈ {0, . . . , n},

множество гиперболических периодических точек диффеоморфизма с индек-
сом Морса j. Точка с индексом Морса 0 < j < n называется седловой, осталь-
ные точки называются узловыми, при этом узловая точка с индексом 0 назы-
вается стоком, а с индексом n – источником (см. рис. 1).

Рис. 1. Динамика в окрестности гиперболической неподвижной точки:
(a) седло, (b) источник, (c) сток

В силу сопряженности с линейным сжатием, в окрестности неподвижной
стоковой точки p существует замкнутый n-шар Up ⊂W s

p такой, что

f(Up) ⊂ intUp и
⋂
k>0

fk(Up) = p.

Таким образом, стоковая гиперболическая неподвижная точка является ат-
трактором диффеоморфизма f в смысле следующего определения.

Замкнутое f -инвариантное множество A ⊂Mn называется аттрактором f ,
если оно имеет компактную окрестность UA такую, что

f(UA) ⊂ intUA и A =
⋂
k>0

fk(UA).

Окрестность UA при этом называется захватывающей, а объединение⋃
k>0

f−k(UA)

– бассейном аттрактора. Репеллер определяется как аттрактор для f−1.
Гиперболичность неподвижной точки потока определяется отсутствием соб-

ственных значений с нулевой действительной частью у дифференциала функ-
ции локального векторного поля, а число собственных значений с отрицатель-
ной действительной частью называется ее индексом Морса. Гиперболичность
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Рис. 2. Окрестность скрученной периодической траектории на поверхности

периодической траектории определяется гиперболичностью отображения по-
следования Пуанкаре на секущей к ней. Индексом периодической траектории
называется число, равное размерности ее неустойчивого многообразия минус
единица. Периодическая траектория называется скрученной, если она имеет
неориентируемое устойчивое многообразие (см. рис. 2), в противном случае
траектория называется нескрученной.

1.2. Асимптотические и топологические свойства инвариантных
многообразий. Для любой периодической гиперболической точки p компо-
нента связности ℓsp (ℓup) множества W s

p \ p (соответственно Wu
p \ p) называется

сепаратрисой точки p. Для любого подмножества P ⊂ NW(f) будем обозна-
чать через Wu

P (соответственно W s
P ) объединение неустойчивых (соответствен-

но устойчивых) многообразий всех точек из множества P .
Тесная связь топологии несущего многообразия с динамическими свойст-

вами диффеоморфизмов Морса–Смейла во многом объясняется следующим
фактом.

Предложение 1.1 [58], [99], [102]. Пусть f : Mn → Mn – диффеоморфизм
Морса–Смейла. Тогда Wu

p и W s
p являются гладкими подмногообразиями мно-

гообразия Mn , диффеоморфными Rj и Rn−j соответственно, для любой пери-
одической точки p ∈ NW(f) и имеют место равенства

Mn =
⋃

p∈NW(f)

Wu
p =

⋃
p∈NW(f)

W s
p .

Доказательство этого факта зиждется лишь на конечности неблуждающе-
го множества и локальной динамике в его окрестности, поэтому результат ве-
рен и для случая нетрансверсального пересечения инвариантных многообразий
различных периодических точек. Напомним, что инвариантные многообра-
зия Wu

p , W s
q пересекаются трансверсально (находятся в общем положении),

если либо Wu
p ∩ W s

q = ∅, либо для любой точки x ∈ Wu
p ∩ W s

q касательные
подпространства TxW

u
p , TxW

s
q , TxM

n связаны соотношением

TxW
u
p + TxW

s
q = TxM

n.

Из последнего равенства вытекает, что dimWu
p + dimW s

q > n в случае непусто-
го пересечения Wu

p ∩W s
q .
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Рис. 3. Динамика в окрестности гиперболической периодической ор-
биты потока на трехмерном многообразии

Утверждение предложения 1.1 справедливо также и для потоков Морса–
Смейла, с той лишь оговоркой, что инвариантные многообразия периодической
орбиты не гомеоморфны евклидову пространству. Например, в случае n = 3
эти многообразия могут быть гомеоморфны цилиндру или листу Мёбиуса (см.
соответственно левую и правую части рис. 3).

Предложение 1.1 фактически утверждает, что объемлющее многообразие
диффеоморфизма Морса–Смейла допускает “почти клеточное” разбиение1 не-
устойчивыми (равно как и устойчивыми) многообразиями периодических то-
чек. Это наблюдение позволяет доказать для систем Морса–Смейла неравен-
ства, аналогичные неравенствам Морса.

Обозначим через Cj число периодических точек диффеоморфизма Морса–
Смейла f с индексом Морса j. Пусть βi(Mn) = βi есть i-е число Бетти много-
образия Mn, т. е.

βi(Mn) = rankHi(Mn,Z).

Предложение 1.2 [99], [98]. Для любого диффеоморфизма Морса–Смейла
имеют место следующие соотношения:

C0 > β0, C1 − C0 > β1 − β0, C2 − C1 + C0 > β2 − β1 + β0, . . . ,
n∑

i=0

(−1)iCi =
n∑

i=0

(−1)iβi = χ(Mn),

где χ(Mn) – эйлерова характеристика многообразия Mn .

Все неравенства имеют место также для потоков Морса–Смейла, но числа
Бетти вычисляются в кольце Z2: βi(Mn) = rankHi(Mn,Z2), а под Cj пони-
мается сумма числа состояний равновесия с j-мерными неустойчивыми много-
образиями и числа одномерных периодических траекторий с (j + 1)-мерными

1n-мерным клеточным комплексом называется хаусдорфово пространство X, которое
можно представить в виде объединения попарно непересекающихся клеток ej

q (непрерыв-

ных образов открытых дисков int Bj) X =
n⋃

j=0

cj⋃
q=1

ej
q – клеточного разбиения такого, что

граница ∂eq
j каждой клетки eq

j содержится в объединении клеток меньших размерностей.
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неустойчивыми сепаратрисами. Последнее равенство в случае потока без пе-
риодических орбит совпадает с формулой Пуанкаре–Хопфа, которая в общем
случае гласит, что для произвольного потока с конечным числом состояний
равновесия сумма индексов состояний равновесия равна эйлеровой характери-
стике несущего многообразия.

Первое неравенство предложения 1.2 влечет за собой тот факт, что любой
диффеоморфизм Морса–Смейла имеет хотя бы одну стоковую и хотя бы одну
источниковую орбиту. При этом диффеоморфизмы без седловых орбит суще-
ствуют на многообразиях любой размерности n, их неблуждающие множества
состоят в точности из одной источниковой и одной стоковой точки, все такие
системы топологически сопряжены, а их несущее многообразие гомеоморфно
n-мерной сфере (см., например, [44], где приведено динамическое доказатель-
ство этого факта). Такие системы называются системами “источник-сток”.

Хотя инвариантные многообразия седловых периодических точек диффео-
морфизма Морса–Смейла f являются подмногообразиями многообразия Mn,
их замыкания могут иметь сложную топологическую структуру. Например,
такое поведение имеет место, когда сепаратриса седловой точки участвует в ге-
тероклинических пересечениях.

Рис. 4. Гетероклинические кривые

Пусть σ1, σ2 ∈ NW(f) – различные седловые периодические точки диффеомор-
физма Морса–Смейла f . Пересечение инвариантных многообразий W s

σ1
∩Wu

σ2

в случаеW s
σ1
∩Wu

σ2
̸= ∅ называется гетероклиническим. Поскольку инвариант-

ные многообразия пересекаются трансверсально и каждое из W s
σ1

, Wu
σ2

являет-
ся подмногообразием, то любая компонента связности гетероклинического пере-
сечения W s

σ1
∩Wu

σ2
также является подмногообразием. Если dim(W s

σ1
∩Wu

σ2
) > 1,

то компонента связности такого пересечения называется гетероклиническим мно-
гообразием. В частности, если dim(W s

σ1
∩Wu

σ2
) = 1, то гетероклиническое мно-

гообразие называется гетероклинической кривой (см. рис. 4).
Если dim(W s

σ1
∩Wu

σ2
) = 0, то такое пересечение есть счетное множество точек,

которые называются гетероклиническими. Множество гетероклинических то-
чек инвариантно и представляет собой объединение гетероклинических орбит.
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Рис. 5. Гетероклинические точки

Наличие же гетероклинических точек на инвариантных седловых многообра-
зиях диффеоморфизмов приводит к сложному асимптотическому поведению
последних (см. рис. 5), следующему из λ-леммы.

Везде далее сферой Sk мы называем многообразие, гомеоморфное стандарт-
ной сфере

Sk = {(x1, . . . , xk+1) ⊂ Rk+1 : x2
1 + · · ·+ x2

k+1 = 1},

и шаром Bn – многообразие, гомеоморфное стандартному шару

Bn = {(x1, . . . , xn) ⊂ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n 6 1}.

Лемма 1.1 ([82], λ-лемма). Пусть p – седловая точка диффеоморфизма Мор-
са–Смейла f , а Bu ⊂Wu

p и Bs ⊂W s
p – диски размерности j и n−j соответст-

венно, содержащие точку p, и пусть V = ψ(Bs×Bu), где ψ : Bs×Bu →Mn –
топологическое вложение, для которого ограничение ψ

∣∣
Bu

(
ψ

∣∣
Bs

)
совпадает

с включением множества Bu (Bs) в Mn . Тогда для любого гладкого j-диска B ,
содержащего точку x трансверсального пересечения с W s

p и любого ε > 0 суще-
ствует натуральное число k0 такое, что компонента связности множества
fk(B) ∩ V , содержащая точку fk(x), и диск Bu являются ε-C1-близкими для
любого k > k0 (см. рис. 6).

Согласно λ-лемме 1.1, замыкание сепаратрисы седловой точки, участвую-
щей в гетероклиническом пересечении, не имеет структуры топологического
многообразия. Напротив, замыкание седловой сепаратрисы, не участвующей
в гетероклинических пересечениях, является топологически вложенным мно-
гообразием. Асимптотическое поведение неустойчивой сепаратрисы в общем
случае описывается следующим предложением.

Предложение 1.3. Пусть f : Mn →Mn – диффеоморфизм Морса–Смейла.
Тогда

cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) =
⋃

r∈NW(f):ℓu
p∩W s

r ̸=∅

Wu
r
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Рис. 6. Иллюстрация к λ-лемме

(где cl(A) – замыкание множества A) для любой неустойчивой сепаратри-
сы ℓup периодической точки p ∈ NW(f). В частности, если ℓup – седловая
сепаратриса, не участвующая в гетероклинических пересечениях, то

cl(ℓuσ) \ (ℓuσ ∪ σ) = {ω},

где ω – стоковая периодическая точка, при этом если j = 1, то cl(ℓuσ) есть
топологически вложенная дуга в Mn , а если j > 2, то cl(ℓuσ) есть топологи-
чески вложенная в Mn сфера Sj .

Гетероклинические точки естественным образом приводят к появлению так
называемых гетероклинических цепочек из седловых орбит, т. е. последова-
тельностей седловых орбит O1, . . . ,Oh таких, что Wu

Oi
∩W s

Oi+1
̸= ∅ для всех

1 6 i < h. Так как диффеоморфизмы Морса–Смейла не имеют гомоклиниче-
ских точек, то гетероклинические цепочки состоят из конечного числа h > 2
попарно различных седловых орбит. Число h − 1 называется длиной цепочки
O1, . . . ,Oh. Максимальная из длин цепочек, соединяющих две орбиты O ≺ O ′,
обозначается beh(O ′|O) (от слова “behaviour”, см. [82]). На рис. 5, (a) и (b),
изображены гетероклинические цепочки длины 1 и 2. Про элементы гетерокли-
нической цепочки O1, . . . ,Oh говорят, что они связаны отношением частичного
порядка С. Смейла ≺: O1 ≺ · · · ≺ Oh, определяемого условием

Oi1 ≺ Oi2 ⇐⇒ W s
Oi1

∩Wu
Oi2

̸= ∅.

Отметим, что у потоков Морса–Смейла гетероклинических точек не быва-
ет и гетероклиническое многообразие состоит из одномерных траекторий. Но
асимптотика гетероклинического пересечения тоже может быть весьма слож-
ной за счет образования цепочек седловых периодических траекторий.

Частичный порядок С. Смейла продолжается (неоднозначно) до полного по-
рядка в множестве периодических орбит диффеоморфизма Морса–Смейла f .
Нумерацию орбит O1, . . . ,Ok называют согласованной с порядком С. Смейла,
если из условия Oi1 ≺ Oi2 следует, что i1 6 i2. Такую нумерацию всегда можно
считать согласованной с индексом Морса ji орбиты Oi, т. е. i1 < i2, если ji1 < ji2
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Рис. 7. Фазовый портрет диффеоморфизма Морса–Смейла f : S3 → S3

с согласованной нумерацией периодических орбит

(см. рис. 7), поскольку, в силу трансверсальности, пересечение Wu
Oi1

∩W s
Oi2

пус-
то в случае ji1 > ji2 .

Везде в дальнейшем мы будем полагать, что нумерация орбит диффеомор-
физма Морса–Смейла удовлетворяет обоим свойствам согласованности. Воз-
можность такого полного упорядочения орбит является ключом к построению
согласованного семейства окрестностей2. Поясним, как выглядит это постро-
ение, используя технику факторизации, т. е. перехода к пространству орбит
диффеоморфизма f .

1.3. Метод факторизации. Для каждой орбиты Oi, i = 1, . . . , k, диф-
феоморфизма Морса–Смейла f : Mn → Mn положим W s

i = W s
Oi

и Wu
i = Wu

Oi
.

Тогда каждому i ∈ {1, . . . , k − 1} соответствует представление динамики диф-
феоморфизма f в виде “источник–сток”, где роль источника и стока играют
репеллер Ri и аттрактор Ai, определяемые формулами

Ai =
i⋃

j=1

Wu
j и Ri =

k⋃
j=i+1

W s
j .

Существование гладкой захватывающей окрестности Ui у аттрактора Ai уста-
навливается по индукции. Для стоковой орбиты O1 это результат сопряжения
с линейным сжатием в бассейне стока. Пусть по предположению индукции

2Согласованная система окрестностей является модификацией допустимой системы труб-
чатых семейств, построенной в работах [82], [84].
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Рис. 8. Построение захватывающей окрестности аттрактора Ai

построена гладкая захватывающая окрестность Ui−1 аттрактора Ai−1. В силу
предложения 1.3

cl(Wu
i ) \Wu

i ⊂ Ai−1

и (из соображений общего положения) ∂Ui−1 трансверсально пересекается с Wu
i .

Тогда гиперболическая структура орбиты Oi гарантирует существование мно-
жества Bu

i ⊂Wu
i , состоящего из ji-мерных дисков таких, что

Bu
i ⊂ int f(Bu

i ) и (f(Bu
i ) \Bu

i ) ⊂ Ui−1.

Объединение трубчатой окрестности Hi дисков Bu
i с множеством Ui−1 является

захватывающей окрестностью Ui аттрактора Ai, которую, очевидно, можно
сгладить (см. рис. 8).

Пространство
Vi = Mn \ (Ai ∪Ri)

состоит из блуждающих точек и называется характеристическим многообра-
зием. Множество Ki = Ui \ int f(Ui) является его фундаментальной обла-
стью, т. е.

(Ki ∩ f(Ki)) ⊂ ∂Ki и Vi =
⋃
µ∈Z

fµ(Ki).

Тогда пространство орбит
V̂i = Vi/f

является гладким замкнутым n-многообразием, а естественная проекция pi :
Vi → V̂i является накрытием. Пространство V̂i называется характеристиче-
ским фактормногообразием. Заметим, что пространство V̂i не является связ-
ным в общем случае. Обозначим через V̂ 1

i , . . . , V̂
ri
i – компоненты связности

пространства V̂i. Любая замкнутая в точке x̂ ориентированная кривая ĉ ⊂ V̂ l
i

имеет единственное поднятие c ⊂ Vi, начинающееся в точке x = p−1
i (x̂) ∩ Ki



54 В. З. ГРИНЕС, Е.Я. ГУРЕВИЧ, Е.В. ЖУЖОМА, О.В. ПОЧИНКА

и заканчивающееся в точке fq(x), q ∈ Z. Тогда соответствие [c] 7→ q являет-
ся нетривиальным гомоморфизмом из группы π1(V̂ l

i ) в группу Z. Обозначим
через ηi совокупность этих гомоморфизмов для l = 1, . . . , ri.

Резюмируя вышесказанное, получаем следующее утверждение.

Предложение 1.4 [44]. Для любого диффеоморфизма Морса–Смейла f мно-
жество Ai (Ri) является аттрактором (репеллером), а проекция pi : Vi → V̂i

является накрытием, индуцирующим структуру гладкого замкнутого n-мно-
гообразия на характеристическом фактормногообразии V̂i и отображение ηi ,
состоящее из нетривиальных гомоморфизмов η

V̂ l
i

: π1(V̂ l
i ) → Z, l = 1, . . . , ri .

Следующее предложение уточняет топологию введенных объектов.

Предложение 1.5 [50], [21]. 1) Если dimAi 6 n − 2 (dimRi 6 n− 2), то
репеллер Ri (аттрактор Ai) является связным, и если dim(Ai ∪ Ri) 6 n− 2,
то многообразия Vi , V̂i связны и отображение ηi : π1(V̂i) → Z является эпи-
морфизмом.

2) Каждая компонента связности характеристического фактормногообра-
зия V̂f является простым многообразием3 .

Непосредственным следствием пункта 2) предложения 1.5 является, напри-
мер, следующий факт.

Следствие 1.1. Если диффеоморфизм Морса–Смейла f : M2 → M2 сохра-
няет ориентацию, то каждая компонента связности характеристического
фактормногообразия V̂i гомеоморфна двумерному тору.

Заметим, что характеристические фактормногообразия играют ключевую
роль в построении инвариантов. Как мы увидим ниже, правильный выбор
такого многообразия зачастую полностью решает задачу топологической клас-
сификации (включая реализацию) для некоторых классов диффеоморфизмов
Морса–Смейла.

1.4. Согласованная система окрестностей. Пусть νi – число, равное +1,
если f |W u

i
сохраняет ориентацию, и равное −1 в противном случае. Положим

Lu
i = Wu

i \ Oi и обозначим через µi период неустойчивых сепаратрис, входя-
щих в Lu

i ; он совпадает с периодом mi орбиты Oi во всех случаях, кроме случая
ji = 1, νi = −1, в котором µi = 2mi. Из гиперболичности периодической орби-
ты Oi и предложения 1.1 следует, что диффеоморфизм fmi на каждой компо-
ненте связности многообразия Wu

i топологически сопряжен с растягивающей
гомотетией

au
ji

(x1, . . . , xji
) = (±2x1, . . . , 2xji

) : Rji → Rji .

Тогда фундаментальная область ограничения f на Wu
i \Oi гомеоморфна мно-

гообразию Sji−1× [0, 1]. Отождествляя границы кольца в силу диффеоморфиз-
ма au

ji
, мы получим многообразие Sji−1 × S1 в ориентируемом случае и косое

3Сфера Sn−1 ⊂ Mn называется цилиндрически вложенной в многообразие V̂f , если су-
ществует топологическое вложение h : Sn−1× [−1,+1] → V̂f такое, что h(Sn−1×{0}) = Sn−1.
Многообразие V̂f называется неприводимым, если любая цилиндрически вложенная в V̂f

сфера Sn−1 ограничивает в нем n-шар. Многообразие V̂f называется простым, если оно
либо неприводимо, либо гомеоморфно Sn−1 × S1 или косому произведению Sn−1 на S1.
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Рис. 9. Проекция L̂u
3 седловых сепаратрис орбиты периода 3 в простран-

ство орбит V̂2 бассейнов стоков для диффеоморфизма Морса–Смейла на
2-сфере, здесь η2(eV̂ 1

2 ∗
(π1(V̂

1
2 ))) = 3Z и η2(eV̂ 1

2 ∗
(π1(V̂

1
2 ))) = Z

произведение Sji−1 на S1 – в неориентируемом, последнее называется ji-мерной
бутылкой Клейна. В случае ji = 2 это классическая бутылка Клейна, в случае
ji = 1 это окружность.

Поскольку Lu
i является гладким подмногообразием многообразия Vi−1, то

L̂u
i = pi−1(Lu

i ) является гладким подмногообразием многообразия V̂i−1, гомео-
морфным Sji−1 × S1 в случае νi = +1 и гомеоморфным ji-мерной бутылке
Клейна в противном случае. При этом отображение включения e

L̂u
i

: L̂u
i → V̂i−1

индуцирует гомоморфизм e
L̂u

i ∗
: π1(L̂u

i ) → π1(V̂i−1) такой, что

ηi−1(eL̂u
i ∗

(π1(L̂u
i ))) = µiZ,

где µiZ – группа целых чисел, кратных µi (см. рис. 9).
Таким образом, L̂u

i является ji-мерным гладким замкнутым подмногообра-
зием n-многообразия V̂f . Следовательно, существует его трубчатая окрест-
ностьN(L̂u

i ) ⊂ V̂i−1, расслоенная (n−ji)-мерными дисками F̂ s
i = {d̂s

i (x̂), x̂ ∈ L̂u
i }.

Это расслоение порождает f -инвариантное слоение

F s
i = {p−1

i−1(d̂
s
i (x̂)), x̂ ∈ L̂u

i } ∪W s
i

с гладкими слоями, непрерывно зависящими от точки, в f -инвариантной окрест-
ности Nu

i = p−1
i−1(N(L̂u

i )) ∪W s
i орбиты Oi. Обозначим через F s

i,x единственный
слой слоения F s

i , проходящий через точку x ∈ Nu
i . Индуктивность построе-

ния позволяет строить текущее устойчивое слоение F s
i согласованным с уже

построенными устойчивыми слоениями F s
i′ , i

′ < i (см. рис. 10), так, что для
любой точки x ∈ Nu

i ∩Nu
i′ (

F s
i,x ∩

⋃
l<i

Nu
l

)
⊂ F s

i′,x.
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Рис. 10. Согласованные устойчивые слоения

Переходом к обратному отображению f−1 осуществляется построение неустой-
чивого согласованного слоения Fu

i в некоторой f -инвариантной окрестностиNs
i

орбиты Oi.
В силу λ-леммы 1.1 слоения Fu

i и F s
i трансверсальны в некоторой f -инва-

риантной окрестности Ni орбиты Oi. Причем эту окрестность можно выбрать
так, что диффеоморфизм f в ней линеен с точностью до замены координат.
Именно, рассмотрим линейный диффеоморфизм

aji
(x1, . . . , xji

, xji+1, . . . , xn) =
(
±2x1, . . . , 2xji

,±xji+1

2
, . . . ,

xn

2

)
: Rn → Rn

и aji-инвариантную окрестность

Nji = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : (x2
1 + · · ·+ x2

ji
)(x2

ji+1 + · · ·+ xn) 6 1}

начала координат. Положим

aji,mi(x1, . . . , xn, w) = (aji(x1, . . . , xn), w + 1 ∼ mod mi) : Rn × Zmi → Rn × Zmi

и Nji,mi = Nji × Zmi . Окрестность Ni назовем линеаризующей, если существу-
ет гомеоморфизм µi : Ni → Nji,mi

, сопрягающий диффеоморфизм f
∣∣
Ni

c диф-
феоморфизмом aji,mi

∣∣
Nji,mi

.
Из вышесказанного следует существование у любого диффеоморфизма Мор-

са–Смейла согласованной системы окрестностей в смысле следующего опре-
деления.

Определение 1.2. Набор Nf линеаризующих окрестностей Ni, i = 1, . . . , k,
периодических орбит диффеоморфизма Морса–Смейла f , оснащенных парой
трансверсальных слоений Fu

i , F s
i , включающих как слои компоненты связно-

сти многообразий Wu
i , W s

i , назовем согласованной системой окрестностей, если
выполняются следующие условия:

1) если W s
i1
∩Wu

i2
= ∅ для i1 < i2, то Ni1 ∩Ni2 = ∅;

2) если W s
i1
∩Wu

i2
̸= ∅ для i1 < i2, то для любой точки x ∈ Ni1 ∩Ni2(

Fu
i1,x ∩

⋃
l>i1

Nl

)
⊂ Fu

i2,x,

(
F s

i2,x ∩
⋃
l<i2

Nl

)
⊂ F s

i1,x.
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2. Одномерные системы

Окружность S1 является единственным замкнутым одномерным многооб-
разием. Поскольку поток Морса–Смейла на S1 всегда имеет только конечное
число траекторий, то, в силу предложений 1.1 и 1.3, динамика любого такого
потока представляет собой чередование источников и стоков, число которых
является полным топологическим инвариантом.

Что касается диффеоморфизмов Морса–Смейла на S1, то в [67] А. Г. Майер,
соратник и друг А. А. Андронова, ввел понятие грубости для динамических си-
стем с дискретным временем (каскадов) на окружности и показал, что грубые
каскады на окружности также типичны и любой грубый каскад имеет только
конечное число периодических точек, причем каждая такая точка гиперболи-
ческая. Для доказательства их плотности необходимо было доказывать лемму
о замыкании, что впервые и было сделано А. Г. Майером [67] в 1939 г., а поз-
же, в начале 1960-х годов, было передоказано В.А. Плиссом [91] и М. Пейшо-
то [86]. Так как для окружности лемму о замыкании удается доказать в любом
классе гладкости (даже аналитическом), то получаем, что диффеоморфизмы
Морса–Смейла всюду плотны в Diffr(S1) для любых 1 6 k 6 r 6 ω.

Описание и топологическая классификация диффеоморфизмов Морса–Смей-
ла окружности достаточно проста и также получена А. Г. Майером в рабо-
те [67]. Ниже мы приводим эти классификационные результаты в современной
обработке авторов обзора.

Разобьем множество грубых каскадов окружности на два подкласса

MS r
+(S1) и MS r

−(S1),

состоящих из сохраняющих ориентацию и меняющих ориентацию диффеомор-
физмов соответственно.

Предложение 2.1. 1) Для каждого диффеоморфизма f ∈ MS r
+(S1) не-

блуждающее множество NW(f) состоит из 2n, n ∈ N, периодических орбит,
каждая из которых имеет период k .

2) Для каждого диффеоморфизма f ∈ MS r
−(S1) множество NW(f) состо-

ит из 2q , q ∈ N, периодических точек, две из которых являются неподвиж-
ными, а другие имеют период 2.

Пусть f ∈ MS r
+(S1). Перенумеруем периодические точки из

NW(f) : p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0,

начиная с произвольной периодической точки p0 по часовой стрелке. Тогда
существует целое число l такое, что f(p0) = p2nl, причем l = 0 для k = 1, l ∈
{1, . . . , k− 1} для k > 1 и числа (k, l) являются взаимно простыми4. Заметим,

4На самом деле А. Г. Майер вместо числа l использовал число r1 (которое называл поряд-
ковым числом) такое, что lr1 ≡ 1 (mod k).
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Рис. 11. Грубые преобразования окружности

что l не зависит от выбора точки p0 (см. рис. 11, (A)). Для диффеоморфизма
f ∈ MS r

−(S1) положим

ν = −1; ν = 0; ν = +1,

если его неподвижные точки являются соответственно источниками; стоком
и источником; стоками. Заметим, что ν = 0, если q нечетное, и ν = ±1, если
q четное (см. рис. 11, (B)).

Теорема 2.1. 1) Два диффеоморфизма f и f ′ из MS r
+(S1) с параметра-

ми n, k , l и n′ , k′ , l′ соответственно топологически сопряжены тогда и толь-
ко тогда, когда n = n′ , k = k′ и выполнено одно из следующих условий:

(a) l = l′ (при этом, если l ̸= 0, то сопрягающий гомеоморфизм сохраня-
ет ориентацию);

(b) l = k′ − l′ (при этом сопрягающий гомеоморфизм меняет ориента-
цию).

2) Два диффеоморфизма f, f ′ ∈ MS r
−(S1) с параметрами q, q′ топологиче-

ски сопряжены тогда и только тогда, когда q = q′ и ν = ν′ .

3. Двумерные системы

3.1. Двумерные потоки. В 1959 г. М. Пейшото [85] обобщил результа-
ты А.А. Андронова и Л. С. Понтрягина на произвольные ориентируемые за-
мкнутые поверхности. При этом Пейшото модифицировал понятие грубости
и ввел понятие структурной устойчивости, которое стало более популярным
и употребимым. Фактически результат Пейшото дословно повторяет результат
Андронова–Понтрягина о динамике структурно устойчивого потока, при этом
было явно сформулировано утверждение о C1-типичности таких полей (у Ан-
дронова и Понтрягина это утверждение формально не выделялось). Отметим,
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что Пейшото передоказал часть результатов А. Г. Майера, не зная о работе [67].
Что касается Cr-типичности потоков Морса–Смейла, то имеет место следую-
щий результат.

Предложение 3.1. Множество векторных полей Морса–Смейла на замк-
нутой поверхности M2 совпадает с множеством структурно устойчивых
векторных полей, и оно плотно в пространстве Ξ(M2). Если поверхность M2

ориентируемая или неориентируемая рода 1 6 g 6 3, то множество Cr

векторных полей Морса–Смейла совпадает с множеством Cr структурно
устойчивых векторных полей для любого r > 1 и оно плотно в простран-
стве Ξr(M2).

Для сферы M2 = S2 предложение 3.1 фактически доказано А. А. Андроно-
вым и Л. С. Понтрягиным [1]. Для остальных поверхностей в случае r = 1,
а также всех ориентируемых поверхностей и проективной плоскости в случае
r > 1 предложение 3.1 доказано М. Пейшото [86]. Из теоремы Арансона–Марк-
ли [4], [68] о том, что никакой поток на бутылке Клейна не имеет нетривиально
рекуррентных траекторий, вытекает справедливость предложения 3.1 для бу-
тылки Клейна в случае r > 1. Наконец, для неориентируемой поверхности
рода 3 предложение 3.1 в случае r > 1 следует из результата C. Гутиерреза [56]
о том, что на этой поверхности у потоков нет так называемых неориентируемых
нетривиально рекуррентных траекторий.

3.1.1. Градиентно-подобные потоки. Первые результаты по топологической
классификации градиентно-подобных потоков на поверхностях были получе-
ны Е. А. Леонтович и А. Г. Майером [65], [66] в рамках рассмотрения класса
потоков с конечным числом особых траекторий (неподвижных точек, перио-
дических орбит и сепаратрис) на 2-сфере. Идея классификации была осно-
вана на разбиении фазового пространства на ячейки – области с одинаковым
асимптотическим поведением траекторий. Описание типов ячеек и их взаимное
расположение составили полный топологический инвариант, названный схемой
Леонтович–Майера, для таких потоков.

В 1973 г. М. Пейшото [87] ввел для потоков Морса–Смейла без периодиче-
ских траекторий полный топологический инвариант в виде оснащенного гра-
фа5, обобщающего схему Леонтович–Майера. Именно, он поставил в соответ-
ствие градиентно-подобному потоку f t (потоку Морса–Смейла без периодиче-
ских траекторий) связный ориентированный граф Γft так, что вершины гра-
фа Γft соответствуют неподвижным точкам потока f t, а ребра соответствуют
седловым сепаратрисам и полагаются ориентированными согласно движению
по сепаратрисе в положительном по времени направлении. Таким образом
вершины графа разделены на три части: вершины источников, вершины седел
и вершины стоков. Каждая седловая вершина инцидентна четырем ребрам,
соответствующим четырем сепаратрисам. В силу предложения 1.3, все ребра
направлены от источниковой вершины в седловую или из седловой в стоковую
(см. рис. 12).

5В действительности М. Пейшото рассматривал произвольные потоки Морса–Смейла, но
его инвариант содержит неточность при наличии у потока периодических орбит.
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Рис. 12. Градиентно-подобный поток и его ориентированный граф

Ясно, что топологически эквивалентные системы Морса–Смейла должны
иметь изоморфные ориентированные графы. Оказалось, что обратное неверно,
М. Пейшото [87] построил топологически не эквивалентные градиентно-подоб-
ные потоки на 2-сфере с изоморфными ориентированными графами (кроме
оригинальной работы [87], см., например, [81], а также рис. 13).

Рис. 13. Пример Пейшото
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Рис. 14. Типы ячеек градиентно-подобного потока

Поэтому Пейшото добавил к графу Γft информацию о так называемых раз-
личающих множествах и получил оснащенный граф ΓP

ft , который уже является
полным топологическим инвариантом. Чтобы определить различающее мно-
жество, рассмотрим множество

M2 \
⋃

σ∈Ω1

(
cl(Wu

σ ) ∪ cl(W s
σ)

)
.

Замыкание любой компоненты связности этого множества называется ячейкой
и, в силу предложения 1.1, имеет один из типов, изображенных на рис. 14.

Различающим множеством называется подграф графа Γft , соответствую-
щий границе ячейки (см. рис. 15).

Рис. 15. Различающий граф Пейшото

Два графа Пейшото ΓP
ft и ΓP

f ′t градиентно-подобных потоков f t и f ′t соответ-
ственно называются изоморфными, если между ними существует изоморфизм,
сохраняющий различающие множества.

Теорема 3.1 [87; предложение 4.4]. Два градиентно-подобных потока f t , f ′t
топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их графы Пейшо-
то ΓP

ft , ΓP
f ′t изоморфны.

Отметим, что имеются другие формы полного топологического инварианта
таких потоков, которые по духу соответствуют оснащенному графу Пейшото
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(см., например, [79], [107]). Кроме того, для градиентно-подобных потоков
все известные на сегодняшний день инварианты и различающие их алгоритмы
описаны, например, в обзоре [62].

Полный топологический инвариант для произвольных потоков Морса–Смей-
ла на замкнутых поверхностях был построен А. А. Ошемковым и В. В. Шар-
ко [81] (см. также [43]). Ниже мы описываем обобщение этого инварианта на
класс Ω-устойчивых потоков, полученное В. Е. Кругловым, Д. С. Малышевым
и О. В. Починкой [61].

3.1.2. Ω-устойчивые потоки. В этом пункте φt есть Ω-устойчивый поток, за-
данный на замкнутой поверхности M2. Напомним, что поток φt называется
Ω-устойчивым, если существует его окрестность U(φt) в C1(S × R,M2) та-
кая, что если φ′t ∈ U(φt), то потоки φt и φ′t топологически эквивалентны на
неблуждающих множествах NW(φt) и NW(φ′t), т. е. существует гомеоморфизм
h : M2 →M2, переводящий неблуждающие траектории потока φt в неблужда-
ющие траектории потока φ′t с сохранением направления движения по траекто-
риям.

Рис. 16. Цикл из седловых точек потока

Из критерия Ω-устойчивости [94] следует, что φt имеет неблуждающее мно-
жество, состоящее из конечного числа гиперболических периодических орбит
и конечного числа неподвижных гиперболических точек, не образующих цик-
лов (см. рис. 16), т. е. наборов неподвижных точек

σ1, . . . , σk, σk+1 = σ1

со свойством
W s

σi
∩Wu

σi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

При этом поток φt может быть структурно устойчивым, а может и нет,
и определяется это отсутствием или наличием связок – сепаратрис, идущих
из седла в седло. Однако для Ω-устойчивых потоков справедливо предложе-
ние 1.1, а предложение 1.3 имеет место с точностью до замены равенства на
включение

cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) ⊂
⋃

r∈NW(φt):ℓu
p∩W s

r ̸=∅

Wu
r

для любой неустойчивой сепаратрисы ℓup неподвижной точки p ∈ NW(φt). По-
этому топологическая классификация таких потоков по-прежнему допускает
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комбинаторное описание. Подобно графу Пейшото, полным топологическим
инвариантом для потоков рассматриваемого класса является класс изоморф-
ности оснащенного ориентированного графа.

Ориентированный граф. Чтобы построить такой граф для потока φt,
напомним, что любая периодическая траектория c потока φt имеет окрест-
ность Uc, не пересекающуюся с другими предельными циклами и неподвиж-
ными точками. При этом она, в зависимости от ее скрученности, гомеоморфна
двумерному кольцу или пленке Мёбиуса, а ее граница Rc трансверсальна тра-
екториям потока.

Положим
R =

⋃
c∈Ω3

φt

Rc

и назовем замыкание любой компоненты связности множества M2 \ R эле-
ментарной областью. В силу предложения 1.1, элементарная область может
иметь один из следующих четырех типов в зависимости от того, какую часть
неблуждающего множества она содержит:

1) L -область – содержит в точности один предельный цикл;
2) A -область – содержит в точности один источник или один сток;
3) M -область – содержит по крайней мере одну седловую точку;
4) E -область – не пересекается с неблуждающим множеством.
Теперь построим ориентированный граф Υφt следующим образом:
(1) вершины графа Υφt соответствуют элементарным областям потока φt;
(2) каждое ориентированное ребро графа Υφt , соединяющее вершину a с вер-

шиной b, соответствует окружности R ⊂ R, которая является общей границей
элементарных областей A и B, соответствующих a и b так, что траектории φt,
пересекающие R, ориентированы от A к B (см. рис. 17).

Рис. 17. Поток φt и его оснащенный граф Υφt

Поясним, как оснастить ориентированный граф Υφt , чтобы он стал полным
топологическим инвариантом в рассматриваемом классе.

Оснащенный граф. Поток в E -области может принадлежать одному из
двух классов эквивалентности, представители которых изображены на рис. 18.
Мы будем приписывать соответствующей вершине вес “+”, если динамика эк-
вивалентна потоку слева, и вес “−” в противном случае.

Каждую M -вершину мы оснастим четырехцветным графом. Для этого за-
метим, что соответствующая M -область является либо поверхностью с краем,
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Рис. 18. Два типа потоков в E -области

либо замкнутой поверхностью. В первом случае присоединим к границе обла-
сти объединение D попарно непересекающихся дисков так, чтобы получилась
замкнутая поверхность S, и продолжим поток φt

∣∣
M

до Ω-устойчивого потока
f t : M → M так, чтобы f t совпадал с φt вне D и Ωft имел в точности одну
неподвижную точку (сток или источник) в каждой компоненте D. Во втором
случае просто положим S = M и f t = φt. Рассмотрим ячейки потока f t, т. е.
замыкания компонент связности множества

S \ (Ω0 ∪W s
Ω1 ∪Wu

Ω1 ∪ Ω2).

Как и в градиентно-подобном случае, каждая ячейка J содержит в точности
один сток ω и один источник α в своей границе и все внутренние траектории
ячейки идут из α в ω. Выберем по одной внутренней траектории к каждой
ячейке, назовем ее t-кривой и обозначим через T их объединение. Назовем
c-кривыми седловые связки, u-кривыми – неустойчивые сепаратрисы, не яв-
ляющиеся связками, и s-кривыми – устойчивые сепаратрисы, не являющиеся
связками. Назовем замыкание компоненты связности множества

S \ (Ω0 ∪W s
Ω1 ∪Wu

Ω1 ∪ Ω2 ∪T )

многоугольной областью. В силу предложений 1.1 и 1.3, каждая многоуголь-
ная область гомеоморфна двумерному диску, граница которого состоит из од-
ной t-кривой, одной u-кривой, одной s-кривой и конечного (возможно, пусто-
го) множества c-кривых (см. рис. 19). Границу каждой многоугольной области

Рис. 19. Многоугольная область
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Рис. 20. Пример потока f t и его четырехцветный граф

будем считать ориентированной соответственно движению по t-кривой от ис-
точника к стоку.

Поставим в соответствие потоку φt
∣∣
M

четырехцветный (s, t, u, c) граф ΓM

следующим образом (см. рис. 20):
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1) вершины графа взаимно однозначно соответствуют многоугольным обла-
стям;

2) две вершины графа инцидентны ребру цвета s, t, u или c, если соответ-
ствующие этим вершинам многоугольные области содержат в своих замыкани-
ях общую s-, t-, u- или c-кривую;

3) при наличии более одного c-ребра, выходящего из некоторой вершины b

графа, c-ребра считаются упорядоченными согласно прохождению соответству-
ющих сепаратрис при обходе границы соответствующей области.

В силу вложимости четырехцветного графа в несущую поверхность, нетруд-
но заметить, что каждому tu-циклу (ts-циклу) графа соответствует сток (ис-
точник), в бассейне которого цикл лежит. В свою очередь каждому стоку
(источнику) на дисках D соответствует ребро (M ,L ) ((L ,M )) ориентирован-
ного графа Υφt . Таким образом, каждому такому ребру соответствует цикл
четырехцветного графа; обозначим его τM ,L (τL ,M ) и ориентируем его согла-
сованно с соответствующим предельным циклом.

Будем называть ориентированный граф Υφt оснащенным и обозначать его
через Υ∗φt , если:

(1) каждая E -вершина оснащена весом “+” или “−”;
(2) каждая M -вершина оснащена четырехцветным графом ΓM ;
(3) каждое ребро (M ,L ) ((L ,M )) оснащено ориентированным tu-циклом

(st-циклом) τM ,L (τL ,M ) графа ΓM (см. рис. 21).

Рис. 21. Оснащенный граф потока φt

Оснащенные графы Υ∗φt и Υ∗φ′t называются изоморфными, если существует
изоморфизм ξ ориентированных графов Υ∗φt и Υ∗φ′t , сохраняющий их оснащение
в следующем смысле:

(1) веса вершин E и ξ(E ) равны;
(2) для вершин M и ξ(M ) существует изоморфизм ψM четырехцветных

графов ΓM , Γξ(M ) со следующими свойствами: ψM (τM ,L ) = τξ(M ),ξ(L ) и ори-
ентации циклов ψM (τM ,L ) и τξ(M ),ξ(L ) совпадают (аналогично для τL ,M ).

Теорема 3.2 [61; теорема 5.3]. Потоки φt , φ′t топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда их оснащенные графы Υ∗φt , Υ∗φ′t изоморфны.
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В работе [61] также решена проблема реализации Ω-устойчивых диффео-
морфизмов поверхностей по абстрактному оснащенному графу и найден эф-
фективный алгоритм6, устанавливающий изоморфность графов.

3.2. Двумерные диффеоморфизмы. Как уже упоминалось выше, диф-
феоморфизмы Морса–Смейла на поверхностях – не единственные структурно
устойчивые системы. С шестидесятых годов прошлого столетия хорошо извест-
ны примеры структурно устойчивой хаотической динамики: подкова Смей-
ла, диффеоморфизм Аносова, аттрактор Плыкина и др. При этом каскады
Морса–Смейла продолжают играть в динамике важную роль, будучи так на-
зываемыми “простейшими” представителями класса грубых систем. Однако
столь просто описываемая динамика в действительности весьма нетривиальна
даже на поверхностях, если допустить наличие гетероклинических точек.

Поскольку гетероклинические точки образованы пересечением инвариант-
ных многообразий седловых орбит, то топологический тип этого пересечения
является инвариантом системы. Для соседних седел в максимальной цепочке
гетероклиническое пересечение состоит из конечного числа орбит и его условно
можно изобразить сигнатурой и даже описать комбинаторно в виде подстанов-
ки, введенной В. З. Гринесом [34] и содержащей две нумерации гетероклини-
ческих орбит, соответствующие их появлению на двух седловых сепаратрисах,
участвующих в гетероклиническом пересечении (см. рис. 22).

Рис. 22. Примеры сигнатур гетероклинического пересечения с подста-
новками

Однако, как будет показано ниже, даже в случае конечного числа гетеро-
клинических орбит совпадение гетероклинических подстановок еще не гаран-
тирует существование сопрягающего гомеоморфизма. Для седел, не являю-
щихся соседними в цепочке, гетероклиническое пересечение состоит уже из

6Понятие эффективно разрешимой задачи восходит к работе A. Кобхама [28], в которой
утверждается, что вычислительная проблема может быть рассчитана на некотором устрой-
стве только в том случае, если ее можно вычислить за время, ограниченное полиномом от
параметра, представляющего длину входных данных. На сегодняшний день не известна
сложность общей проблемы изоморфизма графов. Однако графы, используемые в приве-
денных критериях, не являются графами общего типа, они обладают своеобразными ком-
бинаторными свойствами, позволяющими различать их изоморфность за полиномиальное
время.
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счетного числа орбит, сигнатура которых не поддается комбинаторному опи-
санию. Поэтому решение задачи классификации (с точностью до топологиче-
ской сопряженности) диффеоморфизмов Морса–Смейла на поверхностях есте-
ственно начать с градиентно-подобных диффеоморфизмов – диффеоморфизмов
Морса–Смейла без гетероклинических точек.

3.2.1. Градиентно-подобные диффеоморфизмы. Динамика градиентно-по-
добных диффеоморфизмов на поверхностях принципиально схожа с динами-
кой одноименных потоков, с той лишь разницей, что диффеоморфизмы до-
пускают периодические перестановки ячеек. Поэтому естественно использо-
вать для классификации каскадов модификации комбинаторных инвариантов
потоков. Так, аналог графа Пейшото – различающий ориентированный граф
с подстановкой на множестве вершин и ребер, соответствующей периодическим
данным градиентно-подобного диффеоморфизма, – был использован в каче-
стве полного топологического инварианта А. Н. Безденежных и В. З. Гринесом
в работах [10], [11]. Исчерпывающая классификация (включающая реализа-
цию) градиентно-подобных диффеоморфизмов на поверхностях была получе-
на В. З. Гринесом, С.Х. Капкаевой, О. В. Починкой в работе [42] на языке
трехцветных (s, t, u) графов, оснащенных периодическим автоморфизмом, –
аналогов графа Ошемкова–Шарко (см. рис. 23).

Следует отметить тесную взаимосвязь топологической классификации гра-
диентно-подобных диффеоморфизмов ориентируемых поверхностей с класси-

Рис. 23. Пример градиентно-подобного диффеоморфизма на сфере S2,
его ориентированный и трехцветный графы
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фикаций периодических преобразований и градиентно-подобных потоков на по-
верхностях.

Пусть f : M2 →M2 – сохраняющий ориентацию градиентно-подобный диф-
феоморфизм ориентируемого двумерного многообразия M2, а ν – минималь-
ное натуральное число, при котором все компоненты связности множества
M \(Wu

Ω1∪W s
Ω1)∪(Ω0∪Ω2) являются компонентами инвариантного типа для fν .

Напомним, что гомеоморфизм g : Mn → Mn называется периодическим пе-
риода ν ∈ N, если gν = id и gi ̸= id для любого 1 < i < ν. Обозначим
через Pν(M2) множество всех сохраняющих ориентацию периодических го-
меоморфизмов M2 периода ν на M2. Дж. Нильсеном [78] найдены необхо-
димые и достаточные условия топологической сопряженности гомеоморфиз-
мов из Pν(M2) и показано, что число классов топологической сопряженности
этих гомеоморфизмов конечно для каждого натурального ν. К. Йокоямой [108]
предъявлен алгоритм нахождения этого числа и предложена конструкция по-
строения в каждом гомотопическом классе стандартного представителя из дан-
ного класса топологической сопряженности.

В работах А. Н. Безденежных и В. З. Гринеса [11], [10] (подробное изложе-
ние имеется также в [44; ч. 3]) для каждого диффеоморфизма g ∈ Pν(M2) на
модульной поверхности N = M2/g (N – пространство орбит действия диффео-
морфизма g на M2) строится множество Φ(g) стандартных потоков на N та-
ких, что множество Φ̂(g) потоков на M2, накрывающих потоки из Φ(g), состоит
из градиентно-подобных потоков. Далее рассматривается множество θ(M2, g)
градиентно-подобных диффеоморфизмов, полученных суперпозицией диффео-
морфизма g и сдвига на единицу времени по траекториям потоков из Φ(g).

Положим
θ(M2) =

⋃
ν∈N

⋃
g∈Pν(M2)

θ(M2, g).

Теорема 3.3 [10]. Для любого сохраняющего ориентацию градиентно-
подобного диффеоморфизма f многообразия M2 существует диффеоморфизм
f̃ ∈ θ(M2), топологически сопряженный с f .

3.2.2. Диффеоморфизмы Морса–Смейла с конечным числом гетероклини-
ческих орбит. В. З. Гринес в работе [34] доказал, что для диффеоморфизмов
Морса–Смейла f с конечным числом гетероклинических орбит полным топо-
логическим инвариантом вновь является некая модификация графа Пейшото.
Именно, если из несущей поверхности M2 удалить замыкания всех седловых
сепаратрис, не участвующих в гетероклинических пересечениях, то компонен-
тами связности полученного множества будут кроме ячеек еще и гетероклини-
ческие области – открытые кольца или диски, содержащие гетероклинические
точки. Добавив к ориентированному графу Пейшото эту область в качестве
вершины H, а лежащие в ней сепаратрисы в качестве ориентированных ребер,
инцидентных этой вершине, мы получим искомый ориентированный граф (см.
рис. 24). Оснащение этого графа подграфами Пейшото, соответствующими
ячейкам, изоморфизмом, соответствующим периодическим данным, а также
комбинаторной информацией о пересечении сепаратрис в гетероклинических
областях делает его полным топологическим инвариантом.
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Рис. 24. Модификация графа Пейшото для диффеоморфизма Морса–
Смейла с конечным числом гетероклинических орбит на сфере S2

Чтобы объяснить, что в себя включает комбинаторная информация о гетеро-
клиническом пересечении, приведем еще один полный топологический инвари-
ант для рассматриваемых диффеоморфизмов, восходящий к работе Р. Ланже-
вена [63] и доведенный до классификационных результатов в работах В. З. Гри-
неса, Т. М. Митряковой и О. В. Починки [46], [75].

Упорядочим периодические орбиты диффеоморфизма f : O1,O2, . . . ,Ok так,
что сначала идут все стоковые орбиты (обозначим их число через ks), затем
все седловые орбиты, чьи неустойчивые многообразия не содержат гетерокли-
нических точек (обозначим их число через ms), далее все остальные седловые
орбиты (обозначим их число через mu) и, наконец, все источниковые орби-
ты (обозначим их число через ku). Заметим, что введенный на множестве
неподвижных точек порядок согласуется с отношением частичного порядка
С. Смейла и индексом Морса.

В обозначениях п. 1.3 положим

Af = Aks+ms , Rf = Rks+ms , Vf = Vks+ms , V̂f = V̂ks+ms .

Согласно предложению 1.4, множества Af и Rf являются аттрактором и ре-
пеллером соответственно, а множество Vf является двумерным многообразием
и состоит из конечного числа компонент связности. В силу следствия 1.1, ха-
рактеристическое фактормногообразие V̂f состоит из конечного числа копий
двумерного тора, а естественная проекция pf : Vf → V̂f является накрытием,
индуцирующим отображение ηf , составленное из эпиморфизмов в группу Z,
действующих на фундаментальных группах торов множества V̂f .

Положим

L̂s
f =

ks+ms⋃
i=ks+1

pf (Ls
i ), L̂u

f =
k−ku⋃

i=ks+ms+1

pf (Lu
i ).

Набор Sf = (V̂f , ηf , L̂
s
f , L̂

u
f ) называется схемой диффеоморфизма f (см. рис. 25).
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Рис. 25. Схема диффеоморфизма Морса–Смейла с конечным числом
гетероклинических орбит на двумерном торе

Схемы Sf , Sf ′ диффеоморфизмов f , f ′ называются эквивалентными, если
существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f такой, что

(a) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
(b) ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ , ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ ;

(c) существует поднятие ϕ : Vf → Vf гомеоморфизма ϕ̂ такое, что для каж-
дой седловой точки σ ∈ NW(f) существует седловая точка σ′ ∈ NW(f ′) та-
кая, что

ϕ(Wu
σ \ σ) = Wu

σ′ \ σ′ для i ∈ {ks + 1, . . . , ks +ms},
ϕ(W s

σ \ σ) = W s
σ′ \ σ′ для i ∈ {ks +ms + 1, . . . , k − ku}.

Заметим, что поднятие ϕ существует всегда, а условие (c) для него прове-
ряется на конечном числе точек, по одной на каждой седловой сепаратрисе.
При этом, если одно из поднятий удовлетворяет условию (c), то все осталь-
ные поднятия ему тоже удовлетворяют. Более того, условие (c) выполняется
автоматически, если седловые точки являются неподвижными.

Если же диффеоморфизм имеет периодические седловые точки, то усло-
вий (a) и (b) может оказаться недостаточно для построения сопрягающего го-
меоморфизма. Так, на рис. 26 изображены многоугольники, отождествление
пар сторон с одинаковыми седловыми точками каждого из них задает поверх-
ность и градиентно-подобный диффеоморфизм на ней. Геометрические состав-
ляющие схем этих диффеоморфизмов эквивалентны, а сами системы отлича-
ются лишь расположением пар седловых сепаратрис в бассейне стока. Однако
несущая поверхность диффеоморфизма слева является сферой, справа – тором.
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Рис. 26. Несопряженные диффеоморфизмы с эквивалентными геомет-
рическими составляющими схем

Теорема 3.4 [75]. Диффеоморфизмы f , f ′ топологически сопряжены то-
гда и только тогда, когда их схемы эквивалентны.

Комбинаторная информация о гетероклиническом пересечении состоит из
гетероклинической подстановки, которая в фактормногообразии определяется
следующим образом. Каждая кривая в паре пересекающихся замкнутых кри-
вых ℓ̂u ⊂ L̂u

f , ℓ̂s ⊂ L̂s
f имеет положительное направление обхода, выраженное

условием ηf ([ℓ̂u]) > 0, ηf ([ℓ̂s]) > 0. Тогда нумерации (1, . . . , r) точек пере-
сечения этих кривых в порядке их появления на ориентированной кривой ℓ̂u

соответствует перестановка (i1, . . . , ir) этих номеров, соответствующая порядку
их появления на ориентированной кривой ℓ̂s.

К подстановке необходимо добавить информацию об индексе пересечения
в точках ℓ̂u ∩ ℓ̂s, а также гомотопический тип замкнутых кривых ĉil,il+1 , i =
1, . . . , r−1, выраженный числом νi1,i2 = ηf ([ĉil,il+1 ]). Кривая ĉil,il+1 составляет-
ся из двух положительно ориентированных дуг с началом в точке i1 и концом
в точке i2, взятых на ℓ̂u, ℓ̂s соответственно, ориентация на кривой ĉil,il+1 инду-
цируется с кривой ℓ̂u (см. рис. 27).

На рис. 27 изображены фазовые портреты диффеоморфизмов f , f ′ и их схе-
мы. Неэквивалентность схем Sf , Sf ′ , в частности, следует из неизоморфности
комбинаторной информации о гетероклиническом пересечении. Оба диффео-
морфизма имеют тождественную гетероклиническую подстановку и одинако-
вые индексы в точках пересечения кривых. Различие состоит в наборе чисел
(ν1,2, ν2,3, ν3,4), который у диффеоморфизма f имеет вид (0, 0, 0), а у f ′ имеет
вид (0, 1, 0).
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Рис. 27. Несопряженные диффеоморфизмы с одинаковыми гетерокли-
ническими подстановками

3.2.3. Общий случай. И. Ю. Власенко [104] описал идею комбинаторного
подхода к построению полного топологического инварианта для произвольных
диффеоморфизмов Морса–Смейла на поверхностях, однако он не опубликовал
достаточное для понимания авторов обзора изложение своих результатов.

Х. Бонатти и Р. Ланжевен в работе [20] рассмотрели класс диффеоморфиз-
мов Смейла – класс структурно устойчивых диффеоморфизмов с нульмерны-
ми базисными множествами на поверхностях, который, очевидно, включает
в себя класс диффеоморфизмов Морса–Смейла. Для рассмотренных систем
они ввели полный топологический инвариант, названный геометрическим ти-
пом марковского разбиения, и построили конечный алгоритм для определения
того, имеют ли два диффеоморфизма один и тот же инвариант. Реализация
диффеоморфизмов Смейла по допустимому набору марковских разбиений бы-
ла завершена Ф. Беганом в [8], [9].
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Здесь мы приведем результаты по классификации произвольных сохраняю-
щих ориентацию диффеоморфизмов Морса–Смейла, полученные Х. Бонатти,
В. З. Гринесом, О. В. Починкой, С. Ван Стрином [19] и основанные на методе
факторизации.

Пусть f : M2 → M2 – сохраняющий ориентацию диффеоморфизм, и пусть
O1, . . . ,Ok – его согласованно упорядоченные периодические орбиты и Nf –
согласованное семейство окрестностей (см. п. 1.4). Другими словами, Nf со-
стоит из окрестностей Ni, i = 1, . . . , k, орбит Oi, в которых диффеоморфизм f

линеен с точностью до замены координат, т. е. из линеаризующих окрестно-
стей. Каждая такая окрестность оснащена парой f -инвариантных трансвер-
сальных слоений Fu

i , F s
i , включающих как слои компоненты связности много-

образий Wu
i , W s

i со следующими свойствами:
1) ∂Ni трансверсально слоям слоений F s

i , Fu
i и не содержит гетероклиниче-

ских точек для любого i ∈ {1, . . . , k};
2) если W s

i1
∩Wu

i2
= ∅ для i1 < i2, то Ni1 ∩Ni2 = ∅;

3) если W s
i1
∩Wu

i2
̸= ∅ для i1 < i2, то

(Fu
i1,x ∩Ni2) ⊂ Fu

i2,x, (F s
i2,x ∩Ni1) ⊂ F s

i1,x

для x ∈ (Ni1 ∩Ni2);

4) для каждой компоненты связности D1 множества Ni ∩
i−1⋃
j=1

Nj существует

единственный номер i∗ такой, что D1 является компонентой связности множе-
ства Ni∗ ∩ Ni; аналогично, для каждой компоненты связности D2 множества

Ni ∩
k⋃

j=i+1

Nj существует единственный номер i∗∗ такой, что D2 является ком-

понентой связности множества Ni∗∗ ∩Ni.

Рис. 28. Несопряженные согласованные системы окрестностей для
диффеоморфизма Морса–Смейла на 2-сфере

В общем случае согласованная система окрестностей не является топологиче-
ским инвариантом. Например, линеаризующая окрестностьNσ2 на рис. 28, (A),
содержит все гетероклинические точки диффеоморфизма f , в отличие от си-
туации на рис. 28, (B), где окрестность Nσ2 не содержит, например, гетерокли-
ническую точку b, т. е. не является “максимально возможной”.
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Формализуем понятие максимальности.
Для седловой точки σ обозначим через [a, b]uσ ([a, b]sσ) отрезок многообра-

зия Wu
σ (W s

σ), расположенный между точками a, b ∈ Wu
σ (a, b ∈ W s

σ). Пусть
σ, σ1, σ2 – различные седловые точки такие, что

W s
σ1
∩Wu

σ ̸= ∅, W s
σ ∩Wu

σ2
̸= ∅.

Замкнутый двумерный диск Πσ, ограниченный отрезками [σ, a]uσ, [a, b]sσ1
, [b, c]uσ2

,
[c, σ]sσ и такой, что int Πσ∩Ωf = ∅, называется гетероклиническим прямоуголь-
ником, связанным с точкой σ, если каждая компонента линейной связности
множества W s

Σ ∩ Πσ пересекает каждую компоненту линейной связности мно-
жества Wu

Σ ∩Πσ ровно в одной точке (см. рис. 29).

Рис. 29. (A) Πσ – гетероклинический прямоугольник. (B) Πσ не явля-
ется гетероклиническим прямоугольником

Согласованная система окрестностейNf называется максимальной, если для
каждой седловой точки σ ∈ Oi ее линеаризующая окрестность Ni ∈ Nf содер-
жит все связанные с σ гетероклинические прямоугольники Πσ.

В работе [19] доказано существование максимальной согласованной системы
окрестностей для любого диффеоморфизма f и ее единственность в смысле су-
ществования сопрягающего гомеоморфизма h : M2 → M2, переводящего одну
максимальную окрестность в другую.

Положим Σ0 = Ω0 и разобьем множество всех седловых точек диффео-
морфизма f на попарно непересекающиеся подмножества Σ1, . . . ,Σr в соответ-
ствии со следующим принципом: седловая точка σ принадлежит множеству Σl,
l ∈ {1, . . . , r}, тогда и только тогда, когда

beh(Oσ|Σl−1) = 1.

Для полноты положим Σr+1 = Ω2.
Рассмотрим характеристическое пространство Vf = W s

Σ0
\ Σ0, характери-

стическое фактормногообразие V̂f , естественную проекцию pf : Vf → V̂f и свя-
занный с ней набор гомоморфизмов ηf . Каждая компонента связности мно-
жества Vf является проколотым бассейном некоторого стока ω периода mω,
соответствующая компонента связности множества V̂f является двумерным то-
ром, и гомоморфизм действует из фундаментальной группы этого тора в груп-
пу mωZ (см. п. 1.3).
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Рис. 30. Пошаговая проекция максимальной согласованной системы
окрестностей в фактормногообразие V̂f

Везде далее Nσ – линеаризующая окрестность седловой точки σ из макси-
мальной согласованной системы окрестностей Nf ; F s

σ и Fu
σ – слоения в ней;

F s
f и Fu

f – объединение всех устойчивых и неустойчивых согласованных слоев
соответственно. Для каждого l ∈ {0, 1, . . . , r + 1} положим

W u
l =

⋃
σ∈Σl

Wu
σ , W s

l =
⋃

σ∈Σl

W s
σ .

Для каждого l ∈ {1, . . . , r} положим

Nl =
⋃

σ∈Σl

Nσ.
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Для σ ∈ Σl положим (см. рис. 30)

Uσ = Nσ \
l−1⋃
j=1

Nj , Ûσ = pf (Uσ), Ûf = {Ûσ, σ ∈ Σ}.

Для l > 0, ρ ∈ Σl каждая компонента связности пересечения Lρ = Wu
ρ ∩

l−1⋃
j=1

Nj

является слоем γ слоения Fu
σ для некоторой седловой точки σ ∈ Σj , j < l.

Обозначим через Pσ объединение граничных точек таких дуг. Определим от-
ношение эквивалентности ∼ на Pσ: мы будем называть точки p, q ∈ Pσ эквива-
лентными и писать p ∼ q тогда и только тогда, когда p, q являются граничными
точками такой дуги (см. рис. 31).

Рис. 31. Парные точки p ∼ q и их проекция в V̂f для диффеоморфизма
с рис. 28

Для точки p ∈ Pσ обозначим через ps точку множества F s
σ,p∩∂Nσ, отличную

от точки p. Не уменьшая общности, будем считать, что максимальная система
окрестностей выбрана так, что

Pσ ∩
⋃

p∈Pσ

ps = ∅.

Обозначим через Pf объединение множеств Pσ для всех седел σ. Для каждого
l ∈ {1, . . . , r} и σ ∈ Σl объединение всех элементов множества Ûf совпадает
с множеством

N̂f = pf (Nf ),

оснащенным устойчивым слоением

F̂ s
f = pf (F s

f ),

каждый слой которого является отрезком.
Каждый элемент множества Ûf является кольцом или 1-ручкой, которая сжа-

тием каждого устойчивого слоя в точку превращается в кривую такую, что мно-
жество точек пересечения этих кривых совпадает с множеством P̂f = pf (Pf ).
Поэтому мы можем считать элементы множества Ûf кривыми, а их точки пе-
ресечения разбитыми на пары p̂ ∼ q̂.
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Набор
Sf = (V̂f , ηf , N̂f , P̂f )

называется схемой диффеоморфизма f .
Схемы Sf , Sf ′ диффеоморфизмов f , f ′ называются эквивалентными, если

существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ такой, что:
(1) ηf ′ ϕ̂∗ = ηf ;
(2) ϕ̂(N̂f ) = N̂f ′ , ϕ̂(P̂f ) = P̂f ′ и ϕ̂(p̂), ϕ̂(q̂) являются парными точками

в P̂f ′ для любой пары парных точек p̂ ∼ q̂ ∈ P̂f ;
(3) любое поднятие ϕ : Vf → Vf ′ гомеоморфизма ϕ̂ обладает следующими

свойствами:
(3a) для каждой седловой точки σ существует единственная седловая точ-

ка σ′ такая, что ϕ(Uσ) = Uσ′ ,
(3b) для каждой пары точек p ∼ q ∈ Pf существует единственная пара

точек p′ ∼ q′ ∈ Pf ′ такая, что p′ = ϕ(p), q′ = ϕ(q).
Заметим, что свойство (3), как и в случае конечного числа гетероклиниче-

ских орбит, необходимо проверять только на конечном числе точек. При этом
свойство (3a) выполняется автоматически, если седловые точки неподвижны,
а свойство (3b) дает информацию о гетероклиническом пересечении, которая
не залавливается гетероклинической подстановкой.

Теорема 3.5 [19]. Диффеоморфизмы f , f ′ топологически сопряжены то-
гда и только тогда, когда их схемы Sf , Sf ′ эквивалентны.

4. Трехмерные системы

4.1. Трехмерные потоки. Поскольку эйлерова характеристика любого
трехмерного многообразия равна нулю, то неравенства Морса (см. предложе-
ние 1.2) уже не позволяют однозначно определить топологию многообразия
по динамике заданной на нем системы, как это было на поверхностях. Более
эффективным инструментом для этого оказывается энергетическая функция
потока – гладкая функция, убывающая вдоль блуждающих траекторий пото-
ка, постоянная на периодических орбитах и неподвижных точках и имеющая
множество критических точек, совпадающее с неблуждающим множеством по-
тока. Эта функция играет также большую роль в построении топологических
инвариантов, поэтому настоящий раздел мы начнем с описания связанных с ней
результатов.

4.1.1. Энергетическая функция и связь динамики с топологией несущего
многообразия. Мы начнем с краткого введения в теорию Морса (для деталь-
ного знакомства см., например, [74]).

Пусть ϕ : Mn → R есть Cr-гладкая функция (r > 1), заданная на многооб-
разии M . Точка p ∈Mn называется критической точкой функции ϕ, если(

∂ϕ

∂x

)∣∣∣∣
p

=
∂ϕ

∂x1
(p) = · · · = ∂ϕ

∂xn
(p) = 0;

ϕ(p) называется критическим значением функции ϕ. В противном случае точ-
ка p называется регулярной точкой, а ϕ(p) регулярным значением функции ϕ.
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Распространенный способ задания многообразий основан на том, что мно-
жество уровня ϕ−1(ϕ(p)) любой регулярной точки p является Cr-подмногооб-
разием многообразия Mn.

Для r > 2 критическая точка p Cr-функции f называется невырожденной,

если матрица вторых производных (матрица Гесса)
(

∂2ϕ

∂xi ∂xj

)∣∣∣∣
p

невырожде-

на, в противном случае точка p называется вырожденной. В силу симметрич-
ности, матрица Гесса имеет только действительные собственные значения и яв-
ляется вырожденной тогда и только тогда, когда имеет нулевые собственные

значения. Число нулевых собственных значений матрицы
(

∂2ϕ

∂xi ∂xj

)∣∣∣∣
p

назы-

вают степенью вырождения критической точки p, а число ее отрицательных
собственных значений называют индексом критической точки p и обознача-
ют jp. Гладкая функция, значение которой в каждой критической точке p

равно индексу этой точки (ϕ(p) = jp), называется самоиндексирующейся.
Cr-гладкая (r > 2) функция ϕ : Mn → R называется функцией Морса, если

все ее критические точки невырождены.
Согласно лемме Морса в некоторой окрестности невырожденной критиче-

ской точки p существуют локальные координаты y1, . . . , yn (называемые коор-
динатами Морса), в которых функция ϕ имеет вид

ϕ(y1, . . . , yn) = ϕ(p)− y2
1 − · · · − y2

jp
+ y2

jp+1 + · · ·+ y2
n.

Cr-гладкая (r > 2) функция ϕ : Mn → R называется функцией Морса–Бот-
та, если гессиан в каждой критической точке невырожден в направлении, нор-
мальном к множеству уровня вырожденной критической точки.

К. Мейер в [72; теорема 1] доказал, что для произвольного потока Морса–
Смейла существует энергетическая функция со следующими свойствами.

Предложение 4.1 [72]. Для любого потока Морса–Смейла f t : Mn → Mn

на гладком замкнутом многообразии Mn существует самоиндексирующаяся
функция Морса–Ботта ϕ : Mn → [0, n] такая, что:

1) ϕ(f t(x)) < ϕ(x) для любой блуждающей точки x и любого положитель-
ного t;

2) множество Cr(ϕ) критических точек функции ϕ состоит из конечно-
го подмножества Cr0(ϕ) = {δ1, . . . , δm} невырожденных точек, совпадающего
с множеством неподвижных точек потока, и подмножества Cr1(ϕ) крити-
ческих точек со степенью вырождения 1, которое является объединением
конечного числа попарно непересекающихся окружностей δm+1, . . . , δk , совпа-
дающих с периодическими орбитами потока;

3) значение ϕ(δi), i = 1, . . . ,m, совпадает с индексом Морса неподвижной
точки δi , а значение ϕ(δi), i = m+ 1, . . . , k , совпадает с индексом периодиче-
ской орбиты δi ;

4) для i ∈ {m + 1, . . . , k} существуют окрестность Ni окружности δi
и диффеоморфизм ξi такие, что ξi отображает Ni на прямое произведение
шара Bn−1 и окружности S1 , если Ni ориентируемо, и на косое произведе-
ние Bn−1 и S1 , если Ni неориентируемо, при этом ϕ ◦ ξ−1

i = ϕ(δi) +Qi(x), где



80 В. З. ГРИНЕС, Е.Я. ГУРЕВИЧ, Е.В. ЖУЖОМА, О.В. ПОЧИНКА

Qi – невырожденная квадратичная форма в координатах x1, . . . , xn−1 на Bn−1

и периодическая функция периода 1 по координате xn в S1 .

4.1.2. Градиентно-подобные потоки. Для любого градиентно-подобного пото-
ка предложение 4.1 гарантирует существование энергетической функции Морса.
Заметим, что этот результат не следует из работы С. Смейла [100], посколь-
ку градиентно-подобные потоки не являются градиентными в общем случае
из-за возможного наличия неподвижных точек с комплексными собственными
значениями.

Покажем, как информация о критических точках этой функции (а следова-
тельно, информация о неблуждающем множестве градиентно-подобного пото-
ка) определяет топологию многообразия. Для этого напомним понятие разло-
жения Хегора.

Говорят, что n-многообразие M получено из n-многообразия N c краем ∂N

приклеиванием ручки Hk = Bk × Bn−k индекса k, если существует вложение
ψ : Sk−1 × Bn−k → ∂N такое, что M есть факторпространство объединения
N ∪Hk по отношению эквивалентности, в силу которого эквивалентны точки
x ∈ Sk−1 × Bn−k и ψ(x).

Многообразие Qn
k , полученное приклеиванием ручек индексов, максималь-

ный из которых равен k, называется (n, k)-ручечным телом. Число g ручек
индекса 1 тела Qn

1 называется родом этого тела. Гомотопический тип ручечно-
го тела Qn

1 рода g имеет вид клеточного комплекса с одной нульмерной клеткой
и g одномерными клетками, следовательно,

χ(Qn
1 ) = 1− g.

Пусть Q3
g, P 3

g – две копии (3, 1)-ручечного тела рода g, и пусть

φ : ∂Q3
g → ∂P 3

g

– гомеоморфизм, меняющий естественную ориентацию края. Склеивая Q3
g, P 3

g

посредством гомеоморфизма φ, мы получим ориентируемое многообразие M3 =
Q3

g ∪φ P
3
g .

Представление многообразия M3 в виде двух склеенных (3, 1)-ручечных тел
рода g называется разложением Хегора рода g, а общая граница Σ этих тел
называется поверхностью Хегора. Представление в виде разложения Хегора
рода g существует для любого трехмерного многообразия M3, но число g не
определяется однозначно. Наименьший род разложений Хегора данного мно-
гообразия называется его родом Хегора и обозначается g(M3).

Разложение Хегора геометрически представляется диаграммой Хегора – трой-
кой, состоящей из ориентируемой поверхности Σ рода g (границы (3, 1)-ручеч-
ного тела рода g), на которой зафиксированы два семейства попарно непересе-
кающихся кривых M = {m1, . . . ,mg}, L = {l1, . . . , lg} таких, что после разре-
зания поверхности вдоль каждого семейства получается сфера с 2g дырками.
Изотопический класс гомеоморфизма склейки двух ручечных тел (и, как след-
ствие, топология полученного трехмерного многообразия) определяется этими
двумя семействами, а именно, склеивающий гомеоморфизм должен переводить
кривые одного семейства в кривые другого семейства.
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Две диаграммы {Σ,M ,L }, {Σ,M ′,L ′} называются эквивалентными, если
существует гомеоморфизм h : Σ → Σ такой, что

h(M ) = M ′, h(L ) = L ′.

Пусть теперь f t : M3 →M3 – градиентно-подобный поток и ϕ : M3 → [0, 3] –
его самоиндексирующаяся энергетическая функция Морса. Обозначим че-
рез rft число седловых, а через lft число узловых точек потока f t и положим

gft =
rft − lft + 2

2
.

Пусть
Aft = Ω0 ∪Wu

Ω1
, Rft = Ω3 ∪W s

Ω2
.

В силу предложений 1.4 и 1.5, множества Aft , Rft являются связными ат-
трактором и репеллером соответственно. Из свойств энергетической функции
следует, что множество Ua = ϕ−1[0, 1.5] является захватывающей окрестностью
аттрактора, множество Ur = M3\intUa является захватывающей окрестностью
репеллера, а их общая граница Σft = ϕ−1(1.5) является глобальной секущей
для ограничения потока на множество M3 \ (Aft ∪Rft).

Обозначим через |Ωi| мощность множества Ωi. Из теории Морса (см., на-
пример, [69]) следует, что множество Ua (Ur) является (3, 1)-ручечным телом,
имеющим гомотопический тип клеточного комплекса с |Ω0| (|Ω3|) нульмерными
клетками и |Ω1| (|Ω2|) одномерными клетками, откуда следует, что

χ(Ua) = |Ω0| − |Ω1| (χ(Ur) = |Ω3| − |Ω2|).

Поскольку тела Ua и Ur имеют общую границу Σft , то их род одинаков, обо-
значим его через g. Тогда

|Ω0| − |Ω1| = |Ω3| − |Ω2| = 1− g

и, следовательно,

g =
|Ω1 ∪ Ω2| − |Ω0 ∪ Ω3|+ 2

2
= gft .

Таким образом, имеет место следующий факт.

Теорема 4.1 [47]. Несущее многообразие M3 любого градиентно-подобного
потока допускает разбиение Хегора рода gft .

Непосредственным следствием теоремы 4.1 является следующее достаточное
условие существования замкнутой траектории потока Морса–Смейла.

Следствие 4.1. Пусть f t – поток Морса–Смейла, заданный на замкну-
том ориентируемом многообразии M3 . Если

g(M3) > gft ,

то неблуждающее множество f t содержит по крайней мере одну периодиче-
скую траекторию.
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Для градиентно-подобных потоков без гетероклинических пересечений то-
пологию несущего многообразия можно уточнить. Для этого напомним, что
связной суммой гладких ориентируемых связных n-многообразий Mn

1 , Mn
2 на-

зывается многообразие Mn
1 ♯ M

n
2 , полученное следующим образом. Пусть

e1 : Bn →Mn
1 , e2 : Bn →Mn

1

– вложения стандартных дисков. Тогда многообразие Mn
1 ♯ M

n
2 есть результат

склеивания многообразий с краем

Mn
1 \ e1(int Bn), Mn

2 \ e2(int Bn)

по меняющему ориентацию гомеоморфизму h : e1(Sn−1) → e2(Sn−1). Операция
определена однозначно с точностью до гомеоморфизма и не зависит от выбора
вложений e1, e2 (см., например, [59]).

Теорема 4.2 [13] 7. Пусть M3 – трехмерное замкнутое связное ориенти-
руемое многообразие. Градиентно-подобный поток f t без гетероклинических
пересечений существует на многообразии M3 тогда и только тогда, когда
либо M3 является сферой S3 и gft = 0, либо M3 является связной суммой gft

копий S2 × S1 .

Непосредственным следствием теоремы 4.2 является следующее достаточ-
ное условие существования гетероклинических кривых у трехмерного потока
Морса–Смейла, использованное в [45] для доказательства существования сепа-
раторов в солнечной короне.

Следствие 4.2. Любой поток Морса–Смейла на 3-многообразии, отлич-
ном от 3-сферы и связной суммы копий S2 × S1 , имеет хотя бы одну гетеро-
клиническую кривую.

А. О. Пришляк в [92] использовал для классификации трехмерных гради-
ентно-подобных потоков f t поверхность без контакта, являющуюся границей
регулярной окрестности аттрактора Aft . В качестве такой поверхности можно
выбрать поверхность Σft . Рассмотрим следы двумерных сепаратрис на ней,
именно, положим

Cs
ft = Σft ∩W s

Ω1 , Cu
ft = Σft ∩Wu

Ω2 .

Тогда имеет место следующий критерий топологической эквивалентности по-
токов.

Теорема 4.3 [92]. Потоки f t , f ′t на замкнутом многообразии M3 топо-
логически эквивалентны тогда и только тогда, когда существует гомеомор-
физм ψ : Σft → Σf ′t такой, что

ψ(Cs
ft) = Cs

f ′t , ψ(Cu
ft) = Cu

f ′t .

7В работе [13] была получена классификационная теорема для 3-многообразий, допус-
кающих диффеоморфизмы Морса–Смейла без гетероклинических кривых (см. теорему 4.17
ниже). Для потоков без гетероклинических пересечений аналогичная классификация полу-
чается переходом к сдвигу на единицу времени потока.
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Градиентно-подобный поток f t, у которого каждое из множеств Ω0, Ωn со-
стоит в точности из одной точки, называется полярным. Ж. Флейтас [31] заме-
тила, что в этом случае тройка {Σft , Cs

ft , Cu
ft} является диаграммой описанного

выше разбиения Хегора, и доказала следующее утверждение.

Теорема 4.4 [31]. Полярные потоки f t , f ′t на замкнутом ориентируе-
мом многообразии M3 топологически эквивалентны тогда и только тогда,
когда эквивалентны связанные с ними диаграммы Хегора {Σft , Cs

ft , Cu
ft},

{Σf ′t , C
s
f ′t , C

u
f ′t}.

Отметим, что изложенный подход был применен А. О. Пришляком [93] к изу-
чению произвольных потоков Морса–Смейла. Упомянем также, что Я. Л. Уман-
ский [103] рассмотрел класс потоков Морса–Смейла (допускающих периодиче-
ские траектории) с конечным числом гетероклинических кривых и построил
для таких потоков полный топологический инвариант. Этот инвариант пред-
ставляет собой комбинаторное описание границ ячеек потока и описание харак-
тера примыкания ячеек к стоковым и источниковым состояниям равновесия
в духе схемы Леонтович–Майера.

4.1.3. Неособые потоки. В этом пункте речь пойдет о потоках без неподвиж-
ных точек – неособых потоках, которые также имеют тесную связь с топо-
логией несущего многообразия. В силу формулы Пуанкаре–Хопфа, эйлерова
характеристика замкнутого многообразия Mn, допускающего неособый поток,
равна нулю.

Из двумерных поверхностей получаем только тор и бутылку Клейна (на обе-
их поверхностях существуют неособые потоки Морса–Смейла – НМС-потоки).
Для трехмерных замкнутых многообразий этот факт не дает ограничений на
несущее многообразие, так как эйлерова характеристика любого замкнутого
3-многообразия равна нулю. Возможно, поэтому первые содержательные ре-
зультаты были получены для многообразий размерности, большей 3 (см. п. 5.3).

В 1979 г. Дж. Морган [76] описал несущие 3-многообразия для НМС-потоков
через многообразия Зейферта. Напомним, что зейфертовым многообразием
называется 3-многообразие M (возможно, с краем), которое представляет со-
бой объединение M =

⋃
r
Cr (расслоение Зейферта) попарно непересекающихся

замкнутых простых кривых Cr таких, что каждая кривая Cr имеет замкнутую
окрестность, гомеоморфную полноторию B2 × S1, полученному из произведе-
ния B2× [0, 1] склейкой каждой точки (x, 0) с точкой (d(x), 1), где d : B2 → B2 –
поворот 2-диска B2 на угол 2πm/n, m и n – взаимно простые целые числа,
0 6 m < n. Многообразие Зейферта называется нетривиальным, если хотя бы
один из углов поворота отличен от нуля.

Теорема 4.5 [76]. Пусть M3 – замкнутое ориентируемое простое 3-мно-
гообразие. Тогда на M3 существует НМС-поток в том и только том случае,
когда M3 есть объединение нетривиальных пространств Зейферта, прикле-
енных друг к другу вдоль их граничных компонент.

Примером описанного в теореме 4.5 многообразия M3 является линзовое
пространство Lp,q, которое для взаимно простых чисел p > 3 и 1 6 q < p явля-
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ется склейкой двух заполненных торов посредством гомеоморфизма границы,

заданного матрицей
(
r p

s q

)
, где целые числа r, s удовлетворяют соотношению

ps − qr = ±1. Оказывается, именно линзовое пространство является несущим
многообразием неособых потоков в случае малого количества периодических
орбит.

Теорема 4.6 [23]. Пусть на ориентируемом простом замкнутом 3-мно-
гообразии M3 существует НМС-поток, неблуждающее множество которого
состоит из двух или трех периодических траекторий. Тогда M3 является
сферой, прямым произведением S2 × S1 или линзовым пространством.

Следующий факт показывает, что любое замкнутое многообразие может
быть компонентой связной суммы объемлющего многообразия неособого по-
тока.

Теорема 4.7 [76], [95]. Пусть M3 – замкнутое ориентируемое 3-многооб-
разие. Тогда для некоторого k > 0 на многообразии M3 ♯ki=1(S

2 × S1)i суще-
ствует НМС-поток.

Приведем один результат Дж. Моргана, где периодическая траектория на
3-сфере S3 рассматривается как узел. Пусть τ – полноторий S1 × B2. Напом-
ним, что его осью называется окружность S1 × {0}. Торическим полноторием
в τ называется полноторий τ∗, лежащий внутри τ , такой, что его ось есть тори-
ческий узел на некотором двумерном торе, параллельном граничному тору ∂τ .
Узел K ⊂ S3 называется итерированным торическим узлом, если в S3 суще-
ствует конечный набор полноториев

τ0 ⊃ τ1 ⊃ · · · ⊃ τi−1 ⊃ τi ⊃ · · · ⊃ τr

такой, что:
1) ось полнотория τ0 незаузлена в S3;
2) τi является торическим полноторием в τi−1 при i > 1;
3) K есть ось полнотория τr.

Теорема 4.8 [76]. Пусть γ – притягивающая периодическая траектория
НМС-потока на S3 . Тогда γ является итерированным торическим узлом.

На трехмерной сфере S3 взаимное расположение периодических траекторий
потока Морса–Смейла может быть описано с помощью следующих парамет-
ров. Каждому узлу k приписан индекс i(k) ∈ {0, 1, 2} соответствующей перио-
дической траектории. Кроме того, с каждой парой узлов k1, k2 связан индекс
зацепления L(k1, k2), равный числу оборотов узла k1 вокруг узла k2. Индекс
зацепления всегда является целым числом, но может быть положительным или
отрицательным в зависимости от ориентации узлов. Узлы с индексом зацепле-
ния 0 называются незацепленными.

Простейшим НМС-потоком на S3 является поток ровно с двумя периоди-
ческими траекториями, одна из которых, A, имеет индекс 0 (притягивающая),
а вторая, R, имеет индекс 2 (отталкивающая), причем |L(A,R)| = 1 (см. рис. 32).
Эти траектории образуют хорошо известное зацепление Хопфа. С учетом ин-
дексов будем называть его (0, 2)-зацеплением Хопфа.
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Рис. 32. Зацепление Хопфа: (a) положительное, (b) отрицательное

В 1989 г. М. Вада [105] ввел шесть операций (назовем их операциями Вады)
на множестве индексированных зацеплений, связывающих зацепления перио-
дических орбит НМС-потока с (0, 2)-зацеплением Хопфа. Для точной форму-
лировки результатов напомним некоторые определения теории узлов.

Разделенной суммой l1 · l2 двух зацеплений l1 и l2 называется их формальное
объединение в одно зацепление, причем каждое из зацеплений li, i = 1, 2, можно
поместить в открытый шар B3

i так, чтобы B3
1 ∩B3

2 = ∅.

Связной суммой k1 ♯ k2 двух узлов k1 и k2 называется узел, полученный
удалением (с учетом ориентации) отрезков (ai, bi) ⊂ Ki, i = 1, 2, с последующим
отождествлением концевых точек a1 ↔ a2, b1 ↔ b2.

Узел k2 называется (p, q)-обкруткой узла k1, если k2 получается разрезани-
ем k1, оборачиванием полученной дуги p раз вдоль k1 с q оборотами и после-
дующим соединением ее концов, где p и q взаимно просты.

Перечислим операции Вады Ii, i ∈ {1, 2, . . . , 6}, с зацеплениями:

1) I1(l1, l2) = l1 · l2 · u, где u – тривиальный узел индекса 1;

2) I2(l1, l2) = l1 · (l2 \ k2) · u, где k2 ⊂ l2 – узел индекса 0 или 1;

3) I3(l1, l2) = (l2 \ k2) · (l2 \ k2) · u, где ki ⊂ li – узел индекса 0 или 2, i = 1, 2,
при этом i(k1) ̸= i(k2);

4) I4(l1, l2) = (l1 ♯ l2) ∪m, где связная сумма l1 ♯ l2 образуется посредством
композиции k1 ♯ k2 узлов ki ⊂ li индекса 0 или 2, i = 1, 2, а m – меридиан узла
k1 ♯ k2 индекса 1, при этом узел k1 ♯ k2 имеет индекс i(k1) или i(k2);

5) I5(l) получается из зацепления l следующим образом: сначала выбирается
узел k ⊂ l индекса 0 или 2, и затем его трубчатая окрестность заменяется
полноторием D2×S1 с тремя индексированными узлами k0 = {0}×S1, k1, k2 ⊂
∂(D2 × S1), где узлы k1 и k2 являются (p, q)-обкрутками узла k0, при этом
i(k2) = 1, индексы i(k0), i(k1) равны 0 или 2, а один из этих индексов равен i(k);

6) I6(l) получается из зацепления l следующим образом: сначала выбира-
ется узел k ⊂ l индекса 0 или 2, и затем его трубчатая окрестность заме-
няется полноторием D2 × S1 с двумя индексированными узлами k0 = {0} × S1

и (2, q)-обкруткой k1 узла k0, при этом i(k0) = 1, i(k1) = i(k).
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Теорема 4.9 [105]. Любое индексированное зацепление, образованное пери-
одическими траекториями НМС-потока на S3 , может быть получено из
(0, 2)-зацепления Хопфа с помощью операций Вады. Обратно, любое индек-
сированное зацепление на S3 , полученное из (0, 2)-зацепления Хопфа с помо-
щью операций Вады, может быть реализовано периодическими траектория-
ми некоторого НМС-потока.

Следуя [24], будем называть зацепления, полученные из (0, 2)-зацепления
Хопфа с помощью операций Вады, зацеплениями Вады. В [24] исследова-
лась возможность построения бифуркаций коразмерности 1 между зацепле-
ниями Вады. В работе [25] построены два топологически неэквивалентных
НМС-потока с одинаковыми зацеплениями Вады. Следовательно, зацепления
Вады не являются топологическими инвариантами.

Дж. Фрэнкс [33] в 1985 г. ввел понятие графа Ляпунова для НМС-потоков на
3-сфере. Это ориентированный граф, вершины и ребра которого соответству-
ют элементам фильтрации и регулярным линиям уровня энергетической функ-
ции (см. теорему 4.1). Каждый элемент фильтрации содержит единственную
периодическую орбиту, и существует только пять видов таких элементов для
НМС-потоков на S3 (см. [76] или [109]). С каждым ребром связана матрица
из SL(2,Z), соответствующая склейке двух соседних элементов фильтрации.

Комбинация результата Вады с описанием индексированных зацеплений по-
средством графа Ляпунова дает алгоритм для получения полного списка НМС-
потоков без гетероклинических пересечений на S3. Но когда число периоди-
ческих орбит велико, таких потоков очень много. Бин Ю [109] дал полную
топологическую классификацию НМС-потоков на 3-сфере с не более чем че-
тырьмя периодическими орбитами. Опишем полученные им результаты для
двух и трех орбит.

Теорема 4.10 [109]. С точностью до топологической эквивалентности
существует единственный НМС-поток на S3 ровно с двумя периодическими
орбитами – притягивающей A и отталкивающей R. Более того, периодиче-
ские орбиты A ⊔R образуют (0, 2)-зацепление Хопфа.

Теорема 4.11 [109]. Пусть f t – НМС-поток на S3 в точности с тремя
периодическими орбитами. Тогда одна из орбит притягивающая (A), другая
отталкивающая (R) и третья седловая (γ). При этом:

1) если γ не является скрученной, то зацепление A ⊔ γ ⊔R является три-
виальным, т.е. все орбиты не заузлены и попарно не зацеплены;

2) если γ является скрученной, то γ и одна из узловых орбит образуют
положительное зацепление Хопфа, а другая узловая орбита – (2, 2ν − 1)-об-
крутка (ν ∈ Z) узла γ .

В случае, когда орбита γ не является скрученной, существует в точности во-
семь классов топологической эквивалентности, каждый из которых однозначно
определяется тройкой индексов i, j, k ∈ {+,−} по следующему правилу.

Пусть N(A) и N(R) – фильтрационные окрестности узловых орбит пото-
ка f t. Тогда пересечение W s

γ ∩ ∂N(R) (W s
γ ∩ ∂N(R)) состоит из двух простых

замкнутых кривых ws
1, ws

2 (wu
1 , wu

2 ) таких, что ws
1, wu

1 изотопны в N(R), N(A)



КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ МОРСА–СМЕЙЛА 87

орбитам R, A соответственно и кривые ws
2, wu

2 не существенные в ∂N(R), ∂N(A)
соответственно.

Положим i = + (i = −), если ws
1 ориентирована так же, как A (противо-

положно A) в N(A); j = + (j = −), если wu
1 ориентирована так же, как R

(противоположно R) в N(R); k = + (k = −), если ws
2 лево (право) ориентиро-

вана в ∂N(R). Положим
τ(f t) = (i, j, k).

Теорема 4.12 [109]. НМС-потоки f t , f ′t на S3 в точности с тремя пери-
одическими орбитами (притягивающей, отталкивающей и нескрученной седло-
вой) топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда τ(f t) = τ(f ′t).

В случае, когда седловая орбита γ является скрученной, в силу теоремы 4.11
одна из узловых орбит образует зацепление Хопфа с узлом γ (не уменьшая
общности, будем считать, что это отталкивающая орбита R). Тогда класс то-
пологической эквивалентности такого потока f t однозначно определяется па-
раметрами ν ∈ Z, µ ∈ {+,−}, где L(A, γ) = 2ν − 1 и µ = + (µ = −), если A

имеет одинаковую (разную) с γ ориентацию в дополнении к R. Положим

τ(f t) = (ν, µ).

Теорема 4.13 [109]. НМС-потоки f t , f ′t на S3 в точности с тремя пери-
одическими орбитами (притягивающей, отталкивающей и скрученной седло-
вой, образующей зацепление Хопфа с отталкивающей орбитой) топологиче-
ски эквивалентны тогда и только тогда, когда τ(f t) = τ(f ′t).

4.2. Трехмерные диффеоморфизмы. Топологическая классификация
даже простейших диффеоморфизмов Морса–Смейла на 3-многообразиях не
вписывается в концепцию выделения каркаса, состоящего из устойчивых и не-
устойчивых многообразий периодических орбит. Причина этого эффекта кро-
ется прежде всего в возможности “дикого” поведения сепаратрис седловых то-
чек. Пример (не связанный с динамикой) компактной дикой дуги в R3 с одной
точкой дикости был построен Э. Артином и Р. Фоксом [5] в 1948 г. Такая дуга не
переводится в луч гомеоморфизмом всего пространства R3. В 1977 г. Д. Пикс-
тон [90] реализовал эту дугу сепаратрисами седловой точки диффеоморфизма
Морса–Смейла на 3-сфере.

На рис. 33 вверху изображен фазовый портрет диффеоморфизма Пикстона,
ниже – фазовый портрет диффеоморфизма с ручно вложенными сепаратриса-
ми с тем же графом Пейшото.

Обнаруженные топологические эффекты подчеркивают существенное отли-
чие потоков от диффеоморфизмов в размерности 3. Если в двумерном слу-
чае, в силу результата Дж. Палиса [82], некоторая конечная степень любого
градиентно-подобного диффеоморфизма включается в топологический поток,
то в трехмерном случае это не так. Необходимые и достаточные условия вклю-
чения в топологический поток 3-диффеоморфизмов Морса–Смейла были най-
дены В. З. Гринесом, Е. Я. Гуревич, В. С. Медведевым и О.В. Починкой [37] на
языке введенных ниже схем.
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Рис. 33. Примеры диффеоморфизмов на 3-сфере с ручными и дикими
сепаратрисами

Этот подход, основанный на методе факторизации, позволил также получить
полную топологическую классификацию (включая реализацию) произвольных
3-диффеоморфизмов Морса–Смейла – см. работу Х. Бонатти, В. З. Гринеса
и О. В. Починки [18], завершающую цикл работ Х. Бонатти, В. З. Гринеса,
Ф. Лауденбаха, В. С. Медведева, Э. Пеку, О. В. Починки [12], [14]–[16]. Задача
реализации в общей постановке была решена в работе [17]; полученное в [17]
решение является обобщением решения, предложенного в [14] для градиентно-
подобных диффеоморфизмов.

4.2.1. Класс Пикстона. Х. Бонатти и В. З. Гринесом [12] в 2000 г. был рас-
смотрен класс диффеоморфизмов f на трехмерной сфере, имеющих неблуждаю-
щее множество, состоящее из четырех неподвижных точек: двух стоков ω1, ω2,
источника α и седла σ, – класс Пикстона. Поскольку сопрягающий гомео-
морфизм должен переводить инвариантные многообразия периодических то-
чек одного диффеоморфизма в аналогичные многообразия другого, становит-
ся очевидным существование по крайней мере двух топологически несопряжен-
ных диффеоморфизмов: диффеоморфизма, все сепаратрисы которого являют-
ся ручными, и диффеоморфизма, среди сепаратрис которого есть дикие (см.
рис. 33). В действительности класс Пикстона содержит счетное множество по-
парно топологически несопряженных диффеоморфизмов, что доказано в [12]
и будет следовать из описанного ниже полного топологического инварианта.

Неподвижные точки диффеоморфизма f допускают единственную согласо-
ванную нумерацию:

O1 = ω1, O2 = ω2, O3 = σ, O4 = α
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Рис. 34. Схемы диффеоморфизмов класса Пикстона

(см. п. 1.3). Нас будет интересовать характеристическое многообразие Vf = V3,
связанное с парой “аттрактор–репеллер”

Af = A3 = ω1 ∪Wu
σ ∪ ω2, Rf = α.

В этом случае Vf = Wu
α \ α гомеоморфно S2 × R и фактормногообразие V̂f

гомеоморфно S2×S1. Проекция pf : Vf → V̂f является накрытием и индуцирует
эпиморфизм ηf : π1(V̂f ) → Z. Пространство

L̂s
f = pf (W s

σ \ σ)

является двумерным тором, гладко вложенным в многообразие V̂f . При этом
тор L̂s

f является гомотопически нетривиальным и ηf (e
L̂s

f∗
(π1(L̂s

f ))) = Z. Набор

Sf = (V̂f , ηf , L̂
s
f )

называется схемой диффеоморфизма f .
На рис. 34 представлены геометрические составляющие схем Sf , Sf ′ диффео-

морфизмов f , f ′, фазовые портреты которых изображены на рис. 33. В дей-
ствительности на этом рисунке изображены фундаментальные области дей-
ствия диффеоморфизмов f , f ′ на Vf , Vf ′ соответственно. Каждая фундамен-
тальная область является трехмерным кольцом, из которого пространства ор-
бит V̂f , V̂f ′ получаются отождествлением граничных сфер кольца посредством
диффеоморфизмов f , f ′ соответственно. При этом пространства орбит L̂s

f , L̂s
f ′

получаются из цилиндров отождествлением окружностей с одинаковыми но-
мерами.

Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмов f и f ′ называются эквивалентными, если
существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ со следующими свойствами:

1) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
2) ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ .

Теорема 4.14 [12], [44]. Диффеоморфизмы f , f ′ топологически сопряжены
тогда и только тогда, когда их схемы Sf , Sf ′ эквивалентны.
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Идея доказательства состоит в следующем. Согласно предложению 1.1 объ-
емлющее многообразие представляется в виде объединения

M3 = Vf ∪Wu
σ ∪NW(f).

В силу условия 1) эквивалентности схем, из существования гомеоморфизма
ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ , осуществляющего эквивалентность схем Sf , Sf ′ , следует существо-
вание гомеоморфизма ϕ : Vf → Vf ′ , сопрягающего диффеоморфизмы f

∣∣
Vf

, f ′
∣∣
Vf′

и такого, что ϕ(W s
σ \σ) = W s

σ′ \σ′ (см. рис. 35). В общем случае этот гомеомор-
физм не продолжается на множество Wu

σ . Однако ϕ можно модифицировать
в линеаризующей окрестности Nσ так, чтобы он переводил слои слоения F s

σ

в слои слоения F s
σ′ и, следовательно, единственным образом продолжался до

искомого сопрягающего гомеоморфизма.

Рис. 35. Построение сопрягающего гомеоморфизма

Для этого определим произвольный сопрягающий гомеоморфизм ψs на ре-
пеллере Rf . Тогда в линеаризующей окрестности седловой точки σ корректно
определен сопрягающий гомеоморфизм φσ, являющийся произведением огра-
ничения ϕ на Wu

σ и ограничения ψs на W s
σ . Таким образом, ξσ = φ−1

σ ϕ явля-
ется гомеоморфизмом, определенным в некоторой окрестности седла σ, ком-
мутирующим с диффеоморфизмом f и тождественным на Wu

σ . Теперь задача
состоит в том, чтобы построить гомеоморфизм, коммутирующий с f , совпа-
дающий с тождественным отображением в окрестности σ и совпадающий с ξσ
вне немного большей окрестности. Переходя к пространству орбит, эту задачу
можно решить стандартными топологическими методами.

4.2.2. Градиентно-подобные диффеоморфизмы. Заметим, что градиентно-
подобные 3-диффеоморфизмы, в отличие от 2-диффеоморфизмов, уже могут
иметь гетероклинические пересечения по кривым. Ниже мы описываем пол-
ный топологический инвариант градиентно-подобного 3-диффеоморфизма f ,
различающий и топологию вложения седловых сепаратрис, и характер гетеро-
клинического пересечения.

Положим

Af = Wu
Ω0∪Ω1 , Rf = W s

Ω2∪Ω3 ,

Vf = M3 \ (Af ∪Rf ), V̂f = Vf/f.
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Согласно п. 1.3, Vf является характеристическим многообразием, а V̂f – ха-
рактеристическим фактормногообразием для диффеоморфизма f . Поскольку
dimAf 6 1 и dimRf 6 1, то в силу предложения 1.4 множества Af , Rf , Vf и V̂f

связные и естественная проекция pf : Vf → V̂f является накрытием, индуциру-
ющим эпиморфизм ηf : π1(V̂f ) → Z.

Рис. 36. Cхема градиентно-подобного диффеоморфизма f на 3-сфере

На рис. 36 слева изображен фазовый портрет градиентно-подобного диф-
феоморфизма f трехмерной сферы, неблуждающее множество которого состо-
ит из источника α, стока ω и двух седловых точек σ, ρ индекса Морса 1 и 2
соответственно, двумерные сепаратрисы которых пересекаются некомпактной
гетероклинической кривой. В этом случае аттрактор Af = cl(Wu

σ ) является за-
мкнутой кривой, которая гомеоморфна окружности и обладает захватывающей
окрестностьюMf , гомеоморфной заполненному тору и такой, чтоMf\int f(Mf )
гомеоморфно T2 × [0, 1]. Таким образом, характеристическое пространство V̂f

для рассматриваемого диффеоморфизма гомеоморфно трехмерному тору T3.
Обозначим через ki число периодических орбит в множестве Ωi. Положим

Ŵ s
i = pf (W s

i \ Oi) для i = k0 + 1, . . . , k1,

Ŵu
i = pf (Wu

i \ Oi) для i = k1 + 1, . . . , k2

и

L̂s
f =

k1⋃
i=k0+1

Ŵ s
i , L̂u

f =
k2⋃

i=k1+1

Ŵu
i .

Каждая компонента связности множеств L̂s
f и L̂u

f является тором или бутылкой
Клейна, нетривиальной относительно ηf на многообразии V̂f . Множества L̂s

f

и L̂u
f либо не пересекаются, либо имеют трансверсальное пересечение вдоль

конечного числа замкнутых кривых γ̂, являющихся проекциями гетероклини-
ческих кривых.

При этом если ηf ([γ̂]) = 0, то множество p−1
f (γ̂) состоит из счетного числа

компонент связности, каждая из которых является компактной гетероклини-
ческой кривой. Если же |ηf ([γ̂])| = l > 0, то множество p−1

f (γ̂) состоит из l
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компонент связности, каждая из которых является некомпактной гетерокли-
нической кривой. Непосредственно отсюда получаем следующее утверждение.

Предложение 4.2. Любой градиентно-подобный 3-диффеоморфизм имеет
конечное число некомпактных гетероклинических кривых.

Набор
Sf = (V̂f , ηf , L̂

s
f , L̂

u
f )

называется схемой диффеоморфизма f .
Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмов f и f ′ называются эквивалентными, если

существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ со следующими свойствами:
1) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
2) ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ и ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ .

На рис. 36 справа изображено многообразие C = S1× [0, 1]× [0, 1], из которо-
го V̂f получается отождествлением верхнего и нижнего колец, а также внутрен-
него кольца с наружным. Торы L̂s

f , L̂u
f получаются после этого отождествления

из колец Ks = S1 × [0, 1]× (1/2), Ku = {s0} × [0, 1]× [0, 1] соответственно.

Теорема 4.15 [14], [44]. Диффеоморфизмы f и f ′ топологически сопряже-
ны тогда и только тогда, когда схемы Sf и Sf ′ эквивалентны.

Идея доказательства достаточности условий теоремы 4.15 аналогична идее,
использованной для класса Пикстона. Разница состоит в том, что при наличии
гетероклинических кривых линеаризующие окрестности различных седловых
орбит могут пересекаться, поэтому модификацию гомеоморфизма ϕ надо де-
лать согласованной в пересекающихся окрестностях. Этого удается добиться
построением согласованной системы окрестностей, которая, помимо свойств 1)
и 2) определения 1.2, обладает следующим дополнительным свойством.

3) Если множество H = W s
Ω1 ∩ Wu

Ω2 непусто, то существует его f -инвари-
антная окрестность N(H) ⊂ M3, оснащенная f -инвариантным слоением G,
состоящим из двумерных дисков, трансверсальных H и таких, что для любой
точки x ∈ Ni1 ∩Ni2 ∩N(H), ji1 < ji2 , имеют места соотношения

(F s
i1,x ∩Gx ∩Ni2) ⊂ F s

i2,x, (Fu
i2,x ∩Gx ∩Ni1) ⊂ Fu

i1,x,

где Gx – слой слоения G, проходящий через точку x.
Используя это свойство, гомеоморфизм ϕ : Vf → Vf , являющийся подняти-

ем гомеоморфизма ϕ̂, сначала модифицируем в окрестности аттрактора Af до
гомеоморфизма, сохраняющего двумерные устойчивые слоения. А затем, ана-
логичным образом, уже построенный гомеоморфизм модифицируем в окрест-
ности репеллера Rf до гомеоморфизма, сохраняющего двумерные неустойчи-
вые слоения, с сохранением достигнутой на предыдущем шаге инвариантности
устойчивых двумерных слоений.

4.2.3. Общий случай. Формально определение схемы и эквивалентности схем
для произвольного сохраняющего ориентацию 3-диффеоморфизма Морса–Сме-
ла f дословно переносится с градиентно-подобного случая. Это набор

Sf = (V̂f , ηf , L̂
s
f , L̂

u
f ).
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Однако уже не все компоненты линейной связности множеств L̂s
f , L̂u

f являют-
ся компактными, каждая из них гомеоморфна двумерному тору или бутылке
Клейна с пустым, конечным или счетным множеством выколотых точек, равно-
мощным множеству гетероклинических орбит на соответствующей двумерной
седловой сепаратрисе.

Рис. 37. Схема диффеоморфизма Морса–Смейла на 3-сфере

На рис. 37 изображены фазовый портрет и схема диффеоморфизма f (в виде
фундаментальной области с неотождествленными границами). При этом пред-
полагается, что неблуждающее множество диффеоморфизма f неподвижно,
периодические орбиты пронумерованы так, как показано на рисунке, и Ŵ s

j =

pf (W s
Oj

), j = 5, 6, 7. На рис. 38 изображено объединение L̂s
f = Ŵ s

5 ∪ Ŵ s
6 ∪ Ŵ s

7 ,

где Ŵ s
7 – непроколотый тор, Ŵ s

6 – тор с конечным числом выколотых точек,
Ŵ s

5 – тор со счетным числом выколотых точек.
Заметим, что в примере на рис. 37 множество L̂u

f пусто, а множество L̂s
f

состоит из одной компоненты связности. В общем случае каждое из мно-
жеств L̂s

f , L̂u
f состоит из конечного числа компонент связности, подобных изоб-

раженным на рис. 38 и, в силу λ-леммы 1.1, является двумерной ламинацией.

Рис. 38. Объединение проекций в V̂f двумерных сепаратрис
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Кроме того, множества L̂s
f , L̂u

f имеют трансверсальное (непустое в общем слу-
чае) пересечение.

Несмотря на явное усложнение инварианта, классификационный результат
остается неизменным.

Теорема 4.16 [18]. Диффеоморфизмы f , f ′ топологически сопряженны
тогда и только тогда, когда их схемы эквивалентны.

Сохраняется и идея построения сопрягающего гомеоморфизма с помощью
согласованной системы окрестностей с дополнительным свойством 3). Объяс-
ним его тонкости в общем случае.

Для построения сопрягающего гомеоморфизма φσ заметим, что ограниче-
ние гомеоморфизма ϕ на двумерное седловое многообразие продолжается по
непрерывности единственным образом на гетероклинические точки (которых
не более чем счетное число). Поэтому ϕ можно считать определенным на всех
двумерных неустойчивых и устойчивых многообразиях. Сопрягающий гомео-
морфизм ψs на репеллере Rf строится так, чтобы он сохранял двумерные со-
гласованные неустойчивые слоения.

Трудность общего случая состоит в том, что гомеоморфизм ξσ = φ−1
σ ϕ нуж-

но продолжать до тождественного гомеоморфизма в окрестности σ, сохраняя
неизменными пересечения этой окрестности со всеми седловыми сепаратри-
сами. Кроме того, поскольку процесс построения проводится индуктивно (по
индексу i), то необходимо сохранять свойства гомеоморфизмов, которые мы
уже построили в окрестности предыдущих седел. Эти окрестности пересекают
окрестность седла σ вдоль вертикальных трубок, в которых мы хотим сохра-
нить отображение тождественным. Наконец, продолжение ξσ нужно строить,
сохраняя еще и двумерные слоения. Для того чтобы решить эту задачу, мы
сначала максимально упрощаем геометрию этих пересечений, сводя все кон-
струкции к R3 с помощью линеаризующих отображений. Затем применяем
следствия из классических топологических результатов.

4.2.4. Связь динамики с топологией объемлющего многообразия. В этом
пункте устанавливаются некоторые соотношения, связывающие топологию
объемлющего многообразия M3 с количеством седловых и узловых периодиче-
ских точек диффеоморфизма Mорса–Смейла f . В этом пункте мы обозначаем
через rf число седловых, а через lf число узловых точек диффеоморфизма f
и полагаем

gf =
rf − lf + 2

2
.

Классификация 3-многообразий, допускающих диффеоморфизмы
Морса–Смейла без гетероклинических кривых. Пусть MS∗(M3) обозна-
чает класс диффеоморфизмов Морса–Смейла без гетероклинических кривых
на 3-многообразиях. Классификационная теорема для фазовых пространств
диффеоморфизмов этого класса имеет следующий вид.

Теорема 4.17 [13], [44]. Для любого диффеоморфизма f ∈ MS∗(M3) чис-
ло gf является целым неотрицательным числом и справедливы следующие
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утверждения:
1) если gf = 0, то M3 есть 3-сфера;
2) если gf > 0, то M3 есть связная сумма gf копий S2 × S1 .
Обратно, для любых неотрицательных целых чисел r , l, g таких, что число

g = (r − l + 2)/2 является целым и неотрицательным, существует диффео-
морфизм f ∈ MS∗(M3) со следующими свойствами:

(a) M3 является 3-сферой, если g = 0, и связной суммой g копий S2 × S1 ,
если g > 0;

(b) неблуждающее множество диффеоморфизма f состоит из r седловых
и l узловых точек.

Непосредственным следствием теоремы 4.17 является следующий факт.

Следствие 4.3. Если объемлющее 3-многообразие диффеоморфизма Мор-
са–Смейла f отлично от S3 и связной суммы конечного числа копий S2 × S1 ,
то блуждающее множество f обязательно содержит гетероклинические
кривые.

Известно, что род Хегора аддитивен по отношению к связным суммам 3-мно-
гообразий [70]. Поскольку род Хегора g(S2× S1) многообразия S2× S1 равен 1,
то род Хегора связной суммы g

(
♯ki=1(S2×S1)i

)
равен числу k слагаемых в связ-

ной сумме. Кроме того, фундаментальная группа π1

(
♯ki=1(S2×S1)i

)
изоморфна

свободному произведению k экземпляров группы целых чисел Z. Отсюда, из
теоремы 4.17 и теоремы Зейферта–Ван-Кампена вытекает следующее утвер-
ждение.

Предложение 4.3. Пусть f – сохраняющий ориентацию диффеоморфизм
Морса–Смейла, заданный на многообразии M3 , для которого выполняется од-
но из следующих условий:

1) g(M3) ̸= gf ;
2) фундаментальная группа π1(M3) не изоморфна свободному произведе-

нию gf экземпляров группы целых чисел Z.
Тогда f имеет гетероклинические кривые.

Из теоремы 4.17 следует, что любой диффеоморфизм Морса–Смейла на
неприводимом многообразии, отличном от 3-сферы, с необходимостью имеет
гетероклинические кривые (компактные или некомпактные). Следующая тео-
рема уточняет этот результат для полярных систем.

Теорема 4.18 [45]. Двумерное инвариантное многообразие каждой седло-
вой точки полярного градиентно-подобного диффеоморфизма f на неприводи-
мом многообразии содержит некомпактную гетероклиническую кривую.

Разбиение Хегора объемлющего 3-многообразия градиентно-подоб-
ного диффеоморфизма. Пусть f : M3 → M3 – диффеоморфизм Морса–
Смейла. Согласно предложению 1.3, с любой стоковой точкой ω диффеомор-
физма f связано множество Lω (возможно, пустое) одномерных неустойчивых
сепаратрис ℓ седловых точек σ таких, что

cl(ℓ) = σ ∪ ℓ ∪ ω.
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Так как W s
ω гомеоморфно R3 (см. предложение 1.1) и множество Fω = Lω ∪ ω

является объединением простых дуг с единственной общей точкой ω, то по
аналогии с пучком дуг в R3 мы назовем Fω пучком одномерных неустойчивых
сепаратрис и дадим следующее определение.

Пучок сепаратрис Fω назовем ручным, если существует гомеоморфизм ψω :
W s

ω → Rn такой, что ψω(Fω) – пучок лучей в Rn. В противном случае пу-
чок сепаратрис назовем диким. Если α – источник диффеоморфизма f , то
аналогично определяется ручной (дикий) пучок Fα одномерных устойчивых
сепаратрис.

Рис. 39. Градиентно-подобный диффеоморфизм на S3 с умеренно ди-
ким пучком сепаратрис

На рис. 39 изображен фазовый портрет диффеоморфизма на S3. Дикость
пучка сепаратрис Fω в этом случае доказана Г. Дебруннером и Р. Фоксом [29].
Такой тип пучков из n > 1 дуг они в своей работе назвали умеренно диким,
поскольку извлечение из пучка любой дуги делает его ручным.

Обозначим через MS0(M3) подкласс 3-диффеоморфизмов Морса–Смейла,
все пучки одномерных сепаратрис которого являются ручными. Для рассмот-
ренного класса диффеоморфизмов имеют место следующие результаты.

Теорема 4.19 [47], [44]. Объемлющее многообразие M3 градиентно-подоб-
ного диффеоморфизма f ∈ MS0(M3) допускает разбиение Хегора рода gf .

Непосредственно из доказательства теоремы 4.19 вытекает следующий факт.

Следствие 4.4. Если объемлющее многообразие M3 диффеоморфизма f ∈
MS0(M3) имеет рода Хегора g(M3), то rf > 2g(M3) и эта оценка точна.

Из теоремы 4.19 вытекает следующее достаточное условие наличия гетеро-
клинических точек у 3-диффеоморфизма Морса–Смейла.
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Предложение 4.4. Пусть f ∈ MS0(M3) и g(M3) > gf . Тогда диффеомор-
физм f имеет гетероклинические точки. В частности, f не вкладывается
в поток.

Из неравенств Морса (см. предложение 1.1) следует, что неблуждающее
множество диффеоморфизма Морса–Смейла на 3-многообразии не может со-
стоять ровно из трех точек. Если неблуждающее множество состоит ров-
но из четырех точек, то все они неподвижные, а диффеоморфизм является
градиентно-подобным. При этом, как показывает следующая теорема, послед-
ние в некоторых случаях с необходимостью имеют гетероклинические кривые.

Теорема 4.20 [47]. Пусть диффеоморфизм Морса–Смейла f задан на лин-
зовом пространстве M3 = Lp,q и его неблуждающее множество состоит
в точности из четырех точек. Тогда неблуждающие точки являются непо-
движными стоком, источником и двумя седлами (с разными индексами Мор-
са), а блуждающее множество диффеоморфизма f содержит по крайней ме-
ре p некомпактных гетероклинических кривых.

5. Многомерные системы

В этом разделе излагаются классификационные результаты для систем Мор-
са–Смейла на многообразиях размерности n > 3.

Как и ранее, для систем (потоков или каскадов) Морса–Смейла, заданных на
многообразии Mn, через Ωj , j ∈ {0, 1, . . . , n}, мы будем обозначать множество
всех ее неподвижных точек, имеющих индекс Морса (размерность неустойчи-
вого многообразия) j, и через |Ωj | – мощность множества Ωj . По аналогии
с трехмерным случаем, для любого n-мерного потока или диффеоморфизма
Морса–Смейла φ будем полагать

gφ =
rφ − lφ + 2

2
,

где rφ – число седловых точек с индексом Морса 1 или n − 1, а lφ – число
узловых точек системы φ. Кроме того, обозначим через kφ число седловых
точек системы φ с индексом Морса, отличным от 1 и n− 1.

5.1. Топологическая классификация систем с седлами коразмерно-
сти 1. Естественным обобщением систем Морса–Смейла, заданных на трех-
мерных многообразиях, на случай большей размерности являются системы,
множество седловых точек которых состоит из точек индексов 1 и n − 1 – се-
дел коразмерности 1, поэтому первые классификационные результаты были
получены для таких систем. Перечислим эти результаты.

Обозначим через G(Mn) класс градиентно-подобных систем (потоков и кас-
кадов), заданных на связном замкнутом многообразии Mn, инвариантные мно-
гообразия седловых точек которых имеют размерность 1 или n− 1 и не содер-
жат гетероклинических пересечений.

Заметим сразу, что в случае, когда несущее многообразие Mn является сфе-
рой Sn, класс G(Mn) исчерпывает множество градиентно-подобных систем без
гетероклинических пересечений в силу следующего предложения.
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Предложение 5.1. Пусть φ – градиентно-подобный поток или диффео-
морфизм без гетероклинических пересечений на сфере Sn , n > 4. Тогда мно-
жество его седловых точек состоит только из точек индексов Морса 1 и n− 1.

Для потоков это предложение доказал С. Ю. Пилюгин [89], а обобщение на
случай каскадов сделано в [39]. Поясним идею доказательства.

Пусть система φ из класса G(Mn) имеет седловую неподвижную точку σ, ин-
декс Морса j которой принадлежит множеству {2, . . . , n−2}. Так как в рассмат-
риваемом классе инвариантные многообразия различных седловых точек не пе-
ресекаются, то из предложения 1.3 следует, что замыкания cl(Wu

σ ) и cl(W s
σ) ин-

вариантных многообразий точки σ содержат кроме самих многообразий в точ-
ности одну неблуждающую точку (стоковую и источниковую соответственно)
и, следовательно, являются сферами размерностей j и n − j соответственно.
Эти сферы пересекаются в единственной точке σ, поэтому их индекс пересече-
ния по модулю равен единице. Так как гомотопические группы Hj(Sn), Hn−j(Sn)
тривиальны, то найдется сфера Sj , гомологичная сфере cl(Wu

σ ) и не пересека-
ющаяся со сферой cl(W s

σ). Следовательно, индекс пересечения сфер Sj , cl(W s
σ)

равен нулю. Так как индекс пересечения является гомологическим инвариан-
том (см., например, [97; § 69]), получаем противоречие.

Топология несущего многообразия системы φ из класса G(Mn) снова связана
с числом gφ и описывается следующей теоремой, обобщающей теорему 4.17.

Теорема 5.1 [39]. Для любой системы φ ∈ G(Mn) число gφ является це-
лым неотрицательным числом и справедливы следующие утверждения:

1) если gφ = 0, то Mn есть n-сфера;
2) если gφ > 0, то Mn есть связная сумма gφ копий Sn−1 × S1 .

Первый классификационный результат для многомерных потоков Морса–
Смейла получен C.Ю. Пилюгиным [89], где для потока f t ∈ G(Sn), n > 3,
введен топологический инвариант, названный фазовой диаграммой. Фазовая
диаграмма является многомерным обобщением графа Пейшото и представляет
собой ориентированный граф Γft , множество вершин которого изоморфно мно-
жеству Ω, а множество ребер – множеству сепаратрис седловых точек. Каждое
ребро графа Γft ориентировано в соответствии с убыванием индексов Морса
неподвижных точек, соответствующих инцидентным этому ребру вершинам.
С. Ю. Пилюгиным доказана следующая теорема.

Теорема 5.2 [89]. Потоки f t, f ′t ∈ G(Sn) топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда их фазовые диаграммы Γft , Γf ′t изоморфны по-
средством изоморфизма, сохраняющего ориентацию ребер.

Идея доказательства теоремы основана на выделении пары “аттрактор–ре-
пеллер”

Aft = Ω0 ∪Wu
Ω1 , Rft = Ωn ∪W s

Ωn−1

и рассмотрении секущей Σft ограничения потока f t на множество

Sn \ (Aft ∪Rft).
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Аналогично трехмерному случаю можно определить эту секущую как множе-
ство уровня 1.5 самоиндексирующейся энергетической функции и доказать, что
она диффеоморфна (n− 1)-сфере. Следы

C s
ft = W s

Ω1 ∩ Σft и C u
ft = Wu

Ωn−1 ∩ Σft

соответственно устойчивых и неустойчивых сепаратрис размерности n − 1 на
этой секущей являются (n − 2)-сферами, гладко вложенными в Σft . В рабо-
те [89] доказывается, что взаимное расположение этих сфер однозначно опреде-
ляется фазовой диаграммой, т. е. из изоморфизма фазовых диаграмм Γft , Γf ′t

следует существование гомеоморфизма h : Σft → Σf ′t такого, что

h(s
ft) = C s

f ′t , h(C u
ft) = C u

f ′t .

Далее гомеоморфизм h продолжается на множества Aft , Rft .
Эта же идея использовалась В. З. Гринесом, Е.Я. Гуревич, О. В. Почин-

кой [38] для топологической классификации потоков из класса G(Mn), где ин-
вариантом выступала энергетическая функция. К. Мейер в [72] ввел понятие
эквивалентности энергетических функций ϕ, ϕ′ потоков Морса–Смейла f t, f ′t,
которое для градиентно-подобных систем заключается в существовании сохра-
няющих ориентацию гомеоморфизмов

H : Mn →Mn и χ : [0, n] → [0, n],

удовлетворяющих равенству ϕ′H = χϕ.
Из [72] следует, что класс эквивалентности энергетических функций являет-

ся полным топологическим инвариантом градиентно-подобных потоков на по-
верхностях. Для обобщения этого результата на случай размерности 3 и выше
в [38] понятие эквивалентности функций усилено следующим образом.

Самоиндексирующиеся энергетические функции ϕ,ϕ′ : Mn → [0, n] потоков
f t, f ′t ∈ G(Mn), n > 3, согласованно эквивалентны, если существуют сохра-
няющие ориентацию гомеоморфизмы H : Mn → Mn и χ : [0, n] → [0, n] такие,
что:

1) ϕ′H = χϕ;
2) H(C s

ft) = W s
Ω′1 ∩H(Σft), H(C u

ft) = Wu
Ω′n−1 ∩H(Σft).

Теорема 5.3 [38]. Потоки f t, f ′t ∈ G(Mn) топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда согласованно эквивалентны их самоиндексирую-
щиеся энергетические функции.

Первый классификационный результат для каскадов Морса–Смейла на мно-
гообразиях размерности n > 4 был получен В. З. Гринесом, Е. В. Жужомой и
В. С. Медведевым [48] для класса, обобщающего класс Пикстона (см. п. 4.2.1),
а именно класса сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса–Смейла
на сфере Sn, n > 4, неблуждающее множество которых состоит в точности
из трех узлов и одного седла. Покажем, что для любого такого диффеомор-
физма f его седловая точка σ имеет индекс 1 или n − 1. Предположим для
определенности, что один узел из трех является источником α, а два других
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являются стоками ω1, ω2 (случай с двумя источниками и одним стоком полу-
чается рассмотрением f−1). В силу предложения 1.1 несущая сфера представ-
ляется в виде

Sn = α ∪W s
ω1
∪W s

ω2
∪W s

σ ,

тогда многообразие W s
σ входит в границу каждого из многообразий W s

ω1
, W s

ω2
.

Из предложения 1.3 следует, что тогда обе точки ω1, ω2 содержатся в замы-
кании неустойчивой сепаратрисы седла σ. Следовательно, точка σ делит свое
неустойчивое многообразие, а это возможно только в случае dimWu

σ = 1.

Теорема 5.4 [48]. Диффеоморфизмы f , f ′ из класса Пикстона на сфере Sn ,
n > 4, топологически сопряжены тогда и только тогда, когда индексы Морса
их седел одинаковы (либо 1, либо n− 1).

Этот результат контрастирует со случаем n = 3 (см. п. 4.2.1), в котором
имеется счетное семейство попарно несопряженных диффеоморфизмов Морса–
Смейла с одним седлом и тремя узлами [12]. Более простой инвариант в мно-
гомерном случае объясняется следующим. Из предложения 1.3 следует, что
замыкание каждой сепаратрисы седловой точки содержит кроме этой сепара-
трисы и седла в точности одну узловую точку и, следовательно, является либо
дугой, либо сферой размерности n− 1, гладкой всюду, кроме узловой точки.

В работах Дж. Кантрелла, Ч. Г. Эдвардса и Р. Кирби [27], [60] доказано,
что при n > 4 дуга и сфера размерности n− 1 не могут быть дико вложенны-
ми в конечном числе точек. Поэтому замыкания сепаратрис являются ручно
вложенными, и удается доказать, что в размерности n > 4 нет обнаруженных
Пикстоном эффектов.

Эти результаты стали стимулом для рассмотрения класса G1(Mn) ⊂ G(Mn)
диффеоморфизмов Морса–Смейла, для которых все неустойчивые инвариант-
ные многообразия седловых точек одномерны. В. З. Гринесом, Е. Я. Гуревич,
В. С. Медведевым [35] доказана следующая теорема.

Теорема 5.5 [35]. Неблуждающее множество произвольного диффеомор-
физма f ∈ G1(Mn) содержит в точности одну источниковую точку, а несу-
щее многообразие Mn является сферой Sn .

В работах [35], [36] получена полная топологическая классификация диф-
феоморфизмов из классаG1(Sn). Как и в случае потоков из классаG(Sn), каж-
дому диффеоморфизму f ∈ G1(Sn) поставлен в соответствие ориентированный
граф Γf , аналогичный различающему графу Безденежных–Гринеса (и, в свою
очередь, обобщающий граф Пейшото). Множество вершин графа Γf изоморф-
но множеству периодических точек, множество ребер – множеству сепаратрис
седловых периодических точек, ориентация на ребрах согласована с убыванием
индексов периодических точек. Динамика на множестве периодических точек
диффеоморфизма f индуцирует автоморфизм Pf графа Γf .

Теорема 5.6 [35], [36]. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(Mn), n > 4, топо-
логически сопряжены тогда и только тогда, когда существует сохраняю-
щий ориентацию ребер изоморфизм графов Γf , Γf ′ , сопрягающий автомор-
физмы Pf , Pf ′ .



КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ МОРСА–СМЕЙЛА 101

Кроме того, в [36] введено множество Γ допустимых графов и показано,
что для любого диффеоморфизма f ∈ G1(Mn) граф Γf является допустимым.
Справедлива следующая теорема реализации.

Теорема 5.7 [36]. Для любого допустимого графа Γ ∈ Γ существует го-
меоморфизм f ∈ G1(Sn) такой, что Γf = Γ.

Необходимость условия теоремы 5.6 следует непосредственно из определе-
ния топологической сопряженности; доказательство достаточности заключает-
ся в построении гомеоморфизмаH : Sn → Sn, сопрягающего диффеоморфизмы
f, f ′ ∈ G1(Sn) с изоморфными графами. Этот гомеоморфизм строится в два
этапа. На первом этапе определяется гомеоморфизм h0, сопрягающий огра-
ничения диффеоморфизмов f , f ′ на устойчивые многообразия стоковых точек
и переводящий одномерные сепаратрисы диффеоморфизма f , лежащие в этих
многообразиях, в соответствующие им при изоморфизме графов одномерные
сепаратрисы диффеоморфизма f ′. Такой гомеоморфизм построен в работе [35].

На втором этапе построенный гомеоморфизм продолжается на замыкания
(n − 1)-мерных устойчивых сепаратрис. При этом используется тот факт, что
пространство между границей каждой линеаризующей окрестности Ni ⊂ Nf

седловой точки σi (см. определение 1.2) и ее образом относительно гомеомор-
физма, построенного на первом шаге, гомеоморфно прямому произведению
Rn−1× [0, 1]×S0 (доказательство этого утверждения базируется на нетривиаль-
ных и относительно новых результатах многомерной топологии). Переходом
к пространству орбит это утверждение сводится к следующему.

Предложение 5.2. Пусть h : S1×Bn−1 → int(S1×Bn−1) – гомеоморфизм на
образ такой, что h(∂S1×Bn−1) является топологическим подмногообразием и

h(S1 × {O}) = (S1 × {O}).8

Тогда многообразие W = S1 × Bn−1 \ inth(S1 × Bn−1) гомеоморфно прямому
произведению S1 × Sn−2 × [0, 1].

Для случая n = 2 справедливость предложения 5.2 следует из двумер-
ной “теоремы о кольце”, доказанной Т. Радо [96], при n = 3 – из резуль-
татов Ф. Вальдхаузена [106], а при n > 4 – из топологической теоремы об
s-кобордизме (краткий обзор связанной с этой теоремой проблематики приве-
ден в [36]).

Топологическая классификация диффеоморфизмов из класса G(Mn) полу-
чена В. З. Гринесом, Е. Я. Гуревич, О.В. Починкой в [39]. В этой работе каждо-
му диффеоморфизму f ∈ G(Mn) поставлена в соответствие схема Sf , обобщаю-
щая схему трехмерного диффеоморфизма Морса–Смейла. А именно, введены
характеристическое многообразие Vf = Mn \ (Af ∪ Rf ), факторпространство
V̂f = Vf/f , естественная проекция pf : Vf → V̂f , индуцирующая эпиморфизм
ηf : π1(V̂f ) → Z, и определены проекции (n− 1)-мерных устойчивых и неустой-
чивых многообразий:

L̂s
f =

⋃
p∈Ω1

f

pf (W s
p \ p), L̂u

f =
⋃

q∈Ωn−1
f

pf (Wu
q \ q).

8Здесь O – центр шара Bn−1.
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Каждая компонента связности множеств L̂s
f , L̂u

f гомеоморфна либо прямому
произведению Sn−1 × S1, либо неориентируемому локально-тривиальному рас-
слоению над окружностью S1 со слоем Sn−1, названному обобщенной бутылкой
Клейна.

Для схем Sf , Sf ′ диффеоморфизмов f, f ′ ∈ G(Mn) введено понятие эквива-
лентности, аналогичное определению, данному в п. 4.2.1.

Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмов f и f ′ называются эквивалентными, если
существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ со следующими свойствами:

1) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
2) ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ и ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ .

Теорема 5.8 [39]. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(Mn) топологически сопря-
жены тогда и только тогда, когда их схемы Sf , Sf ′ эквивалентны.

Этот инвариант можно упростить для класса G∗(Sn) ⊂ G(Sn) диффеомор-
физмов на сфере Sn, n > 3, таких, что для любого f ∈ G∗(Sn) выполняются
следующие условия:

1) множество NW(f) состоит только из неподвижных точек;
2) для любой точки p ∈ NW(f) ограничение диффеоморфизма f на множе-

ство W δ
p , δ ∈ {s, u}, сохраняет его ориентацию.

Из предложения 1.3 следует, что для любой седловой точки σ диффеомор-
физма f ∈ G∗(Sn) замыкание ее инвариантного многообразия W δ

σ размерности
n−1 содержит кроме самого этого многообразия в точности одну неподвижную
точку. Эта точка является стоковой в случае δ = u и источниковой в случае
δ = s. Тогда множество cl(W δ

σ) является сферой размерности n − 1, гладко
вложенной во всех точках, кроме, возможно, одной (не принадлежащей W δ

σ).
В силу работ [26], [22], эта сфера является цилиндрически вложенной9. Тогда
объединение

Lf =
⋃

p∈Ω1

cl(W s
p ) ∪

⋃
q∈Ωn−1

cl(Wu
q )

замыканий всех инвариантных многообразий размерности n−1 делит сферу Sn

на rf + 1 компонент связности. Обозначим эти компоненты связности через
D1, . . . , Drf +1 и положим

Df =
rf +1⋃
i∈1

Di.

Двухцветным графом диффеоморфизма f будем называть граф Γf такой,
что:

1) существует взаимно однозначное соответствие ξ0f между множеством Γ0
f

вершин графа Γf и компонентами связности множества Df ;
2) существует взаимно однозначное соответствие ξ1f между множеством Γ1

f

ребер графа Γf и компонентами связности множества Lf ;
3) вершины vi, vj соединены ребром ei,j тогда и только тогда, когда обла-

сти Di, Dj , соответствующие вершинам vi, vj , имеют общую границу;

9Cфера Sn−1 ⊂ Mn называется цилиндрически вложенной в Mn, если существует топо-
логическое вложение h : Sn−1 × [−1,+1] →Mn такое, что h(Sn−1 × {0}) = Sn−1.
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4) ребро ei,j имеет цвет s (u), если ему соответствует многообразие W s
p ⊂ Lf

(Wu
q ⊂ Lf ).
Теорема 5.9 [40]. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G∗ топологически сопряжены

тогда и только тогда, когда графы Γf , Γf ′ изоморфны посредством изомор-
физма η : Γf → Γf ′ , сохраняющего цвета ребер.

Для диффеоморфизмов из класса G∗(Sn) справедлива также следующая
теорема.

Теорема 5.10 [39]. Любой диффеоморфизм f ∈ G∗(Sn) включается в то-
пологический поток.

5.2. Потоки и диффеоморфизмы с тремя неблуждающими точка-
ми. Известно, что любая система Морса–Смейла имеет хотя бы одну источ-
никовую и хотя бы одну стоковую орбиту. Если неблуждающее множество
системы Морса–Смейла состоит ровно из двух точек (источника и стока), то
несущее многообразие является сферой соответствующей размерности. На сфе-
ре любой размерности можно задать систему Морса–Смейла, неблуждающее
множество которой состоит из двух точек. Система Морса–Смейла, неблуж-
дающее множество которой состоит из трех точек, существует на проективной
плоскости P2 (неориентируемой поверхности рода 1 с фундаментальной груп-
пой π1(M2) = Z2). На рис. 40 приведен фазовый портрет потока с тремя непо-
движными точками на диске. Отождествляя диаметрально противоположные
точки граничной окружности, получим требуемый поток, а сдвиг по времени
вдоль траекторий дает требуемый диффеоморфизм Морса–Смейла.

Рис. 40. Поток на проективной плоскости

Естественно рассмотреть вопрос существования многомерных систем Мор-
са–Смейла, неблуждающее множество которых состоит из трех точек. В 1962 г.
Дж. Иллс и Н. Квипер [30] доказали, что существуют замкнутые многообра-
зия в топологической и гладкой категориях, допускающие непрерывные и глад-
кие функции Морса с тремя критическими точками. Поэтому замкнутое то-
пологическое (гладкое) многообразие будем называть топологическим (глад-
ким) ИК-многообразием, если на нем можно задать непрерывную (гладкую)
функцию Морса с тремя особенностями. Рассмотрение топологической кате-
гории было связано с тем, что к тому времени были открыты топологические
многообразия, которые не допускают гладкой структуры (см., например, [73]),
и авторы показали, что существуют 8-мерные и 16-мерные несглаживаемые
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ИК-многообразия (см. [30; следствие 10В]). Для топологического (и, следова-
тельно, гладкого) ИК-многообразия Mn в [30] был доказан следующий замеча-
тельный результат.

Предложение 5.3. Пусть Mn – многообразие Иллса–Квипера. Тогда:
1) размерность многообразия Mn может принимать только одно из зна-

чений {2, 4, 8, 16};
2) M2 есть проективная плоскость;
3) при n > 4 группы π1(Mn) = · · · = πn/2−1(Mn) тривиальны и, следова-

тельно, Mn ориентируемое;
4) Mn гомеоморфно компактификации евклидова пространства Rn с помо-

щью (n/2)-мерной сферы.

Последнее утверждение можно переформулировать следующим образом:
Mn есть дизъюнктное объединение10 (n/2)-мерной сферы Sn/2, топологически
вложенной в Mn, и открытого n-мерного шара Bn.

В связи с существованием несглаживаемых многообразий имеет смысл рас-
сматривать не только гладкие потоки Морса–Смейла, но и топологические.
Будем называть поток f t, заданный на замкнутом топологическом многообра-
зии, топологическим потоком Морса–Смейла, если выполняются следующие
условия:

(a) неблуждающее множество NW(f t) состоит из конечного набора непо-
движных точек и периодических траекторий;

(b) в окрестности каждой траектории из NW(f t) поток f t топологически
эквивалентен ограничению гладкого потока на окрестность гиперболической
неподвижной точки или гиперболической периодической траектории; заметим,
что отсюда следует, что для каждой траектории l ⊂ NW(f t) определяются
устойчивое и неустойчивое многообразия W s

l , Wu
l соответственно, которые яв-

ляются топологически вложенными подмногообразиями:

W s
l = {x ∈Mn : f t(x) → l}, Wu

l = {x ∈Mn : f−t(x) → l}, t→∞;

(c) для любых траекторий l1, l2 ⊂ NW(f t) многообразия W s
l1

, Wu
l2

либо не
пересекаются, либо являются топологически трансверсальными11.

Из [30] вытекает существование гладких замкнутых многообразий, допуска-
ющих гладкие системы Морса–Смейла, неблуждающее множество которых со-
стоит из трех точек. Для гладких потоков Морса–Смейла мы также получаем
топологическое описание несущих многообразий, поскольку несущее многооб-
разие таких потоков является гладким ИК-многообразием. Отметим, однако,
что из работы [30] не извлекается топологическое описание несущих много-
образий для топологических потоков Морса–Смейла (включая существование
таких потоков) и для диффеоморфизмов Морса–Смейла.

В работе [111] был введен класс многообразий, топологическая структура
которых тесно связана со свойствами топологических потоков Морса–Смейла,

10Объединение называется дизъюнктным, если объединяемые множества попарно не пе-
ресекаются.

11Топологическая трансверсальность означает, что в окрестности любой точки из W s
l1
∩Wu

l2
пересечение многообразий W s

l1
, Wu

l2
локально гомеоморфно трансверсальному пересечению

гиперплоскостей в n-мерном евклидовом пространстве Rn.
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неблуждающее множество которых состоит в точности из трех неподвижных
точек. Замкнутое многообразие Mn называется проективно-подобным, если

(a) n ∈ {2, 4, 8, 16};
(b) Mn есть дизъюнктное объединение (n/2)-мерной сферы Sn/2, локально

плоско вложенной в Mn, и открытого n-мерного шара Bn.

Теорема 5.11 [112]. Пусть f t – топологический поток Морса–Смейла, не-
блуждающее множество которого состоит из трех неподвижных точек, на
замкнутом n-мерном топологическом многообразии Mn , n > 2. Тогда Mn

является проективно-подобным многообразием (т.е. замыкания сепаратрис
седла суть локально плоско вложенные сферы). Более того, на каждом проек-
тивно-подобном многообразии существует непрерывный поток Морса–Смей-
ла, неблуждающее множество которого состоит из трех неподвижных точек.

Из двумерных классификационных результатов (см. раздел 3) следует, что
все потоки с тремя неподвижными точками на проективной плоскости тополо-
гически эквивалентны. Аналогичный результат имеет место в размерности 4
в силу следующего результата Е. В. Жужомы и В.С. Медведева [112].

Теорема 5.12 [112]. Пусть f t
1 , f t

2 – топологические потоки Морса–Смейла,
неблуждающее множество которых состоит из трех неподвижных точек,
на замкнутых четырехмерных топологических многообразиях M4

1 , M4
2 соот-

ветственно. Тогда f t
1 , f t

2 топологически эквивалентны. В частности, мно-
гообразия M4

1 , M4
2 гомеоморфны.

Отсюда следует, что с точностью до гомеоморфизма существует ровно одно
гладкое четырехмерное ИК-многообразие.

В работе [30] отмечается, что в размерностях 8 и 16 имеется соответственно 6
и 60 гомотопически неэквивалентных ИК-многообразий. Поэтому вопрос о то-
пологической классификации (даже гладких) потоков в размерностях 8 и 16
значительно сложнее. В работе [112] было введено следующее ключевое для
решения этой проблемы понятие.

Пусть Mk
1 , Mk

2 – топологически вложенные в Mn подмногообразия размер-
ности k, 1 6 k 6 n− 1. Будем говорить, что Mk

1 и Mk
2 локально эквивалентно

вложены, если существуют окрестности U(cl(Mk
1 )), U(cl(Mk

2 )) топологических
замыканий cl(Mk

1 ), cl(Mk
2 ) подмногообразий Mk

1 , Mk
2 соответственно и гомео-

морфизм
h : U(cl(Mk

1 )) → U(cl(Mk
2 ))

такой, что h(Mk
1 ) = Mk

2 .

Теорема 5.13 [112]. Пусть f t
i – топологический поток Морса–Смейла

(i = 1, 2), неблуждающее множество которого состоит из трех неподвиж-
ных точек, на замкнутом n-мерном топологическом многообразии Mn

i , где
n = 8, 16. Потоки f t

1 , f t
2 топологически эквивалентны тогда и только тогда,

когда выполняется одно из следующих условий:
1) устойчивые многообразия седел потоков f t

1 , f t
2 локально эквивалентно

вложены;
2) неустойчивые многообразия седел потоков f t

1 , f t
2 локально эквивалентно

вложены.



106 В. З. ГРИНЕС, Е.Я. ГУРЕВИЧ, Е.В. ЖУЖОМА, О.В. ПОЧИНКА

Относительно диффеоморфизмов Морса–Смейла имеет место следующий
результат.

Теорема 5.14 [111], [71]. Пусть f : Mn → Mn – диффеоморфизм Морса–
Смейла, неблуждающее множество которого состоит из трех точек. Тогда:

1) n ∈ {2, 4, 8, 16};
2) Mn – проективно-подобное многообразие, если n ∈ {2, 8, 16};
3) существует f : M4 → M4 такой, что замыкания сепаратрис седловой

неподвижной точки являются дико вложенными 2-сферами;
4) M4 есть дизъюнктное объединение двумерной сферы S2 , топологически

вложенной в M4 , и открытого четырехмерного шара B4 .

Отметим, что в силу теоремы 5.11 диффеоморфизм f : M4 → M4 в теоре-
ме 5.14 нельзя вложить в поток. В то же время дикое вложение замыканий се-
паратрис седловой неподвижной точки возможно и для потоков Морса–Смейла
(что важно учитывать при решении задачи топологической эквивалентности).
В качестве иллюстрации такого феномена для многомерных гладких потоков
приведем следующую теорему, доказанную в [110].

Теорема 5.15. Для любого n > 4 существуют замкнутое многообразие Mn

и градиентный полярный поток Морса–Смейла f t на Mn такие, что f t не
имеет гетероклинических пересечений, неблуждающее множество f t состо-
ит из четырех неподвижных точек (два узла и два седла) и замыкание сепа-
ратрисы одного из седел является дико вложенной сферой коразмерности 2.

5.3. Топологическая структура несущих многообразий, допускаю-
щих потоки без неподвижных точек. Рассмотрим структуру многообра-
зий размерности 4 и выше, которые допускают неособые потоки (т. е. потоки
без неподвижных точек) Морса–Смейла (НМС-потоки).

В 1975 г. Даниэль Азимов [6] получил топологическое описание замкнутых
многообразий размерности, большей трех, которые допускают неособые потоки
Морса–Смейла12. Для формулировки этих результатов приведем некоторые
определения.

Напомним, что круговой k-ручкой размерности n, 0 6 k 6 n, называется
прямое произведение S1 × Bk × Bn−k−1. Приклеивание круговой k-ручки к Mn

состоит в отождествлении части границы этой ручки

S1 × Sk−1 × Bn−k−1

и части границы ∂Mn с помощью некоторого диффеоморфизма. Если много-
образие Mn может быть получено из многообразия Mn−1×[0, 1] последователь-
ным приклеиванием круговых ручек (вообще говоря, различных индексов), то
говорят, что Mn допускает разложение на круговые ручки.

Теорема 5.16 [6]. На замкнутом многообразии Mn (n > 4) НМС-поток
существует тогда и только тогда, когда Mn допускает разложение на кру-
говые ручки и эйлерова характеристика Mn равна нулю.

12На самом деле Азимов рассматривал более широкий класс неособых потоков, который
включает класс потоков с неблуждающим множеством, состоящим из конечного числа ги-
перболических замкнутых траекторий.
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В 1979 г. Дж. Морган [76] модернизировал понятие круговой ручки, пред-
ложив вместо прямых произведений S1 × Bk × Bn−k−1 рассматривать косые
произведения S1 с дисками Bk, Bn−k−1. В этом случае круговой k-ручкой раз-
мерности n называется тотальное пространство расслоения Bk ⊕ Bn−k над S1.
С этим расширением понятия круговой ручки и соответствующим понятием
разложения на круговые ручки теорема 5.16 становится справедливой и для
размерности n = 3 (условие на эйлерову характеристику, разумеется, можно
опустить).

В работе [7] Азимов доказал, что любое неособое векторное поле на мно-
гообразии размерности n > 4 можно соединить путем, состоящим из неосо-
бых векторных полей, с векторным полем Морса–Смейла неподвижных точек.
Поэтому описание несущего многообразия, в силу теоремы 5.16, может быть
применимо для более широкого класса потоков без неподвижных точек.

В 1978 г. Дж. Френкс [32] усилил неравенства Морса (см. предложение 1.2)
для неособых потоков Морса–Смейла, получив для некоторых классов потоков
следующие неравенства в форме необходимых и достаточных условий суще-
ствования НМС-потоков с предписанным набором периодических траекторий.

Теорема 5.17 [32]. Пусть на замкнутом многообразии Mn , n > 3, суще-
ствует НМС-поток, и пусть C+

j – число нескрученных периодических траек-
торий индекса j . Тогда

1) C+
0 > β0 , C+

j > βj − βj−1 + · · · ± β0 , j > 1;
2) C+

1 > C+
0 − 1, C+

n−2 > C+
n−1 − 1;

3) если C+
j−1 = C+

j+1 = 0 и βj − βj−1 + · · · ± β0 6 0, то C+
j = 0;

здесь βj = dimHj(Mn,Q).

Теорема 5.18 [32]. Пусть замкнутое односвязное многообразие Mn , n > 6,
имеет нулевую эйлерову характеристику и группы H∗(Mn,Z) не имеют кру-
чений. Тогда для любого набора неотрицательных чисел {C+

j }, удовлетво-
ряющих условиям 1)–3) теоремы 5.17, на Mn существует НМС-поток без
скрученных периодических траекторий и с C+

j нескрученными периодически-
ми траекториями для любого j > 0.

В работе [32] получены также необходимые и достаточные условия суще-
ствования НМС-потока на трехмерной сфере S3 с предписанным набором пе-
риодических траекторий.

Теорема 5.19 [32]. На трехмерной сфере существует НМС-поток с пред-
писанным набором (C+

0 , C
+
1 , C

+
2 ) тогда и только тогда, когда выполняются

следующие условия:

C+
0 > 1, C+

2 > 1, C+
1 > C+

0 − 1, C+
1 > C+

2 − 1.

При этом число скрученных периодических траекторий индекса 1 может
быть произвольным.

5.4. Топология многообразий, допускающих системы Морса–Смей-
ла с неподвижными точками. По аналогии с разложением Хегора трех-
мерного многообразия (см. п. 4.1.2) будем называть представление гладкого
многообразия Mn размерности n > 3 в виде двух склеенных (n, 1)-ручечных
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тел рода g обобщенным разложением Хегора. Минимальное число g(Mn) всех
возможных таких разложений данного многообразия Mn назовем его обобщен-
ным родом Хегора. В случае, когда размерность многообразия равна 3, под
обобщенным разложением и родом Хегора будем понимать разложение и род
Хегора.

Для градиентно-подобных потоков на многообразиях размерности n > 4
справедливо следующее обобщение теоремы 4.1, полученное В. З. Гринесом,
Е. Я. Гуревич, Е. В. Жужомой и В.С. Медведевым [41].

Теорема 5.20 [41]. 1) Пусть f t – градиентно-подобный поток, заданный
на связном замкнутом ориентируемом многообразии Mn , n > 3, все седловые
точки которого имеют индекс Морса 1 или n − 1. Тогда многообразие Mn

допускает обобщенное разложение Хегора рода gft .
2) На любом ориентируемом многообразии Mn , n > 3, имеющем обобщен-

ный род Хегора g(Mn) > 0, существует полярный поток f t , все множество
седловых точек которого состоит из g(Mn) точек индекса 1 и g(Mn) точек
индекса n− 1. Кроме того, если Mn является связной суммой 2g(Mn) копий
многообразий Sn−1 × S1 , то поток f t может быть построен таким образом,
что устойчивые и неустойчивые многообразия седловых точек не имеют ге-
тероклинических пересечений.

Следствие 5.1. Пусть f t – поток Морса–Смейла, заданный на замкну-
том многообразии Mn , все седловые точки которого имеют индекс Морса 1
или n − 1. Если выполняется неравенство g(Mn) > gft , то неблуждающее
множество потока f t содержит по крайней мере одну периодическую траек-
торию.

Будем называть диффеоморфизм Морса–Смейла f : Mn → Mn диффео-
морфизмом без гетероклинических многообразий на сепаратрисах коразмер-
ности 1, если любая его сепаратриса коразмерности 1 может пересекаться
только с одномерными сепаратрисами. Другими словами, у f допускаются
гетероклинические точки, но не допускаются гетероклинические многообразия
положительной размерности на сепаратрисах, размерность которых на едини-
цу меньше размерности несущего многообразия.

В следующей теореме описывается топологическая структура многообразия,
допускающего диффеоморфизм Морса–Смейла без гетероклинических много-
образий на сепаратрисах коразмерности 1. Она обобщает основные результаты
работы [13], где рассматривались сохраняющие ориентацию трехмерные диф-
феоморфизмы Морса–Смейла, и работ [55], [49], где рассматривались сохраня-
ющие ориентацию многомерные диффеоморфизмы Морса–Смейла.

Теорема 5.21 [13], [55], [49]. Предположим, что на замкнутом n-много-
образии Mn , n > 3, задан диффеоморфизм Морса–Смейла f без гетероклини-
ческих многообразий на сепаратрисах коразмерности 1. Тогда gft является
целым неотрицательным числом, при этом

1) если gf = 0, kf = 0, то Mn гомеоморфно сфере Sn ;
2) если gf = 0, kf > 0, то существует число 1 6 k0 6 1+kf такое, что Mn

является связной суммой многообразий Nn
1 , . . . , N

n
k0

, каждое из которых до-
пускает полярный диффеоморфизм Морса–Смейла без седловых периодических
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точек коразмерности 1; более того, если Mn ориентируемое, то

β1(Nn
i ) = βn−1(Nn

i ) = 0 для всех i = 1, . . . , k0;

3) если gf > 0, kf = 0, то Mn гомеоморфно связной сумме gf копий
Sn−1 ⊗ S1 ;

4) если gf > 0, kf > 0, то Mn гомеоморфно связной сумме gf копий
Sn−1 ⊗ S1 и многообразий Nn

1 , . . . , N
n
k0

.

Так как сдвиг на фиксированное время вдоль траекторий потока Морса–
Смейла без периодических траекторий дает диффеоморфизм Морса–Смейла,
то из теоремы 5.21 непосредственно вытекает аналогичный результат для таких
потоков.

Следующая теорема решает проблему реализации диффеоморфизма Мор-
са–Смейла с заданными динамическими характеристиками (ее формулировка
приведена для диффеоморфизмов, аналог этой теоремы справедлив и для по-
токов).

Теорема 5.22 [49], [41]. Пусть l > 2, r > 0 – целые числа такие, что
g = (r−l+2)/2 – целое неотрицательное число, и пусть k – любое целое неот-
рицательное число. Тогда существует градиентно-подобный диффеоморфизм
f : Mn →Mn без гетероклинических пересечений, неблуждающее множество
которого состоит в точности из l узлов, r седловых точек индексов 1, n− 1
и 2k точек индексов, отличных от 1 и n− 1, а топология несущего многооб-
разия Mn описывается следующим образом:

1) если g = 0, k = 0, то Mn гомеоморфно сфере Sn ;
2) если g = 0, k > 0, то Mn является удвоением13 ручечного тела с k

ручками индексов, отличных от 1 и n− 1;
3) если g > 0, k = 0, то Mn можно представить в виде связной суммы:

Mn = (Sn−1 × S1) ♯ · · · ♯ (Sn−1 × S1);

4) если g > 0, k > 0, то Mn можно представить в виде связной суммы

Mn = (Sn−1 × S1) ♯ · · · ♯ (Sn−1 × S1) ♯ N,

где число слагаемых Sn−1×S1 равно g , а многообразие N является удвоением
ручечного тела с k ручками индексов, отличных от 1 и n− 1.
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