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Введение 
 

Парадокс «дней рождения» [2], описывающий совпадение элементов 

одной выборки некоторой дискретной случайной величины, имеющей 

равновероятное распределение, в его классическом виде [4] был 

сформулирован Р. Фон Мизесом в 1939 году [1]. 

В настоящее время в литературе все чаще появляются новые 

модификации парадокса «дней рождения» [11], что объясняется его широким 

применением при решении большого класса прикладных задач теории 

вероятностей, математической статистики и криптографии [7-10], в частности, 

задач, связанных с анализом хэш-функций и описанием ряда методов 

дискретного логарифмирования. 

Рассмотрим обобщение парадокса «дней рождения» на случай 

нескольких независимых в совокупности упорядоченных выборок. 

Пусть   - дискретная случайная величина, имеющая равновероятное 

распределение на множестве  1,2,...,n , n . Пусть далее 

   1

,1 ,,..., km m
n n kB B  - упорядоченные независимые в совокупности выборки [6] 

случайной величины   объемов 1,..., km m  , k . 

Замечание 1. В рамках классической постановки парадокса «дней рождения» 

[4] случайная величина   имеет равновероятное распределение. В общем 

случае для произвольного дискретного распределения   известные результаты 

[3, 11], а также результаты настоящей статьи не верны. 

Определим событие    
1,..., ,

1

i

k

k
n m

m m n i
i

Z B


 
  
 
 . Таким образом, в рамках 

решаемой задачи требуется найти вероятность   1,..., k

n
m mZP  для произвольных 

значений n , k  и 1,..., km m . 

На рис. 1 изображен пример реализации четырех независимых в 

совокупности упорядоченных выборок        1 2 3 4

,1 ,2 ,3 ,4, , ,m m m m
n n n nB B B B  случайной 

величины   объемов 1 4,...,m m , для которой справедливо включение множеств 
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   
4

,
1

, im
n i

i

B 


 , где ,   - некоторые элементы множества  1,2,...,n . Заметим, 

что в силу упорядоченности выборок  
,

im
n iB , 1,4i  , различные позиции 

элементов   и   в каждой отдельной выборке соответствуют различным 

исходам, принадлежащим событию    
4

,
1

, im
n i

i

B 


 
 

 
 . 

 

Рис. 1. Появление элементов ,   в упорядоченных выборках    1 4

,1 ,4,...,m m
n nB B  

 

 

1. Основные результаты 
 

Через  z
nA , 1,z n , обозначим произвольное z -элементное подмножество 

множества  1,2,...,n . Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть n , 1,z n . Тогда для произвольного  z
nA  и произвольных 

независимых в совокупности упорядоченных выборок    1

,1 ,,..., km m
n n kB B , k , 

справедливо равенство 

        
011

1 1 ii

k k z
msz m s s

n i z n
sii

A B C


 
    

 
P  . (1) 

Доказательство. Обозначим через  i
j  число вхождений произвольного 

элемента  1,2,...,j n  в упорядоченную выборку  im
iB , 1,i k . Тогда для 

произвольного  z
nA  с использованием формулы «включения-исключения» 

получаем цепочку соотношений: 
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         1i iz m z m
n i n iA B A B   P P   

               1 1
1

1 : 0, 1 ... 0 : ,...,i

s

z
m i z i i z

i j n j j s n
s

B где j A j j A  


 
            

 
P P   

        
1

1 1

!1
1 1 ! ... !

1 ... 1 ...
0, 1, 0, 1,

1 1 ,..., 1 1 i
mi n s

n s i n s i

j j

z z
s si i ms s

z n n z c cn
s c c m s c c m

c j n s c j n s

C с с C 


 

 
       

     

          P

  

 . 

Далее, учитывая равенство  
1

1

!
! ... !

...
0, 1,

ii

n s

n s i

j

mm
c c

c c m
c j n s

n s




 
  
  

 
 

 для суммы 

полиномиальных коэффициентов [6], получаем: 

            1

1 0

1 1 1 1 iii
mi

z z
ms m sz m s s s

n i z z nn
s s

A B C n s C
 

        P . 

Из условия независимости в совокупности выборок    1

1 ,..., km m
kB B  следует, 

что для произвольного k  

            
01 11

1 1 ii i

k k k z
msz m z m s s

n i n z n
si ii

A B A B C
 

 
      

 
 P P .   

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 выполняются соотношения im n , 

1,i k , то справедливо равенство 

     ,
1

lim 1i

k zkz m
n n in

i

A B e 




 
   

 
P  . 

Доказательство. Рассмотрим при фиксированном 1,z n  выражение, стоящее 

под знаком произведения в (1), которое в случае im n  при n   

представляет собой бином Ньютона. Действительно, используя равенство 

  11lim 1
x

xn
e


   [5], получаем: 

           
0 0 0

1 1 1 1 1 1i
z z z zm ns s ss s s ss s

z z zn n n
s s s

C C C e e
   


  

           . 

Тогда из соотношения (1) следует искомое равенство.   
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Теорема 2. Для произвольных ,n k   и 1,..., 1km m   справедливо равенство 

       1

11 1

1 1

1!
,..., ! ... !

1 ... 1 02
1, 1,

1 1
s j u

in s j
m

k s

s

i

jkn s
mu j C C Cn m u

m m c c nn
s c c m j ui

c i s

Z
   

 
     

 

     P

 

. (2) 

Доказательство. Не ограничивая общности, рассмотрим упорядоченную 

выборку  1

,1
m

nB . Разделим множество всех упорядоченных разбиений 

1 1... nc c m   , где 0ic  , 1,i n , на непересекающиеся подмножества sU , 

1,s n , по количеству ненулевых элементов в указанном разбиении: 

       
11 1

1
1 1

... , 1,..., 1,
,...,

,..., 1,2,..., , 0, ,...,
sn j j

s n
s i s

c c m c c
U c c

j j n c i j j

        
    

   
  

  
. 

Определим далее события  sU , 1,s n : 

   1 1 1

1

... , 1,..., 1,
,...,

0, 1,

n s
s n

i

c c m c c
U c c

c i s n

        
    

 

 
. 

Тогда по формуле полной вероятности получаем цепочку равенств: 

            

   ,...,1

1 1 1,..., ,..., ,...,
1 1 1

, ,
n

m mk

sk k k

n n n
Zn n ns s

s sm m m m s n m m n U
s s s

Z Z U C Z U C U
  

    P P P P P . (3) 

Рассмотрим отдельно величину  sUP  в выражении (3). 

   11 2
1 11 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

!1 1
... ! ... !

... ...
1, 1, 1, 1,

... s
m m

s s

s s

i i

mcc c
s m m c m c c c cn n

c c m c c m
c i s c i s

U C C C
     

     
   

    P

  

. (4) 

Далее рассмотрим условную вероятность 
 

 ,...,1

n
m mk

s

Z

UP  в выражении (3). 

Событие  sU  означает, что в выборке  1

,1
m

nB  реализованы элементы 1,2,..., s . 

Таким образом, при реализации  sU  выполняется равенство: 

 

   ,...,1
,

1 2

n
m m ik

s

s k
Z m

n iU
j i

j B
 

  
   

  
P P   , 

Тогда с учетом результата теоремы 1 по формуле «включения-исключения» 

имеем: 
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 

       

           

     

,...,1

1 1 2

2
1 , 1 2 ,

1 12 2

1 1

, ,
12 2

1

1 02

, ...

1 1,..., 1

1 1 1 .

n
m m i ik

s

i i

i

k ks
Z m m

n i s n iU
j j j si i

k ks
s jm j ms j

s n i s n n i
ji i

jks
mj uj u u

s j n
j ui

j B C j j B

C s B C A B

C C

    

 

 



 

   
        

   

   
         

   

   

 



 

P P P

P P

 

   (5) 

В итоге, подставляя выражения (4), (5) в (3), получаем искомое равенство.   

Как и в случае классического парадокса «дней рождения» [4] интерес 

представляет собой задача определения минимального значения m , при 

котором вероятность    1
,..., 2

n
m mZ P . В таблице 1 представлены соответствующие 

значения m  при некоторых k  и 365n  . 

k  1 2 3 4 5 6 

m  23 16 48 86 123 158 
  ,...,
n

m mZP  0.507 0.504 0.503 0.514 0.509 0.502 

Таб. 1. Минимальное значение m , при котором    1
,..., 2

n
m mZ P  

 

Следствие 2. Если в условиях теоремы 2 выполняются соотношения im n , 

1,i k , то при n   справедливо равенство 

      1

1

1
!

,..., ! ... !
1 ...

1, 1,

1 1 1
s
n

m
s

k s

i

sn kn Cm
m m c cn

s c c m
c i s

Z e  
 

   
 

 
    

 
 P



 

. (5) 

Доказательство. С учетом результата следствия 1 имеем цепочку равенств при 

n  : 

       
1

1

1!
,..., ! ... !

1 ... 1 02
1, 1,

1 1 1
s

in
m

s

k s

i

jkn s
mj un C j um u

m m s jc c nn
s c c m j ui

c i s

Z C C


 
     

 

 
     

 
   P



 

 

     
1

1

11!
! ... !

1 ... 1
1, 1,

1 1
s
n

m
s

s

i

n s j kjC jm
sc cn

s c c m j
c i s

C e   
 

    
 

     
 

 

     1

1

1
!

! ... !
1 ...

1, 1,

1 1 1 1
s
n

m
s

s

i

sn kCm
c cn

s c c m
c i s

e  
 

   
 

 
      

 
 
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   1

1

1
!

! ... !
1 ...

1, 1,

1 1 1
s
n

m
s

s

i

sn kCm
c cn

s c c m
c i s

e  
 

   
 

 
     

 
 

 

 

   1

1

1
!

! ... !
1 ...

1, 1,

1 1 1
s
n

m
s

s

i

sn kCm
c cn

s c c m
c i s

e  
 

   
 

    
 

.   

В случаях, когда число независимых в совокупности упорядоченных 

выборок случайной величины   не велико, а объем каждой из них существенно 

превосходит n , справедлив следующий результат. 

Следствие 3. Если в условиях теоремы 2 выполняются соотношения im n , 

1,i k , и 1k e  , то при n   справедлива оценка снизу: 

   ,..., 1 1
k

n
m mZ k e  

   
 

P


. 

Доказательство. Для оценки выражения, стоящего под знаком суммы в (5) 

воспользуемся двусторонним неравенством [5]: 

   2 21 1 1
r

rrx x rx C x      , (6) 

справедливом при 1 1x   , где r . 

Левое неравенство в (6) является нетривиальным при 1 0rx  , что, в 

свою очередь, выполняется в условиях настоящего следствия при 1r k   и 

x e  . Тогда 

           1
1 1 1 1 1 1 1

s sk s s se k e k e k e                . 

Учитывая, что с ростом s  величина  1
s sk e   убывает, получаем 

цепочку неравенств при n  : 

     
1 1

1 1

! !1
,..., ! ... ! ! ... !

1 ... 1 ...
1, 1, 1, 1,

1 1 1 1
s
n

m m
s s

k s s

i i

n n
sn C sm m

m m c cn n
s c c m s c c m

c i s c i s

n
Z k e k e

s
 

 
 

   
       

   

   
         

  
   P



  

 

   
1

1

!1
! ... !

1 ...
1, 1,

1 1 1 1m
s

s

i

n
m

n
s c c m

c i s

n
k e k e

s
 

 
 

 
   

 

 
      

 
 

 

.   
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Заключение 
 

Полученные в статье результаты могут найти практическое применение 

при решении ряда задач современной криптографии, например, при оценке 

эффективности параллельной реализации методов определения 

мультиколлизий хэш-функций, а также методов дискретного 

логарифмирования, подобных  -методу Полларда. 
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