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Настоящий обзор посвящен истории изучения ситуации общего положения движений динамических и неавто-

номных периодических систем, поскольку, как оказалось, полное и подробное описание ситуации общего положения 

позволяет решить проблему построения обобщенно-периодических движений динамических и неавтономных перио-

дических систем. Необходимость численного изучения указанных систем объясняется тем, что подавляющее боль-

шинство моделей реальных технических, биологических, экономических и др. процессов описываются именно та-

кими системами.  

В автономном случае обобщенно-периодическое движение эквивалентно классическому рекуррентному движе-

нию, введенному и изученному еще Дж. Биркгофом. С понятием рекуррентного движения прямо связано понятие 

минимального множества. Именно эти два понятия и определяют ситуацию общего положения классических дина-

мических систем.  

Особое значение построение и исследование рекуррентных движений и минимальных множеств приобрели в 

связи с потребностями хаотической динамики и гиперболической теории. Однако еще до недавнего времени отсут-

ствовали общие методы построения рекуррентных движений и минимальных множеств: все сводилось к построению 

аттракторов отдельных систем дифференциальных уравнений с полилинейной правой частью. Открытие же понятия 

обобщенно-периодического движения привело к созданию общего метода построения и исследования всех мини-

мальных множеств, содержащихся в предельных множествах динамических систем. Более того, понятие обобщенно-

периодического движения позволило перенести все основные понятия классической теории динамических систем на 

неавтономные периодические системы и описать ситуацию общего положения в таких системах с единых позиций. 

Соответственно, появилась возможность прямого переноса метода построения рекуррентных движений на построе-

ние обобщенно-периодических движений неавтономных периодических систем, что позволило выполнять численное 

построение таких движений с единых позиций. 

Ключевые слова: динамические и неавтономные периодические системы, ситуация общего положения, обоб-

щенно-периодические движения, построение обобщенно-периодических движений. 
 

До недавнего времени отсутствовали какие-

либо общие методы и алгоритмы построения ре-

куррентных решений и минимальных множеств 

автономных систем обыкновенных дифференци-

альных уравнений. Как оказалось, причина в том, 

что ситуация общего положения решений не была 

достаточно изучена. 

Что же мы понимаем под ситуацией общего 

положения? Чтобы ответить на этот вопрос, рас-

смотрим нормальную систему дифференциальных 

уравнений, векторная запись которой имеет вид 

x = f(t, x),           (1) 

где x = (x1, …, xn) – векторная функция действи-

тельного переменного t, а f = (f1, …, f n) – вектор-

ная функция, определенная и непрерывная вместе 

со своими частными производными 
,

i

j

f

x



  i, j =1, 

…, n, на прямом произведении R  Rn действи-

тельной оси R и евклидова векторного простран-

ства Rn. Кроме того, предположим, что f – T-пери-

одическая по t функция. 

Если n = 2, то справедлива следующая теорема 

Х.Л. Массера [1]: пусть каждое решение (t) си-

стемы (1) определено для всех t  t0 (t  t0); тогда, 

если (1) имеет решение, ограниченное при этих 

значениях t, данная система имеет T-периодичес-

кое решение (t). Согласно [1], это утверждение 

справедливо и для линейных систем произвольно-

го порядка. Однако в нелинейном случае теорема 

Массера неверна уже при n = 3 [2]. 

Задолго до появления теоремы Массера для 

гладких автономных систем 

x  = f(x)           (2) 

Дж. Биркгофом было введено определение рекур-

рентного решения. Данное решение содержит в 

себе как частный случай периодическое решение. 

При этом из существования ограниченного реше-

ния всегда следует существование рекуррентного 
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решения и наоборот. Именно эту ситуацию мы и 

называем ситуацией общего положения решений 

автономных систем. 

Свойства решений системы (1), вообще говоря, 

несколько отличаются от свойств решений систе-

мы (2). Так, например, в неавтономном случае 

траектории решений могут пересекаться. Это при-

водит к тому, что определение рекуррентности на 

неавтономный случай прямо не переносится. От-

сюда следует, что для неавтономной системы вида 

(1) при n > 2 ситуация общего положения перио-

дическим решением не определена, а рекуррент-

ным решением не определяется (ввиду отсутствия 

определения последнего). 

Исследования, выполненные в работах [3–5], 

привели к определению обобщенно-периодичес-

кого решения [2]. Оказалось, что из существова-

ния ограниченного решения всегда следует суще-

ствование обобщенно-периодического решения. 

Более того, в автономном случае это определение 

эквивалентно определению рекуррентного реше-

ния. Другими словами, обобщенно-периодическое 

решение дает ситуацию общего положения и в ав-

тономном, и в неавтономном случаях. 

Выясним историческую роль и место ситуации 

общего положения в теории динамических систем. 

Хорошо известно, что геометрическое иссле-

дование А. Пуанкаре «О кривых, определяемых 

дифференциальными уравнениями» [6] и его зна-

менитый мемуар «Новые методы небесной меха-

ники» [7, 8] в сочетании с диссертацией А.М. Ля-

пунова [9] заложили в конце девятнадцатого века 

основы качественной теории дифференциальных 

уравнений. 

На взгляд авторов, особого упоминания заслу-

живает мемуар А. Пуанкаре «Об одной геометри-

ческой теореме» – прощальный поклон и завеща-

ние великого ученого [8]. Сформулированная 

здесь в виде гипотезы теорема о неподвижной 

точке некоторого гладкого отображения кругового 

кольца в себя была доказана Дж. Биркгофом уже 

после смерти А. Пуанкаре. Трудно утверждать 

наверняка, но, возможно, именно работа над этой 

теоремой окончательно укрепила силы и дух  

Дж. Биркгофа и привела его к дальнейшим иссле-

дованиям по теории динамических систем и то- 

пологии. Во всяком случае современники утвер-

ждали, что «настоящим учителем Биркгофа был 

Пуанкаре» и что «Биркгоф усердно изучал все ра-

боты Пуанкаре по динамике» (например [8]). 

Каково же отношение Дж. Биркгофа к общей 

теории динамических систем? Ответ на этот во-

прос прост – он ее создал. 

В основе общей теории динамических систем 

лежит понятие движения. В случае автономной 

системы (2) движение эквивалентно решению, 

определенному на всей оси R. В случае абстракт-

ной динамической системы, характеризуемой од-

нопараметрической группой преобразований, 

движение естественным образом обобщает поня-

тие решения. 

Конечной целью общей теории динамических 

систем является определение всех возможных ти-

пов движений и установление связи между ними. 

В [10] введены и подробно изучены такие фунда-

ментальные понятия, как - и -предельные точки 

и множества, возвращаемость областей и цен-

тральные движения, минимальные множества и 

рекуррентные движения. Свои результаты Бирк-

гоф дополнил знаменитой эргодической теоремой, 

заложив, таким образом, основы эргодической 

теории. 

Нельзя сказать, что книга Дж. Биркгофа напи-

сана простым и понятным языком, особенно для 

своего времени: об этом в своих воспоминаниях 

говорил даже Л.С. Понтрягин. Однако уже в сере-

дине прошлого века она нашла своих последова-

телей и получила развитие в работах А.А. Марко-

ва, Г.Ф. Хильми, В.В. Немыцкого, В.В. Степанова, 

А.Н. Колмогорова и многих других математиков 

(например в [11]). 

Наряду с работами по общей теории дина- 

мических систем качественная теория диффе- 

ренциальных уравнений одновременно получила 

более чем продвинутое развитие в области сис- 

тем с интегральным инвариантом. Полученные в 

этом направлении результаты К. Каратеодори и  

А.Я. Хинчина существенным образом дополнили 

и обобщили теорему Пуанкаре о возвращении. 

Наряду с упомянутыми работами в качествен-

ной теории дифференциальных уравнений появи-

лось и совершенно новое важное направление – 

структурная устойчивость, изначально названная 

грубостью динамических систем. Основополож-

никами в этой области выступили А.А. Андронов 

и Л.С. Понтрягин, создавшие теорию грубых си-

стем на плоскости [12–15]. Ими, в частности, было 

доказано, что грубые системы всюду плотны на 

множестве двумерных систем. 

Перенесение понятия грубости уже на трех-

мерный случай оказалось существенно осложнен-

ным. Объясняется это гораздо менее тривиальным 

характером фазовых портретов грубых трехмер-

ных систем. Принципиально важным оказалось то, 

что здесь впервые был построен пример грубого 

диффеоморфизма со счетным множеством седло-

вых предельных циклов, имеющих неограниченно 

возрастающий период [16]. 

Существенным шагом вперед в этом (и не 

только в этом) направлении стала книга [17] (см. 

также [18]). В ней наиболее привлекают не уста-

новленная там структурная устойчивость геодези-

ческих потоков на замкнутых римановых много-

образиях отрицательной кривизны, а четкое опи-

сание вида и установление свойств динамических 

и дискретных систем, названных впоследствии У-

системами Д.В. Аносова. 

Аносов показал, что каждая У-система струк-
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турно устойчива. Более того, оказалось, что струк-

турная устойчивость таких систем неизбежно со-

четается с экспоненциальным разбеганием фазо-

вых кривых и перемешиванием. 

Особый интерес к этому открытию подогрела 

появившаяся в начале 60-х годов прошлого века 

следующая попытка построения теории турбу-

лентного движения жидкости, непосредственно 

приводящая к понятию гиперболического притя-

гивающего множества (например [18]). 

Следуя [18], рассмотрим замкнутый сосуд, за-

полненный несжимаемой вязкой жидкостью, при-

водимой в движение внешней силой – мешалкой. 

Динамику движения жидкости описывают урав-

нениями Навье–Стокса. Точками фазового про-

странства такой системы являются бездивергент-

ные векторные поля скоростей жидкости, в кото-

рых положения равновесия представляют собой 

стационарные поля скоростей. Циклы же здесь 

отождествляют с периодическими движениями 

жидкости, в которых скорость движения в каждой 

точке пространства меняется по периодическому 

закону.  

Если вязкость жидкости достаточно велика, то 

система уравнений Навье–Стокса имеет един-

ственное положение равновесия, к которому при-

тягиваются все фазовые кривые. Такое движение 

жидкости называют ламинарным, и всякое другое 

течение под действием вязкости со временем 

стремится к нему. 

С уменьшением вязкости ламинарное движе-

ние может потерять устойчивость, что может при-

вести к образованию структурно устойчивого пре-

дельного цикла. Дальнейшее уменьшение вязко-

сти, вообще говоря, может привести к потере 

устойчивости данного цикла. При этом возможно 

появление из цикла некоторого другого более 

сложного непериодического движения, притяги-

вающего соседние. 

Гипотеза математического описания турбу-

лентности состоит в том, что в бесконечномерном 

фазовом пространстве имеется конечномерное 

многообразие или множество, к которому притя-

гиваются все фазовые кривые. Само же притяги-

вающее множество должно представлять собой 

фазовое пространство или У-системы, или систе-

мы, качественно близкой к ней: в любом случае 

здесь должны сохраняться экспоненциальное раз-

бегание траекторий и следующее из него переме-

шивание. 

С физической точки зрения данная гипотеза 

выглядит весьма правдоподобно и подтверждается 

многочисленными экспериментальными исследо-

ваниями. Однако, несмотря на все прилагаемые 

усилия превратить ее в теорему, насколько авто-

рам известно, в настоящее время так и не удалось. 

Оставив в стороне вопросы структурной 

устойчивости, заметим, что с этого времени 

взгляд на теорию динамических систем постепен-

но начал претерпевать изменения. В наступившей 

эпохе гипермодернизма понятия рекуррентного 

движения и минимального множества постепенно 

стали исчезать из употребления, а о ситуации об-

щего положения вообще перестали говорить. Так, 

например, попытка отыскать аналог рекуррентно-

го движения для неавтономных систем фактиче-

ски сводилась к изучению траекторий дискретных 

динамических систем [19]. 

В работах [20, 21] для изучения ситуации об-

щего положения в абстрактных автономных ди-

намических и неавтономных периодических си-

стемах был предложен метод, существенным об-

разом использующий только групповые свойства 

оператора сдвига вдоль движений этих систем.  

В основе данного метода, собственно, и лежит 

определение движения, которое будем называть 

обобщенно-периодическим. 

Существование в любой из указанных систем 

движения при t  t0, расположенного в некотором 

компактном множестве, влечет за собой суще-

ствование обобщенно-периодического движения. 

Оказалось, что в автономном случае определение 

равномерно обобщенно-периодического движения 

эквивалентно определению рекуррентного движе-

ния. При этом определение равномерно устойчи-

вого движения наиболее точно передает характер 

последнего и, кроме того, устанавливает обяза-

тельный (причем достаточно жесткий) сценарий 

асимптотического перехода произвольного дви-

жения к рекуррентному. Последнее позволило в 

работах [22, 23] осуществить разработку общего 

метода построения рекуррентных движений и ми-

нимальных множеств классических динамических 

систем. Более того, как показано в работе [24], 

данный метод без каких-либо существенных из-

менений переносится на проблему построения 

обобщенно-периодических движений неавтоном-

ных периодических систем. 

Заметим, что изучение ситуации общего поло-

жения и введение понятия обобщенно-периоди-

ческого движения дают новые характеристические 

свойства рекуррентных движений, дополняющие 

классические [22, 24]. Эти новые свойства дают 

ряд дополнительных возможностей для исследо-

вания динамических систем. Проиллюстрируем их 

на следующих примерах. 

Пример 1. Важнейшими из всех качественных 

типов движений, как известно, являются устойчи-

вые по Пуассону и рекуррентные движения. От-

личительной особенностью этих движений явля-

ется то, что каждое рекуррентное движение 

устойчиво по Пуассону, но не наоборот. При этом 

из существования движения, положительно или 

отрицательно устойчивого по Лагранжу, следует 

существование, по крайней мере, одного рекур-

рентного движения. Однако из существования ре-

куррентного движения не следует существование 

устойчивого по Пуассону, но нерекуррентного 
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движения. В настоящее время связь между рекур-

рентными и устойчивыми по Пуассону нерекур-

рентными движениями изучена на уровне опреде-

лений [25], а разработанная в [3–5, 20–24] техника 

позволяет осуществить более полное установле-

ние такой связи. 

Напомним, что множество M называется ми-

нимальным, если оно непусто, замкнуто, инва- 

риантно и не содержит ни одного собственного 

подмножества, обладающего этими тремя свой-

ствами. Заметим также, что в компактном метри-

ческом пространстве движений замыкание траек-

тории рекуррентного движения является компакт-

ным минимальным множеством M и наоборот. 

При этом замыкание Н траектории устойчивого по 

Пуассону движения называется квазиминималь-

ным множеством. 

Каждое квазиминимальное множество Н ком-

пактно и содержит компактное минимальное 

множество M. Однако M не обязано быть соб-

ственным подмножеством множества Н. Именно 

случай, в котором M является собственным под-

множеством множества Н, и определяет ситуацию 

существования устойчивого по Пуассону нере-

куррентного движения. 

Как показано в работе [22], в квазиминималь-

ном множестве Н, не являющемся минимальным 

множеством, объединение всех минимальных 

множеств компактно и нигде не плотно в Н. При 

этом точки, лежащие на траекториях нерекурент-

ных устойчивых по Пуассону движений, образуют 

множество второй категории типа G, то есть его 

дополнение может быть представлено как объеди-

нение счетного числа замкнутых множеств, нигде 

не плотных в Н. Более полно, согласно теореме 

Хильми, в квазиминимальном множестве Н, не 

являющемся минимальным множеством, точки, 

лежащие на траекториях нерекуррентных устой-

чивых по Пуассону движений и всюду плотных в 

Н, образуют множество второй категории типа G. 

Несложно также показать, что каждое такое ква-

зиминимальное множество Н содержит несчетное 

множество нерекуррентных устойчивых по Пу- 

ассону движений, всюду плотных в Н. Как ока- 

залось, все это имеет большое значение при чис-

ленном исследовании уравнений хаотической  

динамики, в частности, при построении странных 

аттракторов (см. пример 3). 

Пример 2. Системы с инвариантной мерой, как 

известно, обладают рядом свойств, выгодно выде-

ляющих их из всего множества динамических си-

стем. Важнейшее из этих свойств состоит в том, 

что, согласно теореме о возвращении точек Пуан-

каре–Каратеодори, для систем, имеющих в сепа-

рабельном пространстве положительную конеч-

ную инвариантную меру, почти все точки про-

странства устойчивы по Пуассону. Как показано в 

монографии [2], применение метода, использо-

вавшегося при описании ситуации общего поло-

жения, позволяет существенно уточнить этот 

классический результат. Именно в условиях тео-

ремы Пуанкаре–Каратеодори каждая устойчивая 

по Пуассону точка является точкой какого-либо 

минимального множества, то есть почти все точки 

пространства являются точками минимальных 

множеств. 

Пример 3. В последнее время при исследова-

нии уравнений хаотической динамики стали ши-

роко применяться численные методы. В частно-

сти, почти все известные на сегодняшний день 

странные аттракторы построены именно числен-

но. 

Для определенности рассмотрим аттрактор 

Лоренца [14, 23]. Согласно многочисленным вы-

числительным экспериментам многих исследова-

телей, данный аттрактор состоит из трех положе-

ний равновесия (один седлоузел и два седлофоку-

са) и множества незамкнутых устойчивых по 

Пуассону траекторий, всюду плотно заполняющих 

этот аттрактор (за исключением седлофокусов). 

Более того, сам аттрактор представляет собой 

объединение трех положений равновесия и замы-

кания устойчивой по Пуассону траектории. При 

этом считается также, что аттрактор содержит 

счетное всюду плотное множество седловых пре-

дельных циклов [14]. Проведенные авторами чис-

ленные эксперименты показали, что данная гипо-

теза нуждается в существенной доработке. 

Действительно, как отмечалось в примере 1, в 

квазиминимальном множестве Н, не являющемся 

минимальным множеством, объединение всех ми-

нимальных множеств компактно и нигде не плот-

но. Поэтому, если аттрактор Лоренца имеет ука-

занную выше структуру относительно положений 

равновесия и устойчивых по Пуассону траекто-

рий, он не может содержать счетного всюду плот-

ного множества седловых предельных циклов. Бо-

лее того, как показано в [23], с точностью до 

ошибки вычислений можно утверждать, что в си-

стеме Лоренца имеются лишь три указанных вы-

ше положения равновесия и минимальное множе-

ство, образованное незамкнутым рекуррентным 

движением. Все эти данные, полученные специ-

ально разработанным численным методом, хоро-

шо согласуются с теоретическими результатами, 

приведенными в [22, 24]. 
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Abstract. This review represents the history of study analysis of the situation of typical behavior of dynamical and non-

autonomous periodic system motions. The necessity of this investigation is due to the fact that the complete and detailed de-

scription of a typical behavior situation makes it possible to solve the problem of construction of generalized periodic mo-

tions of dynamical and non-autonomous periodic systems. The necessity of numerical investigation of indicated systems is 

due to the fact that the vast majority of real technological, biological, economical and others process models are described by 

these specific systems.  

In the autonomous case a generalized periodic motion is equivalent to a classical recurrent motion, which was introduced 

and investigated by G. Birkhoff. The concept of the recurrent motion is related to the concept of a minimal set. These two 

concepts define the situation of typical behavior of classical dynamical systems.  

The construction and investigation of recurrent motions and minimal sets took on special significance due to the require-

ments of chaotic dynamics and the hyperbolic theory. However, until quite recently there were no general methods of con-

structing recurrent motions and minimal sets. It came down to constructing attractors of separate systems of differential equa-

tions with a polylinear right part. The discovery of the generalized periodic motion concept resulted in creation of the general 

method of construction and investigation of all minimal sets contained in limit sets of dynamical systems. Furthermore, the 

concept of a generalized periodic motion allowed adapting all the basic definitions of the classical dynamical system theory 

to non-autonomous periodic systems and describing the situation of typical behavior in such systems on common ground. 

Therefore, it allows adapting directly the method of recurrent motion construction to the construction of generalized periodic 

motions of non-autonomous periodic systems that made the numerical construction of such motions on common ground pos-

sible. 
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