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Численное сравнение V-MLR- и CUSUM-методов
обнаружения структурных сдвигов

для кусочно-заданных GARCH-моделей

Предложен новый метод обнаружения структурных сдвигов для GARCH-моделей,
названный авторами V-MLR. С помощью двух численных экспериментов, состоящих
из 10 000 испытаний каждый, предлагаемый нами V-MLR-метод сопоставляется с хо-
рошо известным CUSUM-методом. В первом эксперименте с одним структурным сдви-
гом V-MLR-метод обнаружил правильное число структурных сдвигов в 91 % случаев, а
CUSUM-метод — в 85 % случаев. При этом точность обнаружения самого структурного
сдвига обоими методами оказалась сопоставимой. Во втором эксперименте без струк-
турных сдвигов V-MLR-метод указал на отсутствие структурных сдвигов в 99% случа-
ев, в то время как CUSUM-метод — лишь в 91% случаев. Таким образом, проведенные
численные эксперименты указывают на то, что при сопоставимой точности обнару-
жения моментов структурных сдвигов предлагаемый V-MLR-метод обладает большей
чувствительностью к структурным сдвигам по сравнению с CUSUM-методом.
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Numerical comparison of V-MLR- and CUSUM-methods
of structural breaks detection for piecewise-specified

GARCH-models

In this paper, we propose a new method of structural breaks detection for GARCH-
models called V-MLR. We use two numerical experiments consisting of 10 000 simulations to
compare our V-MLR method with the well-known CUSUM method. In the first experiment
with a single structural break, the V-MLR method finds the correct number of structural
breaks in 91% cases, and CUSUM — in 85 % cases. The accuracy of the structural break
detection by both methods was proved to be comparable. In the second experiment without
any structural breaks the V-MLR method indicates the absence of structural breaks in
99 % cases, while CUSUM — in 91 % cases only. Thus, the numerical experiments suggest
that V-MLR and CUSUM methods have comparable accuracy of structural breaks moment
detection, but the proposed V-MLR method has a greater sensitivity to structural breaks
as compared to CUSUM.
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1. Введение

Для получения более точных оценок коэффициентов эконометрических моделей тре-
буется большее количество наблюдений. Однако при расширении выборки исследователи
зачастую сталкиваются с проблемой, называемой структурными сдвигами или разладками
случайного процесса. Как известно, игнорирование структурных сдвигов при оценивании
модели приводит к некорректным результатам.

В работе рассматривается задача обнаружения структурных сдвигов в рамках семей-
ства кусочно-заданных GARCH-моделей. Некоторые подходы к решению этой задачи мож-
но найти, например, в [1–5]. В данной статье мы предлагаем новый метод обнаружения
структурных сдвигов, который состоит из двух шагов. На первом шаге с помощью вве-
денной нами скользящей статистики отношения правдоподобия (MLR — Moving Likelihood
Ratio) алгоритм обнаруживает точки возможных структурных сдвигов. На втором шаге
выполняется процедура валидации (Validation) — найденные на первом шаге точки под-
вергаются перепроверке. В связи с указанными шагами данный метод был нами назван
V-MLR (Validated Moving Likelihood Ratio).

Опишем структуру дальнейшей части работы. Во втором разделе данной работы приво-
дится описание предлагаемого V-MLR-метода. Третий раздел посвящен выяснению стати-
стических свойств V-MLR-метода. С помощью численных экспериментов по методу Монте-
Карло V-MLR-метод сопоставляется с хорошо известным CUSUM-методом (см., напри-
мер, [3]). Показано, что при сопоставимой точности обнаружения моментов структурных
сдвигов предлагаемый V-MLR-метод обладает большей чувствительностью к структурным
сдвигам по сравнению с CUSUM-методом.

2. Описание V-MLR-метода

Пусть 𝑘 ≥ 0 — неизвестное число структурных сдвигов временного ряда длины 𝑇 , а
𝜏1, . . . , 𝜏𝑘 — моменты структурных сдвигов, разделяющие исходный ряд на 𝑘 + 1 сегмент.
Будем предполагать, что 𝑗-й фрагмент временного ряда описывается соотношениями

𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 𝜔𝑗 + 𝛿𝑗 · 𝜎2𝑡−1 + 𝛾𝑗 · 𝜀2𝑡−1, где 𝜏𝑗−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑗 − 1,

𝑗 = 1, . . . , 𝑘 + 1, 𝜏0 := 1, 𝜏𝑘+1 := 𝑇 + 1, 𝜃𝑗 := (𝜔𝑗 , 𝛿𝑗 , 𝛾𝑗) — неизвестные параметры модели,
принадлежащие множеству Θ :=

{︀
(𝜔, 𝛿, 𝛾) : 𝜔 > 0, 𝛿 ≥ 0, 𝛾 ≥ 0, 𝛿 + 𝛾 < 1

}︀
, а (𝜉𝑡)

+∞
𝑡=−∞ —

последовательность независимых стандартных нормальных случайных величин.
Определим скользящую статистику отношения правдоподобия (MLR — Moving

Likelihood Ratio). Для этого зафиксируем параметр ℎ > 0, отвечающий за ширину «сколь-
зящего окна», и положим по определению

𝑀𝐿𝑅𝜏 := −2
(︂

max
𝜃1, 𝜃2∈Θ,
𝜃1=𝜃2

𝑙
(︀
𝜃1, 𝜃2, 𝜏, [𝜏 − ℎ; 𝜏 + ℎ]

)︀
− max
𝜃1, 𝜃2∈Θ

𝑙
(︀
𝜃1, 𝜃2, 𝜏, [𝜏 − ℎ; 𝜏 + ℎ]

)︀)︂
,

где 𝜏 ∈ [ℎ+ 1; 𝑇 − ℎ], 𝜃1 := (𝜔1, 𝛿1, 𝛾1), 𝜃2 := (𝜔2, 𝛿2, 𝛾2) и

𝑙
(︀
𝜃1, 𝜃2, 𝜏, [𝑎; 𝑏]

)︀
:=− 1

2

𝜏−1∑︁
𝑡=𝑎

(︂
ln 2𝜋 + ln𝜎2𝑡 (𝜃1) +

𝜀2𝑡 (𝜃1)

𝜎2𝑡 (𝜃1)

)︂
−

− 1

2

𝑏∑︁
𝑡=𝜏

(︂
ln 2𝜋 + ln𝜎2𝑡 (𝜃2) +

𝜀2𝑡 (𝜃2)

𝜎2𝑡 (𝜃2)

)︂
— логарифмическая функция правдоподобия, соответствующая модели{︂

𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 𝜔1 + 𝛿1 · 𝜎2𝑡−1 + 𝛾1 · 𝜀2𝑡−1, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝜏 − 1],
𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 𝜔2 + 𝛿2 · 𝜎2𝑡−1 + 𝛾2 · 𝜀2𝑡−1, 𝑡 ∈ [𝜏 ; 𝑏], (1)
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допускающей структурный сдвиг в момент времени 𝜏 .
Идея предлагаемого метода состоит в том, что в случае отсутствия структурного сдви-

га в точке 𝜏 статистика 𝑀𝐿𝑅𝜏 в среднем принимает сравнительно небольшие значения,
в то время как при наличии структурного сдвига в точке 𝜏 данная статистика принимает
достаточно высокие значения. Таким образом, для реализации данного подхода нам потре-
буется критическая точка, указывающая на то, приняла ли статистика 𝑀𝐿𝑅𝜏 «достаточно
большое» или «достаточно маленькое» значение.

Проведенные испытания по методу Монте-Карло в предположении отсутствия струк-
турных сдвигов показали, что распределение статистики 𝑀𝐿𝑅𝜏 достаточно сильно зависит
от параметров модели 𝜔, 𝛿 и 𝛾. По этой причине мы ограничили множество Θ допустимых
значений параметров до множества

Ω :=
{︀
(𝜔, 𝛿, 𝛾) : 𝜔 ≤ 𝜔 ≤ 𝜔, 𝛿 ≤ 𝛿, 𝛾 ≤ 𝛾, 𝛿 + 𝛾 < 1

}︀
,

где 𝜔 = 0, 0001, 𝜔 = 0, 031, 𝛿 = 0, 7, 𝛾 = 0.
Анализ литературы (см., например, [6, гл. 7, § 4, с. 156, табл. 7.4], [7–15]) показывает,

что данное множество Ω является достаточно широким для приложений при изучении
реальных финансово-экономических временных рядов.

Далее, на введенном выше множестве Ω мы задали сетку Ξ:

• параметр 𝜔 пробегает все значения из отрезка [𝜔; 𝜔] с шагом Δ𝜔 = 0, 001;

• параметр 𝛿 пробегает все значения из отрезка [𝛿; 1−Δ𝛿] с шагом Δ𝛿 = 0, 03;

• при каждом фиксированном значении параметра 𝛿 параметр 𝛾 пробегает все значения
из отрезка [𝛾; (1−Δ𝛾)− 𝛿] с шагом Δ𝛾 = 0, 03.

Для каждого узла (𝜔, 𝛿, 𝛾) сетки Ξ с помощью модели (1) c 𝜔1 = 𝜔2 = 𝜔, 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿,
𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾, ℎ = 200, 𝑎 = 𝜏 − ℎ и 𝑏 = 𝜏 + ℎ мы провели серию из 10 000 симуляций, в
каждой из которых была рассчитана статистика 𝑀𝐿𝑅𝜏 . На основе вычисленных значений
статистики 𝑀𝐿𝑅𝜏 мы получили 99 % выборочные квантили 𝑞𝑀𝐿𝑅(𝜔, 𝛿, 𝛾), где (𝜔, 𝛿, 𝛾) ∈ Ξ,
и определили верхнюю критическую точку:

𝑞𝑀𝐿𝑅 := max
(𝜔, 𝛿, 𝛾)∈Ξ

𝑞𝑀𝐿𝑅(𝜔, 𝛿, 𝛾) = 17, 78.

Теперь опишем V-MLR-алгоритм обнаружения структурных сдвигов.
Шаг 1 (обнаружение). Пусть в некоторой точке 𝜏* ∈ Z функция 𝑀𝐿𝑅𝜏 имеет ℎ-

локальный максимум (∀𝑡 ∈ [𝜏*−ℎ; 𝜏*+ℎ] ∖ {𝜏*} : 𝑀𝐿𝑅𝑡 < 𝑀𝐿𝑅𝜏*). Если 𝑀𝐿𝑅𝜏* > 𝑞𝑀𝐿𝑅,
считаем точку 𝜏* точкой возможного структурного сдвига; в противном случае считаем,
что в точке 𝜏* структурного сдвига нет.

Шаг 2 (перепроверка). Пусть на предыдущем шаге алгоритм обнаружил 𝑘 > 0 воз-
можных структурных сдвигов 𝜏1, . . . , 𝜏𝑘. Для каждого возможного структурного сдвига
𝜏𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, рассчитываем статистику

𝐿𝑅(𝜏𝑗) := −2
(︂

max
𝜃1, 𝜃2∈Θ,
𝜃1=𝜃2

𝑙
(︀
𝜃1, 𝜃2, 𝜏𝑗 , [𝜏𝑗−1; 𝜏𝑗+1 − 1]

)︀
− max
𝜃1, 𝜃2∈Θ

𝑙
(︀
𝜃1, 𝜃2, 𝜏𝑗 , [𝜏𝑗−1; 𝜏𝑗+1 − 1]

)︀)︂
.

Тогда если 𝐿𝑅(𝜏𝑗) > 𝑞𝑀𝐿𝑅, то точка 𝜏𝑗 объявляется структурным сдвигом, в противном
случае — считаем, что в точке 𝜏𝑗 структурного сдвига нет.

3. Сопоставление V-MLR- и CUSUM-методов

Данный раздел посвящен изучению статистических свойств V-MLR-метода. Для это-
го нами проведено два численных эксперимента по методу Монте-Карло, в каждом из
которых V-MLR-метод сравнивался с хорошо известным CUSUM-методом [3]. В первом



112 Матем. модел. эколого-экономич. систем: экономика ТРУДЫ МФТИ. 2017. Том 9, № 3

эксперименте с одним структурным сдвигом получено, что при сопоставимой точности об-
наружения моментов структурных сдвигов V-MLR-метод чаще обнаруживает правильное
число структурных сдвигов. Во втором эксперименте, не содержащем структурных сдви-
гов, V-MLR-метод указал на отсутствие структурных сдвигов в 99 % случаев, в то время
как CUSUM-метод — лишь в 91 % случаев.

Численный эксперимент 1. Данный эксперимент состоял из 10 000 симуляций, в
каждой из которых генерировался ряд (𝑌𝑡)

𝑇
𝑡=1 согласно модели{︂

𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 0, 001 + 0, 8 · 𝜎2𝑡−1 + 0, 1 · 𝜀2𝑡−1, 𝑡 ∈ [1; 1000],
𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 0, 006 + 0, 8 · 𝜎2𝑡−1 + 0, 1 · 𝜀2𝑡−1, 𝑡 ∈ [1001; 2000],

содержащей структурный сдвиг в точке 𝜏1 = 1001. Для каждого из сгенерированных рядов
были применены V-MLR- и CUSUM-методы обнаружения структурных сдвигов. В резуль-
тате получено, что V-MLR-метод обнаружил правильное число структурных сдвигов в
91,00 % случаев, в то время как CUSUM-метод — только в 84,97 % случаев. Для подвы-
борок, в которых указанные методы обнаружили правильное число структурных сдвигов,
были рассчитаны характеристики, отражающие точность обнаружения структурных сдви-
гов: Mean(̂︀𝜏1) := 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 ̂︀𝜏 𝑗1 — среднее и MAE(̂︀𝜏1) := 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 |̂︀𝜏 𝑗1 − 𝜏1| — среднее абсолютное

отклонение (см. табл. 1).

Т а б л и ц а 1
Mean и MAE для V-MLR- и CUSUM-методов

V-MLR CUSUM
Mean 1001,44 1010,94
MAE 11,54 10,92

Как видно из табл. 1, CUSUM-метод имеет несколько меньшее среднее абсолютное от-
клонение по сравнению с V-MLR-методом, однако V-MLR-метод практически не имеет
смещения в отличие от CUSUM-метода.

Таким образом, получено, что при сопоставимой точности оценивания моментов струк-
турных сдвигов предлагаемый нами V-MLR-метод чаще обнаруживает правильное число
структурных сдвигов по сравнению с CUSUM-методом.

0 2000 4000 6000 8000 10000
990

995

1000

1005

1010

1015

1020
V-MLR

CUSUM

Рис. 1. График Mean для V-MLR- и CUSUM-методов в зависимости от числа проводимых
симуляций
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Рис. 2. График MAE для V-MLR- и CUSUM-методов в зависимости от числа проводимых
симуляций

На рис. 1 и 2 приведены графики Mean и MAE для V-MLR- и CUSUM-методов в зависи-
мости от числа проводимых симуляций. Графики показывают, что результат, приведенный
в табл. 1, является достаточно стабильным и практически не будет меняться при дальней-
шем увеличении числа проводимых симуляций.

Численный эксперимент 2. Во втором эксперименте также было проведено 10 000
испытаний. В отличие от предыдущего эксперимента, модель, порождающая данные

𝑌𝑡 = 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 · 𝜉𝑡, 𝜎2𝑡 = 0, 001 + 0, 8 · 𝜎2𝑡−1 + 0, 1 · 𝜀2𝑡−1, 𝑡 ∈ [1; 2000],

не содержала структурных сдвигов. Получены следующие результаты: V-MLR-метод ука-
зал на отсутствие структурных сдвигов в 99,45 % случаев, в то время как CUSUM-метод
— только в 90,65% случаев.

0 2000 4000 6000 8000 10000
0.85

0.9

0.95

1

1.05
V-MLR

CUSUM

Рис. 3. График доли правильного определения числа структурных сдвигов для V-MLR-
и CUSUM-методов в зависимости от числа проводимых симуляций при условии отсутствия
структурных сдвигов
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На рис. 3 приведен график доли правильного определения числа структурных сдвигов
для V-MLR- и CUSUM-методов в зависимости от числа проводимых симуляций при условии
отсутствия структурных сдвигов.
Приведенный график говорит о том, что полученный выше результат является стабиль-
ным, т. е. практически не будет меняться при дальнейшем увеличении числа проводимых
симуляций.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14-11-
00432).
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