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Ïðåäèñëîâèå

Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, âîçíèêëà â ñåðåäèíå XX
âåêà. Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè áûëî åå ðàçäåëåíèå íà äâà
íàïðàâëåíèÿ, ðàññìàòðèâàþùèõ áëîêîâûå êîäû è ñâåðòî÷íûå êî-
äû. Òåîðèÿ áëîêîâûõ êîäîâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò êîìáèíà-
òîðíóþ è àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Â 60-å ãîäû ïðî-
øëîãî âåêà áûëè ââåäåíû êîìáèíàòîðíûå è àëãåáðàè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ. Êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû äåêîäèðîâà-
íèÿ ïðèìåíèìû êî âñåì ëèíåéíûì áëîêîâûì êîäàì è îáåñïå÷è-
âàþò èñïðàâëåíèå îøèáîê äî êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîäà,
îäíàêî èìåþò îòíîñèòåëüíî áîëüøóþ ñëîæíîñòü. Àëãåáðàè÷åñêèå
àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ ïðîùå êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ è
òàêæå îáåñïå÷èâàþò èñïðàâëåíèå îøèáîê äî êîíñòðóêòèâíîé êîð-
ðåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîäà, íî îíè ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ
êîäîâ, èìåþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðèëîæåíèå òåîðèè
ñâåðòî÷íûõ êîäîâ ê áëîêîâûì êîäàì ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ
ìåòîäîâ äåêîäèðîâàíèÿ áëîêîâûõ êîäîâ ïî êîäîâûì ðåøåòêàì.

Êîððåêòèðóþùèå êîäû ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çà-
äà÷àõ ïåðåäà÷è, çàïèñè, õðàíåíèÿ è çàùèòû èíôîðìàöèè. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ áëîêîâûå êîäû ïðåäñòàâëåíû â ìíîãî÷èñëåííûõ
òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, â ñòàíäàðòàõ CCSDS 101.0-
B-6 (Consultative Committee for Space Data Systems) è IEEE 802.16
(The Institute of Electrical and Electronics Engineers).

Ïðèìåíåíèå êîððåêòèðóþùèõ êîäîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìî-
ñòè îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ. Ñî-
ãëàñíî ìîíîãðàôèè Ð. Áëåéõóòà, �ïîä áûñòðûìè àëãîðèòìàìè ìû
ïîíèìàåì äåòàëüíîå îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, êîòî-
ðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ âûõîäà ïî äàí-
íîìó âõîäó� [8]. Ïåðâûå áûñòðûå àëãîðèòìû áûëè îïóáëèêîâàíû
â 60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðåäëîæåííûå â ìî-
íîãðàôèè àëãîðèòìû äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî äåêîäèðîâàíèÿ âêëþ-
÷àþò òàêèå òðàäèöèîííûå áûñòðûå ïðîöåäóðû, êàê âû÷èñëåíèå
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî
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îáùåãî äåëèòåëÿ, òî ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî äåêîäèðîâàíèÿ ìî-
ãóò áûòü íàçâàíû áûñòðûìè òîëüêî â ñìûñëå âûøåóïîìÿíóòîãî
îïðåäåëåíèÿ Ð. Áëåéõóòà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîíîãðàôèÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíû îáùèå ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî

äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ, êîòîðûå íå îïèðàþòñÿ
íà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîäà è ïðèìåíèìû êî âñåì ëèíåéíûì
êîäàì. Ââåäåíû äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì
ñîâîêóïíîñòÿì è òàáëè÷íûå ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ, à òàêæå ïðî-
âîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ, îñíîâàí-
íûå íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîäîâ è ñîñòîÿùèå â ðåøåíèè
óðàâíåíèé è/èëè ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíî-
ñòüþ. Â äàííîé ãëàâå îïèñàíû àëãåáðàè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå ïî
óêîðî÷åííûì êîäàì (ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóï-
íîñòÿì), �ãåíåòè÷åñêàÿ� ñâÿçü ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äåêîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèå â íàäêîäàõ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà áûñòðîìó âû÷èñëåíèþ äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä êîíå÷íûì ïîëåì, ÿâëÿþùåìóñÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé, ïðèëîæåíèÿ êîòîðîé òåñíî ñâÿçàíû ñ àë-
ãîðèòìàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.
Ðàññìîòðåíû òàêæå áûñòðûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà è âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå, ïîñâÿùåííîé äåêîäèðîâàíèþ áëîêîâûõ êî-
äîâ ïî êîäîâûì ðåøåòêàì, ðàññìîòðåíû îïèñàíèå êîäîâ ñ çàäàí-
íîé ãðóïïîé ñèììåòðèè, ïîñòðîåíèå õîðîøèõ öèêëè÷åñêèõ çà-
ìêíóòûõ ðåøåòîê äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ, ââåäåí íî-
âûé òèï çâåçäíûõ ðåøåòîê, ïîäõîäÿùèõ äëÿ îïèñàíèÿ è äåêîäè-
ðîâàíèÿ êîäà Ãîëåÿ è êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà.
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1. Êîìáèíàòîðíîå äåêîäèðîâàíèå ëè-
íåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ

Ïîä êîìáèíàòîðíûì äåêîäèðîâàíèåì ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êî-
äîâ ñëåäóåò ïîíèìàòü àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùèå â îò-
áîðå ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ, â êîòîðîì
çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê äåêîäèðîâàííîãî âàðèàíòà ïðèíÿòîãî
âåêòîðà [25]. Êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû íå îïèðàþòñÿ íà àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîäà è ïðèìåíèìû êî âñåì ëèíåéíûì êîäàì.
Â ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì èíôîð-
ìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì, òàáëè÷íûå ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ è
àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ.

1.1. Äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì èíôîð-
ìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì

Äåêîäèðîâàíèå ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì, ïðåäëî-
æåííîå â ðàáîòå [89], ïðèìåíèìî êî âñåì ëèíåéíûì êîäàì è èìå-
åò ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè, èññëåäîâàííûå â ðàáîòàõ [86, 91, 83],
à èìåííî ïåðåñòàíîâî÷íîå äåêîäèðîâàíèå è äåêîäèðîâàíèå ñ ïî-
ìîùüþ ïîêðûâàþùèõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ ðÿäà ëó÷øèõ ëèíåéíûõ êî-
äîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ è êâàçèöèêëè÷åñêèõ
êîäîâ äåêîäèðîâàíèå ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ÿâëÿåò-
ñÿ ñàìûì ïðîñòûì èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ äåêîäèðîâàíèÿ [19].

Â ðàáîòàõ [22, 24, 84, 35, 59], ïî ñóòè äåëà, ðàññìîòðåíû îáîá-
ùåíèÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ, ïðåäëî-
æåííûé Êðóêîì è Ôåäîðåíêî [28] è îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè îáîá-
ùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè. Ìåòîä, ñâîäÿùèé äåêî-
äèðîâàíèå èñõîäíîãî êîäà ê íåñêîëüêèì äåêîäèðîâàíèÿì åãî óêî-
ðî÷åíèé, áûë ïðåäëîæåí Äóìåðîì [16], êîòîðûé òàêæå îöåíèë
àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìèíèìóìó ðàññòîÿíèÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì óêîðî÷åíèé êîäîâ [59]. Â ðàçäåëå ðàññìîòðåíî

9



äåêîäèðîâàíèå ïðè èñïðàâëåíèè îøèáîê êðàòíîñòè äî b(d−1)/2c,
ãäå d � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà. Â ïàðàãðàôå 1.1.1 îïè-
ñûâàåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè è
ïðåäëàãàåòñÿ îñíîâàííûé íà ýòîì ïîíÿòèè àëãîðèòì. Â ïàðàãðàôå
1.1.2 èçó÷àåòñÿ ñâÿçü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ äåêîäåðà ïî îáîáùåííûì
èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì è çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèé
èç êîäîâûõ ñëîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ Òóðàíà, à
òàêæå äàíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèé èç êîäîâûõ ñëîâ. Â
ïàðàãðàôå 1.1.3 ïðèâåäåíû òàáëèöû äåêîäåðîâ ïî îáîáùåííûì èí-
ôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì.

1.1.1. Ïîíÿòèå îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâî-
êóïíîñòè. Aëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ

Äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóï-
íîñòè ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü G � ëèíåéíûé (n, k, d)-êîä íàä ïîëåì GF(q) (êîíå÷-
íîå ïîëå ïîðÿäêà q) â ìåòðèêå Õýììèíãà. Ïðîíóìåðóåì ïîçèöèè
êîäîâîãî ñëîâà ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà N = {1, 2, ..., n}. Ìíîæå-
ñòâî ÷èñåë γ = {j1, . . . , jk}, 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ n, íàçûâà-
åòñÿ èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ êîäà, åñëè çàäàíèå êîìïî-
íåíò êîäîâîãî ñëîâà ñ íîìåðàìè èç γ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòî
ñëîâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà f = (f1, f2, . . . , fn) äëèíû n
è ìíîæåñòâà J = {j1, j2, . . . , js}, 1 ≤ j1 < . . . < js ≤ n, îïðåäå-
ëèì âåêòîð f(J) = (fj1 , fj2 , . . . , fjs) êàê ïîäâåêòîð äëèíû s âåê-
òîðà f . Aíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû M = [m1| · · · |mn]
ñî ñòîëáöàìè mi, i ∈ [1, n], è ìíîæåñòâà J îïðåäåëèì ìàòðèöó
M(J) = [mj1 | · · · |mjs ] ñî ñòîëáöàìè mj , j ∈ J , êàê ïîäìàòðèöó
ìàòðèöû M , ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû ñ íîìåðà-
ìè èç J . Ïóñòü b � ïðèíÿòîå èç êàíàëà ñëîâî: b = c + e, c �
ïåðåäàííûé êîäîâûé âåêòîð, à e � âåêòîð îøèáîê. Èíôîðìàöèîí-
íàÿ ñîâîêóïíîñòü γ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé îò îøèáîê äëÿ âåêòîðà
îøèáîê e, åñëè e(γ) = 0. Åñëè âî ìíîæåñòâå èíôîðìàöèîííûõ
ñîâîêóïíîñòåé Γ = {γ} äëÿ ëþáîãî âåêòîðà îøèáîê e, âåñ Õýì-
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ìèíãà êîòîðîãî W (e) ≤ t, íàéäåòñÿ ñâîáîäíàÿ îò îøèáîê èíôîð-
ìàöèîííàÿ ñîâîêóïíîñòü, òî ìíîæåñòâî Γ áóäåò äîñòàòî÷íûì äëÿ
èñïðàâëåíèÿ îøèáîê êðàòíîñòè äî t. Aëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî
èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ïðè ýòîì ñîñòîèò â ïåðåáîðå è
êîäèðîâàíèè ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì èç ìíîæåñòâà
Γ è âûáîðå êîäîâîãî âåêòîðà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ðàññòîÿíèè t èëè
ìåíåå îò ïðèíÿòîãî âåêòîðà b.

Ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíî-
ñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà Γ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ
äåêîäèðîâàíèÿ îøèáîê èç ìíîæåñòâà Et � îøèáîê êðàòíîñòè äî
b(d− 1)/2c.

Äëÿ êàæäîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç γ ìíîæåñòâî ïîçèöèé, äîïîëíèòåëüíûõ ê γ : γ = N\γ (ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà γ |γ| = n − k = r). Òîãäà, ÷òîáû ìíîæåñòâî
Γ={γ} áûëî äîñòàòî÷íûì äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê èç Et, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Γ = {γ} áûëî M(n, r, t)-ïîêðûòèåì
(ò. å. òàêèì ìíîæåñòâîì r-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N , ÷òî ëþáîå
t-ïîäìíîæåñòâî N ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì r-ïîäìíîæåñòâå
γ).

Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè.
Îáîáùåííîé (m,∆)-èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ J íàçî-

âåì ìíîæåñòâî íîìåðîâ ïîçèöèé êîäîâîãî ñëîâà

J = {j1, . . . , jm}, 1 ≤ m ≤ n, 0 ≤ ∆ ≤ k

òàêîå, ÷òî rank G(J) = k − ∆. Î÷åâèäíî, ÷òî èíôîðìà-
öèîííàÿ ñîâîêóïíîñòü γ = {j1, . . . , jk} ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-
íîé (k, 0)-èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ. Åñëè J åñòü (m,∆)-
èíôîðìàöèîííàÿ ñîâîêóïíîñòü, òî ëþáîìó ïîäâåêòîðó c(J), c ∈
G, ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê èç íå áîëåå ÷åì q∆ êîäîâûõ ñëîâ, ñîâïàäà-
þùèõ ñ âåêòîðîì c(J) íà ïîçèöèÿõ èç ìíîæåñòâà J . ×åðåç L[b(J)]
îáîçíà÷èì ñïèñîê èç êîäîâûõ ñëîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ âåêòîðîì b íà
ìíîæåñòâå J .

Îòûñêàíèå (m,∆)-èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè, ñâîáîäíîé
îò îøèáîê, íå äàåò ïðè ∆ > 0 äåêîäèðîâàííîãî âàðèàíòà ĉ
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ïðèíÿòîãî ñëîâà b, íî äàåò ñïèñîê L[b(J)] ñëîâ, ñðåäè êîòîðûõ
ýòîò âàðèàíò ïðèñóòñòâóåò. Íàõîæäåíèå äåêîäèðîâàííîãî âàðè-
àíòà â ñïèñêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî, íàïðèìåð, ïåðåáîðîì ïî
ñëîâàì èç ñïèñêà, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òàêîé âåêòîð
ĉ ∈ L[b(J)], ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(b, ĉ) ≤ t. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.

Ìàòðèöó G(J) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîðîæäàþùóþ ìàò-
ðèöó êîäà G(J), ïîëó÷åííîãî âûêàëûâàíèåì ïîçèöèé ìíîæåñòâà
J = N\J . Ïóñòü dJ � ðàññòîÿíèå êîäà G(J). Åñëè ÷èñëî îøèáîê
â ïîäâåêòîðå b(J) íå ïðåâûøàåò tJ = b(dJ − 1)/2c, òî, äåêîäèðóÿ
âåêòîð b(J) â êîäå G(J), ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäâåêòîð c(J), ñâî-
áîäíûé îò îøèáîê. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè âåêòîðîâ ñïèñêà L[c(J)]
èìååòñÿ ïåðåäàííûé âåêòîð c.

Ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé Γ =
{J} ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ îøèáîê èç Et, åñëè
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà b = c + e (e ∈ Et) âî ìíîæåñòâå Γ íàéäåò-
ñÿ îáîáùåííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñîâîêóïíîñòü J , äåêîäèðîâàíèå
êîòîðîé äàåò âåêòîð c(J).

Aëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìíîæåñòâó îáîáùåííûõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé Γ = {Ji}, i ∈ [1, s], ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ.

Øàã 1. Äëÿ êàæäîé Ji ∈ Γ âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
1.1. Ïðîèçâîäèì äåêîäèðîâàíèå âåêòîðà b(Ji) â âåêòîð

ĉ(Ji).
1.2. Îáðàçóåì ñïèñîê L[ĉ(Ji)] âåêòîðîâ êîäà G.

Øàã 2. Îáðàçóåì îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ

LΓ[b] =
s⋃

i=1

L[ĉ(Ji)].

Øàã 3. Âûáèðàåì â LΓ[b] òàêîé âåêòîð ĉ, ÷òî d(b, ĉ) ≤ t; èíà÷å
ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçîøëà íåèñïðàâëÿåìàÿ îøèáêà.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Γ = {J}, äîñòàòî÷íîãî äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ îøèáîê èç Et â êîäå G, çàòðóäíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ
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îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå è ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ óêîðî-
÷åííûõ êîäîâ G(J). Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì äåêîäèðîâàíèå ïî
îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì, îñíîâàííîå íà ìå-
òîäå óêîðî÷åíèÿ êîäà, ïðåäëîæåííîì Õåëãåðòîì è Ñòèíàôôîì
[79].

Ïóñòü a � êîäîâîå ñëîâî ëèíåéíîãî (n, k, d)-êîäà G, à W (a) è
Ia � åãî âåñ è ìíîæåñòâî íóëåâûõ ïîçèöèé ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
[79, 15] óêîðî÷åííûé êîä G(Ia) ÿâëÿåòñÿ (n−W (a), k− 1)-êîäîì ñ
ðàññòîÿíèåì

dIa ≥ d−
⌊

q − 1
q

W (a)
⌋

, (1)

åñëè W (a) <
q

q − 1
d.

Ìíîæåñòâî Ia çàäàåò òàêèì îáðàçîì (n−W (a), 1)-îáîáùåííóþ
èíôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü. Åñëè âåñ âåêòîðà îøèáîê e(Ia) íå
ïðåâûøàåò tIa = b(dIa−1)/2c, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ñïèñîê L[ĉ(Ia)],
ïîëó÷àåìûé â àëãîðèòìå äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîð-
ìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì, ñîäåðæèò ïåðåäàííûé âåêòîð è ñîñòî-
èò èç q âåêòîðîâ.

Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ èíôîðìàöè-
îííûõ ñîâîêóïíîñòåé, îáåñïå÷èâàþùåãî äåêîäèðîâàíèå îøèáîê èç
Et, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ìíîæåñòâî A =

{
a | W (a) <

q

q − 1
d

}
êî-

äîâûõ ñëîâ êîäà G, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:
Åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e (e ∈ Et) íàéäåòñÿ ñëîâî a ∈ A

òàêîå, ÷òî âåñ âåêòîðà e(Ia)

W (e(Ia)) ≥ τa = t− tIa ,

ãäå Ia = N\Ia, òî ìíîæåñòâî Γ = {Ia | a ∈ A} áóäåò äîñòàòî÷-
íûì äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ îøèáîê èç Et. Ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ
A, óäîâëåòâîðÿþùåå âûøåóêàçàííîìó ñâîéñòâó, áóäåì íàçûâàòü â
äàëüíåéøåì τ -ïîêðûòèåì.

13



1.1.2. Ïîñòðîåíèå τ-ïîêðûòèé èç êîäîâûõ ñëîâ

Êîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîêðûòèå â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Êàæäîìó êîäîâîìó ñëîâó a ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ
ïîçèöèé Ia = N\Ia. Íàáîð ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ïðè ñîáëþäåíèè
íåêîòîðûõ óñëîâèé áóäåò îáðàçîâûâàòü M -ïîêðûòèå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ τ -ïîêðûòèÿ èñïîëüçóåì ïîêðûòèå Òóðàíà.
Ïîêðûòèåì Òóðàíà T (n, t, τ) íàçûâàåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî τ -
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N , ÷òî âñÿêîå t-ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
N ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ τ -ïîäìíîæåñòâ [42].

Êîäîâîå ñëîâî a ∈ G íàçîâåì âëîæåííûì â ìíîæåñòâî ÷è-
ñåë V ⊂ N , åñëè Ia ⊂ V . Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ
{f} ∈ G íàçûâàåòñÿ âëîæåííûì â ìíîæåñòâî ÷èñåë V ⊂ N , åñ-
ëè êàæäîå ñëîâî f ∈ {f} âëîæåíî â ìíîæåñòâî V ⊂ N . Âñå ñëîâà
(n, k, d)-êîäà G ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H, âëîæåííûå â íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî V , îáðàçóþò ëèíåéíûé (|V |, |V | − rank H(V ), dV )-êîä
GV ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H(V ), ãäå dV ≥ d.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1.1. Ïóñòü a � ñëîâî äâîè÷íîãî êîäà G âåñà 2d è

rank H(Ia) = 2d−∆, òîãäà âñå ñëîâà âåñà d êîäà GV ñ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé H(Ia) îáðàçóþò M(2d, d,∆− 1)-ïîêðûòèå, âëîæåííîå
â ìíîæåñòâî Ia.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïèñîê âåêòîðîâ êîäà GV ñîñòîèò èç íóëå-
âîãî ñëîâà, ñëîâà a (âåñà 2d) è 2∆− 2 ñëîâ âåñà d. Ïîñêîëüêó ðàíã
ëþáîé ∆×(∆−1) ïîäìàòðèöû ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû êîäà GV íå
ïðåâûøàåò ∆− 1, òî äëÿ ëþáûõ ∆− 1 ïîçèöèé êîäà GV íàéäåòñÿ
ñëîâî c ∈ GV , W (c) = d, êîòîðîå èìååò íóëè íà ýòèõ ïîçèöèÿõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî a + c âåñà d èìååò åäèíèöû íà ýòèõ ïîçè-
öèÿõ. Èòàê, ìíîæåñòâî èç 2∆ − 2 ñëîâ âåñà d êîäà GV îáðàçóåò
M(2d, d,∆− 1)-ïîêðûòèå. ×.ò.ä.

Ëåììà 1.2. Äëÿ ëþáîãî q-è÷íîãî (n, k)-êîäà G è ìíîæåñòâà
V ⊂ N

|V | − rank G(V ) = r − rank H(V ),
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ãäå V = N\V ; r = n− k; G è H � ïîðîæäàþùàÿ è ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöû êîäà G ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü HV � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà
G(V ). Î÷åâèäíî, ÷òî |V |−rank G(V ) = rank HV . Êðîìå òîãî, ñòðî-
êè ìàòðèöû HV , äîïîëíåííûå íóëÿìè íà ìíîæåñòâå V , îðòîãî-
íàëüíû êîäó G. Îñòàëüíûå r−rank HV ñòðîê ìàòðèöû H ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íà ìíîæåñòâå V . Ïîýòîìó r − rank HV = rank H(V ).
×.ò.ä.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ñàìîäóàëüíîãî (n, n/2)-êîäà G ñ ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöåé G è ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà V ⊂
N, |V | = n/2:

rank G(V ) = rank G(V ).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåêîäåðà ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì
ñîâîêóïíîñòÿì (n, k)-êîäà G, èñïðàâëÿþùåãî t îøèáîê, íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü τ -ïîêðûòèå êîäîâûìè ñëîâàìè âåñà w, τ =
t− b(dIa − 1)/2c, ãäå dIa îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (1).

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî N = {1, 2, . . . , n} íà l (âîçìîæíî, ïåðå-

ñåêàþùèõñÿ) ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vl : N =
l⋃

i=1

Vi òàê, ÷òîáû

îáúåäèíåíèå âñåõ τ -ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ Vi äëÿ i ∈ [1, l] ÿâëÿ-
ëîñü T (n, t, τ)-ïîêðûòèåì (áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ïîêðûòèé Òó-
ðàíà ïîñòðîåíî òàêèì îáðàçîì). Çàòåì äëÿ êàæäîãî Vi, i ∈ [1, l],
ñòðîèì M(|Vi|,W (ai), τ)-ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ. Îáúåäèíÿÿ
ýòè M -ïîêðûòèÿ, îáðàçóåì èñêîìîå τ -ïîêðûòèå.

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå âûøå ëåììû, ìîæíî ñîêðàòèòü ïåðå-
áîð ïðè ïîñòðîåíèè M(|Vi|,W (ai), τ)-ïîêðûòèé.

Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ V1, . . . , Vl äîëæíû áûòü âû-
áðàíû ìíîæåñòâà Ia1 , . . . , Ial

, ãäå Iaj � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïî-
çèöèé âåêòîðà aj ∈ G è W (aj) = 2d, j ∈ [1, l]. Òîãäà â ñè-
ëó ëåììû 1.1 âåêòîðû âåñà d êîäà GVj , j ∈ [1, l], îáðàçóþò
M(2d, d,∆j − 1)-ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ, âëîæåííîå âî ìíî-
æåñòâî Vj , ãäå ∆j = 2d− rank H(Vj).

15



Ìíîæåñòâî ïîêðûòèé M(2d, d, ∆j − 1) çàäàåò äåêîäåð êîäà G
ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì, èñïðàâëÿþùèé
t îøèáîê, åñëè

min
j

(∆j − 1) ≥ τ.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ, äëÿ ñàìîäóàëüíûõ êîäîâ äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ íà ìíîæåñòâå V , |V | = n/2, òàê
êàê òðåáóåìîå ïîêðûòèå íà ìíîæåñòâå V ñîâïàäàåò ñ ïîêðûòèåì
äëÿ V ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè ïîçèöèé.

Äëÿ ïðèìåðà ïîñòðîèì ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ äëÿ (24, 12,
8)-êîäà Ãîëåÿ G.

Ïðèìåð. Ïîêðûòèå äëÿ êîäà Ãîëåÿ. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
a ∈ G, W (a) = 8, ñóùåñòâóåò êîä G(Ia) ñ ïàðàìåòðàìè (16, 11,
4), ýêâèâàëåíòíûé êîäó Õýììèíãà. Ïóñòü V1 è V2 � òàêèå ìíî-
æåñòâà, ÷òî |V1| = |V2| = 12 è V1

⋃
V2 = {1, 2, ..., 24}. Ñòðîèì ïî-

êðûòèå Òóðàíà T (24, 3, 2). Èçâåñòíî [42], ÷òî ýòî ïîêðûòèå ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì è ñîñòîèò èç âñåõ 2-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V1

è âñåõ 2-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V2. Çàòåì ïîñòðîèì M(12, 8, 2)-
ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ. Ïóñòü a1 � ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëî-
âî ìèíèìàëüíîãî âåñà. Íàéäåì äðóãîå êîäîâîå ñëîâî a2, äëÿ êîòî-
ðîãî W (a2) = 8 è W (a1 + a2) = 8. Òðè ñëîâà {a1,a2,a1 + a2}
âëîæåíû â ìíîæåñòâî V1 = Ia1

⋃
Ia2 è îáðàçóþò îïòèìàëüíîå

M(12, 8, 2)-ïîêðûòèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé âñå íåíóëåâûå ñëîâà
(12, 2, 8)-êîäà. Èç ñëåäñòâèÿ ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî âñå íåíóëåâûå
ñëîâà, âëîæåííûå â ìíîæåñòâî V2, òàêæå îáðàçóþò M(12, 8, 2)-
ïîêðûòèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü îïòèìàëüíîãî τ -ïîêðûòèÿ
äëÿ êîäà Ãîëåÿ ðàâíà s = 6. Âûïèøåì ýòî ïîêðûòèå.

Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà Ãîëåÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå
[33, ðèñ. 16.4] G = [I12|C], ãäå I12 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ðàçìå-
ðàìè 12× 12; C � öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà [33, (16.50)] ñ öèðêó-
ëÿíòîì C(X) = 1 + x + x3 + x4 + x5 + x6 + x8 [33, (16.51)]. Òîãäà
îïòèìàëüíîå τ -ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ {a1, . . . ,a6} èìååò âèä:
I1 = {1, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 21}, I2 = {1, 9, 10, 11, 13, 15, 16, 17},
I3 = {9, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21}, I4 = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 20},
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I5 = {4, 5, 6, 8, 20, 22, 23, 24}, I6 = {2, 3, 6, 7, 12, 22, 23, 24},
ãäå âåêòîð ai èìååò åäèíèöû íà ïîçèöèÿõ èç ìíîæåñòâà Ii è íóëè
íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ.

Aëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ýòîì ïîêðûòèè, èìå-
åò ñëîæíîñòü ïîðÿäêà 150 îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè äëèíû r = 12.
Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî çàïîìíèòü 6 ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö êîäà.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðî-
âàíèÿ (24, 12, 8)-êîäà Ãîëåÿ ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì,
èñïîëüçóþùåãî ìíîæåñòâî èç 14 èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé
[101], òðåáóåòñÿ îêîëî 350 òàêèõ îïåðàöèé.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ïîêðûòèå äëÿ (48, 24, 12)-êîäà. Ïðè ïîñòðî-
åíèè τ -ïîêðûòèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíîãî (48, 24, 12)-êîäà G
êîäîâûìè ñëîâàìè ìèíèìàëüíîãî âåñà ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ìà-
øèííûé ïåðåáîð, õîòÿ àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñî-
êðàòèòü åãî ñëîæíîñòü äî âåëè÷èíû, êðàòíîé ÷èñëó êîäîâûõ ñëîâ
ìèíèìàëüíîãî âåñà. Âñå óêîðî÷åííûå êîäû G(Ia), W (a) = 12,
èìåþò ïàðàìåòðû (36, 23, 6). Ïîêðûòèå Òóðàíà T (48, 5, 3) ñîñòîèò
èç âñåõ 3-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V1 è âñåõ 3-ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà V2, äëÿ êîòîðûõ |V1| = |V2| = 24 è V1

⋃
V2 = {1, 2, ..., 48}.

Ïîñòðîèì M(24, 8, 3)-ïîêðûòèå èç êîäîâûõ ñëîâ. Äëÿ ýòîãî â ñî-
îòâåòñòâèå ñ ëåììîé 1.1 âûáåðåì äâà òàêèõ êîäîâûõ ñëîâà ìèíè-
ìàëüíîãî âåñà a1 è a2, ÷òî

{
W (a1 + a2) = 24
rank H(V1) = 20

, (2)

ãäå V1 � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïîçèöèé âåêòîðà a1 + a2; G =
H � ïîðîæäàþùàÿ (îíà æå ïðîâåðî÷íàÿ) ìàòðèöà êîäà G.
Âñå ñëîâà âåñà 12, âëîæåííûå â ìíîæåñòâî V1, îáðàçóþò òðåáó-
åìîå M -ïîêðûòèå. Aíàëîãè÷íî èç ñëåäñòâèÿ ëåììû 1.2 ïîëó÷èì
ïîêðûòèå íà ìíîæåñòâå V2, òàê êàê rank H(V1) = rank H(V2) è
âåêòîð èç âñåõ åäèíèö ëåæèò â êîäå G. Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïî-
êðûòèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü ñëîâà a1 è a2, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (2). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
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a1 è áóäåì ïîðîæäàòü ñëîâà ìèíèìàëüíîãî âåñà a2 ñ ïîìîùüþ
äðîáíî-ëèíåéíîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê [33, (16.30)] äî òåõ ïîð, ïî-
êà óñëîâèå (2) íå âûïîëíèòñÿ. Ñëîæíîñòü ïåðåáîðà íå ïðåâûøàåò
óòðîåííîãî ÷èñëà ñëîâ ìèíèìàëüíîãî âåñà êîäà G (17296).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå τ -ïîêðûòèå ñîñòîèò èç s = 28
êîäîâûõ ñëîâ è áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ
τ -ïîêðûòèÿ, åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà Òóðàíà î ìèíèìàëüíîé
ìîùíîñòè T (2p, 5, 3)-ïîêðûòèÿ. Äåêîäèðîâàíèå óêîðî÷åííûõ (36,
23, 6)-êîäîâ óïðîùàåòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âñå îíè ðàçáèâàþòñÿ
íà òðè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè [46]. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî
çàïîìíèòü òàáëèöû ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñèíäðîìàìè è ëèäåðàìè
ñìåæíûõ êëàññîâ òîëüêî äëÿ òðåõ óêîðî÷åííûõ êîäîâ, à äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ îñòàëüíûõ èñïîëüçîâàòü ïåðåñòàíîâêè. Êàæäàÿ òàá-
ëèöà ñîñòîèò èç 667 ñëîâ äëèíû 36. Èòàê, ñëîæíîñòü äåêîäèðî-
âàíèÿ (48, 24, 12)-êîäà îïðåäåëÿåòñÿ s-êðàòíî âûïîëíÿåìîé ïðî-
öåäóðîé, ñîñòîÿùåé èç: ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà äëÿ
óêîðî÷åííîãî êîäà, îáðàùåíèÿ ê òàáëèöå è ïîðîæäåíèÿ ñïèñêà.
Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìà-
öèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì èìååò ñëîæíîñòü ïîðÿäêà 1500 îïåðàöèé
íàä âåêòîðàìè äëèíû r = 24 âìåñòî 4500 îïåðàöèé, òðåáóåìûõ
äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì
ñîâîêóïíîñòÿì.

1.1.3. Òàáëèöà äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì
èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì

Ïàðàìåòðû äåêîäåðîâ äëÿ ðÿäà äâîè÷íûõ êîäîâ ïðè äåêîäè-
ðîâàíèè ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ïðèâå-
äåíû â òàáë. 1. ×åðåç w îáîçíà÷åí âåñ êîäîâûõ ñëîâ (n, k, d)-êîäà
(èëè ÷èñëî ïîçèöèé, íà êîòîðûå ïðîèçâîäèòñÿ óêîðî÷åíèå), çàäà-
þùèõ óêîðî÷åííûå (na, ka, da)-êîäû, à ÷åðåç s � ÷èñëî óêîðî÷åí-
íûõ êîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ. Åñëè äëÿ äåêîäèðî-
âàíèÿ îñíîâíîãî êîäà èñïîëüçóþòñÿ óêîðî÷åííûå êîäû ñ ðàçíû-
ìè ïàðàìåòðàìè, òî â òàáëèöå èõ ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû â ðàçíûõ
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ñòðîêàõ, íî ïîä îäíèì íîìåðîì. Äåêîäåðû êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ
êîäîâ 1�6 è êîäîâ Áîóçà � ×îóäõóðè � Õîêâèíãåìà (Á×Õ) 7�9
[44, 45, 28] ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ τ -
ïîêðûòèé, à äåêîäåðû êâàçèöèêëè÷åñêèõ êîäîâ 10�13 èñïîëüçóþò
ïðîèçâîëüíûå óêîðî÷åíèÿ.

Òàáëèöà 1

Ïàðàìåòðû äåêîäåðîâ ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì
ñîâîêóïíîñòÿì

N n k d w na ka da s

1 18 9 6 6 12 8 3 3
2 24 12 8 8 16 11 4 6
3 32 16 8 8 24 15 4 12
4 42 21 10 10 32 20 5 15

12 30 20 4 1
5 48 24 12 12 36 23 6 28
6 48 24 12 16 32 23 4 87

11 20 10 6 3
7 31 11 11 12 19 10 5 6

16 15 10 3 3
8 63 39 9 9 54 38 5 21
9 63 24 15 15 48 23 8 15

16 47 23 7 45
10 30 10 10 10 20 10 6 1

10 20 10 5 2
4 29 11 8 1

11 33 11 11 6 27 11 7 10
11 22 11 5 1
7 31 13 7 6

12 39 13 11 8 32 13 7 2
13 26 13 5 1

13 54 36 7 9 45 36 3 17
9 45 35 3 7
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Ïîÿñíèì ñîäåðæàíèå òàáëèöû. Íàïðèìåð, èç ÷åòâåðòîé ñòðî-
êè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà (42, 21, 10) äîñòàòî÷íî
äåêîäèðîâàòü 16 óêîðî÷åííûõ êîäîâ: 15 (32, 20, 5)-êîäîâ è 1 (30,
20, 4)-êîä. Äåêîäåðû äëÿ êîäîâ 1 è 2 ïîñòðîåíû íà îïòèìàëüíûõ
ïîêðûòèÿõ. Äåêîäåðû äëÿ êîäîâ 3, 5, 8, 9 ïîñòðîåíû íà ïîêðû-
òèÿõ, îïòèìàëüíûõ äëÿ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ïàðàãðàôå
1.1.2.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîð-
ìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîì îáîá-
ùåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé, íî è ñëîæíîñòüþ äåêî-
äèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óêîðî÷åííûõ êîäîâ. Ýòî çàòðóä-
íÿåò ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ äåêîäåðîâ ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöè-
îííûì ñîâîêóïíîñòÿì â îáùåì âèäå. Òàêîå ñðàâíåíèå ïðèõîäèò-
ñÿ ïðîâîäèòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êîäà ñ ó÷åòîì
ïðàêòè÷åñêèõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê åãî ðåàëèçàöèè. Îä-
íàêî äåêîäèðîâàíèå áîëüøèíñòâà óêîðî÷åííûõ êîäîâ, óêàçàííûõ
â òàáë. 1, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íà îñíîâå òàáëèö ñèíäðîìîâ
óìåðåííîãî îáúåìà, ïîðÿäêà 2�3 òûñ. ñëîâ äëèíû n−w. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî áîëüøèíñòâî êîäîâ èç òàáëèöû 1 íå ÿâëÿþòñÿ Á×Õ-
êîäàìè, ïîýòîìó ê íèì íå ïðèìåíèìû ýôôåêòèâíûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ïðîöåäóðû äåêîäèðîâàíèÿ òèïà àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà. Äëÿ
Á×Õ-êîäîâ (â ÷àñòíîñòè, (63, 39, 9) è (63, 24, 15)) öåëåñîîáðàçíî,
êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü äåêîäåð Áåðëåêýìïà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ,
îäíàêî, ÷òî ïðèâåäåííûå ïîêðûòèÿ èç êîäîâûõ ñëîâ äëÿ Á×Õ-
êîäîâ èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

1.2. Òàáëè÷íîå äåêîäèðîâàíèå

Îáùèå ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ, ïðèìåíèìûå
êî âñåõ êîäàì, áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ìåòîä ñ
íàèìåíüøåé ñëîæíîñòüþ äåêîäèðîâàíèÿ â àñèìïòîòèêå ðàññìîò-
ðåí â ðàáîòå [48]. Îäíàêî íàèìåíüøàÿ ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ
äëÿ êîäîâ ñ îãðàíè÷åííîé äëèíîé íàáëþäàåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè
òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ.
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Äâà ìåòîäà äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ èìåþò íàèìåíü-
øóþ ñëîæíîñòü: äåêîäèðîâàíèå ïî óêîðî÷åííûì êîäàì (îáîáùåí-
íûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì) [28] è äåêîäèðîâàíèå â
íàäêîäàõ [69, 48, 82, 75]. Ïðè ðàññìîòðåíèè äåêîäèðîâàíèÿ ïî èí-
ôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì [24] ðàçëè÷íûå ñîâîêóïíîñòè ñèì-
âîëîâ, èìåþùèå ðàçíûå íàäåæíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âîññòà-
íîâëåíèÿ êîäîâîãî ñëîâà è äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ åãî ñ ïðèíÿ-
òûì âåêòîðîì â ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêå. Ïðè äåêîäèðîâàíèè â
íàäêîäàõ ðàçíûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè äåêîäèðîâàíèè ïðè-
íÿòîãî âåêòîðà â ðàçëè÷íûõ íàäêîäàõ. Äîñòîèíñòâî ýòîãî ìåòî-
äà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäå ìíîãî
ìåíüøå ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ â îñíîâíîì êîäå. Ðåçóëüòàòîì
äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäå ìîæåò áûòü ñïèñîê êîäîâûõ ñëîâ ýòî-
ãî íàäêîäà. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñïèñêîâ äàåò â ðåçóëüòàòå èñêîìîå
ðåøåíèå.

Îáúåäèíèì îáà ìåòîäà â òàáëè÷íûé àëãîðèòì, ñëîæíîñòü êî-
òîðîãî ìåíüøå ñëîæíîñòè èñõîäíûõ ìåòîäîâ, è ðàññìîòðèì òðè
îñíîâíûõ òèïà òàáëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ñ æåñòêèì ïðèíÿòèåì ðå-
øåíèé, à òàêæå èõ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïðåäëîæåíà â ðàáî-
òå àâòîðà [27] è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îðãàíèçîâàòü èíôîðìàöèþ
îá îøèáêàõ â òàáëèöû, ïðè÷åì êàæäàÿ òàáëèöà ñîñòîèò èç ìíî-
æåñòâà ñòðîê. Êàæäàÿ ñòðîêà èìååò àäðåñ è ñîäåðæèò âåêòîð èëè
ñïèñîê ïîäâåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðó îøèáîê. Àäðåñ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò ñèíäðîìó èëè åãî ïîäâåêòîðó.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü C � äâîè÷íûé
(n, k, d)-êîä, ãäå n � äëèíà êîäà; k � ðàçìåðíîñòü è ÷èñëî èíôîð-
ìàöèîííûõ ñèìâîëîâ; d � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà. ×èñëî
ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ êîäà îáîçíà÷èì ÷åðåç r = n−k, êîððåêòè-
ðóþùóþ ñïîñîáíîñòü êîäà � ÷åðåç t =

⌊
d− 1

2

⌋
, à ñêîðîñòü êîäà �

÷åðåç R =
k

n
. Ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà C îáîçíà÷èì ÷åðåç G,

à ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó � ÷åðåç H. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â
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ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì òîëüêî äâîè÷íûå êîäû, òîãäà ïðè-
íÿòûé âåêòîð åñòü r = c + e mod 2, ãäå c ∈ C � êîäîâîå ñëîâî,
à e ∈ Fn

2 � âåêòîð îøèáîê. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî
âåêòîðà îáîçíà÷èì êàê ĉ, à ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð îøèáîê �
êàê ê.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà (G(γ))−1 G äëÿ èíôîðìàöèîííîé ñî-
âîêóïíîñòè γ äîëæíà èìåòü åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó íà ïîçèöèÿõ
èç ìíîæåñòâà γ, ò. å. rankG(γ) = k.

Ñèíäðîì äëÿ ïðèíÿòîãî âåêòîðà r îïðåäåëÿåòñÿ êàê s =
rHT = eHT . Âåñ Õýììèíãà âåêòîðà f îáîçíà÷àåòñÿ êàê wt(f),
à ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè f1 è f2 � êàê d(f1, f2).
Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè çàïèñûâàåòñÿ êàê
d(f1, f2) = wt(f1 + f2).

1.2.1. Ñèíäðîìíîå äåêîäèðîâàíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ âíà-
÷àëå îïèøåì ñèíäðîìíîå äåêîäèðîâàíèå. Ïîñòðîèì òàáëèöó, ãäå
â àäðåñå òàáëèöû çàïèñàí ñèíäðîì, à â ñòðîêå � âåêòîð îøèáîê.
Êîä îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H.

Òàáëèöà åñòü ìíîæåñòâî ñòðîê T = {T (s)}, ãäå ñòðîêà T (s) ñ
àäðåñîì s åñòü

T (s) = {f ∈ Fn
2 | fHT = s, wt(f) ≤ t}.

Îïðåäåëèì ìîùíîñòü ñòðîêè ‖T (s)‖ ∈ {0, 1} êàê ÷èñëî âåêòî-
ðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé ñòðîêå.

Òàáëèöà âû÷èñëÿåòñÿ çàðàíåå è çàïîìèíàåòñÿ.
Òîãäà àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì ñèíäðîìíîãî äåêîäèðîâàíèÿ
Øàã 1. Âû÷èñëÿåòñÿ ñèíäðîì s = rHT .
Øàã 2. Ïî àäðåñó s â òàáëèöå T = {T (s)} íàõîäèòñÿ ñïèñîê

êàíäèäàòîâ äåêîäèðîâàíèÿ

T (s) = {ê}.
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Øàã 3. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïåðåäàííîãî ñëîâà åñòü

ĉ = r + ê,

åñëè ñòðîêà T (s) ñóùåñòâóåò; èíà÷å îáúÿâëÿåòñÿ îòêàç îò äåêîäè-
ðîâàíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåð òàáëèöû åñòü
t∑

i=0
( n

i ), à àëãîðèòì ñèí-
äðîìíîãî äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ ñ
îãðàíè÷åííûì ðàññòîÿíèåì äî êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êî-
äà t. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â òàáëèöó çàïèñàòü âñå ëèäåðû ñìåæíûõ
êëàññîâ ñòàíäàðòíîé ðàññòàíîâêè [33, 49], òî òàáëèöà áóäåò èìåòü
îáúåì 2n−k è äåêîäèðîâàíèå áóäåò äåêîäèðîâàíèåì ïî ìàêñèìóìó
ïðàâäîïîäîáèÿ. Êîíå÷íî, ñèíäðîìíîå äåêîäèðîâàíèå èìååì ñëèø-
êîì áîëüøóþ ñëîæíîñòü äëÿ äëèííûõ êîäîâ.

1.2.2. Äåêîäèðîâàíèå ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóï-
íîñòÿì

Ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì áó-
äåò ðàññìîòðåí íà ïðèìåðå êîäà ñî ñêîðîñòüþ R =

1
2
, ïðè-

÷åì äëèíà êîäà n � ÷åòíîå ÷èñëî è k =
n

2
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

γA = {1, 2, . . . , k} è γB = {k + 1, k + 2, . . . , n} ÿâëÿþòñÿ èíôîðìà-
öèîííûìè ñîâîêóïíîñòÿìè.

Çàïèøåì ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ñîâî-
êóïíîñòåé γA è γB êàê

HA =
[

A I
]
è HB =

[
I B

]
. (3)

Òåïåðü îïðåäåëÿåì äâå òàáëèöû TA è TB ñëåäóþùèì îáðàçîì:

TA(sA) =
{
f1 ∈ F k

2 | wt(f1) = t1 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]
,
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d(sA, f1AT ) = 0, 1, 2, . . . , t− t1

}
,

ãäå sA = eHT
A = (e1 | e2)

[
AT

I

]
= e1A

T + e2;

TB(sB) =
{
f2 ∈ F k

2 | wt(f2) = t2 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]
,

d(sB, f2BT ) = 0, 1, 2, . . . , t− t2

}
,

ãäå sB = eHT
B = (e1 | e2)

[
I

BT

]
= e1 + e2B

T .
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ e = (e1 | e2) èìååì e(γA) = e1 è e(γB) = e2.
Ïîýòîìó ìîæåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: wt(e1) ≤ wt(e2) è

wt(e1) > wt(e2). Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ äåêîäè-
ðîâàíèÿ òàáëèöó TA, à âî âòîðîì � òàáëèöó TB. Òàê æå, êàê è äëÿ
ñèíäðîìíîãî äåêîäèðîâàíèÿ, äâå òàáëèöû âû÷èñëÿþòñÿ çàðàíåå è
çàïîìèíàþòñÿ.

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ
ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì

äëÿ òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ
Ïóñòü ïðèíÿòûé âåêòîð åñòü

r = c + e = (r1 | r2) = (c1 + e1 | c2 + e2).

Ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû HA è HB îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (3).
Øàã 1. Âû÷èñëÿþòñÿ ñèíäðîìû sA è sB:

sA = rHT
A ; sB = rHT

B .

Øàã 2. Âûáèðàþòñÿ äâà ñïèñêà {f1} è {f2} èç òàáëèö TA è TB:

TA(sA) = {f1}; TB(sB) = {f2}.
Øàã 3. Ôîðìèðóþòñÿ äâà ñïèñêà äåêîäèðîâàííûõ âàðèàíòîâ

ïðèíÿòîãî âåêòîðà:
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{ĉA} = {(r1 + f1 | (r1 + f1)AT )}; {ĉB} = {((r2 + f2)BT | r2 + f2)}.

Øàã 4. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà åñòü

ĉ = arg min
a∈{ĉA}∪{ĉB}

d(a, r),

áëèæàéøèé ê ïðèíÿòîìó âåêòîðó âåêòîð â ìåòðèêå Õýììèíãà
d(ĉ, r). Åñëè îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ ïóñòî: ‖{ĉA} ∪ {ĉB}‖ = 0, òî
îáúÿâëÿåòñÿ îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì åñòü àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì ðàññòîÿíèåì äî êîððåêòèðóþùåé
ñïîñîáíîñòè êîäà.

1.2.3. Äåêîäèðîâàíèå â íàäêîäàõ

Íàäêîä Cs êîäà C ñîäåðæèò âñå êîäîâûå ñëîâà êîäà C, ò. å.
C ⊂ Cs.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî íàäêîäîâ äëÿ êàæäîãî êîäà C, è ëþáîå ïîä-
ìíîæåñòâî ñòðîê ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H îñíîâíîãî êîäà ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé Hi íàäêîäà. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ
áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîì ðàçäåëå òîëüêî äâå ïðîâåðî÷íûå ìàò-
ðèöû íàäêîäîâ

H =
[

HA

HB

]
, (4)

ãäå HA � (rA × n) ìàòðèöà è HB � (rB × n) ìàòðèöà, ïðè÷åì
rA+rB = n−k. Î÷åâèäíî, ÷òî HA � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà íàäêîäà
CA è HB � íàäêîäà CB. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
íàäêîäà íå ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îñíîâíîãî êîäà.

Äëÿ ïðèíÿòîãî âåêòîðà r = c + e ñèíäðîì s ñîñòîèò èç äâóõ
ïîäâåêòîðîâ sA è sB:

s = (sA | sB) = (rHT
A | rHT

B).
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Òàáëèöû TA è TB äëÿ íàäêîäîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

TA(sA) = {f ∈ Fn
2 | fHT

A = sA, wt(f) ≤ t};

TB(sB) = {f ∈ Fn
2 | fHT

B = sB, wt(f) ≤ t}.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäàõ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäàõ

Ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû HA è HB îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (4).
Øàã 1. Âû÷èñëÿþòñÿ ïîäâåêòîðà sA è sB ñèíäðîìà

s = (sA | sB) = rHT .

Øàã 2. Âûáèðàþòñÿ äâà ñïèñêà {fA} è {fB} èç òàáëèö TA è TB:

TA(sA) = {fA}; TB(sB) = {fB}.
Øàã 3. Âû÷èñëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ

{ê} = {fA} ∩ {fB}.
Øàã 4. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà åñòü

ĉ = r + êmin,

ãäå êmin � áëèæàéøèé ê ïðèíÿòîìó âåêòîðó âåêòîð â ìåòðèêå
Õýììèíãà èç ñïèñêà {ê}. Åñëè ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ {ê} ïóñòî, òî
îáúÿâëÿåòñÿ îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì åñòü àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì ðàññòîÿíèåì äî êîððåêòèðóþùåé
ñïîñîáíîñòè êîäà.
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1.2.4. Êîìáèíèðîâàíèå àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü ñêîðîñòü êîäà R = 1
2 , äëèíà êîäà n è åãî ðàçìåðíîñòü

k � ÷åòíûå ÷èñëà, à γ1 = {1, 2, . . . , k}, γ2 = {k + 1, k + 2, . . . , n} �
èíôîðìàöèîííûå ñîâîêóïíîñòè.

Çàïèøåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû, íåîáõîäèìûå äëÿ îðãàíèçàöèè
äåêîäèðîâàíèÿ:

H1 =
[

A I 0
B 0 I

]
;

H2 =
[

I 0 C

0 I D

]
;

e = (e11 | e12 | e21 | e22);

e1 = e(γ1) = (e11 | e12); e2 = e(γ2) = (e21 | e22);

s1 = (e11e12 | e21e22)HT
1 =

=
(
(e11e12)AT + e21 | (e11e12)BT + e22

)
=

(
s11 | s12

)
;

s2 = (e11e12 | e21e22)HT
2 =

=
(
(e21e22)CT + e11 | (e21e22)DT + e12

)
=

(
s21 | s22

)
;

T11(s11) =
{

(f11f12) ∈ F k
2 | d(s11, (f11f12)AT ) ≤ t21,

wt(f11f12) = t1 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]}
;

T12(s12) =
{

(f11f12) ∈ F k
2 | d(s12, (f11f12)BT ) ≤ t22,

wt(f11f12) = t1 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]}
;
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T21(s21) =
{

(f21f22) ∈ F k
2 | d(s21, (f21f22)CT ) ≤ t11,

wt(f21f22) = t2 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]}
;

T22(s22) =
{

(f21f22) ∈ F k
2 | d(s22, (f21f22)DT ) ≤ t12,

wt(f21f22) = t2 ∈
[
0, 1, 2, . . . ,

⌊
t

2

⌋]}
.

Ïåðåìåííûå t11, t12, t21, t22 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìà
äåêîäèðîâàíèÿ.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ îøèáîê.
1. Åñëè wt(e1) ≤ wt(e2), òî äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ âûáåðåì èí-

ôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü γ1.
2. Åñëè wt(e1) > wt(e2), òî âûáåðåì èíôîðìàöèîííóþ ñîâî-

êóïíîñòü γ2.
Äåêîäèðîâàíèå â íàäêîäàõ

ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì
1. Äëÿ èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ1:[

A I
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ íàäêîäà C11;[

B I
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ íàäêîäà C12.

Ïàðàìåòðàìè äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ t21 = t−t1, t22 = t−t1.
2. Äëÿ èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ2:[

I C
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ íàäêîäà C21;[

I D
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ íàäêîäà C22.

Ïàðàìåòðàìè äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ t11 = t−t2, t12 = t−t2.
Òàáëèöû çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ôîðìàòå:

èìÿ_òàáëèöû(àäðåñ)[ïàðàìåòðû].
Ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ïðèíÿòûé âåêòîð åñòü

r = c + e = (r1 | r2) = (c1 + e1 | c2 + e2).
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Øàã 1. (s11 | s12) = rHT
1 è (s21 | s22) = rHT

2 .
Øàã 2.

T11(s11)[t21 = t− t1] = {f1},
T12(s12)[t22 = t− t1] = {f2},
T21(s21)[t11 = t− t2] = {f3},
T22(s22)[t12 = t− t2] = {f4}.

Øàã 3.
{f5} = {f1} ∩ {f2},
{f6} = {f3} ∩ {f4}.

Øàã 4.

{ĉA} = {(r1 + f5 | (r1 + f5)(AT | BT ))},

{ĉB} = {((r2 + f6)(CT | DT ) | r2 + f6)}.
Øàã 5. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà åñòü

ĉ = arg min
a∈{ĉA}∪{ĉB}

d(a, r).

Åñëè îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ ïóñòî: ‖{ĉA} ∪ {ĉB}‖ = 0, òî îáúÿâëÿ-
åòñÿ îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.

Äåêîäèðîâàíèå â ïîäêîäàõ
ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì

1. Äëÿ èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ1:[
A I

]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ïîäêîäà C1;[

B I
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ïîäêîäà C2.

Ïàðàìåòðàìè äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ t21 =
⌊

t− t1
2

⌋
,

t22 =
⌊

t− t1
2

⌋
.

2. Äëÿ èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ2:[
I C

]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ïîäêîäà C3;[

I D
]
� ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ïîäêîäà C4.
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Ïàðàìåòðàìè äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ t11 =
⌊

t− t2
2

⌋
,

t12 =
⌊

t− t2
2

⌋
.

Ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ïðèíÿòûé âåêòîð åñòü

r = c + e = (r1 | r2) = (c1 + e1 | c2 + e2).

Øàã 1. (s11 | s12) = rHT
1 è (s21 | s22) = rHT

2 .
Øàã 2.

T11(s11)[t21 = b(t− t1)/2c] = {f1},
T12(s12)[t22 = b(t− t1)/2c] = {f2},
T21(s21)[t11 = b(t− t2)/2c] = {f3},
T22(s22)[t12 = b(t− t2)/2c] = {f4}.

Øàã 3.
{f5} = {f1} ∪ {f2},
{f6} = {f3} ∪ {f4}.

Øàã 4.

{ĉA} = {(r1 + f5 | (r1 + f5)(AT | BT ))},
{ĉB} = {((r2 + f6)(CT | DT ) | r2 + f6)}.

Øàã 5. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà åñòü

ĉ = arg min
a∈{ĉA}∪{ĉB}

d(a, r).

Åñëè îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ ïóñòî: ‖{ĉA} ∪ {ĉB}‖ = 0, òî îáúÿâëÿ-
åòñÿ îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.

Ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ
Äâà ìåòîäà äåêîäèðîâàíèÿ � â íàäêîäàõ è ïîäêîäàõ � ïî ñó-

ùåñòâó èñïîëüçóþò îäíè è òå æå êîäû, îäíàêî ïàðàìåòðû äåêî-
äèðîâàíèÿ â ýòèõ ìåòîäàõ ðàçëè÷íûå.
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Äëÿ ïåðâîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ1 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖Ti(si)[tj = t− t1]‖ ≥ ‖Ti(si)[tj = b(t− t1)/2c]‖,
àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ2

‖Ti(si)[tj = t− t2]‖ ≥ ‖Ti(si)[tj = b(t− t2)/2c]‖.
Äëÿ îáúåìîâ ðåçóëüòèðóþùèõ ñïèñêîâ êàíäèäàòîâ äåêîäèðî-

âàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: îáúåì ðåçóëüòèðóþùåãî
ñïèñêà ïðè äåêîäèðîâàíèè â íàäêîäàõ íå ïðåâûøàåò îáúåìà ðå-
çóëüòèðóþùåãî ñïèñêà ïðè äåêîäèðîâàíèè â ïîäêîäàõ.

Ïðèìåð. Êîä Ãîëåÿ (1). (24, 12, 8)-êîä Ãîëåÿ C èìååò ñëåäó-
þùåå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîæäàþùåé G è ïðîâåðî÷íîé H ìàòðèö:

G = H =
[

I A
]

=

=




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0




.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî A = AT , à
òàáëèöû äëÿ îáåèõ èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé ñîâïàäàþò:
T11(s11) = T21(s21) è T12(s12) = T22(s22).

Îáùèìè ïàðàìåòðàìè äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ t = 3, t1 = t2 = 1, t11 = t12 = t21 = t22.
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Ïàðàìåòðû äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ â ïîäêîäàõ åñòü t21 = 1, à äëÿ
äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäàõ � t21 = 2.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåêòîðîâ â ñòðîêå òàáëèöû äëÿ êàæäîãî
ìåòîäà åñòü

max ‖T11(s11)[t21 = 1]‖ ≤ 3;
max ‖T11(s11)[t21 = 2]‖ ≤ 6

ñîîòâåòñòâåííî.

1.2.5. Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèì-
ìåòðèè

Ïðèìåðîì êîäîâ ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ
êëàññ ðàñøèðåííûõ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ. Ðàñøèðåííûé
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûé êîä åñòü öèêëè÷åñêèé êîä ñ äîïîëíèòåëü-
íîé ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü. Íåêîòîðûå êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûå êî-
äû ÿâëÿþòñÿ ñàìîäóàëüíûìè êîäàìè, ò. å. ó íèõ ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöà G ñîâïàäàåò ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H.

Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ
êâàçèöèêëè÷åñêèìè êîäàìè è íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå

G = H =




A B 0
0 A B
B 0 A


 ,

ãäå A è B � íåêîòîðûå ìàòðèöû, ïðè÷åì ABT = 0, AAT = BBT

[66].
Òàáëè÷íûé ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ

êîäîâ ñ òàêèì âèäîì ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû áûë ââåäåí â ðàáîòå
àâòîðà [67].

Ïóñòü 3|n, 3|k, 3|t,

e = (e1 | e2 | e3), t = 3l,
2t

3
= 2l.

Òîãäà ñèíäðîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà r åñòü
s = (r1 | r2 | r3)HT =
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=
(
e1A

T + e2B
T | e2A

T + e3B
T | e3A

T + e1B
T
)

= (s1 | s2 | s3).

Ïóñòü fi ∈ F
k/3
2 äëÿ âñåõ ïîäâåêòîðîâ fi. Òîãäà òàáëèöû äëÿ

äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T1(s1) = {(f1 | f2) | f1AT + f2BT = s1, wt(f1 | f2) < 2l};

T2(s2) = {(f2 | f3) | f2AT + f3BT = s2, wt(f2 | f3) < 2l};

T3(s3) = {(f3 | f1) | f3AT + f1BT = s3, wt(f1 | f3) < 2l};

T4(s1) = {(f1 | f2) | f1AT + f2BT = s1, wt(f1) = wt(f2) = l};

T5(s2) = {(f2 | f3) | f2AT + f3BT = s2, wt(f2) = wt(f3) = l};

T6(s3) = {(f3 | f1) | f3AT + f1BT = s3, wt(f1) = wt(f3) = l}.

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå òàáëèöû ñîâïàäàþò: T1(s1) = T2(s2) =
T3(s3) è T4(s1) = T5(s2) = T6(s3).

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (ci | cj | ?) ñ îäíèì íåîïðåäåëåííûì ïîä-
âåêòîðîì ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî êîäîâîãî ñëîâà (ci | cj | ?) ∈
C.

Òåïåðü ìîæåì ôîðìàëüíî çàïèñàòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ïðèíÿòûé âåêòîð åñòü

r = c + e = (r1 | r2 | r3) = (c1 + e1 | c2 + e2 | c3 + e3).
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Øàã 1. (s1 | s2 | s3) = rHT .
Øàã 2.

T1(s1) = {(f11 | f12)},
T2(s2) = {(f22 | f23)},
T3(s3) = {(f33 | f31)},
T4(s1) = {(f41 | f42)},
T5(s2) = {(f52 | f53)},
T6(s3) = {(f63 | f61)}.

Øàã 3.

If





(f1 | f2) ∈ {(f41 | f42)}
(f2 | f3) ∈ {(f52 | f53)}
(f3 | f1) ∈ {(f63 | f61)}

then {fA} = {(f1 | f2 | f3)}.

If




(f1 | f2) ∈ {(f11 | f12)}
(f2 | f3) ∈ {(f22 | f23)}
(f3 | f1) ∈ {(f33 | f31)}
(f1 | f2 | f3) ∈ {fA}

then {fB} = {(f1 | f2 | f3)}.

Øàã 4.
{ĉ} =

{
(r1 + f1 | r2 + f2 | r3 + f3) if {(f1 | f2 | f3)} ∈ {fB}
(r1 + f1 | r2 + f2 | r3 + f3) if {(fi | fj | ?)} ∈ {fB}

.

Øàã 5. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà åñòü

ĉ = arg min
a∈{ĉ}

d(a, r).

Åñëè ñïèñîê ïóñò: ‖{ĉ}‖ = 0, òî îáúÿâëÿåòñÿ îòêàç îò äåêîäèðî-
âàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî {fB} ìîæåò âêëþ÷àòü âåêòîðû

(fi | fj | ?)

ñ îäíèì íåîïðåäåëåííûì ïîäâåêòîðîì.
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Ïðèìåð. Êîä Ãîëåÿ (2). (24, 12, 8)-êîä Ãîëåÿ C èìååò ñëåäó-
þùåå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîæäàþùåé G è ïðîâåðî÷íîé H ìàòðèö:

G = H =




A B 0
0 A B
B 0 A


 =

=




1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1




.

Îáùèå ïàðàìåòðû äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ åñòü t = 3, l = 1.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåêòîðîâ â ñòðîêå äëÿ êàæäîé òàáëèöû

åñòü

max ‖T1(s1)‖ ≤ 2;
max ‖T4(s1)‖ ≤ 8

ñîîòâåòñòâåííî.

1.2.6. Äåêîäèðîâàíèå êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ

Â ðàáîòå àâòîðà [66] ââåäåíà êîíñòðóêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïî-
ðîæäàþùèå (ïðîâåðî÷íûå) ìàòðèöû êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êî-
äîâ â âèäå

G = H =




H1 H2 0
0 H1 H2

H2 0 H1


 ,
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ãäå H1 è H2 � ïîäìàòðèöû ìàòðèöû H. Äåòàëüíîå îïèñàíèå
ñâîéñòâ ýòîé êîíñòðóêöèè ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 4.4.1.

Ââåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ, ðàçðàáàòûâàòü àëãîðèòìû äåêîäè-
ðîâàíèÿ, à òàêæå ñòðîèòü ïî ìàòðèöå G êîäîâûå ðåøåòêè [62].

Ðàññìîòðåííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îðãàíè-
çàöèè òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ. Òàáëè÷íîå äåêîäèðîâàíèå, ââå-
äåííîå â ðàáîòå [27], ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé äåêîäèðîâàíèÿ ïî
èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì è çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíüøåíèè
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ïà-
ìÿòè, îðãàíèçîâàííîé â òàáëèöû. Àñèìïòîòèêà ýòîãî ìåòîäà ðàñ-
ñìîòðåíà â ðàáîòå [48].

Ïóñòü n � äëèíà êîäà G, k � ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèì-
âîëîâ êîäà, d � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êîäà, b =
a + e (mod 2) � ïðèíÿòûé âåêòîð, ãäå a ∈ G, e = (e1, e2, e3) �
âåêòîð îøèáîê ñ âåñîì Õýììèíãà W (e) ≤ [(d − 1)/2]; G = H =


H1 H2 0
0 H1 H2

H2 0 H1


 � ïîðîæäàþùàÿ è ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà G,

H1 è H2 � ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû ïîäêîäîâ G1 è G2 ñîîòâåòñòâåííî,
S = (S1,S2,S3) = (b1,b2,b3)HT � ñèíäðîì îò ïðèíÿòîãî âåêòîðà
b = (b1,b2,b3).

Òàê êàê êîä G êâàçèöèêëè÷åñêèé, òî ñäâèãó íà n

3
ñèìâî-

ëà ïðèíÿòîãî âåêòîðà (b2,b3,b1) ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã ñèíäðîìà
(S2,S3,S1).

Êàæäàÿ òàáëèöà ñîñòîèò èç 2
k
3 ñòðîê, â êîòîðûõ ñîäåðæèò-

ñÿ ñïèñîê âåêòîðîâ. Äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò ïðèíÿòîãî âåêòîðà
âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèé (íàïðèìåð, îáúåäèíåíèå è
ïåðåñå÷åíèå) ñî ñòðîêàìè òàáëèö.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð äëèíû k

3
, ÷åðåç ε �

äëèíû n

3
, òîãäà òàáëèöà TA,L = {TA,L(σ)} åñòü ñîâîêóïíîñòü

ñòðîê äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ σ, ãäå TA,L(σ) = {ε | εAT =

σ, W (ε) ∈ L} � ñòðîêà ñ íîìåðîì σ; A �
(

k

3
× n

3

)
ìàòðèöà, L �
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ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì åùå äâà òèïà òàáëèö: TA,B,M =

{TA,B,M (σ)} êàê ñîâîêóïíîñòü ñòðîê äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
âåêòîðîâ σ, ãäå TA,B,M (σ) = {(ε1, ε2) | ε1A

T + ε2B
T =

σ, (W (ε1),W (ε2)) ∈ M} � ñòðîêà ñ íîìåðîì σ; A,B �
(

k

3
× n

3

)

ìàòðèöû; M � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ïàð ÷èñåë, è TA,B,L =
{TA,B,L(σ)} êàê ñîâîêóïíîñòü ñòðîê äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ
σ, ãäå TA,B,L(σ) = {ε | εAT = σ, εBT = 0, W (ε) = L} � ñòðîêà ñ
íîìåðîì σ; L � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Êðîìå òîãî, ÷åðåç Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3) = ((ε1, ε2, ε3) + b)HT îáî-
çíà÷èì ñèíäðîì ïîñëå íàëîæåíèÿ íà ïðèíÿòûé âåêòîð b âåêòîðà
îøèáîê (ε1, ε2, ε3) (îäíà èëè äâå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ìîãóò áûòü
íóëåâûìè âåêòîðàìè).

Ïðèìåð. Òàáëè÷íîå äåêîäèðîâàíèå (48, 24, 12)-êîäà.
Ïóñòü ïîäìàòðèöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû (48, 24, 12)-êîäà èìåþò
âèä

H1 =




1000001001010101
0100001000101010
0010001001100001
0001001001100110
0000101000110111
0000010001110011
0000000100101011
0000000011111101




, H2 =




0011110110011011
1000101101000110
1110001101000001
1000011110100000
1100110010101011
0110000010011001
0110010101010010
1010101111100100




.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäêîäû G1 è G2 ýêâèâàëåíòíû è èìåþò íàè-
áîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå � 4. Ïðè âåñå âåêòîðà îøèáîê
W (e) = 5 (ñëó÷àé W (e) ≤ 5 ïîãëîùàåòñÿ) âîçìîæíûå âàðèàíòû
ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê ñâåäåíû â òàáë. 2. Òàê êàê ïðè äåêîäèðîâà-
íèè ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êâàçèöèêëè÷åñêèå ñäâèãè ïðè-
íÿòîãî âåêòîðà, òî â òàáëèöó çàíåñåíû âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ
îøèáîê ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçèöèêëè÷åñêîãî ñäâèãà íà n

3
ñèìâîëà.
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Òàáëèöà 2

Âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê

# W (e1) W (e2) W (e3)
1 0 2 3
2 2 0 3
3 1 1 3
4 0 1 4
5 1 0 4
6 1 2 2
7 0 0 5

Òàáëèöû îðãàíèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T1 = TH1,{0,1,2}; T2 = TH2,{0,1,2};
T3 = TH1,H2,{(1,1)}; T4 = TH1,H2,{(1,2)};
T5 = TH1,{0,1,2,3}; T6 = TH2,{0,1,2,3};
T7 = TH1,{0,1}; T8 = TH2,{0,1};
T9 = TH1,{4}; T10 = TH2,{4};
T11 = TH1,H2,{5}; T12 = TH2,H1,{5}.

Äàííûå î ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå ñïèñêà âåêòîðîâ â ñòðîêå
äëÿ êàæäîé òàáëèöû ïðèâåäåíû íèæå:

max |T1(σ)| ≤ 2; max |T2(σ)| ≤ 2;
max |T3(σ)| ≤ 4; max |T4(σ)| ≤ 15;
max |T5(σ)| ≤ 5; max |T6(σ)| ≤ 5;
max |T7(σ)| ≤ 1; max |T8(σ)| ≤ 1;
max |T9(σ)| ≤ 14; max |T10(σ)| ≤ 14;
max |T11(σ)| ≤ 1; max |T12(σ)| ≤ 1.

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ (48, 24, 12)-êîäà ñîñòîèò èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñåìè øàãîâ. Ðåçóëüòàòîì êàæäîãî øà-
ãà ÿâëÿåòñÿ ëèáî åäèíñòâåííûé âàðèàíò âåêòîðà îøèáîê {êi},
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i ∈ [1, 7], ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî. Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ íà ïðî-
èçâîëüíîì øàãå ïðè ïîëó÷åíèè òàêîãî âàðèàíòà âåêòîðà îøèáîê,
÷òî W (êi) ≤ 5.

Øàã 1. Ïî ïðèíÿòîìó âåêòîðó b = (b1,b2,b3) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñèíäðîì S = (S1,S2,S3) = (b1,b2,b3)HT . Ïî çíà÷åíèþ
ñèíäðîìà S1 â òàáëèöå T2 íàõîäèòñÿ ñïèñîê âåêòîðîâ T2(S1).
Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ε ∈ T2(S1) âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñèíäðî-
ìà Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3) = ((0, ε, 0) + b)HT è ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ
T6(Ŝ2)∩T5(Ŝ3)), ñîäåðæàùåå íå áîëåå îäíîãî âåêòîðà. Ðåçóëüòàòîì
áóäåò âåêòîð

ê10 = (0, T2(S1), T6(Ŝ2) ∩ T5(Ŝ3)).

Øàã ïîâòîðÿåòñÿ åùå äâà ðàçà äëÿ êâàçèöèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ
ïðèíÿòîãî âåêòîðà (b2,b3,b1) è (b3,b1,b2) ñ ðåçóëüòàòîì ê11 è ê12

ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ âñåãî øàãà áóäåò ñïèñîê
âàðèàíòîâ âåêòîðà îøèáîê {ê1} = {ê10, ê11, ê12}, ñîäåðæàùèé íå
áîëåå îäíîãî âåêòîðà.

Øàãè 2�6 àíàëîãè÷íû øàãó 1. Ðåçóëüòàòîì èõ âûïîëíåíèÿ áó-
äóò âåêòîðû

ê2i = (T1(S1), 0, T6(Ŝ2) ∩ T5(Ŝ3));
ê3i = (T3(S1), T6(Ŝ2) ∩ T5(Ŝ3));
ê4i = (0, T8(S1), T10(Ŝ2) ∩ T9(Ŝ3));
ê5i = (T7(S1), 0, T10(Ŝ2) ∩ T9(Ŝ3));
ê6i = (T4(S1), T2(Ŝ2) ∩ T1(Ŝ3)), i ∈ [0, 2].

Øàã 7. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñèíäðîìà âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç òðåõ äåéñòâèé:

ê7i =





(0, 0, T11(S3)), åñëè S1 = S2 = 0;
(0, 0, T12(S2)), åñëè S1 = S3 = 0;
b + b(γ)[G(γ)]−1G, åñëè S1 = 0, S2 6= 0, S3 6= 0.
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Çàïèñü b(γ)[G(γ)]−1G îçíà÷àåò âîññòàíîâëåíèå êîäîâîãî ñëî-
âà ïî èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè γ ⊂

[
1,

2n

3

]
, ñâîáîäíîé îò

îøèáîê. Øàã âûïîëíÿåòñÿ òðè ðàçà äëÿ âñåõ êâàçèöèêëè÷åñêèõ
ñäâèãîâ ïðèíÿòîãî âåêòîðà.

Ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì
âû÷èñëåíèåì ñèíäðîìà, 24 ïåðåñå÷åíèÿìè ñïèñêîâ ìîùíîñòè äî 5
è 45 ïåðåñå÷åíèÿìè ñïèñêîâ ìîùíîñòè äî 2, à òàêæå 6 ïåðåñå÷å-
íèÿìè ñïèñêîâ ìîùíîñòè äî 14 è óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ïîðîæ-
äàþùóþ ìàòðèöó.

Ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 510
îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè äëèíû 8 ïî ñðàâíåíèþ ñ 1500 îïåðàöèÿìè
íàä âåêòîðàìè äëèíû 24 [28].

1.3. Àñèìïòîòèêà
1.3.1. Îáçîð àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ

áëîêîâûõ êîäîâ äëÿ äåêîäåðîâ ñ æåñòêèìè ðå-
øåíèÿìè

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ
áëîêîâûõ êîäîâ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ îñíîâàí íà óòâåð-
æäåíèè, íîñÿùåì íàçâàíèå ëåììû Åâñååâà [18]. Ýòà ëåììà ñâîäèò
çàäà÷ó äåêîäèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî êîäà ïî ìàêñèìó-
ìó ïðàâäîïîäîáèÿ ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å èñïðàâëåíèÿ îøèáîê
çàäàííîé êðàòíîñòè. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â êàíàëå ñ
íåçàâèñèìûìè îøèáêàìè äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âåðîÿòíîñòü
îøèáî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ, íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà õóäøóþ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàêñèìóìîì ïðàâäîïîäîáèÿ (ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó
ïðàâäîïîäîáèÿ), íå íóæíî èñïðàâëÿòü âñå îøèáêè, äåêîäèðóåìûå
êîäîì, íî äîñòàòî÷íî èñïðàâëÿòü âñå îøèáêè êðàòíîñòè äî d0,
êîòîðûå ìîæåò èñïðàâèòü êîä, ãäå d0 � ðàññòîÿíèå (n, k)-êîäà,
ëåæàùåãî íà ãðàíèöå Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà [29].

Ïóñòü G � (n, k, d) q-è÷íûé ëèíåéíûé êîä, ãäå n � äëèíà êî-
äà, k � ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ êîäà, d � ìèíèìàëü-
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íîå ðàññòîÿíèå êîäà â ìåòðèêå Õýììèíãà. Ïóñòü En
q � ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî q-è÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq,
d(a,b) � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè a è b.

Ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï äåêîäèðîâàíèÿ ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äåêîäèðîâàíèå ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ: äëÿ äàí-
íîãî âåêòîðà b ∈ En

q , ïðè÷åì d(b,G) ≤ d0, íàéòè êîäîâîå ñëîâî
a ∈ G, áëèæàéøåå ê b, ãäå d(b,G) = min

a∈G
d(b,a), d0 � ðàññòîÿíèå

Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà êîäà d0 = d0(n, k).
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ [47]. Ïóñòü G � ïîðîæ-

äàþùàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè k × n ëèíåéíîãî êîäà G. Ïóñòü
J ⊂ {1, . . . , n} � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èíäåê-
ñîâ {1, . . . , n}. ×åðåç G(J) îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû G, îá-
ðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè ìàòðèöû G ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà èí-
äåêñîâ J , à ÷åðåç a(J) � ïîäâåêòîð âåêòîðà a, îáðàçîâàííûé êîì-
ïîíåíòàìè âåêòîðà a ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J . Èí-
ôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ íàçûâàåòñÿ òàêîå k-ïîäìíîæåñòâî
γ ⊂ {1, . . . , n}, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ k × k ïîäìàòðèöà G(γ) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóï-
íîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ {1, . . . , n}.
Êàæäàÿ îáîáùåííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëÿåò
ïîäêîä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç GJ ëèíåéíûé êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðè-
öåé G(J). Ýòîò ïîäêîä èìååò ïàðàìåòðû (|J |, rankG(J), dJ), ïðè-
÷åì dJ ≤ d.

Îáîçíà÷èì ïðèíÿòûé èç êàíàëà âåêòîð êàê b = a+e (mod q),
ãäå a � êîäîâîå ñëîâî êîäà G è e � âåêòîð îøèáîê. Ïóñòü W (c) �
âåñ Õýììèíãà âåêòîðà c è R =

k

n
� ñêîðîñòü êîäà.

Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå ïîäêîäà GJ ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ
ñïèñêà êîäîâûõ ñëîâ

LJ(b, t) = {c ∈ G | d(b(J), c(J)) ≤ t}.
Ýòîò ñïèñîê ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäâåê-

òîðà âåêòîðà îøèáîê e(J) ñ âåñîì Õýììèíãà äî t, ò. å. ïðè âåñå
ïîäâåêòîðà îøèáîê W (e(J)) ≤ t, ñïèñîê L ñîäåðæèò ïåðåäàííûé
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âåêòîð.
Çàïèøåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìà-

öèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ.
Øàã 1. Âûáèðàåì òàêóþ îáîáùåííóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâî-

êóïíîñòü Ji, ÷òî W (e(Ji)) ≤ t, ãäå t � íåêîòîðûé ïàðàìåòð.
Øàã 2. Îáðàçóåì ñïèñîê êîäîâûõ ñëîâ LJi(b, t), áëèæàéøèé

ê b âåêòîð èç êîòîðîãî ñ÷èòàåì äåêîäèðîâàííûì âàðèàíòîì ïðè-
íÿòîãî âåêòîðà. Èíà÷å ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçîøëà íåèñïðàâëÿåìàÿ
îøèáêà.
Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ ïî òèïàì
Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ áûëà ââåäåíà Ôå-

äîðåíêî è Êðóêîì â îáçîðå [68].
Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ â àñèìïòîòèêå. Èìåþò-

ñÿ òðè êëàññà àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ êîäîâ.

1. Àëãîðèòì "ñîñåäíèõ íóëåé" [85].

2. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì ñèíäðîìîâ [17].

3. Äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóï-
íîñòÿì [18, 24, 56, 59, 48, 40].

Ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè äåêîäåðîâ ñ æåñòêèìè ðå-
øåíèÿìè äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Ôîðìàëüíîå
îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè äàíî â ïàðàãðàôå
1.3.2.

Êðàòêî îïèøåì ñëåäóþùèå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ êàê àë-
ãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâî-
êóïíîñòÿì [28], êîòîðûé ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíîì äåêîäèðîâàíèè
ïðèíÿòîãî âåêòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäêîäîâ.

Äåêîäèðîâàíèå ñ ïîêðûâàþùèìè âåêòîðàìè [18]
Øàã 1. Âûáèðàåì òàêóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü γ,

÷òî W (e(γ)) ≤ Rd0.
Øàã 2. Âû÷èñëÿåì Lγ(b, Rd0).
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâà-
íèÿ äâîè÷íûõ êîäîâ îò ñêîðîñòè êîäà (îñü x � ñêîðîñòü
êîäà, îñü y � ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè):
a � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ
(min(R, 1 − R)); b � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ ïîêðûâà-
þùèìè âåêòîðàìè [18]; c � àëãîðèòì "ñîñåäíèõ íóëåé"
[85]; d � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì ñèíäðîìîâ
[17]; e � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ ïîñòðîåíèåì ïîêðûòèé
[24, 56, 40]; f � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî óêîðî÷åííûì êî-
äàì [59, 40]; g � àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ íàäêîäàìè [48]
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Äåêîäèðîâàíèå ñ ïîñòðîåíèåì ïîêðûòèé [24, 56, 40]
Øàã 1. Âûáèðàåì òàêóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü γ,

÷òî e(γ) = 0.
Øàã 2. Âû÷èñëÿåì Lγ(b, 0).

Äåêîäèðîâàíèå ïî óêîðî÷åíèÿì êîäîâ [59, 40]
Øàã 1. Âûáèðàåì òàêóþ îáîáùåííóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâî-

êóïíîñòü J , ÷òî W (e(J)) ≤ t.
Øàã 2. Ïîäêîä GJ áóäåì äåêîäèðîâàòü, ïðèìåíÿÿ äåêîäèðîâà-

íèå ñ ðàçäåëåíèåì ñèíäðîìîâ LJ(b, t).
Äåêîäèðîâàíèå ñ íàäêîäàìè [48]

Øàã 1. Âûáèðàåì òàêóþ îáîáùåííóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâî-
êóïíîñòü γ è íàáîð ìíîæåñòâ {Ti}: Ti ∩ Tj = ∅, Ti ∩ γ = ∅, |Ti| =

const, ÷òî
{

W (e(γ)) ≤ t1

W (e(Ti)) ≤ t2
.

Øàã 2. Ìíîæåñòâî Ji = γ ∪Ti åñòü îáîáùåííàÿ èíôîðìàöèîí-
íàÿ ñîâîêóïíîñòü, à GJi ÿâëÿåòñÿ ïîäêîäîì è íàäêîäîì îäíîâðå-
ìåííî. Äåêîäèðóåì êàæäûé êîä GJi , ïðèìåíÿÿ äåêîäèðîâàíèå ñ
ðàçäåëåíèåì ñèíäðîìîâ, è âû÷èñëÿåì ñïèñîê L =

⋃

i

LJi(b, t1+t2).

1.3.2. Ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áëîêî-
âûõ êîäîâ

Â ïîñëåäíåå äâàäöàòèïÿòèëåòèå ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ ïðîáëåìå ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ
êîäîâ [18, 24, 17, 59, 40, 48]. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûå â íèõ àëãîðèò-
ìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå ïî ñóùåñòâó ðàçíûõ çàäà÷, ÷òî
âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè êëàññèôèêàöèè ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ. Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèå ïî÷òè âñåõ
q-è÷íûõ êîäîâ â q-è÷íîì ñèììåòðè÷íîì êàíàëå áåç ïàìÿòè ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ îøèáêè, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùåé ñ âåðîÿòíîñòüþ
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îøèáêè ïðè äåêîäèðîâàíèè ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåä-
ëîæåííîå àâòîðîì [40].

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ
Ïóñòü Hq(x) = −x logq(x)−(1−x) logq(1−x)+x logq(q−1), x ∈

[0, (q − 1)/q] � q-è÷íàÿ ýíòðîïèÿ, à H−1
q (y) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ

ê q-è÷íîé ýíòðîïèè.
Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç G

ëèíåéíûé (n,Rn)-êîä íàä ïîëåì GF(q) äëèíû n, ñêîðîñòè R ñ
ðàññòîÿíèåì Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà d0 â ìåòðèêå Õýììèíãà, ò. å.
d0 � ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

d0∑

i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≥ qn(1−R).

Âûðàæàÿ ðàññòîÿíèå Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà êîäà èç ýòîé ôîðìó-
ëû, èìååì d0 = (H−1

q (1−R) + o(1))n.
Îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà îáîçíà÷èì

÷åðåç δ = lim
n→∞

d

n
. Åâñååâ ïîêàçàë [18], ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè

äåêîäèðîâàíèè äî ðàññòîÿíèÿ Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà íå ïðåâîñõî-
äèò óäâîåííîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó
ïðàâäîïîäîáèÿ, à Áëèíîâñêèé äîêàçàë [9], ÷òî ïðè n → ∞ ïî-
÷òè âñå ëèíåéíûå êîäû èìåþò ðàäèóñ ïîêðûòèÿ d0(1 + o(1)). Ýòè
ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî è ýêâèâàëåíò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé îøèáêè ñîîòâåòñòâåííî ïðè äåêîäèðîâàíèè äî
ðàññòîÿíèÿ Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà è ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäî-
áèÿ. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè

χ = lim
n→∞

1
n

logq N,

ãäå N � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî îïåðàöèé íàä q-è÷íûìè
ñèìâîëàìè ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû îáúåìà ïà-
ìÿòè

χ = lim
n→∞

1
n

logq Π,
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ãäå Π � îáúåì ïàìÿòè, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
äåêîäèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E1 àëãîðèòì èç ðàáîòû [18], êîòîðûé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ ïî èí-
ôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì è ñ ïîêðûâàþùèìè ïîëèíîìàìè.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ íåýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ïàìÿòü (ïîä íåýêñïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòüþ ïîíèìàåì ïàìÿòü òà-
êîãî îáúåìà, àñèìïòîòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû îáúåìà êî-
òîðîãî ðàâåí íóëþ). Íàçîâåì âñå àëãîðèòìû, äëÿ êîòîðûõ òðåáó-
åòñÿ íåýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü, T -àëãîðèòìàìè. Îòìåòèì, ÷òî
àñèìïòîòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
E1 åñòü χ ≤ R(1−R).

Êðóê ïðåäëîæèë àëãîðèòìû [24], êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
K1 è K2, ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè
χ ≤ χK = (1 − R)(1 − Hq(d0/(1 − R))). Àëãîðèòì K1 ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòìîì ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíî-
ñòåé, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå, à àëãîðèòì K2 ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì
ñ íåñëó÷àéíûì ïîêðûòèåì, õðàíÿùèìñÿ â ïàìÿòè. Àëãîðèòì K1

ìîæíî íàçâàòü ñëó÷àéíûì T -àëãîðèòìîì. Äëÿ îðãàíèçàöèè äå-
êîäèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì K2 òðåáóåòñÿ ïàìÿòü ñ
ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû îáúåìà ïàìÿòè χΠ è âðåìÿ ñ ïîêàçàòåëåì

ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè χT òàêèå ,÷òî
{

χT ≤ χK

χΠ ≤ χK

.

Äóìåð ââåë àëãîðèòì [17], îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç D1, ðåàëèçî-
âàííûé íà äâóõëåíòî÷íîé ìàøèíå Òüþðèíãà ñ àñèìïòîòè÷åñêèì
ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè χ ≤ (1 − R)/2 è ïðèìåíè-
ìûé êî âñåì ëèíåéíûì êîäàì. Èì îïèñàí àëãîðèòì äëÿ äâîè÷íûõ
êîäîâ [59], îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç D2 è ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé
àëãîðèòìîâ K2 è D1. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû
ñëîæíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà â áîëåå ïðîñòîì âèäå áûë íåçàâèñèìî
îïóáëèêîâàí àâòîðîì â ðàáîòå [40]:

χ ≤ min
λ

(1−R− λ)
(

1−H2

(
1− α(λ)
1−R− λ

δ

))
,
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ãäå α(λ) =
λ + R

δ
H−1

2

(
2λ

λ + R

)
, 0 ≤ λ ≤ min(R, 1−R).

Â ðàáîòå [48] ââåäåí àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäàõ, îáî-
çíà÷àåìûé ÷åðåç K3, ðåàëèçîâàííûé íà äâóõëåíòî÷íîé ìàøèíå
Òüþðèíãà ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñëîæíîñòè
ζ(R) è ïðèìåíèìûé ïî÷òè êî âñåì ëèíåéíûì êîäàì.

Òåîðåìà 1.1. [48]. Â q-è÷íîì ñèììåòðè÷íîì êàíàëå ñ íåçàâèñè-
ìûìè îøèáêàìè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íàäêîäîâ äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèíåéíûõ (n, k)-êîäîâ ñî ñêîðî-
ñòüþ R = k/n, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî
äåêîäèðîâàíèÿ Pε ≤ Pε0(1 + o(1)) ïðè ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ
χ

logq χ

n
≤ ζ(R)(1 + o(1)),

ãäå Pε0 � âåðîÿòíîñòü îøèáêè, îáåñïå÷èâàåìàÿ ýòèì êîäîì ïðè
äåêîäèðîâàíèè ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ; δ0 =

d0

n
; Hq(x) �

q-è÷íàÿ ýíòðîïèÿ;

ζ(R) = min
v,α,`

{
ε1(R, α) + max

[1
2
ε2(R,α, v, `) + v, ε2(R, α, v, `)− `v

]}
;

ε1(R,α) = Hq(δ0)−RHq

( α

R

)
− (1−R)Hq

(δ0 − α

1−R

)
;

ε2(R, v, α, `) = RHq

( α

R

)
+ vHq

(
δ0 − α

1−R− (`− 1)v

)
,

à ïàðàìåòðû îïòèìèçàöèè â âûðàæåíèè äëÿ ζ(R) îãðàíè÷åíû
óñëîâèÿìè

max(0, δ0 + R− 1) < α < min(δ0, R), `v ≤ 1−R.

Ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàäêîäîâ, ïðè-
âåäåííàÿ â òåîðåìå 1.1, ìåíüøå ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ âñåõ
èçâåñòíûõ îáùèõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ âî âñåì äèàïàçîíå
êîäîâûõ ñêîðîñòåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî íå êàæäûé èç ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàí íà óðîâíå òðåáîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðå-
àëèçàöèè äðóãîãî àëãîðèòìà. Òàê, àëãîðèòìû D1, D2 è K3 íèêàê
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íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü ïðè òðåáîâàíèÿõ, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ðåàëèçà-
öèè T -àëãîðèòìîâ (íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíî îñóùåñòâèòü ïåðåñå-
÷åíèå äâóõ ñïèñêîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè, òàê êàê ñëîæíîñòü
ðåàëèçàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà
ñóùåñòâåííî âîçðàñòåò); àëãîðèòì K1 � ïðè òðåáîâàíèÿõ, ïðåäú-
ÿâëÿåìûõ ê íåñëó÷àéíûì àëãîðèòìàì (â àëãîðèòìå èñïîëüçóåò-
ñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ), à àëãîðèòìû E1,K1,K2, K3

è D2 íåïðèìåíèìû êî âñåì ëèíåéíûì êîäàì (ñóùåñòâóþò êîäû,
äëÿ êîòîðûõ ýòè àëãîðèòìû ïðèìåíÿòü íåëüçÿ).

Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ
ïî óðîâíþ òðåáîâàíèé

Àëãîðèòìû èç ðàáîò [18, 24, 17, 59, 40, 48] ìîæíî äèôôåðåíöè-
ðîâàòü ïî óðîâíþ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ðåàëèçàöèè ýòèõ
àëãîðèòìîâ:

C1 � èñïîëüçóåòñÿ íåýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü (àëãîðèòì E1);
C2 � èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ è íåýêñïî-

íåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü (àëãîðèòì K1);
C3 � èñïîëüçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü (àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû îáúåìà ïàìÿòè áîëüøå íóëÿ) (àëãî-
ðèòì K2);

C4 � èñïîëüçóåòñÿ äâóõëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, è ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäà (àëãîðèòì D1);

C5 � èñïîëüçóåòñÿ äâóõëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, íî ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ êîäîâ (àëãîðèòìû D2 è K3).

Ââåäåííûå òðåáîâàíèÿ ê ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ìîæíî îòíå-
ñòè êî âñåì òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûì àëãîðèòìàì äåêîäèðîâàíèÿ,
õîòÿ ïðåäëîæåííûé ñïèñîê òðåáîâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþ-
ùèì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(Ci) ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà A ïðè òðåáî-
âàíèÿõ Ci. Åñëè äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà A çíà÷åíèÿ âñåõ âèäîâ
ñëîæíîñòè (êàê ïî ÷èñëó îïåðàöèé, òàê è ïî îáúåìó ïàìÿòè) ðå-
àëèçàöèè A(Ci) íå ïðåâûøàþò çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âèäîâ
ñëîæíîñòè A(Cj), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðåáîâàíèå Cj ñòðîæå
òðåáîâàíèÿ Ci, è îáîçíà÷àòü ýòî ÷åðåç Cj ≺ Ci. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ óêàçàííûõ âûøå òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ðåàëèçàöèè
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àëãîðèòìîâ, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ: C1 ≺ C2, C1 ≺ C3, C1 ≺
C4, C1 ≺ C5, C4 ≺ C5.

Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ ïî ñëåäó-
þùèì ïðèçíàêàì:

a)
� äåêîäèðîâàíèå ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ,
� äåêîäèðîâàíèå ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ;
b)
� äåêîäèðîâàíèå äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ êîäîâ,
� äåêîäèðîâàíèå äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèíåéíûõ êîäîâ,
� äåêîäèðîâàíèå äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ êîäîâ;
c)
� íåñëó÷àéíûå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ,
� àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñëó÷àéíûå ãåíåðàòîðû;
d)
� äåêîäèðîâàíèå äëÿ ñïåöèàëüíûõ óñòðîéñòâ.
Îäíàêî, îãðàíè÷èâàÿñü àëãîðèòìàìè äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ïî-

÷òè âñåõ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ
ñòðîãîñòè òðåáîâàíèé ê ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, ìîæíî âûäåëèòü
äâà îñíîâíûõ êëàññà àëãîðèòìîâ:

1) àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå íåýêñïîíåíöè-
àëüíóþ ïàìÿòü;

2) àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà, íå ïðè-
íàäëåæàùèå ïðåäûäóùåìó êëàññó.

Çàìåòèì, ÷òî, êðîìå ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ, èçâåñòíû
äðóãèå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèíåéíûõ áëî-
êîâûõ êîäîâ ïî÷òè ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ. Îíè, îäíàêî,
óñòóïàþò ïî ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì àëãîðèòìàì èç ðàáîò
[18, 24, 17, 59, 40, 48].

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ ñî ñëîæíîñòüþ,
àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùåé ñ ìîùíîñòüþ ýòîãî ïîêðûòèÿ, áûë
ïðåäëîæåí àâòîðîì â ðàáîòå [40].

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ
Äëÿ îïèñàíèÿ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ
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ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ñåìåéñòâî p-ïîäìíîæåñòâ n-
ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåå âñå l-ïîäìíîæåñòâà (n ≥ p ≥ l), íàçû-
âàåòñÿ M(n, p, l)-ïîêðûòèåì [42]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (P1; P2) òàêóþ
ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìíîæåñòâ ÷èñåë P1 è P2, äëÿ êîòîðîé
|P1| = p1, |P2| = p2, P1 ∩ P2 = ∅, P1 ∪ P2 = {1, 2, . . . , n}. Åñëè äëÿ
êàæäîãî ìíîæåñòâà L (|L| = l = l1 + l2) íàéäåòñÿ ïàðà (P1; P2),
äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà L â âèäå L = L1 ∪ L2,
ïðè÷åì {

L1 ⊂ P1

L2 ⊂ P2

,

ãäå |L1| = l1 ≤ p1, |L2| = l2 ≤ p2, L1 ∩ L2 = ∅, òî ñåìåéñòâî
ïàð (P1; P2) áóäåì íàçûâàòü P (n, p1, p2, l1, l2)-ïîêðûòèåì. Èçâåñò-
íî [42], ÷òî ñóùåñòâóåò M(n, p, l)-ïîêðûòèå ñ ìîùíîñòüþ

M(n, p, l) ≤
(
n
l

)
(
p
l

)
(

1 + ln
(

p

l

))
≤ o(n)

(
n
l

)
(
p
l

) .

Òàê êàê â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
P (n, p1, p2, l1, l2)-ïîêðûòèÿ ñ íàëîæåííûìè íà èõ ïàðàìåòðû
îãðàíè÷åíèÿìè, òî âûïèøåì òàêèå ïîêðûòèÿ. Ñåìåéñòâî,
ñîñòîÿùåå èç n ìíîæåñòâ Ki = {ki,1, ki,2, . . . , ki,p1}, ãäå

ki,j =

{
i + j − 1, åñëè i + j − 1 ≤ n,

(i + j − 1)− n, åñëè i + j − 1 > n,
i ∈ [1, n], j ∈ [1, p1],

ÿâëÿåòñÿ P (n, p1, p2, l1, l2)-ïîêðûòèåì, åñëè íà íåãî íàëîæåíû
îãðàíè÷åíèÿ l/n = l1/n1 = l2/n2. Ýòî ïîêðûòèå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé n öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ìíîæåñòâà K1 = {1, 2, . . . , p1}.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî M(n, p, l)-
ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ýòàïîâ.

Ïåðâûé ýòàï. Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà N =
{1, 2, . . . , n} íà âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè òàêîå, ÷òî íà
êàæäîé èç ÷àñòåé ðàçìåñòèòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç
ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ñ ìîùíîñòüþ l. Òî åñòü äëÿ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà E (|E| = l) â ñåìåéñòâå íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð èç ìíî-
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æåñòâ {J0, J1, . . . , Js−1} (Ji

⋂

i 6=j

Jj = ∅,
s−1⋃

i=0

Ji = N , |Ji| = n/s), ÷òî

áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà |E ⋂
Ji| = l/s, i ∈ [0, s − 1]. Çàìåòèì,

÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëà n/s è l/s öå-
ëûìè. Ïîñòðîèì s − 1 ïîêðûòèé Pi = P (n − in/s, n/s, n − (i +
1)n/s, l/s, l − (i + 1)l/s) íà ìíîæåñòâàõ Ni = {1, 2, ..., n − in/s},
ãäå i ∈ [0, s − 1]. Êàæäîìó ïîêðûòèþ Pi ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî
ïàð ìíîæåñòâ {(Iij , Ni\Iij)}, ïðè÷åì |Iij | = n/s è Iij ⊂ Ni. Òàê êàê
âòîðîå ìíîæåñòâî â êàæäîé ïàðå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ïåðâîãî â
Ni, òî ïîêðûòèå Pi çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ {Ii} = {(Iij)}.
Áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ Pi = {(Iij)} ïåðåíóìåðîâàí-
íûìè ÷èñëàìè j ∈ [1, n− in/s].

Èòîãîâîå ïîêðûòèå ñîñòîèò èç ñåìåéñòâà íàáîðîâ ìíîæåñòâ
{J0, J1, . . . , Js−1}. Ïðè ïîñòðîåíèè íàáîðà âûáîð î÷åðåäíîãî ìíî-
æåñòâà Ji (i ∈ [0, s − 2]) îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðîì j â ïîêðûòèè
Pi = {(Iij)} è óæå ïîñòðîåííûìè ìíîæåñòâàìè J0, J1, . . . , Ji−1.

Îïèøåì ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó Rec(i, j), (i ∈ [0, s −
2], j ∈ [1, n − in/s]), ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ji. Ïóñòü ìíîæåñòâà
J0, J1, . . . , Ji−1 óæå ïîñòðîåíû, à ÷èñëî j çàäàíî. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Ui−1 = N\(
i−1⋃

t=0

Jt) ðàçíîñòü ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Ïîñòðîèì

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Ni è Ui−1

(ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü). Òåïåðü î÷åâèäíà
ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ji êàê îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà
ïîêðûòèÿ Iij ∈ Pi íà ìíîæåñòâî Ui−1 ïî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìó
ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Ni è Ui−1.

Ââåäåì åùå îäíó ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó Recm(i):
FOR j = 1 TO n− in/s DO
BEGIN

Rec(i, j)
Recm(i + 1)

END
ïðè i ∈ [0, s − 2], êîòîðàÿ ñòðîèò ìíîæåñòâî Js−1 êàê ðàçíîñòü
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ìåæäó ìíîæåñòâàìè Js−1 = N\(
s−2⋃

t=0

Jt) è âûäàåò íàáîð ìíîæåñòâ

{J0, J1, . . . , Js−1} ïðè i = s− 1.
Èòàê, èòîãîâîå ïîêðûòèå ìîæíî ñòðîèòü ïóòåì âûçîâà ðåêóð-

ðåíòíîé ïðîöåäóðû Recm(0).
Îáùåå ÷èñëî íàáîðîâ èç ìíîæåñòâ {J0, J1, . . . , Js−1} íå ïðåâû-

øàåò âåëè÷èíû

Q =
s−2⋂

i=0

P (n− in/s, n/s, n− (i + 1)n/s, l/s, l − (i + 1)l/s) < ns−1.

Âûáèðàÿ s =
√

n, èìååì íåýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü ïî-
ëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî ñåìåéñòâà, òàê êàê

χQ = lim
n→∞

s logq n

n
= lim

n→∞

√
n logq n

n
= 0.

Èòàê, âðåìÿ è îáúåì ïàìÿòè âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà èìåþò
íåýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê.

Âòîðîé ýòàï. Çàôèêñèðóåì íàáîð èç ìíîæåñòâ {J0, J1, . . . ,
Js−1}, ïðèíàäëåæàùèé ïîñòðîåííîìó íà ïåðâîì ýòàïå ñåìåéñòâó.
Ïîñòðîèì è çàïîìíèì M(n/s, p/s, l/s)-ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç ñå-
ìåéñòâà ìíîæåñòâ {N}. Ìîùíîñòü ýòîãî ïîêðûòèÿ íå ïðåâûøàåò
âåëè÷èíû

M(n/s, p/s, l/s) ≤ o(n)

(n/s
l/s

)
(p/s

l/s

) ≤ o(n) expq(n/s),

ãäå ÷åðåç expy(x) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ expy(x) = yx. Ïîäñòàâëÿÿ
â îöåíêó s =

√
n, ïîëó÷àåì íåýêñïîíåíöèàëüíûé îáúåì ïàìÿòè,

êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ õðàíåíèÿ ïîêðûòèÿ:

χM = lim
n→∞

(
logq o(n)

n
+

1
s

)
= lim

n→∞
1√
n

= 0.

Êàæäîìó ìíîæåñòâó ÷èñåë {v0, v1, . . . , vs−1}, vi ∈
[1,M(n/s, p/s, l/s)], ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî
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x =
s−1⋃

i=0

xi,

ãäå xi � ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà Nvi → Ji. Ìíîæåñòâî
x áóäåò ýëåìåíòîì èñêîìîãî M(n, p, l)-ïîêðûòèÿ. Âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ âòîðîãî ýòàïà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà {J0, J1, . . . , Js−1}
íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

[M(n/s, p/s, l/s)]s ≤ [o(n/s)]s expq(nHq(n/l)− pHq(p/l)) = ns

(
n
l

)
(
p
l

) ,

÷òî îáåñïå÷èâàåò ñëîæíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùóþ ñ
ìîùíîñòüþ M(n, p, l)-ïîêðûòèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé ýòàï áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàæäîãî íà-
áîðà, âõîäÿùåãî â ïîñòðîåííîå íà ïåðâîì ýòàïå ñåìåéñòâî.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E, |E| = l, íà ïåðâîì ýòàïå ïðî-
èçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íà òàêèå s ÷àñòåé,
÷òî íà êàæäîé èç íèõ â õîäå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî ýòàïà ñòàíîâèò-
ñÿ âîçìîæíûì íåçàâèñèìî âûáðàòü ïî p/s ïîçèöèé, â ñîâîêóïíî-
ñòè îáðàçóþùèõ òðåáóåìîå ïîêðûòèå. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëè-
âà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2. Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî M(n, p, l)-
ïîêðûòèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ ýòîãî ïî-
êðûòèÿ.

Íåñëó÷àéíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì
ñîâîêóïíîñòÿì ïðè èñïîëüçîâàíèè íåýêñïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòè
ïðåäëîæåí àâòîðîì â ðàáîòå [40].

Ðåàëèçàöèÿ íåñëó÷àéíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ
ïî èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì

ïðè èñïîëüçîâàíèè íåýêñïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòè
Äëÿ îïèñàíèÿ T -àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ââåäåì íåîáõîäè-

ìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïðèíÿòûé âåêòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç b=a+e, ãäå
e � âåêòîð îøèáêè ñ âåñîì Õýììèíãà W (e) ≤ d0; a � ñëîâî èç
(n,Rn)-êîäà G.
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Îïèøåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ K1 êîäà G ñî ñëó÷àéíûì
âûáîðîì èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå
[24].

Àëãîðèòì K1

Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, Q], χQ = χK , âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ.

Øàã 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåì ìíîæåñòâî Ji, |Ji| = Rn.
Øàã 2. Ïî ìíîæåñòâó Ji âûäåëÿåì Rn èíôîðìàöèîííûõ ïî-

çèöèé è ôîðìèðóåì ñïèñîê êîäîâûõ ñëîâ {ai}, ñîâïàäàþùèõ ñ
ïðèíÿòûì âåêòîðîì b íà âûäåëåííûõ ïîçèöèÿõ.

Øàã 3. Â êà÷åñòâå äåêîäèðîâàííîãî âàðèàíòà ïðèíÿòîãî âåê-
òîðà b âûáèðàåì áëèæàéøèé ïî ðàññòîÿíèþ Õýììèíãà ê b âåêòîð
èç îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñïèñêîâ {ai}.

Íåñëó÷àéíûé àëãîðèòì K2 îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà K1 èçìå-
íåíèåì øàãà 1, êîòîðûé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðåäâàðèòåëüíî, ò. å.
òîëüêî îäèí ðàç äî íà÷àëà äåêîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòûõ âåêòîðîâ.

Àëãîðèòì K2

Øàã 1. Ñòðîèì M(n, (1−R)n, d0)-ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç ñå-
ìåéñòâà ìíîæåñòâ {J1, J2, . . . , JQ}, |Ji| = Rn, χQ = χK , è õðàíèì
åãî â ïàìÿòè.

Øàãè 2, 3. Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, Q] âûïîëíÿåì øàãè 2 è 3 àëãî-
ðèòìà K1.

Îäíàêî, åñëè ïîðîæäàòü M(n, (1 − R)n, d0)-ïîêðûòèå â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ, îïèñàí-
íûì âûøå, òî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ íå áóäåò òðåáîâàòü ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ïàìÿòè è ñëó÷àéíîãî ãåíåðàòîðà ïîêðûòèÿ, à ñëîæ-
íîñòü òàêîãî àëãîðèòìà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàòü ñî ñëîæ-
íîñòüþ àëãîðèòìîâ K1 è K2.

Ñôîðìóëèðóåì T -àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ [40].
T -àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ

Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, Q], χQ = χK , âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ.
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Øàã 1. Ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî M(n, (1−R)n, d0)-
ïîêðûòèÿ âûáèðàåì ìíîæåñòâî Ji, |Ji| = Rn.

Øàãè 2, 3. Âûïîëíÿåì øàãè 2 è 3 àëãîðèòìà K1.
Èòàê, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðû-

òèÿ, ïîëó÷àåì T -àëãîðèòì, êîòîðûé èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ðàâ-
íóþ ñ àëãîðèòìàìè K1 è K2 ñëîæíîñòü è áîëåå ñòðîãèå òðåáîâà-
íèÿ ê ðåàëèçàöèè.

Çàìå÷àíèÿ ê ãëàâå

Ìàòåðèàë ãëàâû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàòû àâòîðà (ñîâ-
ìåñòíî ñ Å. À. Êðóêîì è äðóãèìè) â îáëàñòè êîìáèíàòîðíîãî äåêî-
äèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ. Äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåí-
íûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ââåäåíî â ðàáîòàõ [28, 26],
òàáëè÷íîå äåêîäèðîâàíèå � â ðàáîòàõ [27, 66, 67], êëàññèôèêàöèÿ
àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ â àñèìïòîòèêå � â ðàáîòàõ [68, 40],
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåñëó÷àéíîãî ïîêðûòèÿ � â ðàáîòå [40].
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2. Àëãåáðàè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå

Ïîä àëãåáðàè÷åñêèì äåêîäèðîâàíèåì áóäåì ïîíèìàòü ìåòîäû
äåêîäèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîäîâ è
ñîñòîÿùèå â ðåøåíèè óðàâíåíèé è/èëè ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ïðè ðàññìîòðåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ êî-
äîâ îãðàíè÷èìñÿ êëàññàìè Á×Õ, Ðèäà � Ñîëîìîíà, Ãîïïû, îáîá-
ùåííûõ Ãîïïû è àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ. Â ãëàâå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ àëãåáðàè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå ïî óêîðî÷åíèÿì êîäîâ (ïî îáîá-
ùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì), �ãåíåòè÷åñêàÿ� ñâÿçü
ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ äåêîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâà-
íèå â íàäêîäàõ.

2.1. Àëãåáðàè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå ïî îáîá-
ùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíî-
ñòÿì

Äåêîäèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíî-
ñòÿì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ áûëî ââåäå-
íî â ðàáîòàõ [84, 28, 26]. Êàæäàÿ îáîáùåííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ
ñîâîêóïíîñòü çàäàåò ëèíåéíûé êîä, íàçûâàåìûé óêîðî÷åíèåì îñ-
íîâíîãî êîäà. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìà-
öèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ñîñòîèò â äåêîäèðîâàíèè îñíîâíîãî êîäà
ïóòåì ìíîãîêðàòíûõ äåêîäèðîâàíèé óêîðî÷åííûõ êîäîâ. Â íàñòî-
ÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâàííîå íà ðàáîòå Ìèðîí÷èêî-
âà è Ôåäîðåíêî [35] ïðèìåíåíèå äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì
èíôîðìàöèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ê êëàññó îáîáùåííûõ êîäîâ Ãîï-
ïû [13, 6], êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ êëàññîì (L, g)-êîäîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå óêîðî÷åíèÿ îñíîâíîãî êîäà áóäóò ïðèíàäëåæàòü ýòîìó æå
êëàññó êîäîâ, à èõ äåêîäèðîâàíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü èçâåñòíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ
äåêîäèðîâàíèÿ (L, g)-êîäîâ ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñî-
âîêóïíîñòÿì ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ â ñòèðàþùåì
êàíàëå [34].
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2.1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G � ëèíåéíûé (n, k, d)-êîä íàä ïîëåì GF(q) ñ ïîðîæ-
äàþùåé ìàòðèöåé G, ãäå n � äëèíà êîäà, k � ÷èñëî èíôîðìà-
öèîííûõ ñèìâîëîâ, à d � ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå Õýììèíãà. Ïðî-
íóìåðóåì ïîçèöèè êîäîâîãî ñëîâà ÷èñëàìè îò 1 äî n. Ìíîæåñòâî
÷èñåë J = {j1, . . . , js}, 1 ≤ j1 < . . . < js ≤ n, s ≥ n − d + 1, íàçû-
âàåòñÿ îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ êîäà [84, 28],
åñëè çàäàíèå êîìïîíåíò êîäîâîãî ñëîâà ñ íîìåðàìè èç J îäíîçíà÷-
íî çàäàåò ýòî ñëîâî. Ñèìâîëîì J îáîçíà÷èì äîïîëíåíèå ìíîæå-
ñòâà J â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà f =
(f1, f2, . . . , fn) äëèíû n è ìíîæåñòâà J îïðåäåëèì ïîäâåêòîð äëè-
íû s êàê âåêòîð f(J) = (fj1 , fj2 , . . . , fjn). Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèöû
G = [m1| · · · |mn], ãäå ÷åðåç mi, i ∈ [1, n], îáîçíà÷åíû åå ñòîëáöû, è
ìíîæåñòâà J îïðåäåëèì ïîäìàòðèöó G(J) = [mj1 | · · · |mjs ]. Êîä ñ
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G(J) íàçîâåì óêîðî÷åííûì êîäîì è áó-
äåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç G(J). Óêîðî÷åííûé êîä G(J) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì (s, k, dJ)-êîäîì, ãäå dJ ≥ d− (n− s).

Â îñíîâå àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìà-
öèîííûì ñîâîêóïíîñòÿì ëåæèò èäåÿ ïîèñêà ïîäâåêòîðà ïðèíÿòî-
ãî âåêòîðà, ÷èñëî îøèáîê â êîòîðîì íå ïðåâûøàåò êîððåêòèðóþ-
ùåé ñïîñîáíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óêîðî÷åííîãî êîäà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå (L, g)-êîäîâ. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ íàä GF(q) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

L =
{

h1

z − α1
,

h2

z − α2
, . . . ,

hn

z − αn

}
,

αi, hi ∈ GF(qm), n ≤ qm, à ãåíåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí g(z) åñòü ïðè-
âåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ GF(qm), ïðè÷åì
g(αi) 6= 0 äëÿ âñåõ i ∈ [1, n]. Ñ êàæäûì âåêòîðîì c = (c1, c2, . . . , cn)
íàä GF(qm) ñâÿæåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

n∑

i=1

ci
hi

z − αi
. (5)
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Òîãäà (L, g)-êîä äëèíû n (èëè îáîáùåííûé êîä Ãîïïû [6]) ñî-
ñòîèò èç âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ c, ÷òî

n∑

i=1

ci
hi

z − αi
≡ 0 mod g(z).

Èçâåñòíî [13], ÷òî ðàññòîÿíèå (L, g)-êîäà íå ìåíüøå, ÷åì
deg g(z)+1, ãäå ÷åðåç deg g(z) îáîçíà÷åíà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g(z),
à àëãåáðàè÷åñêèå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ (L, g)-êîäà ïîçâîëÿ-
þò èñïðàâëÿòü äî t =

[
deg g(z)

2

]
îøèáîê, ãäå ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíà

öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

2.1.2. Óêîðî÷åíèÿ (L, g)-êîäîâ

Ïóñòü G åñòü (L, g)-êîä. Êàæäîå ìíîæåñòâî ÷èñåë J ⊂
{1, 2, . . . , n}, ìîùíîñòü êîòîðîãî |J | = s ≥ n − d + 1, ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòüþ è çàäàåò óêîðî÷åí-
íûé G(J)-êîä. Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ G(J)-êîäà àëãåáðàè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè íåîáõîäèìî îïèñàòü åãî êàê îáîáùåííûé êîä Ãîïïû [6].

Ïîñòðîèì (Ls, gs)-êîä, ñîäåðæàùèé âñå êîäîâûå ñëîâà c(J)
óêîðî÷åííîãî êîäà G(J). Ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí gs(z) ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç ïîëÿ GF(qm), ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà deg gs(z) =
deg g(z) − (n − s), ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðíûì ìíîãî÷ëåíîì (Ls, gs)-
êîäà, åñëè gs(αj) 6= 0 äëÿ âñåõ j ∈ J . Ìíîæåñòâî

Ls =
{

βj

z − αj

}

äëÿ âñåõ j ∈ J , ãäå êîýôôèöèåíòû βj � íåêîòîðûå ýëåìåíòû ïî-
ëÿ GF(qm), áóäåò ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ êîäà
(Ls, gs). Äëÿ âñåõ ñëîâ (Ls, gs)-êîäà ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîýôôè-
öèåíòàõ βi, i ∈ J , ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∑

i∈J

ci
βi

z − αi
≡ 0 mod gs(z). (6)

58



Íàéäåì òàêèå êîýôôèöèåíòû βi, i ∈ J , ÷òî äëÿ ëþáîãî êîäî-
âîãî ñëîâà c ∈ G åãî óêîðî÷åíèå c(J) áóäåò ïðèíàäëåæàòü (Ls, gs)-
êîäó. Äëÿ ýòîãî ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ (5) óìíîæèì íà äðîáü,
â êîòîðîé ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èìåþò îäèíàêîâûå ñòåïåíè,
ïðè÷åì çíàìåíàòåëü � ãåíåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí g(z), à ÷èñëè-
òåëü � ïðîèçâåäåíèå ãåíåðàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà (Ls, gs)-êîäà gs(z)
è ìíîãî÷ëåíà

∏

j∈J

(z − αj):

[
n∑

i=1

ci
hi

z − αi

]


∏

j∈J

(z − αj)


 gs(x)

g(x)
=

=
g(x)p(x)

 ∏

ci 6=0

(z − αj)





∏

j∈J

(z − αj)


 gs(x)

g(x)
=

=

gs(x)p(x)


∏

j∈J

(z − αj)





 ∏

ci 6=0

(z − αj)




. (7)

Âûðàæåíèå (7) ñðàâíèìî ñ íóëåì ïî mod gs(z) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, ñâÿçàííîé ñ âåêòîðîì c(J)
(Ls, gs)-êîäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6). Ïðèðàâíÿåì ëåâûå
÷àñòè (7) è (6)

[
n∑

i=1

ci
hi

z − αi

]


∏

j∈J

(z − αj)


 gs(x)

g(x)
=

∑

i∈J

ci
βi

z − αi
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è ðàçëîæèì íà ïðîñòåéøèå äðîáè ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåí-
ñòâà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (z − αv)
äëÿ êàæäîãî ÷èñëà v ∈ J :


cvhv + (z − αv)

n∑

i=1
i6=v

ci
hi

z − αi





∏

j∈J

(z − αj)


 gs(x)

g(x)
=

= cvβv + (z − αv)
∑

i∈J
i6=v

ci
βi

z − αi
.

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó çíà÷åíèå z = αv è îïóñòèì
íóëåâûå ñëàãàåìûå:

cvhv


∏

j∈J

(αv − αj)


 gs(αv)

g(αv)
= cvβv.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû cv

ïðîèçâîëüíîãî êîäîâîãî ñëîâà c(J) ∈ G(J). Îòñþäà âûðàçèì êî-
ýôôèöèåíòû βv ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû:

βv =

hv


∏

j∈J

(αv − αj)


 gs(αv)

g(αv)
. (8)

Èòàê, åñëè êîýôôèöèåíòû βv, v ∈ J , â îïðåäåëåíèè ìíîæå-
ñòâà Ls âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (8), òî âñå ñëîâà G(J)-êîäà ñîäåð-
æàòñÿ â (Ls, gs)-êîäå.
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2.1.3. Ïðèìåíåíèå äåêîäèðîâàíèÿ óêîðî÷åííûõ
(Ls, gs)-êîäîâ

Ïóñòü ïðèíÿòûé èç êàíàëà âåêòîð b = c + e, c � êîäîâûé
âåêòîð, à e � âåêòîð îøèáêè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èñïðàâëåíèÿ äî
t îøèáîê (L, g)-êîäîì, åñëè åãî óêîðî÷åííûå (Ls, gs)-êîäû äîïóñ-
êàþò èñïðàâëåíèå àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè äî τ =

[
deg gs(z)

2

]

îøèáîê. Åñëè âåñ Õýììèíãà âåêòîðà îøèáêè W (e) ≤ t, òî äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî çàäàòü ñåìåéñòâî îáîáùåííûõ èíôîðìà-
öèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé {J}, â êîòîðîì äëÿ íåêîòîðîé îáîáùåííîé
èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè J ∈ {J} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
W (e(J)) ≤ τ . Êàæäîé îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíî-
ñòè J ∈ {J} ñîîòâåòñòâóåò ñâîé óêîðî÷åííûé (Ls, gs)-êîä, à àëãî-
ðèòì äåêîäèðîâàíèÿ îñíîâíîãî êîäà ñîñòîèò â äåêîäèðîâàíèè âñåõ
(Ls, gs)-êîäîâ, ïðè÷åì ïîñëå êàæäîãî äåêîäèðîâàíèÿ óêîðî÷åííî-
ãî êîäà âû÷èñëÿåòñÿ äåêîäèðîâàííûé âàðèàíò êîäîâîãî âåêòîðà ĉ
è ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ d(b, ĉ) ≤ t. Ñëîæíîñòü äàííîãî
àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ñåìåéñòâà {J} è ñëîæíîñòüþ
äåêîäèðîâàíèÿ óêîðî÷åííîãî (Ls, gs)-êîäà. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìè-
íèìàëüíîãî ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñîâîêóïíî-
ñòåé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíîé è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê êîìáèíèðî-
âàíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèé îäíèõ ìíîæåñòâ
äðóãèìè. Ê ñîæàëåíèþ, ìîùíîñòü ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ñîâîêóïíîñòåé âåëèêà è íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå
àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî îáîáùåííûì èíôîðìàöèîííûì ñîâî-
êóïíîñòÿì íå âñåãäà áóäåò îïðàâäàíî, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèìåíÿòü
ýòîò àëãîðèòì â êîìáèíàöèè ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè
èëè ïðè äðóãèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èñïðàâëåíèÿ îøèáîê è ñòèðàíèé. Àëãåá-
ðàè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ åå ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìíîãî÷ëåíà ñòèðàíèé, îïèñàíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [7]. Ââå-
äåì èíîé àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé
íà äåêîäèðîâàíèè óêîðî÷åííûõ (Ls, gs)-êîäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êîä
G èñïðàâëÿåò p îøèáîê è v ñòèðàíèé, åñëè 2p+v ≤ deg g(z). Âûáå-
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ðåì îáîáùåííóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü êàê ìíîæåñòâî
âñåõ íåñòåðòûõ ïîçèöèé, òîãäà (Ls, gs)-êîä, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé
îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíîñòè, ñïîñîáåí èñïðàâëÿòü
äî τ =

[
deg gs(z)− v

2

]
≥ p îøèáîê. Èòàê, äåêîäèðîâàíèå îñíîâíî-

ãî êîäà ïðè íàëè÷èè ñòèðàíèé ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó äåêîäèðîâà-
íèþ îäíîãî óêîðî÷åííîãî êîäà [34]. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà
àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äâîè÷íîãî êîäà.

Ïðèìåð. Ïóñòü G � äâîè÷íûé (15, 5, 7)-êîä Á×Õ ñ

L =
{

1
z − α15

,
1

z − α14
, . . . ,

1
z − α1

}
,

α ∈ GF(24) è g(z) = z6, à ïðèíÿòûé âåêòîð

b = (0000110χ100χ0χχ),

ãäå χ � ñèìâîë ñòèðàíèÿ. Òîãäà àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ îäíîé
îøèáêè è ÷åòûðåõ ñòèðàíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 1. Âûáåðåì îáîáùåííóþ èíôîðìàöèîííóþ ñîâîêóïíîñòü
êàê ìíîæåñòâî âñåõ íåñòåðòûõ ïîçèöèé

J = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13}, à J = {8, 12, 14, 15}.

Øàã 2. Ïîñòðîèì (Ls, gs)-êîä äëÿ J ïðè gs(z) = z2. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû βi ∈ J ïî ôîðìóëå (8):

βi =

∏

j∈J

(αi − αj)

α4
i

(íàïîìíèì, ÷òî αi = α16−i), è ïîëó÷èì

β1 = α0, β2 = α9, β3 = α3, β4 = α2, β5 = α6, β6 = α5,
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β7 = α4, β9 = α12, β10 = α1, β11 = α10, β13 = α8.

Øàã 3. Ïðèìåíÿÿ äåêîäèðîâàíèå (Ls, gs)-êîäà ê âåêòîðó b(J),
ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ëîêàòîðîâ îøèáîê E = {α12} = {α4} [13].

Øàã 4. Ñòðîèì âåêòîð b̂, ïîäâåêòîð êîòîðîãî b̂(J) ñâîáîäåí
îò îøèáîê:

b̂ = (0001110χ100χ0χχ).

Øàã 5. Âû÷èñëèì âåêòîð ĉ, ñîâïàäàþùèé ñ âåêòîðîì b̂ íà
ìíîæåñòâå J , ïóòåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöû êîäà G

ĉ = (000111011001010).

Øàã 6. Òàê êàê ðàññòîÿíèå ïî íåñòåðòûì ïîçèöèÿì ìåæäó âåê-
òîðàìè b è ĉ íå ïðåâûøàåò p = 1, òî âåêòîð ĉ åñòü äåêîäèðîâàí-
íûé âàðèàíò êîäîâîãî âåêòîðà.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûé àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ îøèáîê è ñòè-
ðàíèé áóäåò áîëåå ýôôåêòèâíûì ïðè äåêîäèðîâàíèè êîäîâ ñ àë-
ôàâèòîì èç áîëüøèõ ïîëåé.

2.2. �Ãåíåòè÷åñêàÿ� ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêèõ
ìåòîäîâ äåêîäèðîâàíèÿ

Â ðàáîòå Ãàî [76] ïðåäëîæåí àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì â êëàññå àë-
ãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ äî èõ êîððåêòèðó-
þùåé ñïîñîáíîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîâïà-
äàåò ñî ñëîæíîñòüþ ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ, à îïèñà-
íèå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì èç îïèñàíèé èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ.
Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ÷åðåç
öåïî÷êó ðîäñòâåííûõ ñâÿçåé îò àëãîðèòìîâ Âåë÷à � Áåðëåêýìïà
[99] è Åâêëèäà [94, 33], ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì â ðàáîòàõ [63, 64].
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2.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà (n, k, d) íàä êîíå÷íûì ïîëåì
GF(q) ñ äëèíîé n = q− 1, ÷èñëîì èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ k è
êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì d = n− k + 1, ãäå q � ñòåïåíü ïðî-
ñòîãî ÷èñëà. Êîððåêòèðóþùàÿ ñïîñîáíîñòü êîäà ðàâíà

[
d− 1

2

]
,

ãäå [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà îáîçíà÷èì

÷åðåç

g(x) =
b+d−2∏

i=b

(x− αi),

ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò GF(q); b � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî.

Ïðèíÿòûé âåêòîð ïðåäñòàâëåí ìíîãî÷ëåíîì

R(x) =
n−1∑

i=0

rix
i = C(x) + E(x) =

n−1∑

i=0

cix
i +

n−1∑

i=0

eix
i,

ãäå C(x) � êîäîâîå ñëîâî; E(x) � âåêòîð îøèáîê.
Ïóñòü E(x) ñîäåðæèò t ≤ d− 1

2
îøèáîê, êîòîðûå èìåþò êîîð-

äèíàòû i1, i2, . . . , it, ïðè÷åì 0 ≤ i1 < i2 < . . . < it ≤ n− 1, è çíà÷å-
íèÿ ei1 , ei2 , . . . , eit . Íàçîâåì âåëè÷èíû Z1 = αi1 , Z2 = αi2 , . . . , Zt =
αit ëîêàòîðàìè îøèáîê, à Y1 = ei1 , Y2 = ei2 , . . . , Yt = eit � çíà÷å-
íèÿìè îøèáîê.

Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê îáîçíà÷èì ÷åðåç

W (x) =
t∏

i=1

(x− Zi),

ãäå t ≤ d− 1
2

, � ÷èñëî îøèáîê â âåêòîðå îøèáîê E(x); Zi � ëî-
êàòîð îøèáêè â âåêòîðå îøèáîê E(x).
Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ W (x) = 1, åñëè îøèáîê íåò.
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Èçâåñòíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ êîäèðîâàíèÿ äëÿ êîäîâ Ðèäà �
Ñîëîìîíà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà èç íèõ:
ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå âî âðåìåííîé îáëàñòè è ñïåêòðàëü-
íîå êîäèðîâàíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äëÿ íåñèñòåìàòè÷åñêîãî êî-
äèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò
ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ.

Â ïàðàãðàôàõ 2.2.3 è 2.2.4 ïðèìåíÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå êî-
äèðîâàíèå. Êîäîâîå ñëîâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � èíôîðìàöè-
îííîé è ïðîâåðî÷íîé. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê, âõîäÿùèõ â
èíôîðìàöèîííóþ ÷àñòü, îáîçíà÷èì êàê

Wm(x) =
tm∏

i=1

(x− Zi),

ãäå tm ≤ d− 1
2

� ÷èñëî îøèáîê â èíôîðìàöèîííîé ÷àñòè âåêòîðà
îøèáîê E(x); Zi ∈ {αj | j ∈ [d − 1, n − 1]} � ëîêàòîð îøèáêè â
èíôîðìàöèîííîé ÷àñòè âåêòîðà îøèáîê E(x).

Â ïàðàãðàôàõ 2.2.2 è 2.2.5 ïðèìåíÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå êîäè-
ðîâàíèå. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñëó÷àé b = 1. Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà
îáîçíà÷èì êàê

M(x) =
k−1∑

i=0

mix
i.

Ïðè ñïåêòðàëüíîì êîäèðîâàíèè êîìïîíåíòà ci êîäîâîãî ñëîâà
C(x) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ci = M(αi), i ∈ [0, n− 1].

2.2.2. Àëãîðèòì Ãàî
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì Ãàî [76], êîòî-

ðûé ðàíåå áûë ââåäåí Øèîçàêè [92]. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êëàññè÷åñêèå êîäû Ðèäà � Ñîëîìîíà
ñ ïàðàìåòðàìè n = q − 1 è b = 1.
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Øàã 1. Èíòåðïîëÿöèÿ. Ïîñòðîèì òàêîé èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí T (x), ÷òî

T (αi) = ri, i ∈ [0, n− 1],

ãäå deg T (x) < n.
Øàã 2. Íåçàêîí÷åííîå âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-

òåëÿ. Ðåøàåì ñðàâíåíèå




W (x)T (x) ≡ P (x)modxn − 1

deg P (x) <
n + k

2
maximizedeg P (x)

ïðèìåíåíèåì ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà ê ìíîãî÷ëåíàì
xn − 1 è T (x), ïîëó÷àÿ åäèíñòâåííóþ ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è
W (x).

Øàã 3. Äåëåíèå. Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí åñòü

M(x) =
P (x)
W (x)

.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(n(log n)2) ñîâïàäà-
åò ñî ñëîæíîñòüþ ëó÷øèõ êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâà-
íèÿ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà [33, 81].

Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà Ãàî ìîæåò áûòü âûïîëíåí ëþáûì
áûñòðûì àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå (ÄÏÔ) íàä êîíå÷íûì ïîëåì (íàïðèìåð, [98, 43]), ñî ñëîæ-
íîñòüþ O(n(log n)2) îïåðàöèé. Â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî ìèíè-
ìèçèðîâàòü ÷èñëî óìíîæåíèé, ëó÷øèé àëãîðèòì äëÿ ìàëûõ äëèí
(n ≤ 511) ïðåäëîæåí â ðàáîòå [39].

Îäíà èç ëó÷øèõ ðåàëèçàöèé âòîðîãî øàãà åñòü àëãîðèòì
Ì�åíêà [87] ñî ñëîæíîñòüþ O(n(log n)2) îïåðàöèé, êîòîðûé òàêæå
âîñïðîèçâåäåí â ìîíîãðàôèÿõ [2, 8]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âòî-
ðîé øàã ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ êëþ÷åâîãî
óðàâíåíèÿ Ñóãèÿìû è äðóãèõ [94].
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Äåëåíèå íà òðåòüåì øàãå àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ çà
O(n log n log log n) îïåðàöèé.

Ïðè ïðèëîæåíèè àëãîðèòìà Ãàî ê äðóãèì êëàññàì àëãåáðà-
è÷åñêèõ êîäîâ, òàêèõ êàê Á×Õ, êîäû Ãîïïû èëè àëüòåðíàíòíûå
êîäû, íåîáõîäèìî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûé øàã, âîññòàíàâëèâà-
þùèé êîäîâîå ñëîâî ïî èíôîðìàöèîííîìó ìíîãî÷ëåíó.

2.2.3. Îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì Âåë÷à � Áåðëåêýìïà

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ Âåë÷à � Áåðëåêýìïà ëåæèò âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè. Â èçëîæåíèè àëãîðèòìà áóäåì ñëåäîâàòü ïàòåíòó
[99] è ñòàòüå [88], ãäå îïèñàíèå àëãîðèòìà óïðîùåíî.

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ Âåë÷à � Áåðëåêýìïà ñîñòîèò èç ñëå-
äóþùèõ øàãîâ.

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì ñèíäðîì äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà

S(x) =
d−2∑

i=0

six
i ≡ R(x) mod g(x).

Øàã 2. Ðåøàåì êëþ÷åâîå óðàâíåíèå
{

pjα
jN(αj) = sjWm(αj), j ∈ [0, d− 2]

deg N(x) < deg Wm(x) ≤ (d− 1)/2
, (9)

ãäå

p(x) =
g(x)

x− αb
=

d−2∑

i=0

pix
i,

è ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåíû N(x) è Wm(x).
Øàã 3. Îïðåäåëÿåì ëîêàòîðû îøèáîê â èíôîðìàöèîííîé ÷à-

ñòè ïðèíÿòîãî âåêòîðà èç Wm(x) è ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî {Zi} ∈
{αj | j ∈ [d− 1, n− 1]}.

Øàã 4. Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ îøèáîê â èíôîðìàöèîííîé ÷àñòè
ïðèíÿòîãî âåêòîðà

Yi = f(Zi)
N(Zi)

W ′
m(Zi)

,
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ãäå W ′
m(x) � ôîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äëÿ Wm(x) è

f(Z) = Z−b
d−2∑

i=0

piα
i(b+1)

αi − Z

äëÿ Z ∈ αj , j ∈ [d− 1, n− 1].
Øàã 5. Âû÷èñëÿåì ïðîâåðî÷íóþ ÷àñòü êîäîâîãî ñëîâà.

2.2.4. Èíòåðïðåòàöèÿ ×àìáåðñà

×àìáåðñ îïèñàë èíòåðïðåòàöèþ âòîðîãî øàãà àëãîðèòìà äå-
êîäèðîâàíèÿ Âåë÷à � Áåðëåêýìïà [51].

Äëÿ êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà âñåãäà pj 6= 0, j ∈ [0, d − 2], è èç
êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ (9) èìååì





N(αj) =
sj

pjαj
Wm(αj), j ∈ [0, d− 2]

deg N(x) < deg Wm(x) ≤ (d− 1)/2
.

Ïîñòðîèì òàêîé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí L(x), ÷òî

L(αj) =
sj

pjαj
, j ∈ [0, d− 2],

ãäå deg L(x) < d− 1.
Èç

N(αj) = L(αj)Wm(αj), j ∈ [0, d− 2],

èìååì 



N(x) ≡ L(x)Wm(x)modG(x)
deg N(x) < deg Wm(x) ≤ (d− 1)/2
minimizedeg Wm(x)

,

ãäå G(x) =
d−2∏
j=0

(x− αj).

Ðåøàåì ñðàâíåíèå ïðèìåíåíèåì ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà ê ìíîãî÷ëåíàì G(x) è L(x), ïîëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíû N(x) è
Wm(x).
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2.2.5. Àëãîðèòì Âåë÷à � Áåðëåêýìïà â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè

Èäåÿ ìîäèôèêàöèè Ãåììåëÿ è Ñóäàíà [77] ñîñòîèò â ïåðåíîñå
àëãîðèòìà Âåë÷à � Áåðëåêýìïà â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü. Î÷åâèäíî,
÷òî îïèñàíèå ìîäèôèêàöèè çíà÷èòåëüíî ïðîùå îïèñàíèÿ îðèãè-
íàëüíîãî àëãîðèòìà Âåë÷à � Áåðëåêýìïà, îäíàêî åå ïðÿìàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ íåýôôåêòèâíà.

Åñëè ri = ci, òî ri = M(αi). Åñëè ri 6= ci, òî W (αi) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî:

W (αi)ri = W (αi)M(αi), i ∈ [0, n− 1].

Ïóñòü P (x) = W (x)M(x). Òîãäà êëþ÷åâîå óðàâíåíèå èìååò âèä

W (αi)ri = P (αi), i ∈ [0, n− 1]. (10)
Ðåøàåì êëþ÷åâîå óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåíû P (x) è

W (x). Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì

M(x) =
P (x)
W (x)

.

2.2.6. Âûâîä àëãîðèòìà Ãàî

Ïðèëîæèì ìåòîä ×àìáåðñà ê êëþ÷åâîìó óðàâíåíèþ (10).
Ïîñòðîèì òàêîé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí T (x), ÷òî

T (αi) = ri, i ∈ [0, n− 1],

ãäå deg T (x) < n. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó øàãó àëãîðèòìà Ãàî.
Äàëåå, èç

W (αi)T (αi) = P (αi), i ∈ [0, n− 1],

èìååì ñðàâíåíèå
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W (x)T (x) ≡ P (x)modxn − 1

deg W (x) ≤ d− 1
2

maximizedeg W (x)

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg P (x) = deg M(x) + deg W (x) ≤ (k − 1) +
d− 1

2
≤ n + k

2
− 1 <

n + k

2
, ïåðåïèñûâàåì óñëîâèå ðåøåíèÿ ñðàâ-

íåíèÿ íà ýêâèâàëåíòíîå




W (x)T (x) ≡ P (x)modxn − 1

deg P (x) <
n + k

2
maximizedeg P (x)

.

Ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó øàãó àëãî-
ðèòìà Ãàî.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîìáèíèðóÿ ìåòîäû èç ïàðàãðàôîâ 2.2.4 è 2.2.5,
ïîëó÷àåì àëãîðèòì Ãàî.

2.2.7. Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà

Íàïîìíèì îïèñàíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñøèðåííîãî àë-
ãîðèòìà Åâêëèäà. Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà ïðèìåíÿåò-
ñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì r−1(z) è r0(z), ïðè÷åì deg r−1(z) ≥ deg r0(z).
Äâà íà÷àëüíûõ øàãà i = −1 è i = 0 ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûìè, è
äëÿ íèõ ïðèíèìàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x−1(z) = y0(z) = 1 è
x0(z) = y−1(z) = 0. Íà i-ì øàãå (i ≥ 1) âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ
îñòàòêîì ri−2(z) = ri−1(z)qi−1(z)+ri(x), ãäå deg ri−1(z) > deg ri(z),
è âû÷èñëÿþòñÿ ëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû xi(z) è yi(z). Çàïèøåì
i-é øàã ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà

r−1(z)xi(z) + r0(z)yi(z) = ri(z), i ≥ 1,
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ãäå 



ri(z) = ri−2(z)− ri−1(z)qi−1(z)
xi(z) = xi−2(z)− xi−1(z)qi−1(z)
yi(z) = yi−2(z)− yi−1(z)qi−1(z)

.

Çàâåðøàåòñÿ ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà øàãîì ñ íóëå-
âûì îñòàòêîì ri(z) = 0 (äîïîëíèòåëüíûì øàãîì). Îäíàêî íåçà-
êîí÷åííûé ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà ìîæåò áûòü çàâåð-
øåí íà ëþáîì øàãå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ íà
ñòåïåíü îñòàòêà èëè ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

deg ri−1(z) > deg ri(z). (11)
Äëÿ ñòåïåíè ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà yi(z) ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî [33, 12.8]

deg yi(z) = deg r−1(z)− deg ri−1(z). (12)

2.2.8. Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Ãàî

Äëÿ çàâåðøåíèÿ âûâîäà àëãîðèòìà Ãàî íåîáõîäèìî äîêàçàòü
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Àëãîðèòì Ãàî ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó ðå-
øåíèþ ïðè äåêîäèðîâàíèè äî êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîäà
Ðèäà � Ñîëîìîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ




W (x)T (x) ≡ P (x)modxn − 1

deg P (x) <
n + k

2
maximizedeg P (x)

. (13)

Ïåðâîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèìåíåíèåì ðàñøèðåííîãî àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà ê ìíîãî÷ëåíàì xn−1 è T (x) ñ ïðàâèëîì îñòàíîâêè
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deg P (x) <
n + k

2
, äàåò ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è W (x). Åñëè P (x)

äåëèòñÿ íà W (x) áåç îñòàòêà, òî ìíîãî÷ëåí M(x) =
P (x)
W (x)

áóäåò
èíôîðìàöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà íàäî ïðîâîäèòü
ñ íóëåâîãî (ôèêòèâíîãî) øàãà, à íå ñ ïåðâîãî, êàê îáû÷íî. Çàêàí-
÷èâàòü ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà íàäî äîïîëíèòåëüíûì (ñ
íóëåâûì îñòàòêîì) øàãîì.

Äðóãîå ðåøåíèå (èñòèííîå) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

W̃ (x)T (x) ≡ P̃ (x)modxn − 1

ïðè äåêîäèðîâàíèè äî êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîäà Ðèäà �
Ñîëîìîíà
deg W̃ (x) ≤ d− 1

2
è ïðèâîäèò ê äðóãîìó èíôîðìàöèîííîìó ìíî-

ãî÷ëåíó êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà

M̃(x) =
P̃ (x)

W̃ (x)
.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ (13) çàêàí÷èâàåòñÿ íà íóëåâîì øàãå ðàñøèðåííîãî àë-
ãîðèòìà Åâêëèäà, è äîêàæåì, ÷òî èíôîðìàöèîííûå ìíîãî÷ëåíû,
ïîëó÷åííûå èç îáîèõ ðåøåíèé, ñîâïàäàþò: M(x) = M̃(x).

Ïóñòü W̃ (x) = 1. Òîãäà M̃(x) = M(x) = P (x) = T (x), òàê êàê
èç íóëåâîãî øàãà ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà ñëåäóåò, ÷òî
deg T (x) ≤ k − 1 <

n + k

2
.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî W̃ (x) 6= 1.
Äîêàæåì, ÷òî deg W (x) ≤ d− 1

2
, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðàñøè-

ðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà.
Ëåììà 2.1. deg W (x) ≤ d− 1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà i-ì øàãå ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà èç (11) è deg P (x) <

n + k

2
ñëåäóåò, ÷òî
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deg ri−1(z) ≥ n + k

2
.

Òîãäà èç (12) è deg r−1(z) = n ñëåäóåò

deg yi(z) = deg r−1(z)− deg ri−1(z) ≤ n− n + k

2
=

d− 1
2

.

Òàêèì îáðàçîì, deg W (x) ≤ d− 1
2

. ×.ò.ä.

Âûïîëíèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì

P (x) = W (x)M(x) + U(x), ïðè÷åì deg U(x) < deg W (x).

Åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàâåí íóëþ: U(x) = 0, òî ìíîãî÷ëåí
M(x) áóäåò èíôîðìàöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì êîäà Ðèäà � Ñîëîìî-
íà.

Î÷åâèäíî, ÷òî deg P̃ (x) = deg M̃(x) + deg W̃ (x) ≤ (k − 1) +
d− 1

2
≤ n + k

2
− 1 <

n + k

2
.

Ïîêàæåì, ÷òî èíôîðìàöèîííûå ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå èç
îáîèõ ðåøåíèé, ñîâïàäàþò, ò. å.

{
M(x) = M̃(x)
U(x) = 0

.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

P (x)W̃ (x) ≡
(
W (x)T (x)

)
W̃ (x) = W (x)

(
T (x)W̃ (x)

)
≡

≡ W (x)P̃ (x)modxn − 1

ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå

P (x)W̃ (x) ≡ W (x)P̃ (x)modxn − 1.
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Îöåíèì ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â êàæäîé ÷àñòè
ñðàâíåíèÿ. Èç 




deg W (x), W̃ (x) ≤ d− 1
2

deg P (x), P̃ (x) <
n + k

2
ñëåäóåò





deg
(
P (x)W̃ (x)

)
<

n + k

2
+

d− 1
2

= n

deg
(
W (x)P̃ (x)

)
<

d− 1
2

+
n + k

2
= n

,

ò. å. 



deg
(
P (x)W̃ (x)

)
< n

deg
(
W (x)P̃ (x)

)
< n

.

Âèäíî, ÷òî ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â êàæäîé ÷àñòè
ñðàâíåíèÿ íå ïðåâûøàþò ñòåïåíü ìîäóëÿ xn − 1, ò. å. ñðàâíåíèå
ñïðàâåäëèâî êàê ðàâåíñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

P (x)W̃ (x) = W (x)P̃ (x).

Îòñþäà ïîñëå äåëåíèÿ èìååì

P (x) = W (x)
P̃ (x)

W̃ (x)
= W (x)M̃(x).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî P (x) äåëèòñÿ íà W (x) áåç
îñòàòêà, ò. å. U(x) = 0 è M(x) =

P (x)
W (x)

.
Ïîñëå åùå îäíîãî äåëåíèÿ èìååì

P (x)
W (x)

= M̃(x)

è

M(x) = M̃(x).
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Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (13), ïîëó÷åííîå ïðèìåíå-
íèåì ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, âñåãäà ñóùåñòâóåò è ñîâ-
ïàäàåò ñ èñòèííûì ðåøåíèåì. ×.ò.ä.

2.2.9. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ êî-
äà Ðèäà � Ñîëîìîíà (4, 2, 3). Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà áóäåì
çàïèñûâàòü êàê âåêòîð-ñòðîêó è êàê âåêòîð-ñòîëáåö (áåç îáîçíà-
÷åíèÿ îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ).

Êîíå÷íîå ïîëå. Âíà÷àëå ââåäåì êîíå÷íîå ïîëå GF(5) =
{0, 1, 2, 3, 4} mod 5. Èëè â äðóãîì ïðåäñòàâëåíèè: GF(5) =
{0, α0, α1, α2, α3}, ãäå α = 2 � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò.

α0 α1 α2 α3 α4 = 1
1 2 4 3 1

Êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà. Ââåäåì êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà (4, 2,
3) íàä GF(5). Åãî ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

g(x) = (x− α)(x− α2) = (x− 2)(x− 4) = x2 + 4x + 3,

ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà

G =
[
g0 g1 g2 0
0 g0 g1 g2

]
=

[
3 4 1 0
0 3 4 1

]

è ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

H =
[
α0 α1 α2 α3

α0 α2 α0 α2

]
=

[
1 2 4 3
1 4 1 4

]
.
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Ñïåêòðàëüíîå êîäèðîâàíèå. Êîäîâîå ñëîâî âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

C = V M,

ãäå ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà åñòü

V =




α0 α0 α0 α0

α0 α1 α2 α3

α0 α2 α0 α2

α0 α3 α2 α1


 =




1 1 1 1
1 2 4 3
1 4 1 4
1 3 4 2


 .

Ïóñòü èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí åñòü

M(x) =
[
m0 m1 0 0

]
=

[
2 3 0 0

]
= 2 + 3x.

Òîãäà ïðîöåäóðà êîäèðîâàíèÿ èìååò âèä



c0

c1

c2

c3


 =




α0 α0 α0 α0

α0 α1 α2 α3

α0 α2 α0 α2

α0 α3 α2 α1







m0

m1

0
0


 ;




0
3
4
1


 =




1 1 1 1
1 2 4 3
1 4 1 4
1 3 4 2







2
3
0
0


 ;

C(x) =
[
c0 c1 c2 c3

]
=

[
0 3 4 1

]
= 3x + 4x2 + x3.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Çàïèøåì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê
ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà:

V −1 = −




1 1 1 1
1 3 4 2
1 4 1 4
1 2 4 3


 .

Òîãäà îáðàòíîå ÄÏÔ åñòü
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M = V −1C;

C(x) =
[
c0 c1 c2 c3

]
=

[
0 3 4 1

]
= 3x + 4x2 + x3;




2
3
0
0


 = −




1 1 1 1
1 3 4 2
1 4 1 4
1 2 4 3







0
3
4
1


 ;

M(x) =
[
m0 m1 0 0

]
=

[
2 3 0 0

]
= 2 + 3x.

Äåêîäèðîâàíèå. Ïóñòü èç êàíàëà ïðèíÿò âåêòîð R(x) =
C(x) + E(x):

C(x) = (0 3 4 1)
E(x) = (0 0 2 0)
R(x) = (0 3 1 1)

Z α0 α1 α2 α3

Z 1 2 4 3

;

R(x) =
[
r0 r1 r2 r3

]
=

[
0 3 1 1

]
= 3x + x2 + x3.

Øàã 1. Èíòåðïîëÿöèÿ.



0
0
3
2


 = −




1 1 1 1
1 3 4 2
1 4 1 4
1 2 4 3







0
3
1
1


 ;

T = V −1R =
[
T0 T1 T2 T3

]
=

[
0 0 3 2

]
= 3x2 + 2x3.

Øàã 2. Íåçàêîí÷åííîå âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ.
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W (x)T (x) ≡ P (x)modxn − 1

deg P (x) <
n + k

2
maximizedeg P (x)

;

{
W (x)(3x2 + 2x3) ≡ P (x)modx4 − 1
deg P (x) < 3

;

x4 − 1 = (3x2 + 2x3)(3x + 3) + (x2 − 1);

(3x + 3)(3x2 + 2x3) = −(x2 − 1) + x4 − 1;

(3x + 3)(3x2 + 2x3) ≡ 4x2 + 1modx4 − 1;
{

W (x) = 3x + 3 = 3(x− 4) = 3(x− α2)
P (x) = 4x2 + 1

.

Øàã 3. Äåëåíèå.

M(x) =
P (x)
W (x)

=
4x2 + 1
3x + 3

= 3x + 2.

Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí åñòü

M(x) =
[
m0 m1 0 0

]
=

[
2 3 0 0

]
= 2 + 3x.

2.2.10. Çàìå÷àíèÿ ê ðàçäåëó

Óñòàíîâëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè äåêî-
äèðîâàíèÿ èìååò âàæíîå ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Èç ðàçäåëà òàêæå âèäíî, êàê ïåðåíîñ àë-
ãîðèòìîâ èç âðåìåííîé îáëàñòè â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü ïðèâîäèò
ê óïðîùåíèþ èõ îïèñàíèÿ. Íà òåêóùèé ìîìåíò àëãîðèòì Ãàî è
åãî ìîäèôèêàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ àâòîðó ñàìûìè ïðîñòûìè äëÿ
êîäîâ ñ îãðàíè÷åííîé äëèíîé ïðè ëþáûõ ðåàëèçàöèÿõ. Äîêàçà-
òåëüñòâà êîððåêòíîñòè âñåõ ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå àëãîðèòìîâ
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ
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èñòî÷íèêàõ è â ïîïóëÿðíûõ ìîíîãðàôèÿõ ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ
[33, 7].

2.3. Äåêîäèðîâàíèå â íàäêîäàõ

Ðàññìîòðèì äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ äî èñòèííîãî
ðàññòîÿíèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâà-
þùèõ ñòåïåííûå ñóììû ñ êîýôôèöèåíòàìè ëîêàòîðíîãî ìíîãî-
÷ëåíà.

Êàê èçâåñòíî, öèêëè÷åñêèå êîäû îáëàäàþò îñîáåííîé ñòðóê-
òóðîé, ïîçâîëÿþùåé èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ èõ äåêîäèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå òðóäíûì îêàçàëîñü èñïðàâëå-
íèå îøèáîê âïëîòü äî èñòèííîãî ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ïðè
ïðåâûøåíèè ïîñëåäíèì êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ ìíî-
ãèõ êîäîâ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòà çàäà÷à ðåøåíà [73]. Îäíàêî
ïî-ïðåæíåìó ïðèâëåêàòåëüíî ÿâíîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ëîêàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ýòà çàäà÷à èìååò èçâåñòíóþ èñòîðèþ,
íî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî áûëî íàéäåíî îñòðîóìíîå ðåøåíèå äëÿ
êîäà Ãîëåÿ [60]. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ îáîñíîâàíèå
óïîìÿíóòîãî ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííîå àâòîðîì â ðàáîòàõ [36, 69] è
ïîçâîëÿþùåå îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà äðóãèå êîäû.

2.3.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G � äâîè÷íûé Á×Õ (n, k, d)-êîä ñ ìíîæåñòâîì èíäåê-
ñîâ íóëåé Z, ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) =

∏
i∈Z

(x − βi)

è ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H = ‖βij‖ íàä ïîëåì GF(2m), i ∈ Z,
j ∈ [0, n−1], ãäå n � äëèíà êîäà, k � ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèì-
âîëîâ, d � ðàññòîÿíèå êîäà â ìåòðèêå Õýììèíãà, β = α(2m−1)/n,
α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF(2m). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öå-
ëîãî ÷èñëà b0 ≥ 0 ìíîæåñòâî {b0, b0 + 1, . . . , b0 + δ − 2} ∈ Z, òî
÷èñëî δ íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì êîäà.
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Ïðèíÿòûé èç êàíàëà âåêòîð åñòü b = a + e (mod 2), ãäå a �
âåêòîð èç êîäà G, à e = (e0, e1, . . . , en−1) � âåêòîð îøèáîê.

Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ σ(z) äëÿ âåêòîðà îøèáîê e èìååò âèä

σ(z) =
t∏

i=1

(z −Xi) =
t∑

i=0

σiz
i,

ãäå Xi = βji , i ∈ [1, t], åñëè eji = 1; t = W (e) � âåñ Õýììèíãà
âåêòîðà îøèáîê.

Ñòåïåííóþ ñóììó

Sl =
t∑

i=1

X l
i (14)

íàçîâåì l-é êîìïîíåíòîé ñèíäðîìà.
Î÷åâèäíî, ÷òî Sl+n = Sl, à èíäåêñû êîìïîíåíò ñèíäðîìà ñëå-

äóåò âû÷èñëÿòü ïî mod n.
Çàïèñü îáîáùåííûõ òîæäåñòâ Íüþòîíà çàâèñèò îò õàðàêòåðè-

ñòèêè ïîëÿ, â êîòîðîì ýòè òîæäåñòâà èñïîëüçóþòñÿ, îò îïðåäåëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ è îò ñïîñîáà íóìåðàöèè åãî êîýôôèöè-
åíòîâ. Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 îáîáùåííûå òîæäåñòâà Íüþòîíà
ïðèíèìàþò âèä

j−1∑

i=0

Sj−iσt−i + jσt−j = 0 ïðè j ∈ [1, t];

t∑

i=0

Sj−iσt−i = 0 ïðè j > t. (15)

Ýòîò âèä, õîòÿ è îòëè÷àåòñÿ îò âèäà àíàëîãè÷íûõ òîæäåñòâ
èç ðàáîò [38, 33], ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàïèñü ïðèâîäèìûõ íè-
æå âûðàæåíèé. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà (15), ìîæíî èñïðàâëÿòü äî
b(δ − 1)/2c îøèáîê â êîäå Á×Õ [38, 33].
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2.3.2. Äîïîëíèòåëüíûå òîæäåñòâà

Èç âòîðîãî òîæäåñòâà â (15) è ðàâåíñòâà Sl+n = Sl ñëåäóåò

t∑

i=0

Sj−iσt−i = 0 äëÿ ëþáîãî j,

ò. å. âåêòîð (σ0, σ1, . . . , σt) îðòîãîíàëåí âåêòîðó
(S1, S2, . . . , Sn−1, S0) è åãî ëþáîìó öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè öèêëè÷åñêèé êîä C äëèíû n íàä ïîëåì

GF(2m) ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì σ(z) =
t∑

i=0

σiz
i. Ñëîâî

ýòîãî êîäà c ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó c(z) =
p∑

i=0

ciz
i = σ(z)q(z),

ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n è äëÿ êîòîðîãî
p∑

i=0

Sj−icp−i = 0 ïðè ëþáîì j. (16)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå
òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå èçâåñòíûå ñòåïåííûå ñóììû (14), êîòî-
ðûå ñîâìåñòíî ñ òîæäåñòâàìè (15) äàþò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ σ(z) è èñïðàâëÿòü â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ áîëüøå îøèáîê, ÷åì äîïóñêàåò êîíñòðóêòèâíîå ðàñ-
ñòîÿíèå.

Ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí u(z), deg u(z) = p > t, íà
ìíîãî÷ëåí σ(z):

u(z) = σ(z)q(z) + r(z), ãäå deg r(z) < t. (17)
Ìíîãî÷ëåí

u(z)− r(z) = σ(z)q(z) =
p∑

i=0

µiz
i

ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó
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p+1∑

i=1

Siµi−1 = 0. (18)

2.3.3. Àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ òðåõ îøèáîê

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó èñïðàâëåíèÿ òðåõ îøèáîê êîäàìè ñ
êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì δ = 5 è ñ èñòèííûì ðàññòîÿíèåì
d ≥ 7. Àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé
îáîáùåííûå òîæäåñòâà Íüþòîíà, èñïðàâëÿåò âñåãî äâå îøèáêè.
Ïî ïðèíÿòîìó âåêòîðó b ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî òàêèå êîì-
ïîíåíòû ñèíäðîìà Si, ÷òî i ∈ Z. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñèí-
äðîìà ñ÷èòàåì íåîïðåäåëåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà íå îïðåäå-
ëåíà êîìïîíåíòà S5. Èç îáîáùåííûõ òîæäåñòâ Íüþòîíà ïîëó÷à-
þòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ñèíäðîìà:

{
S1σ3 + σ2 = 0
S3σ3 + S2σ2 + S1σ1 + σ0 = 0

,

÷òî ïðèâîäèò ê
{

σ2 = S1

σ0 = S3 + S2σ2 + S1σ1

. (19)

Íàïîìíèì, ÷òî âñåãäà σt = 1. Ýòèõ óðàâíåíèé, î÷åâèäíî, íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ
σ(z) ïðè t = 3.

Èç ôîðìóëû (17) ïðè u(z) = zp è p = 6, 8, 10 èìååì

zp = (z3 + σ2z
2 + σ1z + σ0)q(z) + µ2z

2 + µ1z + µ0,
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ãäå




µ2 = σ2
1 + σ1σ

2
2 + σ4

2

µ1 = σ0σ
2
2 + σ1σ

3
2

µ0 = σ2
0 + σ0σ

3
2

äëÿ p = 6;





µ2 = σ2
0 + σ3

1 + σ1σ
4
2 + σ6

2

µ1 = σ0σ
2
1 + σ3

1σ2 + σ0σ
4
2 + σ1σ

5
2

µ0 = σ0σ
2
1σ2 + σ2

0σ
2
2 + σ0σ

5
2

äëÿ p = 8;





µ2 = σ2
0σ1 + σ4

1 + σ2
1σ

4
2 + σ1σ

6
2 + σ8

2

µ1 = σ3
0 + σ2

0σ1σ2 + σ0σ
6
2 + σ1σ

7
2

µ0 = σ2
0σ

2
1 + σ3

0σ2 + σ2
0σ

4
2 + σ0σ

7
2

äëÿ p = 10.

Òàêèì îáðàçîì, èç (18) ïðè u(z) = zp è ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
p èìååì ïî äîïîëíèòåëüíîìó óðàâíåíèþ

Sp+1 + S3µ2 + S2µ1 + S1µ0 = 0. (20)
Ïîäñòàâëÿÿ (19) â óðàâíåíèå (20) è èñïîëüçóÿ òðèâèàëüíîå

ñîîòíîøåíèå S2 = S2
1 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

(S3
1 + S3)σ2

1 + (S5
1 + S2

1S3)σ1+

+(S7
1 + S4

1S3 + S1S
2
3 + S7) = 0 ïðè p = 6; (21)

(S3
1 + S3)σ3

1 + (S5
1 + S2

1S3)σ2
1 + (S7

1 + S4
1S3)σ1+

+(S9
1 + S3

1S2
3 + S3

3 + S9) = 0 ïðè p = 8; (22)

(S3
1 + S3)σ4

1 + (S5
1 + S2

1S3)σ3
1 + (S4

1S3 + S1S
2
3)σ2

1+

+(S3
1S2

3 +S3
3)σ1+(S11

1 +S11+S8
1S3+S5

1S2
3) = 0 ïðè p = 10. (23)

Çàïèøåì ôîðìàëüíî àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ òðåõ îøèáîê.
Øàã 1. Ïî ïðèíÿòîìó âåêòîðó b = (b0, b1, . . . , bn−1) âû÷èñëÿåì

êîìïîíåíòû ñèíäðîìà Si, i ∈ Z ïî ôîðìóëå
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Si =
n−1∑

j=0

bjβ
ij .

Øàã 2. Åñëè Si = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Z, òî t = 0 (îøèáîê íåò).
Øàã 3. Âû÷èñëÿåì ∆ = S3

1 + S3.
Øàã 4. Åñëè ∆ = 0, òî t = 1 è X1 = S1 (îäíà îøèáêà). Ïåðåõîä

ê øàãó 9.
Øàã 5. Èç äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (20) íàõîäèì σ1

(äëÿ êàæäîãî êîäà èñïîëüçóåì ñâîè äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ).
Øàã 6. Âû÷èñëÿåì

σ2 = S1; σ0 = ∆ + S1σ1.

Øàã 7. Ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ äëÿ âåêòîðà îøèáîê

σ(z) = z3 + σ2z
2 + σ1z + σ0.

Øàã 8. Íàõîäèì êîðíè ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå (β0, β1, . . ., βn−1). Åñëè t = 2, òî ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ èìå-
åò îäèí êîðåíü, ðàâíûé íóëþ, è äâà êîðíÿ X1 è X2 â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå (β0, β1, . . ., βn−1). Åñëè t = 3, òî ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ
èìååò òðè êîðíÿ X1, X2 è X3 â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå (β0, β1, . . .,
βn−1).

Øàã 9. Ïî íàéäåííîìó ìíîæåñòâó {Xi} èñïðàâëÿåì îøèáêè.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àëãîðèòìà ïîëíîãî äåêîäèðîâàíèÿ

êîäà Ãîëåÿ.

Ïðèìåð. Êîä Ãîëåÿ. Íàä ïîëåì GF(211), çàäàííûì ïðèìè-
òèâíûì ìíîãî÷ëåíîì x11 +x2 +1, îïðåäåëèì (23, 12, 7)-êîä Ãîëåÿ
ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì x11+x9+x7+x6+x5+x+1 è ñ êîí-
ñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì δ = 5. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íóëåé êîäà
ïðèíàäëåæèò îäíîìó öèêëîòîìè÷åñêîìó êëàññó, à èìåííî {(1, 2,
4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12)}.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (22) ê âèäó
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(S3
1 + S3)

((
σ1 + S2

1

)3 +
C

S3
1 + S3

)
= 0,

ãäå C = S6
1S3 + S3

1S2
3 + S3

3 + S9.
Òîãäà îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

σ1 = S2
1 + 3

√
C

S3
1 + S3

íàä ïîëåì GF(211).
Òåïåðü ïîäðîáíî çàïèøåì øàã 5 àëãîðèòìà ïîëíîãî äåêîäèðî-

âàíèÿ êîäà Ãîëåÿ.
Øàã 5. Âû÷èñëÿåì

C = S6
1S3 + S3

1S2
3 + S3

3 + S9;

σ1 = S2
1 + 3

√
C

∆
= S2

1 +
(

C

∆

)1365

.

Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð.

Ïðèìåð. (21, 7, 8)-êîä. Íàä ïîëåì GF(26), çàäàííûì ïðè-
ìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì x6 + x + 1, îïðåäåëèì (21, 7, 8)-êîä ñ
êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì δ = 5. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íóëåé
êîäà ïðèíàäëåæèò ÷åòûðåì öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì, à èìåííî
{(1, 2, 4, 8, 16, 11), (3, 6, 12), (7, 14), (9, 18, 15)}.

Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (21) èìååò äâà êîðíÿ â ïîëå
GF(26), òî îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîðîííèì. Ðàçäåëèì ñ îñòàò-
êîì ìíîãî÷ëåíû èç óðàâíåíèé (22) è (23) íà ìíîãî÷ëåí (21). Åñ-
ëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (21) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé (22) è
(23), òî îáà ìíîãî÷ëåíà äîëæíû äåëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí (21) áåç
îñòàòêà, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè t > 1 (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî, õîòÿ è î÷åâèäíî). Èòàê, ïîñòîðîííèé
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êîðåíü óðàâíåíèÿ (21) íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî êîðíåì óðàâ-
íåíèé (22) è (23). Íàïðîòèâ, èñòèííûé êîðåíü (21) îäíîâðåìåííî
áóäåò êîðíåì óðàâíåíèé (22) è (23).

Ïîäðîáíî çàïèøåì øàã 5 àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ (21, 7, 8)-
êîäà.

Øàã 5. Íàõîäèì êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (21) â ïîëå
GF(26). Åñëè èìååòñÿ îäèí êîðåíü êðàòíîñòè äâà, òî îí ïðèíè-
ìàåòñÿ çà σ1. Åñëè èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, òî ïóòåì èõ
ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ (22) è (23) âûäåëÿåòñÿ èñòèííûé êîðåíü,
êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ çà σ1.

2.3.4. Äåêîäèðîâàíèå ñâûøå êîíñòðóêòèâíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ íà îñíîâå íàäêîäîâ

Â ñòàòüå [48] ïðåäëîæåíî äåêîäèðîâàíèå â íàäêîäàõ. Íàäêî-
äîì Gi ëèíåéíîãî áëîêîâîãî êîäà G íàçûâàåòñÿ êîä, ñîäåðæàùèé
âñå êîäîâûå ñëîâà èñõîäíîãî êîäà. Ïóñòü G1,G2, . . . ,Gs � íàáîð
íàäêîäîâ äëÿ êîäà G, G ⊂ Gi, i ∈ [1, s]. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ
îøèáîê êðàòíîñòè äî t â íàäêîäàõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Øàã 1. Äëÿ êàæäîãî êîäà Gi ïðîâîäèòñÿ äåêîäèðîâàíèå â ñïè-
ñîê Li. Ñïèñîê ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ îøèáîê
êðàòíîñòè äî t ñïèñîê Li ñîäåðæèò ïåðåäàííîå êîäîâîå ñëîâî.

Øàã 2. Âû÷èñëÿåòñÿ ñïèñîê L êàê ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ Li.
Øàã 3. Èç L âûáèðàåòñÿ ñëîâî, íàèáîëåå áëèçêîå ê ïðèíÿòîìó

âåêòîðó.
Àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî èòîãîâûé ñïèñîê L îêàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâåííî ìåíüøèì, ÷åì îòäåëüíûå ñïèñêè Li. Ïîýòîìó ïîèñê
ïåðåäàííîãî ñëîâà â L èìååò íåáîëüøóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæ-
íîñòü.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèå öèêëè-
÷åñêèõ êîäîâ ñâûøå êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ íàä-
êîäîâ.
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Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî êîäà G ñ
ïîìîùüþ íàäêîäîâ òðåáóåòñÿ çàäàòü ìíîæåñòâî íàäêîäîâ Gi, i ∈
[1, s], óêàçàòü ìåòîä èõ äåêîäèðîâàíèÿ â ñïèñêè Li è ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ èòîãîâîãî ñïèñêà-ïåðåñå÷åíèÿ L.

Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íóëåé öèêëè÷åñêîãî êîäà G, èñ-
ïðàâëÿþùåãî îøèáêè êðàòíîñòè äî t. Ëþáîé êîä, ó êîòîðîãî ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ íóëåé Zi ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Z (Zi ⊂ Z),
çàäàåò íàäêîä Gi êîäà G. Ïðè ýòîì êîä Gi èìååò ðàññòîÿíèå, ìåíü-
øåå ÷åì G, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü îøèáêè
êðàòíîñòè t. Äåêîäèðóÿ â íåì îøèáêè êðàòíîñòè äî t, ïîëó÷èì
ñïèñîê Li, ñîäåðæàùèé ïåðåäàííîå ñëîâî.

Âûáèðàÿ s ïîäìíîæåñòâ Zi ⊂ Z, i ∈ [1, s], ïîëó÷èì s íàäêî-
äîâ. Äåêîäèðóÿ ïðèíÿòîå ñëîâî â ýòèõ íàäêîäàõ, ïîëó÷èì ñïèñêè
Li, i ∈ [1, s], â êàæäîì èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïåðåäàííîå ñëîâî.
Ïîýòîìó ñïèñîê-ïåðåñå÷åíèå L òàêæå ñîäåðæèò ýòî ñëîâî. Ýô-
ôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå,
êîãäà èòîãîâûé ñïèñîê L ñòàíîâèòñÿ íåáîëüøèì, íàïðèìåð, ñîñòî-
èò èç îäíîãî (èñêîìîãî) âåêòîðà. Ïðè äåêîäèðîâàíèè íàäêîäîâ Gi

íå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷àòü ñïèñîê Li â ÿâíîì âèäå. Äåêîäèðîâàíèå
óïðîùàåòñÿ, åñëè óäàåòñÿ îïèñàòü ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ Li áåç âû-
ïèñûâàíèÿ ñàìèõ ñïèñêîâ.

Â ñòàòüå [36] ïðåäëîæåíî äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ
ñâûøå êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíè-
òåëüíûõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ñòåïåííûå ñóììû ñ êîýôôèöè-
åíòàìè ëîêàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû, â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâèì
îïèñàíèå ñïèñêîâ Li êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ ñòåïåííûå ñóììû è êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ëî-
êàòîðîâ îøèáîê. Ýòî îïèñàíèå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ïåðåñå÷å-
íèå ñïèñêîâ Li áåç èõ âûïèñûâàíèÿ.

Ôîðìóëó (16) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíè-
òåëüíûõ òîæäåñòâ. Âûáåðåì ñëîâî c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C ñ ìíî-
æåñòâîì èíäåêñîâ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò {0, 1, . . . , t−2, t−1; p}. Åñ-
ëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîìïîíåíò ñèíäðîìà {j−p, j−p+1, . . . , j−
p + t− 2, j − p + t− 1; j} ∈ Z, òî âñå ñîñòàâëÿþùèå ôîðìóëû (16)
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áóäóò îïðåäåëåíû. Ïîëîæèì j = p + 1, òîãäà ïðè p + 1 ∈ Z, p > t,
èìååì Zi,

Z ⊃ Zi ⊃ {1, 2, . . . , t− 1, t; p + 1},
çàäàþùåå íàäêîä Gi è äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî (18):

p+1∑

i=1

Siµi−1 = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû µ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âûáðàííûì êîäî-
âûì ñëîâîì c ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàäêîäà Gi èìååì
äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ òîæäåñòâàìè (15)
ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äåêîäèðîâàíèå â ñïèñîê Li.

2.3.5. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó èñïðàâëåíèÿ òðåõ îøèáîê êîäàìè ñ
êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì δ = 5 è ñ èñòèííûì ðàññòîÿíèåì
d ≥ 7 ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â ïàðàãðàôå 2.3.3.

Ïîñòðîèì íàäêîäû äëÿ p = 6, 8, 10. Èìååì

Z1 ⊃ {1, 2, 3, 7};
Z2 ⊃ {1, 2, 3, 9};
Z3 ⊃ {1, 2, 3, 11}

(24)

è äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ íàäêîäîâ
(21)�(23).

Íàä ïîëåì GF(26), çàäàííûì ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì x6 +
x + 1, îïðåäåëèì (21, 7, 8)-êîä G ñ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿ-
íèåì δ = 5. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íóëåé êîäà ïðèíàäëåæèò ÷å-
òûðåì öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì Z = C1 ∪ C3 ∪ C7 ∪ C9 =
{(1, 2, 4, 8, 16, 11), (3, 6, 12), (7, 14), (9, 18, 15)}.

Âûáåðåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íóëåé íàäêîäîâ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (24), ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ êîäà G:
Z1 = C1 ∪ C3 ∪ C7, Z2 = C1 ∪ C3 ∪ C9 è Z3 = C1 ∪ C3, êîòîðûå
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çàäàþò íàäêîäû G1, G2 è G3 ñîîòâåòñòâåííî. Ñïèñîê L1 äëÿ íàä-
êîäà G1 îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (19) è (21), L2 � (19) è
(22) è L3 � (19) è (23). Êàæäîìó êîðíþ óðàâíåíèé (21)�(23) ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíñòâåííîå êîäîâîå ñëîâî â ñîîòâåòñòâóþùåì ñïèñêå
êîäîâûõ ñëîâ Li, à ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ L åñòü ñîâìåñòíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (19), (21)�(23). Íàäêîäû G1 è G2 èìåþò åäèíñòâåííîå
îáùåå ñëîâî â ñïèñêàõ L1 è L2, ñîîòâåòñòâóþùåå îáùåìó êîðíþ
óðàâíåíèé (21) è (22)

σ1 =
S9

1 + S3
1S2

3 + S3
3 + S9

S1S2
3 + S7

ïðè S1S
2
3 + S7 6= 0. Åñëè S1S

2
3 + S7 = 0, òî äëÿ íàäêîäîâ G1 è G3

åäèíñòâåííûé îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé (21) è (23)

σ1 =
S8

1(S24
1 + S3)

S9
1 + S3

3

.

Òåïåðü çàïèøåì ôîðìàëüíî àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ òðåõ îøè-
áîê â (21, 7, 8)-êîäå G.

Øàã 1. Ïî ïðèíÿòîìó âåêòîðó b = (b0, b1, . . . , bn−1) âû÷èñëÿåì
êîìïîíåíòû ñèíäðîìà Si, i ∈ Z ïî ôîðìóëå

Si =
n−1∑

j=0

bjβ
ij .

Øàã 2. Åñëè Si = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Z, òî t = 0 (îøèáîê íåò).
Øàã 3. Âû÷èñëÿåì ∆ = S3

1 + S3.
Øàã 4. Åñëè ∆ = 0, òî t = 1 è X1 = S1 (îäíà îøèáêà). Ïåðåõîä

ê øàãó 9.
Øàã 5. Åñëè ∆ 6= 0, òî äëÿ íàäêîäîâ G1 è G2 âû÷èñëÿåì îáùèé

êîðåíü óðàâíåíèé (21) è (22)

σ1 =
S9

1 + S3
1S2

3 + S3
3 + S9

S1S2
3 + S7

ïðè S1S
2
3 + S7 6= 0,
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èëè äëÿ íàäêîäîâ G1 è G3 � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé (21) è (23)

σ1 =
S8

1(S24
1 + S3)

S9
1 + S3

3

ïðè S1S
2
3 + S7 = 0.

Øàã 6. Âû÷èñëÿåì

σ2 = S1; σ0 = ∆ + S1σ1.

Øàã 7. Ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ äëÿ âåêòîðà îøèáîê

σ(z) = z3 + σ2z
2 + σ1z + σ0.

Øàã 8. Íàõîäèì êîðíè ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå (β0, β1, . . ., βn−1). Åñëè t = 2, òî ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ èìå-
åò îäèí êîðåíü, ðàâíûé íóëþ, è äâà êîðíÿ X1 è X2 â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå (β0, β1, . . ., βn−1). Åñëè t = 3, òî ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ
èìååò òðè êîðíÿ X1, X2 è X3 â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå (β0, β1, . . .,
βn−1).

Øàã 9. Ïî íàéäåííîìó ìíîæåñòâó {Xi} èñïðàâëÿåì îøèáêè.

Çàìå÷àíèÿ ê ãëàâå

Àëãåáðàè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå ïî óêîðî÷åíèÿì êîäîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò àâòîðà (ñîâìåñòíî ñ Å. Ò. Ìèðîí÷èêî-
âûì) [35]. Îñíîâíîé ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ âòîðîãî ðàçäåëà ïðåä-
ëîæåí Ñ. Ãàî [76] è À. Øèîçàêè [92], îäíàêî àíàëèç àëãîðèòìà,
äîêàçàòåëüñòâî åãî êîððåêòíîñòè è �ãåíåòè÷åñêàÿ� ñâÿçü ñ äðó-
ãèìè àëãîðèòìàìè ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûì ðåçóëüòàòîì àâòîðà
[63, 64]. Ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî äåêîäèðîâàíèÿ â íàäêîäàõ ïðåä-
ëîæåí àâòîðîì (ñîâìåñòíî ñ Å. Ò. Ìèðîí÷èêîâûì è Å. À. Êðóêîì)
â ðàáîòàõ [36, 69].
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3. Âû÷èñëåíèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì

Âû÷èñëåíèå ÄÏÔ íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñà-
ìîñòîÿòåëüíóþ è èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, ïðèëîæåíèÿ êîòîðîé òåñíî
ñâÿçàíû ñ àëãîðèòìàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè-
÷åñêèõ êîäîâ. Âû÷èñëåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì ÄÏÔ, òàê è íåçàâèñèìî. Öèêëîòî-
ìè÷åñêèé è ðåêóððåíòíûé àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ â ñëó÷àå,
êîãäà íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî óìíîæåíèé, ÿâëÿþòñÿ
ëó÷øèìè àëãîðèòìàìè äëÿ ìàëûõ äëèí (n ≤ 511). Íåïîëíîå ÄÏÔ
ïðèìåíÿþò ïðè âû÷èñëåíèè ñèíäðîìà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.

3.1. Âû÷èñëåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ íîâûå ìåòîäû ïîèñêà êîðíåé
ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, îñíîâàííûå íà ðàáîòàõ àâòîðà
[71, 72, 57]. Ýòî ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü äåêîäèðîâàíèå
àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ, âêëþ÷àÿ Á×Õ, Ðèäà � Ñîëîìîíà, Ãîïïû è
àëüòåðíàíòíûõ.

Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ñàìûõ ñëîæíûõ ïî âðåìåíè ýòàïîâ
äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê êîðíåé ëî-
êàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ïðîöåäóðó
×åíÿ [54], êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîäñòàíîâêè âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîëÿ â ìíîãî÷ëåí è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ñ íóëåì.
Ýòà ïðîöåäóðà ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé ïðè âû÷èñëåíèÿõ â
áîëüøèõ êîíå÷íûõ ïîëÿõ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøîé ñòåïåíè.

Â ðàáîòå [55] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå
âûøå 5 ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ñ îäíèì
èëè äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, òàê ÷òî âîçìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöû
äëÿ ïîèñêà êîðíåé. Êðîìå òîãî, åñëè íåêîòîðûå êîðíè ðàñïîëî-
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æåíû â îäíîì è òîì æå öèêëîòîìè÷åñêîì êëàññå, òî âîçìîæíî
èõ âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Òðóíã, Äæåíã è
Ðèä ïðåäëîæèëè ïðåîáðàçîâàíèå [96], êîòîðîå ïîçâîëÿåò ãðóïïè-
ðîâàòü íåêîòîðûå ñëàãàåìûå â ìíîãî÷ëåíå ñòåïåíè íå âûøå 11 â
ïðîèçâåäåíèå àôôèííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òàê êàê çíà÷åíèÿ àôôèí-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ ìîæíî ëåãêî âû-
÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíî ñîñòàâëåííûå íåáîëüøèå òàá-
ëèöû, òî âîçìîæíî óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé. Îäíàêî àëãîðèòì [96]
èìååò ñëåäóþùèå íåäîñòàòêè.

1. Îí ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì
11.

2. Òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðåäëîæåííîå ïðå-

îáðàçîâàíèå y = x+f6/f7 äëÿ ìíîãî÷ëåíà F (x) =
11∑

i=0

fix
i íå

ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ, åñëè f7 = 0, òàê ÷òî àëãîðèòì ïîèñêà
êîðíåé ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíûì.

3. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåí ñîäåðæèò ñëàãàåìûå
f10y

10+f9y
9 (è f6x

6, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî). Âû-
÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ýòèõ ñëàãàåìûõ òðåáóåò
ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ×åíÿ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââîäèòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ðàçëîæåíèþ è
âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ. Îïèñàíèå ïðèâåäåíî äëÿ ñëó-
÷àÿ GF(2m), íî ìîæåò áûòü îáîáùåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷-
íîãî ïîëÿ. Ýòà ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ óñêîðåíèÿ
ïðîöåäóðû ×åíÿ.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ìîæåò áûòü ôîð-
ìàëüíî îïðåäåëåíà êàê íàõîæäåíèå âñåõ ðàçëè÷íûõ xi : F (xi) =

0, F (x) =
t∑

j=0

fjx
j , xi, fj ∈ GF(2m). Ïðîöåäóðà ×åíÿ ðåøàåò ýòó

ïðîáëåìó ïóòåì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà F (x) âî âñåõ
ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ x ∈ GF(2m) \0 ñ âðåìåííîé ñëîæíî-
ñòüþ
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W = (Cadd + Cmul) t (2m − 1), (25)
ãäå Cadd è Cmul � âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå ñîîòâåòñòâåííî.

Ââîäèìûé íèæå àëãîðèòì [71] óìåíüøàåò ñëîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà â îäíîé òî÷êå çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ñïåöèàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ.

3.1.1. Àëãîðèòì áûñòðîãî ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëå-
íà

Ïåðåä îïèñàíèåì àëãîðèòìà çàïèøåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîãî÷ëåí L(y) íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(2m)
íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì, åñëè îí ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

L(y) =
∑

i

Liy
2i

, Li ∈ GF(2m).

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 3.1 [5]. Ïóñòü y ∈ GF(2m) è α0, . . . , αm−1 � ñòàíäàðò-
íûé áàçèñ êîíå÷íîãî ïîëÿ. Åñëè

y =
m−1∑

k=0

ykα
k, yk ∈ GF(2),

è L(y) =
∑

j

Ljy
2j , òî

L(y) =
m−1∑

k=0

ykL(αk).
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîãî÷ëåí A(y) íàä GF(2m) íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííûì ìíîãî÷ëåíîì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

A(y) = L(y) + β, β ∈ GF(2m),

ãäå L(y) � ëèíåàðèçîâàííûé ìíîãî÷ëåí.
Îïèñàííàÿ âûøå ëåììà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ àô-

ôèííîãî ìíîãî÷ëåíà A(x) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ
xi ∈ GF(2m), çàòðà÷èâàÿ òîëüêî îäíî ñëîæåíèå, åñëè âñå ýëåìåí-
òû êîíå÷íîãî ïîëÿ xi óïîðÿäî÷åíû â èõ âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè
êàê êîä Ãðåÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êîä Ãðåÿ åñòü óïîðÿäî÷åíèå âñåõ äâîè÷íûõ
âåêòîðîâ äëèíû m òàêèì îáðàçîì, ÷òî äâà ñîñåäíèõ âåêòîðà îò-
ëè÷àþòñÿ òîëüêî â îäíîì áèòå.

Åñëè âåêòîðû xi ∈ GF(2m) óïîðÿäî÷åíû êàê êîä Ãðåÿ, ò. å.
wt(xi − xi−1) = 1, ãäå wt(a) � âåñ Õýììèíãà âåêòîðà a, òî ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

A(xi) = A(xi−1) + L(∆i), ∆i = xi − xi−1 = αδ(xi,xi−1),

ãäå δ(xi,xi−1) óêàçûâàåò íà ïîçèöèþ âåêòîðà xi, îòëè÷àþùóþñÿ
îò âåêòîðà xi−1. Åñëè x0 = 0, òî ïîëîæèì A(x0) = β, è çàïèñàííîå
âûøå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò îïèñàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ìíîãî÷ëåíà A(x) âî âñåõ òî÷êàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ GF(2m).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ïîëå GF(23), çàäàííîå ïðèìè-
òèâíûì ìíîãî÷ëåíîì π(α) = α3 + α + 1 íàä GF(2). Îäíèì èç
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ êîäà Ãðåÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100 èëè 0, 1, α3, α, α4, α5, α6, α2.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî çàïîìíèòü òàáëèöó âåëè÷èí
L(α0), L(α1), L(α2). Òîãäà A(1) = A(0) + L(α0), A(α3) = A(1) +
L(α1) è òàê äàëåå.

Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîèñêà êîðíåé ëþ-
áîãî ìíîãî÷ëåíà, åñëè ðàçëîæèòü åãî â ñóììó àôôèííûõ ñîìíî-
æèòåëåé.
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Òåîðåìà 3.1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí F (x) =
t∑

j=0

fjx
j , fj ∈ GF(2m),

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

F (x) = f3x
3 +

d(t−4)/5e∑

i=0

x5i


f5i +

3∑

j=0

f5i+2j x2j


 ,

ãäå dae � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå a.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k � òàêîå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî,

÷òî 5k − 1 ≥ t, è ïîëîæèì äëÿ âñåõ i > t êîýôôèöèåíòû ìíî-
ãî÷ëåíà ðàâíûìè íóëþ: fi = 0. Òîãäà äîêàçûâàåìîå âûðàæåíèå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

F (x) = Fk(x) = f3x
3 +

k−2∑

i=0

x5i


f5i +

3∑

j=0

f5i+2jx2j


+

+x5(k−1)


f5(k−1) +

2∑

j=0

f5(k−1)+2jx2j


 .

Äîêàæåì èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ìåòîäîì ïîëíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ t = 4 (k = 1) ýòî î÷åâèäíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fk(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ñëàãàåìûå,
êàê îïèñàíî âûøå. Òîãäà Fk+1(x) = Fk(x) + x5k(f5k + f5k+1x +
f5k+2x

2 + f5k+4x
4)+x5(k−1)f5(k−1)+8x

8. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ýòîãî
âûðàæåíèÿ ìîæåò áûòü ñãðóïïèðîâàíî ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì
ðàçëîæåíèÿ Fk(x). ×.ò.ä.

Ëèíåàðèçîâàííûé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé â ýòîì ðàçëîæåíèè,
èìååò òîëüêî 4 ñëàãàåìûõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ââåäåíèå äîïîë-
íèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îáùåå ÷èñëî àôôèí-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ â êîíå÷íîì ðàçëîæåíèè.

Çàïèøåì àëãîðèòì ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè øàãîâ.
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Øàã 1. Âû÷èñëÿåì L
(k)
i = Li(αk), k = [0,m − 1],

i ∈ [0, d(t− 4)/5e], ãäå Li(x) � ëèíåàðèçîâàííûé ìíîãî÷ëåí, ïðåä-

ñòàâëÿåìûé â âèäå ðàçëîæåíèÿ: Li(x) =
3∑

j=0

f5i+2j x2j .

Øàã 2. Èíèöèàëèçàöèÿ A
(0)
i = f5i.

Øàã 3. Ïðåäñòàâëÿåì êàæäûé ýëåìåíò xj ∈ GF(2m), j ∈
[0, 2m − 1], â ñòàíäàðòíîì áàçèñå êàê ýëåìåíò êîäà Ãðåÿ ñ x0 = 0,
âû÷èñëÿåì A

(j)
i = A

(j−1)
i + L

(δ(xj ,xj−1))
i , j ∈ [1, 2m − 1].

Øàã 4. Âû÷èñëÿåì F (xj) = f3x
3
j +

d(t−4)/5e∑

i=0

x5i
j A

(j)
i ,

j ∈ [1, 2m − 1], è F (0) = f0. Åñëè F (xj) = 0, òî xj � êîðåíü ìíî-
ãî÷ëåíà. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ãîðíåðà.

Îáùàÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, ñîñòîÿùàÿ èç
ñëîæíîñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé (ïåðâîå ñëàãàåìîå) è
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ (âòîðîå ñëàãàåìîå),
ðàâíà

Wfast = m

⌈
t + 1

5

⌉
(4Cmul + 3Cadd)+

+
(⌈

t + 1
5

⌉
(2Cadd + Cmul) + 2Cexp

)
(2m − 1), (26)

ãäå ÷åðåç Cexp îáîçíà÷åíà âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

3.1.2. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ C++ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïèëÿòîðà MS Visual C++
6.0. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå,
îñíàùåííîì ïðîöåññîðîì AMD Athlon 1700 XP. Óìíîæåíèå ýëå-
ìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå GF(28) îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì
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òàáëèö ëîãàðèôìîâ è àíòèëîãàðèôìîâ. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ â ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ
α0, . . . , α254, áûëî óñðåäíåíî áîëåå ÷åì äëÿ 100 000 âû÷èñëåíèé è
ïîêàçàíî â òàáë. 3.

Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìåòîäà
Òðóíãà, Äæåíãà è Ðèäà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ïîêàçàíî â ðà-
áîòå [96]. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ðàçëè÷èåì â ðåàëèçàöèè âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â ïðîâåäåííîì ìîäåëèðîâà-
íèè è â ðàáîòå [96].

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (25), (26) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
ðàáîòàåò äî 2,6 ðàç áûñòðåå, ÷åì ïðîöåäóðà ×åíÿ â çàâèñèìîñòè îò
ðåàëèçàöèè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(2m).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííûé â
ðàçäåëå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà â áîëüøîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ ðàáîòàåò
çíà÷èòåëüíî ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïðîöåäóðà ×åíÿ. Êðîìå òîãî, èíî-
ãäà âîçìîæíî ïîëó÷åíèå åùå áîëüøåãî âûèãðûøà ïðè ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà, åñëè èñïîëüçîâàòü äðóãèå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

3.1.3. Ñïåöèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ äâà ñïåöèàëüíûõ ðàçëîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè äåêîäèðîâà-
íèè (255, 239, 17)- è (255, 223, 33)-êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà.

Ïðèìåð. Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå ïðåâûøàþùåé 8, ìîãóò áûòü
ðàçëîæåíû êàê

F (x) =
8∑

i=0

fix
i = A1(x) + x3(A2(x) + f6x

3);

A1(x) = f0 + L1(x) = f0 + f1x + f2x
2 + f4x

4 + f8x
8;

A2(x) = f3 + L2(x) = f3 + f5x
2 + f7x

4. (27)
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Ðàçëîæåíèå, èñïîëüçîâàííîå â ýòîì ïðèìåðå, ïîçâîëÿåò èñ-
êëþ÷èòü îäíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïåðåìåùåíèåì îäíîãî ñëàãàå-
ìîãî â àôôèííûé ìíîãî÷ëåí. Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà âî âñåõ
ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ GF(2m) ñîñòàâëÿåò

W8 = m(6Cmul + 4Cadd) + (4Cadd + 2Cmul + Cexp) (2m − 1).

Èç ñðàâíåíèÿ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñ ôîðìóëîé (26) âèäíî,
÷òî ñëîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ êàê íà ñòàäèè ïðåäâà-
ðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, òàê è íà îäíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ â îñíîâíîé ñòàäèè âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð. Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå ïðåâûøàþùåé 17, ìîãóò
áûòü ðàçëîæåíû êàê

F (x) = Ã1(x) + x3(A2(x) + x3(f6 + x3(A3(x) +
+x3(A4(x) + f15x

3))));
A3(x) = f9 + f10x + f11x

2 + f13x
4 + f17x

8;
A4(x) = f12 + f14x

2, (28)

ãäå Ã1(x) = A1(x) + f16x
16. Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ

âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà âî âñåõ
ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ GF(2m) ñîñòàâëÿåò

W17 = m(12Cmul + 8Cadd) + (9Cadd + 5Cmul + Cexp) (2m − 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ (26) ñëîæíîñòü ïîñëåäíåãî ðàç-
ëîæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ íà ñòàäèè ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé,
à íà îñíîâíîé ñòàäèè âû÷èñëåíèé îäíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü çà-
ìåíÿåòñÿ íà îäíî ñëîæåíèå è îäíî óìíîæåíèå äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå ñëîæíîñòåé
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äîëæíî
ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé.
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3.1.4. Ãèáðèäíûé ìåòîä

Èçâåñòíî ìíîãî ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ
íåáîëüøîé ñòåïåíè ñ î÷åíü íèçêîé ñëîæíîñòüþ [53, 55, 10, 31].
Ïîýòîìó ïðè êîìáèíèðîâàíèè ïðîöåäóðû ×åíÿ ñ îäíèì èç ýòèõ
ìåòîäîâ îæèäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ñëîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíîé ïðîöåäóðîé ×å-
íÿ. Òàêîå êîìáèíèðîâàíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê F (x) äåëèòñÿ íà ìíîæè-
òåëü (x − xi) ïîñëå òîãî, êàê êîðåíü xi áûë îáíàðóæåí. Äàëåå
ïðèìåíÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíîâ, êîãäà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñòàíåò äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ
óñêîðåíèÿ ïðîöåäóðû ×åíÿ. Ïóñòü ïðîöåäóðà ×åíÿ ïðèìåíÿåòñÿ
ê ìíîãî÷ëåíó F (x), èìåþùåìó t êîðíåé âî ìíîæåñòâå X = {xi ∈
GF(2m) \0 | i ∈ [1, n]}, n = 2m − 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k-é ýëå-
ìåíò X áóäåò d-ì íàéäåííûì êîðíåì ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû
×åíÿ, åñòü

p{F (xk) = 0d} =

(
k
d

)(
n−k
t−d

)
(
n
t

) d

k
.

Ýòî � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûå k çíà÷åíèé, âûáðàííûõ
èç X, ñîäåðæàò d êîðíåé ìíîãî÷ëåíà F (x) è ïîñëåäíåå âûáðàííîå
çíà÷åíèå � òàêæå êîðåíü.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ d
êîðíåé åñòü

W =
n∑

k=1

C(t)k p{F (xk) = 0d} = C(t)
d(
n
t

)
n∑

k=1

(
k

d

)(
n− k

t− d

)
,

ãäå C(t) � âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëå-
íà ñòåïåíè t â îäíîé òî÷êå ïðè ïðèìåíåíèè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà.
Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå êîìáèíàòîðíîå òîæäåñòâî [14, (5.26)]
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r∑

k=0

(
r − k

m

)(
s + k

n

)
=

(
r + s + 1
m + n + 1

)
,

ïîëó÷èì

W = C(t) d
n + 1
t + 1

. (29)

Èç âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ íåáîëüøîé ñòåïåíè t ïðèìåíåíèå ãèáðèäíîãî ìåòîäà äëÿ ïî-
èñêà êîðíåé ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü.

Ôîðìàëüíî îïèøåì ãèáðèäíûé àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ ðàçëè÷-

íûõ êîðíåé xi ∈ GF(2m) ìíîãî÷ëåíà F (x) =
t∑

i=0

fix
i, fi ∈ GF(2m).

Ïóñòü ðàíåå áûëè íàéäåíû êîðíè xj , j ∈ [1, k], k ≤ t. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîðíåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì.

Øàã 1. Ïîíèçèòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà: F (x) =
F (x)

k∏

j=1

(x− xj)

, t = t− k.

Øàã 2. Åñëè ñòåïåíü ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà t > 4, òî:
2.1. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ñóììó àôôèííûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ïî ôîðìóëå (27) � äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 8
[èëè ïî ôîðìóëå (28) � äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 17].

2.2. Ïðîèçâåñòè èíèöèàëèçàöèþ Ai = Ai(0).
2.3. Ïîäãîòîâèòü òàáëèöû çíà÷åíèé ëèíåàðèçîâàííûõ

ìíîãî÷ëåíîâ Li(x) = Ai(x)−Ai(0): Lij = Li(αj), j ∈ [0, m−1].
2.4. Óïîðÿäî÷èâ âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ êî-

íå÷íîãî ïîëÿ xj â ñîîòâåòñòâèè ñ êîäîì Ãðåÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ F (xj) â ñîîòâåòñòâèè ñ (27) (èëè (28)), ïðè-
÷åì íà êàæäîì øàãå Ai(xj) = Ai = Ai + Li δ(xj ,xj−1), ãäå x0 = 0,
δ(xj ,xj−1) � ôóíêöèÿ, óêàçûâàþùàÿ ïîçèöèþ, â êîòîðîé ðàçëè-
÷àþòñÿ äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà êîäà Ãðåÿ.
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2.5. Åñëè F (xj) = 0, òî äàííûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà. Èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí äîëæåí áûòü ðàçäåëåí íà
(x− xj): F (x) =

F (x)
x− xj

, t = t− 1.
Øàã 3. Åñëè ñòåïåíü ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà t ≤ 4, òî ïðèìå-

íèòü àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, îïèñàííûå â ïàðàãðàôå 3.1.5.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïîëå GF(28) àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì ïî-

èñêà êîðíåé èç ïàðàãðàôà 3.1.5 íå èñïîëüçóåòñÿ, òî ñðåäíåå ÷èñëî
îïåðàöèé äëÿ ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè t = 8 ñîñòàâëÿåò
4080 äëÿ ïðîöåäóðû ×åíÿ è 1712 äëÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ïðè
t = 16 ñðåäíåå ÷èñëî îïåðàöèé ñîñòàâëÿåò 8160 è 3822 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

3.1.5. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè äî ÷åòûðåõ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû âû÷èñ-
ëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íåáîëüøîé ñòåïåíè. Èäåè, ëåæàùèå â
îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ, øèðîêî èçâåñòíû [5, 10, 100]. Ïðåäëàãàåì
íåêîòîðîå óëó÷øåíèå ýòèõ ìåòîäîâ.

Ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè. Òàê êàê âñå ìíîãî÷ëåíû
âòîðîé ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè, òî èõ êîðíè ìîæíî íàéòè,
ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ìåòîäó
Áåðëåêýìïà � Ðàìñåÿ � Ñîëîìîíà [5]. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó P (x) = x2+x+a. Ïóñòü èìååòñÿ
ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè F (x) = x2+ax+b, âûïîëíèì ïîäñòàíîâ-
êó x = ay. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a = 0, ïîäñòàíîâêà íåâîçìîæíà, íî
ìíîãî÷ëåí èìååò îäèí êîðåíü êðàòíîñòè äâà: x =

√
b. Ìíîãî÷ëåí

ïðåîáðàçóåòñÿ â G(y) = y2 + y + c, c =
b

a2
. Äàëåå áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí óæå ïðèâåäåí ê âèäó P (x) = x2 + x + a. Åãî
êîðíè ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîãî ìàòðè÷íîãî
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óìíîæåíèÿ [100]. Óðàâíåíèå P (x) = 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âåêòîðíîé ôîðìå êàê

xL = a,

èëè

(x0, x1, ..., xm−1)




L(α0)
L(α)
· · ·

L(αm−1)


 = (a0, a1, . . . , am−1) ,

ïðè÷åì L(y) = y2 + y.
Òàê êàê y2 + y = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = 0 èëè

y = 1, òî rankL = m− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ m×m
ìàòðèöà M , ÷òî

LM =




0 0 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0

· · ·
0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 · · · 0 1 0




(â íåêîòîðûõ ïîëÿõ ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò âûøåïðèâåäåííîé íà ñîìíîæèòåëü-ïåðåñòàíîâêó).

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê

x = (c, d0, d1, . . . , dm−2) ,

ãäå d = aM = (d0, d1, . . . , dm−1), c ∈ {0, 1}.
Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dm−1 = 0. Òàê

êàê ìàòðèöà M ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïî-
ëÿ ïðåäâàðèòåëüíî, òî êîðíè ìíîãî÷ëåíà ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ
ïîìîùüþ î÷åíü ïðîñòîé ëîãè÷åñêîé ñõåìû. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâó-
åò ìíîãî ñïîñîáîâ âûáîðà ìàòðèöû M , è âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
èç íèõ ìàòðèöó, ìèíèìèçèðóþùóþ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè.
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Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ìåòîä, òàê êàê îí êàæåòñÿ áî-
ëåå ýôôåêòèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåííûì â ðàáîòå [53],
ïîòîìó ÷òî íå òðåáóåò âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòðèöó M íàä êîíå÷íûì ïîëåì
GF(28), çàäàííûì ìíîãî÷ëåíîì π(x) = x8 + x7 + x2 + x + 1 íàä
GF(2):

M =




1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1 1




.

Ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè. Êîðíè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà
P (x) = x3 + ax2 + bx + c ìîãóò áûòü àíàëèòè÷åñêè âûðàæåíû ñ
ïîìîùüþ ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà [10]:

r0 = x0 + x1 + x2 = a;
r1 = x0 + wx1 + w2x2;
r2 = x0 + w2x1 + wx2,

ãäå w3 = 1.
Êîðíè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðèìåíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå ê âåêòîðó ðåçîëüâåíò:

x0 = r0 + r1 + r2;
x1 = r0 + w2r1 + wr2;
x2 = r0 + wr1 + w2r2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåçîëüâåíòû Ëàãðàíæà óäîâëåòâîðÿþò
òîæäåñòâó g(Ri) = 0 [100], ãäå g(x) = x2 + (ab + c)x + (a2 + b)3,
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Ri = r3
i , i = 1, 2. Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü âû-

÷èñëåíû ïî ìåòîäèêå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñàííîé
âûøå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èçâëå÷åíèå êóáè÷åñêîãî êîðíÿ ìîæåò èìåòü
íåîäíîçíà÷íûé ðåçóëüòàò â íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîëÿõ, äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ êîððåêòíûõ çíà÷åíèé ri ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåîðåìó Âè-
åòà [10].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëåíèÿ óïðîñòÿòñÿ, åñëè êóáè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + ax2 + bx + c ïðåîáðàçîâàòü ê àôôèííîìó
ìíîãî÷ëåíó ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïóòåì óìíîæåíèÿ íà (x − a). Ýòî
ïðèâîäèò ê ìîäèôèöèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó P̂ (x) = x4+qx2+px+
r, ãäå q = b − a2, p = −ab + c, r = −ac. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé
ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ðàññìîòðåííàÿ
íèæå ïðîöåäóðà äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (êî-
ðåíü x = a äîëæåí áûòü îòáðîøåí).

Ìíîãî÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé
x1, x2, x3, x4 ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè P (x) = x4+ax3+bx2+
cx + d íåîáõîäèìî íàéòè âåëè÷èíû

θ1 = (x1 + x2)(x3 + x4);
θ2 = (x1 + x3)(x2 + x4);
θ3 = (x1 + x4)(x2 + x3).

Îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà q(x) = x3 + (ac + b2)x +
(abc + a2d + c2) = 0 [10, 100]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1, ξ2 êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà ξ2+aξ+θ1, à ÷åðåç η1, η2 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà η2+(θ1+b)η+d.
Òîãäà êîðíÿìè èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ÿâëÿþòñÿ êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíîâ x2 + ξ1x + η1 è x2 + ξ2x + η2.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè a 6= 0 ìîæåò áûòü ñäåëàíà
çàìåíà ïåðåìåííûõ x =

1
y

+
√

c

a
(â ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè 2

êâàäðàòíûé êîðåíü åäèíñòâåíåí). Åñëè a = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèå
íå íóæíî. Òåïåðü çàäà÷à ïîèñêà êîðíåé èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
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g(y) = y4 + E1y
2 + E2y + E3,

ãäå

E1 =
√

ac + b

d + bc
a + c2

a2

; E2 =
a

d + bc
a + c2

a2

; E3 =
1

d + bc
a + c2

a2

.

Âåëè÷èíà θ1 = r0 + r1 + r2, ãäå ri, i ∈ [1, 3], � ðåçîëüâåíòû
Ëàãðàíæà óðàâíåíèÿ x3 +E2

1x+E2
2 = 0. Çíà÷åíèå r0 = 0, à R1,2 =

r3
1,2 åñòü êîðíè óðàâíåíèÿ

r2 + E2
2r + E6

1 = 0.

Òîãäà r3
i = E2

2pi, ãäå pi, i ∈ [1, 2], ìîãóò áûòü íàéäåíû
ñ ïîìîùüþ âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
p2 + p + p0 = 0, ïðè÷åì

p0 =
E6

1

E4
2

=
(
√

ac + b)6

a4(d + bc
a + c2

a2 )2
= E2

2

(√
c

a
+

b

a

)6

.

Òàê êàê çíà÷åíèÿ r1,2 íàõîäÿòñÿ íåîäíîçíà÷íî, íåîáõîäèìî
ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

Øàã 1. Íàéòè êîðåíü R1 óðàâíåíèÿ r2 + E2
2r + E6

1 = 0.
Øàã 2. Íàéòè îäíî ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå åãî êóáè÷åñêîãî

êîðíÿ r′1 = 3
√

R1.
Øàã 3. Â ñèëó òîãî, ÷òî r1r2 = E2

1 ,
çíà÷åíèå r2 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê
r2 = r′2

E2
1

r′1r
′
2

=
E2

1

r′1
, r1 = r′1.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ξ = ξ1 = ξ2 =
√

θ1. Âåëè÷èíû ηi, i ∈
[1, 2], ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê êîðíè èç óðàâíåíèÿ η2 + (θ1 +
E1)η + E3 = 0 (âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü óñêîðåíû çà ñ÷åò òîãî,
÷òî E1 = E2

(√
c

a
+

b

a

)
). Êîðíè ïðåîáðàçîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà

(åñëè ïðåîáðàçîâàíèå èìåëî ìåñòî) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëå-
íîâ y2 + ξy + η1 è y2 + ξy + η2.
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3.1.6. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà

Ãèáðèäíûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà äî
÷åòûðåõ ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, îïèñàííîãî â ïà-
ðàãðàôå 3.1.3, è ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå ÷åòûðåõ, îïèñàííîãî
â ïàðàãðàôå 3.1.5.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëî ïðî-
âåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++. Óìíî-
æåíèå ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå GF(28) îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàáëèö ëîãàðèôìîâ è àíòèëîãàðèôìîâ. Âðåìÿ, çà-
òðà÷åííîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ â ýëåìåíòàõ êî-
íå÷íîãî ïîëÿ α0, . . . , α254, áûëî óñðåäíåíî áîëåå ÷åì äëÿ 100 000
âû÷èñëåíèé è ïîêàçàíî â òàáë. 4.

Èç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííîå ðàç-
ëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî òåîðåìå 3.1 äàåò áîëüøèé âûèãðûø ïî
ñðàâíåíèþ ñ ãèáðèäíîé ïðîöåäóðîé ×åíÿ äëÿ áîëüøèõ ñòåïåíåé
(áîëüøèõ, ÷åì 14). Îäíàêî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ëþáîé ñòåïåíè íàèáî-
ëåå ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ãèáðèäíûõ ïðîöåäóð,
îñíîâàííûõ èëè íà ðàçëîæåíèè (27) (äëÿ ìàëûõ ñòåïåíåé ìíîãî-
÷ëåíà), èëè íà ðàçëîæåíèè (28) (äëÿ áîëüøèõ ñòåïåíåé ìíîãî÷ëå-
íà). Äðóãèìè ñëîâàìè, èñêëþ÷åíèå íåêîòîðûõ ñëîæíûõ â âû÷èñ-
ëèòåëüíîì îòíîøåíèè äåéñòâèé ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííûõ ðàç-
ëîæåíèé çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò îáùóþ ñëîæíîñòü. Êðîìå òîãî,
êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (29), êîìáèíàöèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè àë-
ãîðèòìàìè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìàëîé ñòåïåíè ñîêðàùàåò ñëîæíîñòü
åùå áîëüøå. Áîëåå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ óâåëè÷åíèå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà íå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó
âîçðàñòàíèþ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,
÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïðåäëîæåííûõ ðàç-
ëîæåíèé çàâèñèò îò ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè, íî íå îò èõ
ñòåïåíè.
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3.2. Öèêëîòîìè÷åñêèé àëãîðèòì

Èçâåñòíî ìíîãî àëãîðèòìîâ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÁÏÔ) íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íî ïåðå-
íîñ ýòèõ àëãîðèòìîâ â êîíå÷íûå ïîëÿ íå âñåãäà âîçìîæåí. Êðîìå
òîãî, àëãîðèòì ÁÏÔ, ïîñòðîåííûé ñïåöèàëüíî äëÿ äàííîãî êîíå÷-
íîãî ïîëÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ëó÷øå àëãîðèòìà, ïåðåíåñåííîãî èç
äðóãîãî ïîëÿ [7].

Ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ìåòîä [39] ñîñòîèò â ðàçáèåíèè èñõîä-
íîãî ìíîãî÷ëåíà íà ñóììó ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (30) è
âû÷èñëåíèè èõ çíà÷åíèé â íàáîðå áàçèñíûõ òî÷åê (31). Êîìïî-
íåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ýòèõ çíà÷åíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîñòîãî ïîëÿ (32).

Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíà â âèäå ñóì-
ìû ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â ðà-
áîòå [96] è îáîáùåí â [71]. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ââåäåíî öèêëîòîìè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ è ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ÁÏÔ, îñíîâàííûé íà ýòîì ðàç-
ëîæåíèè. Àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2, íî
ìîæåò áûòü îáîáùåí è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ïîëåé.

3.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ââåäåì ÄÏÔ íàä ìíîãî÷ëåíàìè. Çà èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ïðè-
ìåì ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n − 1, à çà ðåçóëüòèðóþùèé � ìíî-

ãî÷ëåí F (x) =
n−1∑

i=0

Fix
i òîé æå ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ìíîãî÷ëåíà f(x) =
n−1∑

i=0

fix
i ñòåïåíè deg f(x) = n−1, n | 2m − 1, â ïîëå GF(2m) íàçû-
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âàåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé

Fj = f(αj) =
n−1∑

i=0

fiα
ij , j ∈ [0, n− 1],

ãäå α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n â ïîëå GF(2m).
Íàïîìíèì, ÷òî ïîíÿòèå ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ áû-

ëî ââåäåíî â îïðåäåëåíèè 3.1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëè-
íåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(a + b) =
L(a) + L(b). Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì ëåììû 3.1.

Òåîðåìà 3.2 [5, 11]. Ïóñòü x ∈ GF(2m) è ýëåìåíòû
β0, β1, . . . , βm−1 îáðàçóþò áàçèñ ïîëÿ.

Åñëè x =
m−1∑

i=0

xiβi, xi ∈ GF(2), è L(x) =
∑

j

Ljx
2j

,

òî L(x) =
m−1∑

i=0

xiL(βi).

Ðàññìîòðèì íàáîð öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïî ìîäóëþ n íàä
GF(2):

{0}, {k1, k12, k122, . . . , k12m1−1}, . . . , {kl, kl2, kl22, . . . , kl2ml−1},

ãäå ki ≡ ki2mi mod n.

Ìíîãî÷ëåí f(x) =
n−1∑

i=0

fix
i, fi ∈ GF(2m), ìîæåò áûòü ðàçëîæåí

êàê

f(x) =
l∑

i=0

Li(xki), Li(y) =
mi−1∑

j=0

fki2j mod ny2j
, (30)

ãäå y ∈ GF(2m) � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (30) ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì ãðóïïèðîâ-

êè ÷èñåë s ∈ [0, n− 1] ïî öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì:
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s ≡ ki2j mod n. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò âñå-
ãäà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ki = 0 ñâîáîäíûé ÷ëåí f0 ìîæåì çàïèñàòü
êàê çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà L0(y) = f0y ïðè y = x0.

Âûðàæåíèå (30) áóäåì íàçûâàòü öèêëîòîìè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

Ïðèìåð öèêëîòîìè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà.
Ìíîãî÷ëåí

f(x) =
6∑

i=0

fix
i, fi ∈ GF(23), ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

f(x) = L0(x0) + L1(x) + L2(x3);
L0(y) = f0y,

L1(y) = f1y + f2y
2 + f4y

4,

L2(y) = f3y + f6y
2 + f5y

4.

3.2.2. Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì (30) çàïèøåì f(αj) =
l∑

i=0

Li(αj ki). Êàê èçâåñòíî [33], ýëåìåíò αki ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè mi è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ëåæèò â ïîäïîëå GF(2mi), mi | m. Òàêèì îáðàçîì, âñå
âåëè÷èíû (αki)j ïðèíàäëåæàò ïîëþ GF(2mi) è ìîãóò áûòü ðàç-
ëîæåíû â êàêîì-ëèáî áàçèñå (βi,0, . . . , βi,mi−1) ýòîãî ïîëÿ: αj ki =
mi−1∑

s=0

aijsβi,s, aijs ∈ GF(2). Òîãäà çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç ëèíåàðè-

çîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â áàçèñíûõ òî÷êàõ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïîëÿ ïî ôîðìóëå

Li(βi,s) =
mi−1∑

p=0

β2p

i,sfki2p , i ∈ [0, l], s ∈ [0,mi − 1]. (31)
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Áàçèñû (βi,0, . . . , βi,mi−1) äëÿ êàæäîãî èç ëèíåàðèçîâàííûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Li(y) ìîãóò âûáèðàòüñÿ íåçàâèñèìî.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.2 êîìïîíåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ
çíà÷åíèé:

Fj = f(αj) =
l∑

i=0

mi−1∑

s=0

aijsLi(βi,s) =

=
l∑

i=0

mi−1∑

s=0

aijs




mi−1∑

p=0

β2p

i,sfki2p


 , j ∈ [0, n− 1]. (32)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷-
íîé ôîðìå êàê F = ALf , ãäå F = (F0, F1, . . . , Fn−1)T ,
f = (f0, fk1 , fk12, fk122 , . . . , fk12m1−1 , . . . , fkl

, fkl2, fkl22 , . . . , fkl2
ml−1)T

åñòü ïåðåñòàíîâêà âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçëîæåíèþ (30); A � ìàòðèöà, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ aijs ∈ GF(2), à L � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ β2p

i,s. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îäèíàêîâîé ñòåïåíè mi, âõîäÿùèõ
â ðàçëîæåíèå (30), ìîæíî âûáðàòü îäèíàêîâûå áàçèñû (βi,s) â
ïîäïîëÿõ GF(2mi), âñëåäñòâèå ÷åãî ìàòðèöà L áóäåò ñîäåðæàòü
ìíîãî îäèíàêîâûõ áëîêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà
ýòàïà: óìíîæåíèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû L íà èñõîäíûé
âåêòîð f è óìíîæåíèå äâîè÷íîé ìàòðèöû A íà ïîëó÷åííûé âåêòîð
S = Lf :

F = ALf . (33)
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâûé ýòàï ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå � çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ S = Lf . Áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
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L =




L0 0 . . . 0
0 L1 . . . 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 . . . Ll




ñîñòîèò èç áëîêîâ

Li =




βi,0 β2
i,0 . . . β2mi−1

i,0

βi,1 β2
i,1 . . . β2mi−1

i,1

. . . . . . . . . . . .

βi,mi−1 β2
i,mi−1 . . . β2mi−1

i,mi−1


 .

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå (βi,0, . . . , βi,mi−1) ñòàíäàðòíî-
ãî áàçèñà ðàññìîòðåí â ðàáîòå [70]. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî áàçèñà(
γi, γ

2
i , . . . , γ2mi−1

i

)
ìàòðèöà L ñîñòîèò èç áëîêîâ âèäà

Li =




γ20

i γ2
i . . . γ2mi−1

i

γ2
i γ4

i . . . γ20

i

. . . . . . . . . . . .

γ2mi−1

i γ20

i . . . γ2mi−2

i


 .

Â ñèëó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû L âû-
÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ S = Lf ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî êàê S = (b0, b1, . . . , bl)

T = L (a0, a1, . . . , al)
T , ãäå bi =

(bi,0, bi,1, . . . , bi,mi−1) � ïîäâåêòîðû èñêîìîãî âåêòîðà S; ai =
(ai,0, ai,1, . . . , ai,mi−1) � ïîäâåêòîðû èñõîäíîãî âåêòîðà f .

Ïðåäñòàâèì âû÷èñëåíèå bT
i = LiaT

i êàê öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó:

bi(x) = bi,0 + bi,mi−1x + . . . + bi,1x
mi−1 =

= (γi + γ2mi−1

i x + . . . + γ2
i xmi−1)×

×(ai,0 + ai,1x + . . . + ai,mi−1x
mi−1) mod (xmi − 1).

Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû èçâåñòíûå àëãî-
ðèòìû [7, 11, 3]. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà íîðìàëüíîãî
áàçèñà γi +γ2

i + . . .+γ2mi−1

i = 1 ïîçâîëÿåò çàìåòíî ñîêðàòèòü ÷èñ-
ëî îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè. Îòìåòèì, ÷òî
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âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ëèíåàðèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ
öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè áûëî îïèñàíî â ìîíîãðàôèè [11].

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó óìíîæåíèÿ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû L íà èñõîäíûé âåêòîð f íàä GF(2m) ê çà-
äà÷å âû÷èñëåíèÿ l + 1 öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê ìàëîé äëèíû mi. Ñó-
ùåñòâóþùèå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê bi(x) =
γi(x)ai(x) mod (xmi − 1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ìàòðè÷íîì âèäå
êàê

bi =




bi,0

bi,1

. . .
bi,mi−1


 = Qi


Di




γi

γ2mi−1

i

. . .
γ2

i


 · (Piai)


 ,

ãäå Qi, Di è Pi ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ìàòðèöàìè, à x ·y îáîçíà÷à-
åò ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð
Ci = Di

(
γi, γ

2mi−1

i , . . . , γ2
i

)T
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí çàðàíåå. Òà-

êèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (33) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

F = AQ (C · (P f)) , (34)
ãäå Q � äâîè÷íàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåííûõ
ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé äëÿ l + 1 öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè; C � îáú-
åäèíåííûé âåêòîð êîíñòàíò; P � äâîè÷íàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà îáúåäèíåííûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñëîæåíèé.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (33) è (34), âòîðîé ýòàï âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óìíîæåíèå äâîè÷íîé ìàòðèöû AQ
íà âåêòîð C · (P f). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (AQ) (C · (P f))
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì �÷åòû-
ðåõ ðóññêèõ� (Â. Ë. Àðëàçàðîâ, Å. À. Äèíèö, Ì. À. Êðîíðîä,
È. À. Ôàðàäæåâ) äëÿ óìíîæåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ
O(n2/ log n) ñëîæåíèé íàä ýëåìåíòàìè ïîëÿ GF(2m) [1, 2], ìå-
òîä Ëèïíèöêîãî è Ñòðîéíèêîâîé [32] èëè ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì
[95], ñëîæíîñòü êîòîðîãî îöåíèòü íå óäàëîñü. Îäíàêî äëÿ âñåõ ðàñ-
ñìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñëîæíîñòü ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ìåíü-
øå ñëîæíîñòè ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà �÷åòûðåõ ðóññêèõ�.
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Ïðèâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ìíîãî îáùåãî ñ ïðåîáðà-
çîâàíèåì èç ðàáîòû [20]. Îñíîâíûå îòëè÷èÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ìàòðèöà L èìååò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâå-
ñòè çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ÷èñëà óìíîæåíèé ê êëàññè÷åñêîé
çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè.

2. Àëãîðèòì ñîäåðæèò âñåãî äâà óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìàòðèö
íà âåêòîðû, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ áîëåå ãëóáî-
êîé îïòèìèçàöèè.

3. Èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îïòèìèçàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîæåíèé.

Ïðåäëîæåííûé àâòîðîì àëãîðèòì ÁÏÔ ýôôåêòèâåí ïðè ìà-
ëûõ çíà÷åíèÿõ äëèíû ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. òàáë. 5), õîòÿ èçâåñòíû
àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ÁÏÔ äëÿ êîíå÷-
íûõ ïîëåé ñî ñëîæíîñòüþ O(n log2 n) îïåðàöèé â îñíîâíîì ïîëå
[98, 43].

3.2.3. Ïðèìåð

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ÁÏÔ äëèíû 7 íàä ïîëåì GF(23).
Ïóñòü α � êîðåíü ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà x3 + x + 1 íàä
GF(2). Â êà÷åñòâå áàçèñà ïîëÿ GF(23) âûáåðåì íîðìàëüíûé áàçèñ(
γ, γ2, γ4

)
, ãäå γ = α3. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí f(x), êàê â ïðèìå-

ðå èç ïàðàãðàôà 3.2.1, è ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå â âèäå ñóìì
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f(α0) = L0(α0) + L1(α0) + L2(α0) =
= L0(1) + L1(γ) + L1(γ2) + L1(γ4) +
+ L2(γ) + L2(γ2) + L2(γ4);

f(α1) = L0(α0) + L1(α) + L2(α3) =
= L0(1) + L1(γ2) + L1(γ4) + L2(γ);

f(α2) = L0(α0) + L1(α2) + L2(α6) =
L0(1) + L1(γ) + L1(γ4) + L2(γ2);

f(α3) = L0(α0) + L1(α3) + L2(α2) =
L0(1) + L1(γ) + L2(γ) + L2(γ4);

f(α4) = L0(α0) + L1(α4) + L2(α5) =
L0(1) + L1(γ) + L1(γ2) + L2(γ4);

f(α5) = L0(α0) + L1(α5) + L2(α) =
L0(1) + L1(γ4) + L2(γ2) + L2(γ4);

f(α6) = L0(α0) + L1(α6) + L2(α4) =
L0(1) + L1(γ2) + L2(γ) + L2(γ2).

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê

F =




F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6




=




1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0







L0(1)
L1(γ)
L1(γ2)
L1(γ4)
L2(γ)
L2(γ2)
L2(γ4)




= AS.

Òîãäà çàäà÷ó ÁÏÔ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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F =




1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0







1 0 0 0 0 0 0
0 γ1 γ2 γ4 0 0 0
0 γ2 γ4 γ1 0 0 0
0 γ4 γ1 γ2 0 0 0
0 0 0 0 γ1 γ2 γ4

0 0 0 0 γ2 γ4 γ1

0 0 0 0 γ4 γ1 γ2







f0

f1

f2

f4

f3

f6

f5




=

= ALf .

Ïåðâûé ýòàï àëãîðèòìà ÁÏÔ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè äâóõ öèêëè-
÷åñêèõ ñâåðòîê




bi,0

bi,1

bi,2


 =




γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2







ai,0

ai,1

ai,2


 , i = 1, 2,

ãäå

S =




L0(1)
L1(γ)
L1(γ2)
L1(γ4)
L2(γ)
L2(γ2)
L2(γ4)




=




b0,0

b1,0

b1,1

b1,2

b2,0

b2,1

b2,2




, f =




f0

f1

f2

f4

f3

f6

f5




=




a0,0

a1,0

a1,1

a1,2

a2,0

a2,1

a2,2




.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òðåõòî÷å÷íîé öèêëè÷åñêîé
ñâåðòêè bi(x) = bi,0 + bi,2x + bi,1x

2 = (γ + γ4x + γ2x2)(ai,0 + ai,1x +
ai,2x

2) mod (x3 − 1), ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå [7], ïîëó÷èì

bi =




bi,0

bi,1

bi,2


 =




1 0 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1


×

×










1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1







γ
γ4

γ2





 ·







1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1







ai,0

ai,1

ai,2








 =

= Qi (Ci · (Piai)) , i = 1, 2.
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Ñ ó÷åòîì γ + γ2 + γ4 = 1 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì òðåáóåò òðåõ óìíî-
æåíèé, ÷åòûðåõ ïðåäâàðèòåëüíûõ è ïÿòè ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó (34) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðèìåðà â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

F =




F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6




=

=







1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0







1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1







×

×







1
1

γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2

1
γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2




·







1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1







f0

f1

f2

f4

f3

f6

f5










=

= (AQ)(C · (P f)).

Âòîðîé ýòàï ÁÏÔ ñîñòîèò â óìíîæåíèè äâîè÷íîé ìàòðèöû AQ
íà âåêòîð C · (P f):
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F =




1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0 1 0 1




(C · (P f)) .

Ýòîò ýòàï ìîæåò áûòü âûïîëíåí çà 17 ñëîæåíèé.
Òàêèì îáðàçîì, ÁÏÔ äëèíû 7 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè äåéñòâèé:

âûïîëíåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ñëîæåíèé P × f :

V1 = f2 + f4, V8 = f6 + f5,
V2 = f1 + f2, V9 = f3 + f6,
V3 = f1 + f4, V10 = f3 + f5,
V4 = f1 + V1, V11 = f3 + V8;

âûïîëíåíèå óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû C · (P f) :

V5 = V1 α, V12 = V8 α,
V6 = V2 α2, V13 = V9 α2,
V7 = V3 α4, V14 = V10 α4;

óìíîæåíèå ìàòðèöû AQ íà âåêòîð C · (P f) :

T10 = V12 + V14, F2 = T8 + T11,
T11 = f0 + V11, F3 = T7 + T14,
T14 = f0 + V4, T12 = F2 + T10,
T15 = V5 + V6, T13 = F3 + T15,
T16 = V6 + V13, F4 = T7 + T12,
F0 = V4 + T11, F5 = T10 + T13,
T9 = V12 + T16, F6 = F5 + T7,
T7 = V7 + T9, F1 = F4 + T8.
T8 = V5 + T9,
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Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò 2× 3 = 6 óìíîæåíèé
è 2 × 4 + 17 = 25 ñëîæåíèé, ÷òî íà îäíî ñëîæåíèå ìåíüøå, ÷åì
äëÿ àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòå [20].

3.2.4. Ñðàâíåíèå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ÁÏÔ
Âû÷èñëåíèå a + b (èëè a × b) áóäåì ñ÷èòàòü ñëîæåíèåì (óìíî-

æåíèåì) òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ (ñîìíîæèòåëÿ) ïðè-
íàäëåæàò îñíîâíîìó ïîëþ [8], ò. å. îïåðàöèè â ïðîñòîì ïîäïîëå
íå ó÷èòûâàþòñÿ [7]. Â òàáë. 5 ïðèâåäåíà ñëîæíîñòü ÁÏÔ äëèíû
n = 2m− 1 íàä ïîëÿìè GF(2m) â ÷èñëå óìíîæåíèé Nmul è ñëîæå-
íèé Nadd. Ìåòîä Ãîðíåðà îïèñàí, íàïðèìåð, â ðàáîòå [11], à ìîäè-
ôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ãåðöåëÿ äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ðàññìîòðåíà â
ìîíîãðàôèè [7].

3.3. Ðåêóððåíòíûé ìåòîä

Â ðàçäåëå ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ íàä êîíå÷-
íûì ïîëåì, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ
â ïðîèçâåäåíèå äâîè÷íîé áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîé è äèàãîíàëüíîé
áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîé ìàòðèö. Èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷-
øèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ îïèñàí Âàíãîì,Æó [98] è Àôàíà-
ñüåâûì [43], îäíàêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äëèíû ïðåîáðàçîâàíèÿ
öèêëîòîìè÷åñêèé àëãîðèòì [39] ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ýôôåêòèâíûì.
Èäåÿ ñâåäåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ äëèíû n ê âû÷èñëåíèþ öèêëè-
÷åñêîé ñâåðòêè äëèíû n − 1 áûëà ïðåäëîæåíà Ðåéäåðîì [90] äëÿ
ïðîñòûõ äëèí. Àëãîðèòì Ãåðöåëÿ, ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ êîíå÷-
íûõ ïîëåé [7], â ðàáîòå [39] èíòåðïðåòèðîâàí êàê ñâåäåíèå ÄÏÔ
äëèíû n = 2m − 1 ê âû÷èñëåíèþ öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê äëèíû
m. Ë. À. Áàññàëûãî [4] ïåðâûì îáðàòèë âíèìàíèå íà ðåãóëÿðíóþ
ñòðóêòóðó ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíÿòü áëîêîâûå öèêëè÷åñêèå ñâåðòêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ. Èç-
ëîæåííûé â ðàçäåëå ìåòîä ïðåäëîæåí àâòîðîì â ðàáîòå [41]. Ýòîò
ìåòîä èìååò íå áîëüøóþ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, ÷åì öèêëîòîìè-
÷åñêèé àëãîðèòì [39], íî áîëåå ïðîñòîå îïèñàíèå.
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3.3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ââåäåì ÄÏÔ íàä âåêòîðàìè, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ 3.4.
Çà èñõîäíûé âåêòîð ïðèìåì âåêòîð f äëèíû n, à çà ðåçóëüòèðóþ-
ùèé � âåêòîð F òîé æå äëèíû.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëèíû
n | 2m − 1 âåêòîðà f = (fi), i ∈ [0, n− 1], â ïîëå GF(2m) íàçûâà-
åòñÿ âåêòîð F = (Fj),

Fj =
n−1∑

i=0

fiα
ij , j ∈ [0, n− 1],

ãäå α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n â ïîëå GF(2m).
Çàïèøåì ÄÏÔ â ìàòðè÷íîé ôîðìå

F = W f ,

ãäå W = (αij), i, j ∈ [0, n− 1], � ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà.
Ðàññìîòðèì íàáîð öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïî ìîäóëþ n íàä

GF(2)

(c1, c12, c122, . . . , c12m1−1), . . . , (cl, cl2, cl22, . . . , cl2ml−1),

ãäå ci ≡ ci2mi (modn), i ∈ [1, l]; l � ÷èñëî öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññîâ ïî ìîäóëþ n íàä GF(2).

Ïóñòü
Γi =

(
γ20

i , γ21

i , . . . , γ2mi−1

i

)
�

íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ ïîäïîëÿ GF(2mi) ⊂ GF(2m).
Öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé, èëè öèðêóëÿíòîì, íàçûâàåòñÿ ìàò-

ðèöà, ëþáàÿ ñòðîêà êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ñòðîêè
ïóòåì öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà íà îäíó ïîçèöèþ âëåâî (âïðàâî). Öèð-
êóëÿíòíûå ìàòðèöû ìîãóò áûòü íå òîëüêî êâàäðàòíûìè, íî è ïðÿ-
ìîóãîëüíûìè. Åñëè ýëåìåíòàìè öèðêóëÿíòà ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû,
òî öèðêóëÿíò íàçûâàåòñÿ áëîêîâûì öèðêóëÿíòîì.
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Íàçîâåì ïðîèçâåäåíèå



B0 B1 . . . Bt−1

B1 B2 . . . B0

. . . . . . . . . . . .
Bt−1 B0 . . . Bt−2







b0

b1

. . .
bt−1




t-òî÷å÷íîé áëîêîâîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé, ãäå áëîêè Bi, i ∈
[0, t− 1], ÿâëÿþòñÿ ïîäìàòðèöàìè, áëîêè bi, i ∈ [0, t− 1], � ïîä-
âåêòîðàìè, è âñå ðàçìåðû áëîêîâ îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Ãàíêåëåâîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà



a0 a1 a2 . . . at−1

a1 a2 a3 . . . at

a2 a3 a4 . . . at+1

. . . . . . . . . . . . . . .
at−1 at at+1 . . . a2t−2




.

Ãàíêåëåâû ìàòðèöû, òàê æå êàê è öèðêóëÿíòû, ìîãóò áûòü ïðÿ-
ìîóãîëüíûìè è ìîãóò îáðàçîâûâàòü áëîêîâûå êîíñòðóêöèè.

Ìàòðèöà âèäà
(
ai

bj

)
, i ∈ [0, t− 1], j ∈ [0, u− 1],

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà [12]. Åñëè äëÿ òà-
êîé ìàòðèöû âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî bj = 2j , j ∈ [0, u − 1], òî
íàçîâåì åå êâàäðàòè÷íîé îáîáùåííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà.

×åðåç Li îáîçíà÷èì mi×mi öèðêóëÿíò, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðî-
ãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíûé áàçèñ, è íàçîâåì åãî áàçîâûì
öèðêóëÿíòîì

Li =




γ20

i γ21

i . . . γ2mi−1

i

γ21

i γ22

i . . . γ20

i

. . . . . . . . . . . .

γ2mi−1

i γ20

i . . . γ2mi−2

i


 .

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî áàçîâûé öèðêóëÿíò Li òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé îáîáùåííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà. Ìàòðèöà Li

âñåãäà íåâûðîæäåííàÿ.
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×åðåç GCD(a, b) îáîçíà÷èì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷è-
ñåë a è b, à ÷åðåç ϕ(c) � ôóíêöèþ Ýéëåðà îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
c.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ââåäåì ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ ïî mod n

Z = (Zi), i ∈ [0, n− 1].

Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó Π = (Πij), i, j ∈ [0, n− 1],

Πij =

{
1, åñëè j = Zi, i ∈ [0, n− 1]
0, èíà÷å

.

Çàìåíèì ÄÏÔ íà ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îòëè÷àþùååñÿ
ïîðÿäêîì êîìïîíåíò â ðåçóëüòèðóþùåì è èñõîäíîì âåêòîðàõ:

Fc = Wcfc,

Fc = ΠF,

fc = Πf ,

ãäå Wc = ΠWΠT = (αZiZj ), i, j ∈ [0, n− 1].

3.3.2. Àëãîðèòì Ðåéäåðà

Àëãîðèòì Ðåéäåðà [90] ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè âû÷èñëåíèÿ
ÄÏÔ äëÿ ïðîñòîé äëèíû n ê âû÷èñëåíèþ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè
äëèíû n − 1. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê ïðîñòîå ïîëå GF(n)
ñîäåðæèò ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò è GF(2m)\0 îáðàçóåò ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó.

Ïîÿñíèì ðàáîòó àëãîðèòìà Ðåéäåðà íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÄÏÔ äëèíû n = 7 íàä ïîëåì GF(23).
Ïîëå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì α � êîðíåì ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà
x3+x+1 íàä GF(2). Çà ÿäðî ÄÏÔ âîçüìåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
α. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F = W f â ìàòðè÷íîé ôîðìå




F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6




=




α0 α0 α0 α0 α0 α0 α0

α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6

α0 α2 α4 α6 α1 α3 α5

α0 α3 α6 α2 α5 α1 α4

α0 α4 α1 α5 α2 α6 α3

α0 α5 α3 α1 α6 α4 α2

α0 α6 α5 α4 α3 α2 α1







f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6




.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáåðåì ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ ïî modn êàê îáúåäèíåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
è íóëåâîãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü g = 3 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî mod 7. Òîãäà îí ïî-
ðîæäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó

(g0, g1, g2, g3, g4, g5) = (1, 3, 2, 6, 4, 5).

Ñîñòàâëÿåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
Z = (1, 3, 2, 6, 4, 5) ∪ (0) =

=
0 1 2 3 4 5 6

( 1 3 2 6 4 5 0 )
è ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó

Π =

0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5
6




0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0




.

Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fc = Wcfc â
ìàòðè÷íîé ôîðìå
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F1

F3

F2

F6

F4

F5

F0




=




α1 α3 α2 α6 α4 α5 α0

α3 α2 α6 α4 α5 α1 α0

α2 α6 α4 α5 α1 α3 α0

α6 α4 α5 α1 α3 α2 α0

α4 α5 α1 α3 α2 α6 α0

α5 α1 α3 α2 α6 α4 α0

α0 α0 α0 α0 α0 α0 α0







f1

f3

f2

f6

f4

f5

f0




.

Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Wc

äëÿ âûáðàííîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Z âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñî-
äåðæèò (n − 1) × (n − 1) öèðêóëÿíòíóþ ïîäìàòðèöó. Óìíîæåíèå
ïîäâåêòîðà èñõîäíîãî âåêòîðà íà öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó è åñòü
(n− 1)-òî÷å÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà.

3.3.3. Ñâîéñòâà ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáåðåì ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ ïî mod n êàê îáúåäèíåíèå öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññîâ:

Z = (Zi) = (c1, c12, c122, . . . , c12m1−1, . . . ,
cl, cl2, cl22, . . . , cl2ml−1), i ∈ [0, n− 1].

Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Wc

äëÿ âûáðàííîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Z âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñîñòî-
èò èç l × l ïðÿìîóãîëüíûõ áëîêîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíò-
íûìè ìàòðèöàìè. Êðîìå òîãî, êàæäûé áëîê ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-
íîé îáîáùåííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà. Íàïîìíèì, ÷òî áàçîâûì
öèðêóëÿíòîì ðàçìåðíîñòè mi íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíò, ïåðâàÿ ñòðî-
êà êîòîðîãî ñîäåðæèò íîðìàëüíûé áàçèñ ïîäïîëÿ GF (2mi).

Òåîðåìà 3.3. Ìàòðèöà ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Wc

ôàêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâîè÷íîé è áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé
ìàòðèö.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Z êàê îáú-
åäèíåíèå öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ:

Z = (c1, c12, c122, . . . , c12m1−1, . . . , cl, cl2, cl22, . . . , cl2ml−1).

Êàæäûé öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëå-
ìåíòîì ci è ñîñòîèò èç mi, mi|m, i ∈ [1, l], ýëåìåíòîâ.

Ìàòðèöà Wc ñîñòîèò èç ïîäìàòðèö

Wc = (Wij), i, j ∈ [1, l],

ãäå ïîäìàòðèöà

Wij =
(
(αcicj )2

p+q
)

, p ∈ [0,mi − 1], q ∈ [0,mj − 1], (35)

èìååò ðàçìåðû mi ×mj .
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3.2. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Wij ïðèíàäëåæàò ïîäïî-

ëþ GF(2GCD(mi,mj)) ⊂ GF(2m).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò αcicj ∈ GF(2mj ) ⊂

GF(2m). Èç îïðåäåëåíèÿ öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî
îáðàçóþùèé ýëåìåíò cj , ñëåäóåò, ÷òî cj ≡ cj2mj (modn). Òîãäà
(αcicj )2

mj = αcicj è (αcicj )2
mj−1 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ýëå-

ìåíòà αcicj äåëèò ÷èñëî 2mj − 1:

ord(αcicj ) | 2mj − 1,

à ñàì ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ αcicj ∈ GF(2mj ).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî αcicj ∈ GF(2mi).
Èç äîêàçàííîãî è (35) ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Wij

ïðèíàäëåæàò ïîäïîëþ GF(2GCD(mi,mj)). ×.ò.ä.

Ïóñòü Pj åñòü mj ×mj ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà

Pj =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0




.
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Çàìåòèì, ÷òî (Pj)0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Âûäåëèì äâîè÷íûé ñîìíîæèòåëü Ac èç ìàòðèöû Wc = AcLc.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êàæäóþ ïîäìàòðèöó Wij â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ

Wij = AijLj ,

ãäå Aij � äâîè÷íàÿ mi×mj ìàòðèöà; Lj =
(
γ2p+q

j

)
, p, q ∈ [0, mj−

1], åñòü mj ×mj áàçîâûé öèðêóëÿíò.
Ïî ëåììå 3.2 ýëåìåíò αcicj ëåæèò â ïîäïîëå GF(2mj ) è ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó Γj

αcicj =
mj−1∑

s=0

gijsγ
2s

j , gijs ∈ GF(2).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Wij

(αcicj )2
p+q

=




mj−1∑

s=0

gijsγ
2s

j




2p+q

=

=
mj−1∑

s=0

(gijs)2
p+q

(γ2s

j )2
p+q

=
mj−1∑

s=0

gijsγ
2s+p+q

j .

Çàïèøåì öèêëè÷åñêèé ñäâèã íà s ïîçèöèé äëÿ áàçîâîãî öèðêóëÿí-
òà:

P s
j Lj =

(
γ2p+q+s

j

)
, p, q ∈ [0,mj − 1].

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ mi è mj âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû Wij .

1. mi = mj .

Wij =




mj−1∑

s=0

gijsγ
2s+p+q

j




p,q∈[0,mj−1]

=
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=
mj−1∑

s=0

gijsP
s
j Lj =




mj−1∑

s=0

gijsP
s
j


Lj = AijLj ,

ãäå

Aij =
mj−1∑

s=0

gijsP
s
j �

äâîè÷íûé öèðêóëÿíò.

2. mi < mj .
Äîïîëíèì ìàòðèöó (35) äî êâàäðàòíîé ìàòðèöû

W ′
ij =

(
(αcicj )2

p+q
)

, p, q ∈ [0, mj − 1].

Êàê è â ñëó÷àå 1, èç ìàòðèöû W ′
ij âûäåëèì äâîè÷íûé ñî-

ìíîæèòåëü W ′
ij = A′ijLj . Òîãäà Wij = AijLj , ãäå Aij =

A′ij [mi,mj ] � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A′ij , ñîñòîÿùàÿ èç åå ïåð-
âûõ mi ñòðîê è mj ñòîëáöîâ:

Aij =




mj−1∑

s=0

gijsP
s
j


 [mi,mj ].

3. mi > mj .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç dxe íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè
ðàâíîå x. Ïóñòü r =

⌈
mi

mj

⌉
. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äîïîë-

íèì ìàòðèöó Wij äî rmj ñòðîê â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì
ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû (35):

W̃ij =
(
(αcicj )2

p+q
)

, p ∈ [0, r − 1], q ∈ [0,mj − 1],

ò. å. ìàòðèöà

W̃ij =




W ′
ij

W ′
ij

· · ·
W ′

ij

W ′
ij
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ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé mj × mj êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö
W ′

ij . Êàê è â ñëó÷àå 1, êàæäàÿ ïîäìàòðèöà W ′
ij èìååò ïðåä-

ñòàâëåíèå W ′
ij = A′ijLj è, ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòü íèæíåé

ïîäìàòðèöû W ′
ij ìàòðèöû W̃ij , êàê â ñëó÷àå 2, èìååì

Wij =




A′ij
A′ij
· · ·
A′ij

A′ij [mi − (r − 1)mj , mj ]




Lj = AijLj .

Èòàê, ìàòðèöà Ac = (Aij), i, j ∈ [1, l], ñîñòîèò èç ïîäìàòðèö,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà öèêëè-
÷åñêèõ ñäâèãîâ è ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì öèðêóëÿíòîì:

Wc =




A11 · · · A1l

· · · · · · · · ·
Al1 · · · All







L1 0 . . . 0
0 L2 . . . 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 . . . Ll


 = AcLc.

×.ò.ä.

Èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî äâîè÷íàÿ ìàòðèöà Ac â ðàçëîæå-
íèè Wc = AcLc ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç öèðêóëÿíòîâ. Ñòðóêòóðà
ìàòðèöû Ac îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì ÷èñåë èç ïîëíîé ñèñòå-
ìû âû÷åòîâ ïî modn, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Z. Ìå-
òîäèêà ïîñòðîåíèÿ òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÷èñåë îïèñûâàåòñÿ íèæå.

3.3.4. Óïîðÿäî÷åíèå ÷èñåë èç ïîëíîé ñèñòåìû âû÷å-
òîâ

Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ÷èñåë èç ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî mod n
ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî [0, n− 1] êàê êîíêàòåíàöèþ öèêëîòîìè÷å-
ñêèõ êëàññîâ, âñå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò îáú-
åäèíåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
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Âñå ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ êîììóòà-
òèâíûìè êîíå÷íûìè ãðóïïàìè. Âñå îïåðàöèè, åñëè ìîäóëü íå óêà-
çàí â ÿâíîì âèäå, âûïîëíÿþòñÿ ïî modn. Ìíîæåñòâî íàçûâàåò-
ñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè åãî ýëåìåíòû ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Íåóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
çàêëþ÷åíû â ôèãóðíûå ñêîáêè, óïîðÿäî÷åííûå � â êðóãëûå, ìíî-
æåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë � â êâàäðàòíûå.

Ââåäåì íîâóþ îïåðàöèþ � ïðîèçâåäåíèå óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ. Ïðîèçâåäåíèå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(a1, a2, . . . , ai)× (b1, b2, . . . , bj) =

= (a1b1, a2b1, . . . , aib1; a1b2, a2b2, . . . , aib2; . . . ; a1bj , a2bj , . . . , aibj).

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïåðàöèé (ïðîèçâåäåíèå, êîíêàòå-
íàöèÿ, óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó) íàä óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâà-
ìè:

(a1, a2, a3)× (b1, b2) = (a1b1, a2b1, a3b1, a1b2, a2b2, a3b2),

(a1, a2, a3) + (b1, b2) = (a1, a2, a3, b1, b2),

i(a1, a2, a3) = (ia1, ia2, ia3).

Äëÿ íå÷åòíîãî k ââåäåì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ñòåïåíåé ÷èñëà
2 ïî mod k

B(mod k) = (20, 21, 22, . . . , 2δ−1),

ãäå
δ = arg min

i
(2i ≡ 1 (mod k), i > 0) �

ïîðÿäîê 2 ïî mod k. Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Bi = (20, 21, 22, . . . , 2i−1).

Ââåäåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïî mod
n

d
öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó

G
(
i,mod

n

d

)
= (1, i, i2, . . .)
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ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì i, ãäå d � äåëèòåëü ÷èñëà n. Äëÿ ñëó-
÷àÿ d = 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðîùåííîå îáîçíà÷åíèå G(i) =
G(i,mod n).

Ïóñòü
G(i)[j] = (1, i, i2, . . . , ij−1) �

óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ j ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G(i).

Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî mod k åñòü

Q(k) = {i | GCD(i, k) = 1, i ∈ [0, k − 1]},
ïðè÷åì Q(k) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
ïî mod k.

Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå ïîëíîé ñèñòåìû âû÷å-
òîâ ïî mod n â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

[0, n− 1] =
⋃

d|n
dQ

(n

d

)
,

ãäå Q
(n

d

)
� ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî mod

n

d
; d ïðîáåãàåò

âñå äåëèòåëè ÷èñëà n.
Äëÿ íå÷åòíîãî k ãðóïïà B(mod k) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóï-

ïû Q(k) è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Q(k) ðàçëàãàåòñÿ íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå B(mod k).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íûõ êîììóòàòèâíûõ ãðóïïàõ ãëàñèò,
÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï [10]. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ íå÷åò-
íûõ çíà÷åíèé n è d áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå

Q
(n

d

) ∼= B
(
mod

n

d

)
×G

(
i,mod

n

d

)
,

ãäå G
(
i,mod

n

d

)
� íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, à ÷åðåç ∼= îáî-

çíà÷åíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåóïîðÿäî÷åííûì è óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâàìè, ñîñòîÿùèìè èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü,
òàê êàê îäíà èç öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, à èìåííî B

(
mod

n

d

)
, áûëà
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çàôèêñèðîâàíà. Â ýòîì ñëó÷àå îñëàáèì òðåáîâàíèå ê ðàçëîæåíèþ
è áóäåì èñêàòü âìåñòî ãðóïïû G

(
i,mod

n

d

)
ïîäìíîæåñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç ïåðâûõ ýëåìåíòîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.
Èñêîìîå óïîðÿäî÷åíèå ÷èñåë ïîñòðîèì â äâà ýòàïà. Âíà÷àëå

ðàçîáüåì âñå ÷èñëà i ∈ [0, n−1] íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà â
ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì GCD(n, i). Çàòåì ïðåäñòàâèì âñå ÷èñ-
ëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ GCD(n, i), êàê
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï (èëè èõ ïîäìíîæåñòâ).
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî mod n è îáúåäè-
íåíèåì óïîðÿäî÷åííûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
çàïèøåì êàê

[0, n− 1] =
τ⋃

j=1

djQ

(
n

dj

)
∼=

∼=
τ⋃

j=1

ej

(
B

(
mod

n

dj

)
×G

(
ij , mod

n

dj

))
,

ãäå ej , j ∈ [1, τ ], � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, âîçìîæíî îòëè÷íûå
îò äåëèòåëåé dj ÷èñëà n, à τ � êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n.
Ìíîæåñòâî {ei}, i ∈ [1, τ ], ïîñòðîèì òàê, ÷òîáû ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïðîèçâåäåíèé eiej (modn) äëÿ âñåõ ïàð (i, j), i, j ∈ [1, τ ], áûëî
ìèíèìàëüíî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð óïîðÿäî÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ïî
mod 7.

Ïðèìåð. ×èñëî n = 7 èìååò äåëèòåëè {1, 7}.
1. ×èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6 èìåþò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü,

ðàâíûé d1 = 1.
Ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ÷èñåë â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï åñòü

B3 ×G(6) = (1, 2, 4)× (1, 6) = (1, 2, 4, 6, 5, 3).

2. ×èñëî 0 èìååò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ðàâíûé d2 =
7.
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Òàêèì îáðàçîì:

B3 ×G(6) + (0) = (1, 2, 4, 6, 5, 3, 0).

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð óïîðÿäî÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë
ïî mod15.

Ïðèìåð. ×èñëî n = 15 èìååò äåëèòåëè {1, 3, 5, 15}.

1. ×èñëà 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 èìåþò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü, ðàâíûé d1 = 1.
Ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ÷èñåë â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï åñòü

B4 ×G(11) = (1, 2, 4, 8)× (1, 11) = (1, 2, 4, 8, 11, 7, 14, 13).

2. ×èñëà 3, 6, 9, 12 èìåþò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü,
ðàâíûé d2 = 3.
Ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ÷èñåë â âèäå ñäâèãà öèêëîòîìè÷åñêîãî
êëàññà åñòü

3Q(5) = 3(1, 2, 4, 3) = (3, 6, 12, 9) ∼= 6B4 =

= 6(1, 2, 4, 8) = (6, 12, 9, 3).

Êîíñòàíòà e2 = 6 âûáðàíà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñðàâíå-
íèå e2

2 ≡ e2 (modn).

3. ×èñëà 5 è 10 èìåþò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ðàâíûé
d3 = 5.
Ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ÷èñåë â âèäå ñäâèãà öèêëîòîìè÷åñêîãî
êëàññà ïî mod 3 åñòü

5Q(3) = 5(1, 2) = (5, 10) ∼= 10B2 = 10(1, 2) = (10, 5).

Êîíñòàíòà e3 = 10 âûáðàíà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñðàâ-
íåíèå e2

3 ≡ e3 (modn).
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4. ×èñëî 0 èìååò ñ n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ðàâíûé d4 =
15.

Òàêèì îáðàçîì:

B4 ×G(11) + 6B4 + 10B2 + 0 =

= (1, 2, 4, 8)× (1, 11) + 6(1, 2, 4, 8) + 10(1, 2) + (0) =

= (1, 2, 4, 8, 11, 7, 14, 13, 6, 12, 9, 3, 10, 5, 0).

Ðåçóëüòàòû óïîðÿäî÷åíèÿ ÷èñåë äëÿ ìîäóëåé âèäà n = 2m − 1
ïðèâåäåíû â òàáë. 6. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé n, êðîìå
n = 255, ñóùåñòâóþò, ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêè è ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèâåäåííûõ ñèñòåì âû÷åòîâ
â ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ n = 15, 63, 511
ìíîæåñòâî êîíñòàíò {ei} âûáðàíî, èñõîäÿ èç ïðèíöèïà ìèíèìè-
çàöèè ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé eiej (modn). Äëÿ ñëó÷àÿ
n = 255 èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, à â òàáëèöå ïðè-
âåäåíî áîëåå ñëàáîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû
Bi è ïîäìíîæåñòâî öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Îïèñàííîå óïîðÿäî÷åíèå ÷èñåë áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Z äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Wc ýêâèâàëåíò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3.3.5. Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ÄÏÔ

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëèíû n â ïîëå GF(2m)

Fc = Wcfc = AcLcfc

ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëÿþò l öèêëè÷å-
ñêèõ ñâåðòîê, ÷òî ïðè n = 2m − 1 òðåáóåò íå áîëåå m2m ≈ n log n
ñëîæåíèé è óìíîæåíèé â ïîëå GF(2m). Íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñ-
ëÿþò ïðîèçâåäåíèå äâîè÷íîé ìàòðèöû Ac íà âåêòîð Lcfc.

135



Òà
áë

èö
à
6

Óï
îð

ÿä
î÷

åí
èå

÷è
ñå
ë
èç

ïî
ëí

îé
ñè

ñò
åì

û
âû

÷å
òî

â
ïî

m
o
d

n

n
Ä
åë

èò
åë

è
n

Ì
íî

æ
åñ
òâ

î
èí

äå
êñ
îâ

Z
7

{1
,7
}

B
3
×

G
(6

)
+

0
15

{1
,3

,5
,1

5}
B

4
×

G
(1

1)
+

6B
4
+

10
B

2
+

0
31

{1
,3

1}
B

5
×

G
(6

)
+

0
63

{1
,3

,7
,9

,2
1,

63
}

B
6
×

G
(1

3)
+

15
(B

6
×

G
(1

3,
m

o
d

21
))

+
7B

6
+

36
(B

3
×

G
(1

3,
m

o
d

7)
)
+

42
B

2
+

0
12

7
{1

,1
27
}

B
7
×

G
(2

4)
+

0
25

5
{1

,3
,5

,1
5,

17
,5

1,
85

,2
55
}

B
8
×

G
(1

3)
×

G
(7

)[
4]

+
3(

B
8
×

G
(1

3)
×

G
(7

)[
2]

)+
5(

B
8
×

G
(7

)[
4]

)
+

15
(B

8
×

G
(7

)[
2]

)+
17

(B
4
×

G
(1

3)
[2

])
+

51
B

4
+

85
B

2
+

0
51

1
{1

,7
,7

3,
51

1}
B

9
×

G
(1

0)
×

G
(5

10
)
+

14
7(

B
9
×

G
(1

0,
m

o
d

73
))

+
73

(B
3
×

G
(5

10
,m

o
d

7)
)
+

0

136



Ïóñòü τ � êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n. Ïðè ðàññìîòðåíèè
ñòðóêòóðû ìàòðèöû Ac âèäíî, ÷òî îíà ñîäåðæèò τ2 áëîêîâûõ öèð-
êóëÿíòîâ ABij , i, j ∈ [1, τ ] (âîçìîæíî, íåïîëíûõ èëè òðèâèàëü-
íûõ) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n, êðîìå n = 255. Òàêèì îáðàçîì, ïîä-
ìàòðèöû Aij , i, j ∈ [1, l] ìàòðèöû Ac îáðàçóþò äâîè÷íûå áëî-
êîâûå öèðêóëÿíòû ABij , i, j ∈ [1, τ ], à óìíîæåíèå ìàòðèöû Ac

íà âåêòîð Lcfc ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ τ2 áëîêîâûõ
öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê. Â ñëó÷àå äëèíû n = 255 ïîäìàòðèöû Aij

ñîñòàâëÿþò áëîêîâûå öèðêóëÿíòû, îáðàçóþùèå â ñâîþ î÷åðåäü
áëîêîâûå ãàíêåëåâû ìàòðèöû, óìíîæåíèÿ íà êîòîðûå òàêæå ìî-
ãóò áûòü âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ.

Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ñëîæåíèé â ïîëå GF(2m) ïðè âûïîë-
íåíèè âòîðîãî ýòàïà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê. Ïóñòü
CONmul(i) � ÷èñëî óìíîæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè öèêëè÷åñêîé
ñâåðòêè äëèíû i, à CONadd(i) � ÷èñëî ñëîæåíèé. ×åðåç CIRadd(i)
îáîçíà÷èì ÷èñëî ñëîæåíèé, òðåáóåìîå äëÿ óìíîæåíèÿ äâîè÷íîãî
öèðêóëÿíòà ðàçìåðà i × i íà âåêòîð äëèíû i èç îñíîâíîãî ïîëÿ,
à ÷åðåç add(i) � ÷èñëî ñëîæåíèé ýëåìåíòîâ èç îñíîâíîãî ïîëÿ
ïðè ñëîæåíèè äâóõ âåêòîðîâ äëèíû i. Äàëåå îïðåäåëèì ðàçìå-
ðû ïîäìàòðèö ABij , i, j ∈ [1, τ ], ñîñòîÿùèõ èç äâîè÷íûõ áëîêîâ
Aij , i, j ∈ [1, l]. Ïóñòü {d1, d2, . . . , dτ} � ìíîæåñòâî äåëèòåëåé
÷èñëà n. Òîãäà ðàçìåð áëîêà δi, ñîîòâåòñòâóþùèé i-ìó äåëèòåëþ,
ðàâåí ïîðÿäêó 2 ïî mod

n

di
:

δi = arg min
j

(
2j ≡ 1 (mod

n

di
), j > 0

)
.

×èñëî áëîêîâ ti, ñîîòâåòñòâóþùåå i-ìó äåëèòåëþ, ðàâíî

ti =
ϕ

(
n

di

)

δi
.

Òî åñòü êàæäàÿ ïîäìàòðèöà ABij ñîñòîèò èç ti × tj áëîêîâ Aij ,
èìåþùèõ ðàçìåðû δi × δj .
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Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè ñëîæíîñòè áóäåì äîïîëíÿòü íåïîëíûå
öèðêóëÿíòû äî ïîëíûõ. Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî ñòðîèòü áîëåå òî÷-
íûå îöåíêè, åñëè îïðåäåëèòü ôóíêöèè ñëîæíîñòè äëÿ íåïîëíûõ
öèðêóëÿíòîâ.

Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ áëîêîâîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè
ïðè óìíîæåíèè ïîäìàòðèöû ABij íà âåêòîð êàê

BCON(i, j) = CONmul(max(ti, tj))CIRadd(max(δi, δj)) +

+CONadd(max(ti, tj)) add(max(δi, δj)).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà ÷èñëà ñëîæåíèé ïðè âûïîëíåíèè âòî-
ðîãî ýòàïà ïðåîáðàçîâàíèÿ

Nadd =
∑

(i,j)
i,j∈[1,τ ]

BCON(i, j) + (τ − 1)n.

3.3.6. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÄÏÔ äëèíû n = 7 íàä ïîëåì GF(23).
Ïîëå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì α � êîðíåì ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà
x3+x+1 íàä GF(2). Çà ÿäðî ÄÏÔ âîçüìåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
α. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Z âûáåðåì èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà
ïàðàãðàôà 3.3.4:

Z = (1, 2, 4, 6, 5, 3, 0).

Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fc = Wcfc â ìàò-
ðè÷íîé ôîðìå




F1

F2

F4

F6

F5

F3

F0




=




α1 α2 α4 α6 α5 α3 α0

α2 α4 α1 α5 α3 α6 α0

α4 α1 α2 α3 α6 α5 α0

α6 α5 α3 α1 α2 α4 α0

α5 α3 α6 α2 α4 α1 α0

α3 α6 α5 α4 α1 α2 α0

α0 α0 α0 α0 α0 α0 α0







f1

f2

f4

f6

f5

f3

f0




.
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Â ïîëå GF(23) íîðìàëüíûì áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ
(
γ, γ2, γ4

)
=(

α6, α5, α3
)
, à â åãî ïðîñòîì ïîäïîëå GF(2):

(
γ1 + γ2 + γ4

)
=

(
α0

)
.

Îáîçíà÷èì áàçîâûå öèðêóëÿíòû ÷åðåç

L1 = L2 =




γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2


 è L3 =

[
γ1 + γ2 + γ4

]
=

[
1
]
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà α1 = γ1 + γ2, α6 = γ1, α0 = γ1 + γ2 + γ4,
ôàêòîðèçóåì ìàòðèöó Wc è èìååì

Wc = AcLc =




1
(I + P )L1 L2 1

1
1

L1 (I + P )L2 1
1

1 1 1 1 1 1 1




=

=




1
I + P I 1

1
1

I I + P 1
1

1 1 1 1 1 1 1







L1

L2

1


 =

=




1 1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1







γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2

γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2

1




,
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ãäå I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; P =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 � ìàò-

ðèöà öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà.
Ìàòðèöà Ac ñîñòîèò èç äåâÿòè äâîè÷íûõ öèðêóëÿíòîâ. Òàêæå

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäìàòðèöà ìàòðèöû Ac




1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1




ÿâëÿåòñÿ áëîêîâûì öèðêóëÿíòîì.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÄÏÔ äëèíû n = 15 íàä ïîëåì GF(24).
Ïîëå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì α � êîðíåì ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà
x4+x+1 íàä GF(2). Çà ÿäðî ÄÏÔ âîçüìåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
α. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Z âûáåðåì èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà
ïàðàãðàôà 3.3.4:

Z = (1, 2, 4, 8, 11, 7, 14, 13, 6, 12, 9, 3, 10, 5, 0).

Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fc = Wcfc â ìàò-
ðè÷íîé ôîðìå
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Â ïîëå GF(24) íîðìàëüíûì áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ
(
γ1, γ2, γ4, γ8

)
=(

α6, α12, α9, α3
)
, à â åãî ïîäïîëÿõ:

(
γ1 + γ4, γ2 + γ8

)
=

(
α5, α10

)
�

äëÿ GF(22) ⊂ GF(24);
(
γ1 + γ2 + γ4 + γ8

)
=

(
α0

)
� äëÿ GF(2) ⊂

GF(24).
Çàìåòèì, ÷òî îáðàçóþùèé ýëåìåíò íîðìàëüíîãî áàçèñà γ = α6 íå
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ.

Îáîçíà÷èì áàçîâûå öèðêóëÿíòû ÷åðåç

L1 = L2 = L3 =




γ1 γ2 γ4 γ8

γ2 γ4 γ8 γ1

γ4 γ8 γ1 γ2

γ8 γ1 γ2 γ4


 ,

L4 =
[
γ1 + γ4 γ2 + γ8

γ2 + γ8 γ1 + γ4

]
è L5 =

[
γ1 + γ2 + γ4 + γ8

]
=

[
1
]
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå D[a, b] äëÿ ïîäìàòðèöû ìàòðèöû D, ñî-
ñòîÿùåé èç åå ïåðâûõ a ñòðîê è b ñòîëáöîâ. Ó÷èòûâàÿ ðàâåí-
ñòâà α1 = γ4 + γ8, α11 = γ1 + γ4 + γ8, α6 = γ1, α10 = γ2 + γ8,
α0 = γ1 + γ2 + γ4 + γ8, ôàêòîðèçóåì ìàòðèöó Wc è èìååì
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=
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Ìàòðèöà Ac ñîñòîèò èç äâîè÷íûõ öèðêóëÿíòîâ: Ac = (Aij),
i, j ∈ [1, 5]. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäìàòðèöû

[
A11 A12

A21 A22

]
,

[
A31 A32

]
,

[
A51 A52

]
,

[
A13

A23

]
,

[
A15

A25

]

ÿâëÿþòñÿ áëîêîâûìè öèðêóëÿíòàìè, ïîäìàòðèöû (A33), (A43),
(A53), (A34), (A44), (A54), (A35), (A45), (A55) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê òðèâèàëüíûå áëîêîâûå öèðêóëÿíòû, à ïîäìàòðèöû

[
A41 A42

]
=

[
0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1

]
,

[
A14

A24

]
=




0 1
1 0
0 1
1 0
1 0
0 1
1 0
0 1




îáðàçóþò áîëåå ñëîæíóþ áëî÷íî-öèðêóëÿíòíóþ ñòðóêòóðó, â êî-
òîðîé áëîêàìè öèðêóëÿíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîäìàòðèöû ìàòðèö A41,
A42 èëè A14, A24.

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îñóùåñòâëÿþò â äâà
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëÿþò òðè ÷åòûðåõòî÷å÷íûå öèê-
ëè÷åñêèå ñâåðòêè è îäíó äâóõòî÷å÷íóþ ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ 16
óìíîæåíèé è 42 ñëîæåíèÿ íàä ïîëåì GF(24). Íà âòîðîì ýòàïå �
óìíîæåíèè ìàòðèöû Ac íà âåêòîð Lcfc � âû÷èñëÿþò äâóõòî÷å÷-
íóþ áëîêîâóþ öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó è íåêîòîðûå òðèâèàëüíûå
ñâåðòêè ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ 49 ñëîæåíèé.

Íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîæåíèé ýêâèâàëåíòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ñðàâíåíèþ ñ öèêëîòîìè÷åñêèì àëãîðèò-
ìîì [39], âûïîëíÿåìîãî ïî ôîðìóëå (34), îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âûïîëíåíèå ïåðâîãî ýòàïà öèêëîòîìè÷åñêîãî àëãîðèòìà
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ñòàíîâèòñÿ ïðîùå íà ÷èñëî ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé ïðè âû÷èñëå-
íèè öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê, ïîñêîëüêó íà âòîðîì ýòàïå öèêëîòîìè-
÷åñêîãî àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèöû AQ íà âåêòîð
ñ ýëåìåíòàìè èç îñíîâíîãî ïîëÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðåäëî-
æåííîãî ðåêóððåíòíîãî àëãîðèòìà, ñòðóêòóðà ìàòðèöû AQ â öèê-
ëîòîìè÷åñêîì àëãîðèòìå îïèñàíèþ íå ïîääàåòñÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò
ðåàëèçàöèþ âû÷èñëåíèé.

3.4. Âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà

Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà îò
ïðèíÿòîãî âåêòîðà äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà
ñ ïîìîùüþ öèêëîòîìè÷åñêîãî è ðåêóððåíòíîãî ìåòîäîâ. Ïóñòü

S(x) =
2t−1∑

i=0

Six
i � ñèíäðîìíûé ìíîãî÷ëåí, ãäå t � êîððåêòèðóþ-

ùàÿ ñïîñîáíîñòü êîäà. Èçâåñòíî [7], ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèíäðîì-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê çíà÷åíèÿ ïðèíÿòîãî
ìíîãî÷ëåíà â êîðíÿõ ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà êîäà Ðèäà � Ñî-
ëîìîíà:

Si = f(αi), i ∈ [0, 2t− 1],

ãäå f(x) =
n−1∑

i=0

fix
i � ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèíÿòîìó

âåêòîðó.

3.4.1. Âû÷èñëåíèå íåïîëíîãî ÄÏÔ ñ ïîìîùüþ
öèêëîòîìè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Êîýôôèöèåíòû ñèíäðîìíîãî ìíîãî÷ëåíà Si ìîãóò áûòü íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëåíû êàê íåïîëíîå ÄÏÔ îò ïðèíÿòîãî ìíîãî-
÷ëåíà f(x). Îäíàêî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå öèêëîòîìè÷åñêîãî àëãî-
ðèòìà (33) òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ âñåõ öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê. Ýòî
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ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷èñëî óìíîæåíèé äëÿ íåïîëíîãî ÄÏÔ îñòà-
íåòñÿ òàêèì æå, êàê è äëÿ ïîëíîãî öèêëîòîìè÷åñêîãî àëãîðèòìà
âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ.

Òàê êàê îáå ìàòðèöû A è L â (33) îáðàòèìûå, òî îáðàòíîå
ÄÏÔ ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

f = L−1A−1F.

Ïóñòü êàæäûé áëîê â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå L îáðàçó-
åòñÿ áàçèñîì βi = (βi,0, . . . , βi,mi−1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé
áëîê â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå L−1 òàêæå îáðàçóåòñÿ áàçè-
ñîì β̃i, äóàëüíûì (äâîéñòâåííûì) ê βi [80], ò. å. áëîêè â ìàòðè-
öå L−1 òàêæå áóäóò öèðêóëÿíòíûìè ìàòðèöàìè. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü
ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå [11, (3.6)], ìîæíî ïî-
ëàãàòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ òàê-
æå ïðèâîäèò ê öèêëîòîìè÷åñêîìó àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ.

Åñëè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òîëüêî íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà f , òî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü óìíîæåíèÿ íà íåêî-
òîðûå áëîêè ìàòðèöû L−1. Ýòî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò ïîëíîå
÷èñëî óìíîæåíèé. Áîëåå òîãî, ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî,
÷òî íóæíî âû÷èñëÿòü íå ïîëíîå ïðîèçâåäåíèå A−1 íà F, à òîëüêî
çíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîáõîäèìûì áëîêàì
L−1. Ýòî ýêâèâàëåíòíî óñå÷åíèþ ìàòðèöû A−1, ÷òî ïðèâîäèò ê
ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ñëîæåíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå äëèíû 7 íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(23). Äëÿ ýòîãî
âíà÷àëå íàïîìíèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÁÏÔ èç ïàðàãðàôà 3.2.3.
Ïóñòü α � êîðåíü ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà x3 + x + 1 íàä
GF(2). Â êà÷åñòâå áàçèñà ïîëÿ GF(23) âûáåðåì íîðìàëüíûé áàçèñ(
γ, γ2, γ4

)
, ãäå γ = α3. Òîãäà àëãîðèòì ÁÏÔ ìîæåò áûòü çàïèñàí

ñëåäóþùèì îáðàçîì [39]:
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F =




F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6




=

=




1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0







1 0 0 0 0 0 0
0 γ1 γ2 γ4 0 0 0
0 γ2 γ4 γ1 0 0 0
0 γ4 γ1 γ2 0 0 0
0 0 0 0 γ1 γ2 γ4

0 0 0 0 γ2 γ4 γ1

0 0 0 0 γ4 γ1 γ2







f0

f1

f2

f4

f3

f6

f5




=

= ALf .

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåêòîðà F ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî êàê

L−1A−1F = f =




f0

f1

f2

f4

f3

f6

f5




=

=




1 0 0 0 0 0 0
0 γ1 γ2 γ4 0 0 0
0 γ2 γ4 γ1 0 0 0
0 γ4 γ1 γ2 0 0 0
0 0 0 0 γ1 γ2 γ4

0 0 0 0 γ2 γ4 γ1

0 0 0 0 γ4 γ1 γ2







1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0 0







F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6




.
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Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå
[11, (3.6)], ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàïèñü àëãîðèòìà
ÁÏÔ:

F̃ =




F0

F6

F5

F3

F4

F1

F2




= L−1A−1




f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6




= L−1A−1f̃ ,

ãäå ÷åðåç F̃ è f̃ îáîçíà÷åíû ïåðåñòàíîâêè âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ
F è f .

Íàïîìíèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òðåõòî÷å÷íîé öèêëè÷åñêîé
ñâåðòêè bi(x) = bi,0 + bi,2x + bi,1x

2 = (γ + γ4x + γ2x2)(ai,0 + ai,1x +
ai,2x

2) mod (x3 − 1) èç ïàðàãðàôà 3.2.3, ïðåäñòàâëåííûé òàêæå â
ðàáîòå [7]:

bi =




bi,0

bi,1

bi,2


 =




1 0 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1


×

×










1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1







γ
γ4

γ2





 ·







1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1







ai,0

ai,1

ai,2








 =

= Qi (Ci · (Piai)) , i = 1, 2,

ãäå Qi � äâîè÷íàÿ ìàòðèöà ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé äëÿ öèêëè-
÷åñêîé ñâåðòêè; Ci � âåêòîð êîíñòàíò; Pi � äâîè÷íàÿ ìàòðèöà
ïðåäâàðèòåëüíûõ ñëîæåíèé.
Ñ ó÷åòîì γ + γ2 + γ4 = 1 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì òðåáóåò òðåõ óìíî-
æåíèé, ÷åòûðåõ ïðåäâàðèòåëüíûõ è ïÿòè ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàïèñü àëãîðèòìà ÁÏÔ:
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F̃ =




F0

F6

F5

F3

F4

F1

F2




=




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1










1
1

γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2

1
γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2




·

·







1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1







1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0 0







f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6










=

= Q(C · (PA−1f̃)),

ãäå Q � äâîè÷íàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåííûõ
ïîñëåäóþùèõ ñëîæåíèé; C � îáúåäèíåííûé âåêòîð êîíñòàíò; P �
äâîè÷íàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåííûõ ïðåäâàðè-
òåëüíûõ ñëîæåíèé.

Èëè, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû P è A−1, èìååì
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F̃ =




F0

F6

F5

F3

F4

F1

F2




=




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1




×

×







1
1

γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2

1
γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2




·







1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1







f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6










.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ÁÏÔ äëèíû 7 ñâîäèòñÿ ê ñëåäó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé:

âûïîëíåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ñëîæåíèé (PA−1)× f̃ :

V10 = f3 + f5, V8 = f5 + V9,
V11 = f1 + V10, V13 = f6 + F0,
V2 = f2 + V11, V1 = V10 + V13,
V6 = f4 + V11, V5 = V1 + V12,
V9 = f6 + V2, V7 = V6 + V8,
V12 = f4 + V9, V4 = V7 + V10,
F0 = f0 + V12, V3 = V2 + V4;
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âûïîëíåíèå óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû C · (PA−1f̃) :

V14 = V2 α, V17 = V6 α,
V15 = V3 α2, V18 = V7 α2,
V16 = V4 α4, V19 = V8 α4;

óìíîæåíèå ìàòðèöû Q íà âåêòîð C · (PA−1f̃) :

T1 = V1 + V16, T3 = V5 + V19,
T2 = V14 + V15, T4 = V17 + V18,
F6 = V15 + T1, F4 = V18 + T3,
F5 = V1 + T2, F1 = V5 + T4,
F3 = V14 + T1, F2 = V17 + T3.

Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò 2× 3 = 6 óìíîæåíèé
è 14 + 2 × 5 = 24 ñëîæåíèé, ÷òî íà îäíî ñëîæåíèå ìåíüøå, ÷åì
äëÿ àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííîãî â ïàðàãðàôå 3.2.3 è ðàáîòå [39].

Ïðèìåð. Âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà äëÿ (7, 5, 3)-êîäà Ðè-
äà � Ñîëîìîíà. Ïóñòü èìååòñÿ (7, 5, 3)-êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(23). Ïîëå è áàçèñ çàäàíû òàê æå, êàê â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò
ñèíäðîìà F0 è F1 çàïèøåì íåïîëíîå ÄÏÔ

[
F0

F1

]
=

[
1 0 0 0
0 1 1 1

]
×

×







1
1

γ2 + γ4

γ + γ4


 ·







1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1







f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6










.

154



Ýòà çàïèñü ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåé-
ñòâèé:

T0 = f5 + f6, T7 = f3 + T3,

T1 = f2 + f4, T8 = T1 + T6,

T2 = f0 + f3, T9 = f5 + T7,

T3 = f1 + f4, T10 = αT9,

T4 = T0 + T2, T11 = α2T5,

T5 = T0 + T1, T12 = T10 + T11,

T6 = f1 + T4,

F0 = T8, F1 = T4 + T12.

Â òàáë. 7 ïðèâåäåíà ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà äëÿ
íåêîòîðûõ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà â ïîëå GF(28) â ÷èñëå óìíî-
æåíèé Nmul è ñëîæåíèé Nadd. Êðîìå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà,
óêàçàíà ñëîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà ïî
ìåòîäó Ãîðíåðà è ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû Çàõàðîâîé
FFTDesigner, îñíîâàííûé íà åå ðàáîòàõ [21, 20].

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà òåõ æå ñâîéñòâàõ êîíå÷-
íûõ ïîëåé, ÷òî è ìåòîä Çàõàðîâîé [21, 20], îäíàêî îí ïðèâî-
äèò ê íåêîòîðîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà îïåðàöèé çà ñ÷åò âûïîëíå-
íèÿ íåïîëíûõ öèêëè÷åñêèõ ñâåðòîê è îïòèìèçàöèè ñëîæåíèé. Èç
ïðåäñòàâëåííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ âû÷èñëåíèÿ øåñòè
ñèíäðîìíûõ êîìïîíåíò, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðîùå íå òîëüêî ìå-
òîäà Ãîðíåðà, íî è ìåòîäà Çàõàðîâîé.
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Òàáëèöà 7

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà
äëÿ íåêîòîðûõ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà

Ïàðàìåòðû Ïðåäëîæåííûé Ìåòîä Ìåòîä
êîäà ìåòîä Ãîðíåðà Çàõàðîâîé

(n, k, d) Nmul Nadd Nmul Nadd Nmul Nadd

(255, 253, 3) 7 508 254 508 7 529
(255, 251, 5) 17 905 762 1016 18 875
(255, 249, 7) 27 1250 1270 1524 30 1268
(255, 247, 9) 37 1643 1778 2032 41 1652
(255, 245, 11) 45 1909 2286 2540 51 2036
(255, 243, 13) 55 2350 2794 3048 62 2391
(255, 241, 15) 65 2689 3302 3556 74 2789
(255, 239, 17) 75 2938 3810 4064 85 2989
(255, 223, 33) 149 5046 7874 8128 167 5440

3.4.2. Âû÷èñëåíèå íåïîëíîãî ÄÏÔ ñ ïîìîùüþ ðå-
êóððåíòíîãî ìåòîäà

Ïðèìåíèì âû÷èñëåíèå íåïîëíîãî ÄÏÔ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíò-
íîãî ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèíäðîìà ïðè äåêîäèðîâàíèè àëãåá-
ðàè÷åñêèõ êîäîâ [41]. Èç ñâîéñòâ ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Wc è òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò

Wc = W T
c = AcLc = LT

c AT
c ,

÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ìåòîä
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïîëíîãî ÄÏÔ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû ÄÏÔ ñ èíäåêñàìè èç
ìíîæåñòâà X. Ðàñøèðèì ìíîæåñòâî X äî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíèÿ
öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ Y ⊃ X, ò. å. äëÿ j ∈ X ñîäåðæàùèé j
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öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ âêëþ÷èì âî ìíîæåñòâî Y . Òîãäà èç Wc =
LT

c AT
c èìååì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïîëíîãî ÄÏÔ

FY =




LT
j1

0 . . . 0
0 LT

j2
. . . 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 . . . LT
jv







AT
1j1

AT
2j1

· · · AT
lj1

AT
1j2

AT
2j2

· · · AT
lj2

· · · · · · · · · · · ·
AT

1jv
AT

2jv
· · · AT

ljv


 fc,

ãäå FY = (Fi), i ∈ Y ; j1, j2, . . . , jv � íîìåðà öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññîâ, âõîäÿùèõ âî ìíîæåñòâî Y ; v � ÷èñëî öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî Y .

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âñåãî v < l öèê-
ëè÷åñêèõ ñâåðòîê. Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èí-
äåêñàìè èç ìíîæåñòâà Y \X îòáðàñûâàþò, à äàëüíåéøåå óìåíüøå-
íèå ÷èñëà óìíîæåíèé ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ íåïîë-
íûõ ñâåðòîê.

Ïðèìåð. Âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà äëÿ (7, 5, 3)-êîäà Ðè-
äà � Ñîëîìîíà. Ðàññìîòðèì (7, 5, 3)-êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(23). Ïîëå è áàçèñ çàäàíû òàê æå, êàê â
ïðèìåðå èç ïàðàãðàôà 3.4.1. Ïóñòü

f(x) =
n−1∑

i=0

fix
i �

ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèíÿòîìó âåêòîðó äëèíû n = 7.
Ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû ñèíäðîìà äëÿ ýòîãî êîäà åñòü Si =

Fi = f(αi), i ∈ [0, 1]. Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî X = {0, 1} è åãî
ðàñøèðåíèå äî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíèÿ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ
Y = {0, 1, 2, 4}.

Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
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F1

F2

F4

F6

F5

F3

F0




=




γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2

γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2

1




=

=




1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1







f1

f2

f4

f6

f5

f3

f0




.

Òîãäà íåïîëíîå ÄÏÔ åñòü




F1

F2

F4

F0


 =




γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2

1







1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1







f1

f2

f4

f6

f5

f3

f0




.

Çàïèøåì òðåõòî÷å÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó



F1

F2

F4


 =




γ1 γ2 γ4

γ2 γ4 γ1

γ4 γ1 γ2







t0
t1
t2




è àëãîðèòì Âèíîãðàäà [8] äëÿ íåå
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F1

F2

F4


 =




1 0 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1







1
γ2 + γ4

γ + γ4

γ + γ2


 =

=




1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1







t0
t1
t2


 .

Íåïîëíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà èìååò âèä

[
F1

]
=

[
1 1 1

]



1
γ + γ4

γ + γ2







1 1 1
1 1 0
1 0 1







t0
t1
t2


 .

Çàïèøåì îêîí÷àòåëüíûé âèä íåïîëíîãî ÄÏÔ

[
F1

F0

]
=

[
1 1 1 0
0 0 0 1

]



1
γ + γ4

γ + γ2

1


×

×




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1







f1

f2

f4

f6

f5

f3

f0




.

Ïðèìåð. Âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà äëÿ (15, 11, 5)-êîäà
Ðèäà � Ñîëîìîíà. Ïóñòü èìååòñÿ (15, 11, 5)-êîä Ðèäà �
Ñîëîìîíà íàä ïîëåì GF(24), à f � ïðèíÿòûé âåêòîð äëèíû
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n = 15. Ïîëå è áàçèñ çàäàíû òàê æå, êàê â ïðèìåðå èç ïàðàãðà-
ôà 3.3.6. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ñèíäðîìà
Si = Fi = f(αi), i ∈ [1, 4], ñîñòàâèì ìíîæåñòâî X = {1, 2, 3, 4}
è åãî ðàñøèðåíèå äî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíèÿ öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññîâ Y = {1, 2, 4, 8, 6, 12, 9, 3}. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íåïîëíîãî ÄÏÔ ïðèíèìàåò âèä

FY =
[

LT
1

LT
3

] [
AT

11 AT
21 AT

31 AT
41 AT

51

AT
13 AT

23 AT
33 AT

43 AT
53

]
fc

èëè



F1

F2

F4

F8

F6

F12

F9

F3




=




γ1 γ2 γ4 γ8

γ2 γ4 γ8 γ1

γ4 γ8 γ1 γ2

γ8 γ1 γ2 γ4

γ1 γ2 γ4 γ8

γ2 γ4 γ8 γ1

γ4 γ8 γ1 γ2

γ8 γ1 γ2 γ4




×

×




0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1







f1

f2

f4

f8

f11

f7

f14

f13

f6

f12

f9

f3

f10

f5

f0




.
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Óìåíüøåíèå ÷èñëà óìíîæåíèé çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ êîìïî-
íåíò F8, F6, F12, F9 ìîæåò áûòü ïðåäìåòîì ïîñëåäóþùåé îïòèìè-
çàöèè âû÷èñëåíèé, íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííîé ñ ïðåäëîæåí-
íûì ìåòîäîì.

Çàìå÷àíèÿ ê ãëàâå

Ìàòåðèàë ãëàâû îñíîâàí íà ðàáîòàõ àâòîðà (ñîâìåñòíî ñ
Ï. Â. Òðèôîíîâûì è äðóãèìè) â îáëàñòè âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ è ÄÏÔ. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ââåäå-
íû â ðàáîòàõ [71, 72, 57], öèêëîòîìè÷åñêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ÄÏÔ � â ðàáîòå [39], ðåêóððåíòíûé ìåòîä � â ðàáîòå [41], à âû-
÷èñëåíèå íåïîëíîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåäëîæåíî â ðàáîòàõ
[58, 41].
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4. Äåêîäèðîâàíèå ïî êîäîâûì ðåøåò-
êàì

Êîäîâàÿ ðåøåòêà åñòü ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî áëîêîâîãî êî-
äà â âèäå íàáîðà ïóòåé, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé íà ðåøåòêå ñ íîìåðàìè îò 0 äî äëèíû êîäà n. Êàæäîìó
êîäîâîìó ñëîâó âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïóòü íà ðåøåò-
êå. Åñëè êîä èìååò ãðóïïó ñèììåòðèè, òî ïîñòðîåííàÿ äëÿ òàêî-
ãî êîäà ðåøåòêà áóäåò îáëàäàòü ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé. Â ãëà-
âå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå êîäîâ ñ çàäàííîé ãðóïïîé ñèììåò-
ðèè, ïîñòðîåíèå õîðîøèõ öèêëè÷åñêèõ çàìêíóòûõ ðåøåòîê äëÿ
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ, ââîäèòñÿ íîâûé òèï çâåçäíûõ ðå-
øåòîê, ïîäõîäÿùèõ äëÿ îïèñàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ãîëåÿ è
êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà.

4.1. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîäîâ ñ çàäàííîé ãðóï-
ïîé ñèììåòðèè

4.1.1. Äâå êîíñòðóêöèè êîäîâ

Â ðàáîòå [33] îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ C1, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü
êîä Ãîëåÿ. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà Ãîëåÿ êîíñòðóêöèè C1

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G =




G1 0 G1

0 G1 G1

G2 G2 G2


 ,

ãäå G1 è G2 � ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíûõ ñàìîäóàëü-
íûõ (8, 4, 4)-êîäîâ Õýììèíãà. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäîâîé ðåøåòêè ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ãîëåÿ [93]. Êîíñòðóêöèÿ
ïîçâîëÿåò òàêæå îïèñàòü ðÿä õîðîøèõ êîäîâ. Âîïðîñ î ñóùåñòâî-
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âàíèè äðóãèõ êîíñòðóêöèé, ïîäîáíûõ C1, êîòîðûå äàþò õîðîøèå
êîäû, îñòàåòñÿ îòêðûòûì [33].

Äëÿ îáîáùåíèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ.

Ìàòðèöà âèäà

C =




c0 c1 . . . cv−1

cv−1 c0 . . . cv−2
... ... . . . ...
c1 c2 . . . c0




íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé. Åñëè ýëåìåíòû
c0, c1, . . . , cv−1 ìàòðèöû C â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ìàòðè-
öàìè, òî ìàòðèöó C íàçîâåì áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîé. Ïóñòü P åñòü
ïåðåñòàíîâêà, ñîõðàíÿþùàÿ ëèíåéíûé áëîêîâûé (n, k, d)-êîä G,
ïðè÷åì ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå
öåëîå ÷èñëî l = ord(P ) ≥ 1, ÷òî P l = I, ãäå I � òîæäåñòâåííàÿ
ïåðåñòàíîâêà. Òîãäà ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðåäñòàâëåíèå
ïîðîæäàþùåé (èëè ïðîâåðî÷íîé) ìàòðèöû êîäà â áëî÷íî-
öèðêóëÿíòíîì âèäå. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè ïîñòðîåíèè êîäîâûõ ðåøåòîê è äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâîè÷íûå êîäû ñ ïåðåñòàíîâêîé ïîðÿäêà 3, ê êîòî-
ðûì îòíîñÿòñÿ âñå êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûå è íåêîòîðûå Á×Õ-êîäû
[33]. Òîãäà áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîðîæäàþ-
ùèõ ìàòðèö êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ [66] â âèäå êîíñòðóêöèè
C2 ïðèìåò âèä

G =




G1 G2 0
0 G1 G2

G2 0 G1


 ,

G1 è G2 � ìàòðèöû ðàçìåðà k

3
× n

3
, ïðè÷åì äëÿ äâàæäû ÷åòíûõ

ñàìîäóàëüíûõ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ ýòè ìàòðèöû îðòîãî-
íàëüíû, à íå ñàìîîðòîãîíàëüíû, êàê â êîíñòðóêöèè C1.

Ââåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ C2 ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ, ðàçðàáàòûâàòü àëãîðèòìû äåêîäè-
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ðîâàíèÿ, à òàêæå ñòðîèòü ïî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå êîäîâûå ðå-
øåòêè. Êðîìå òîãî, ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå êî-
äû ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Ñðåäè êîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ êîí-
ñòðóêöèè C2, ñóùåñòâóþò êîäû, ëåæàùèå íà ãðàíèöå Âàðøàìîâà �
Ãèëáåðòà.

Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó ST íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , n−2,∞}.
Òàê êàê ïîäñòàíîâêà S îïðåäåëåíà êàê y → y + 1 (mod n), à ïîä-
ñòàíîâêà T � êàê y → −y−1, òî ïîäñòàíîâêà ST : y → −(y + 1)−1

èìååò ïîðÿäîê 3 [33].

Ïðèìåð. Ïîäñòàíîâêà ST ïðè n = 7. Ïðè n = 7 ïåð-
âîå îòîáðàæåíèå åñòü ST (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,∞) = (6, 3, 2, 5, 4, 1,∞, 0).
Âòîðîå � ST (6, 3, 2, 5, 4, 1,∞, 0) = (∞, 5, 2, 1, 4, 3, 0, 6). Òðåòüå �
ST (∞, 5, 2, 1, 4, 3, 0, 6) = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,∞).

Òàê êàê n = 7 íå äåëèòñÿ íà 3, òî ïîäñòàíîâêà ðàñïàäàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ öèêëîâ: ST = (0, 6,∞)(1, 3, 5)(2)(4) äëèíû
3 è 1.

Ïóñòü n � äëèíà êîäà G, k =
n

2
� ÷èñëî èíôîðìàöèîí-

íûõ ñèìâîëîâ êîäà, d � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êî-
äà. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ â âèäå êîí-
ñòðóêöèè C2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîäñòàíîâêà ST , ñîõðàíÿþùàÿ
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûé êîä, ðàçáèâàëà ìíîæåñòâî ïîçèöèé êîäà
{0, 1, . . . , n − 2,∞} íà n

3
öèêëà äëèíû 3 [33]. Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà

ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ
ïðè n < 200, åñëè n äåëèòñÿ íà 3.

Â òàáë. 8 [66] ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ðàñøèðåííûõ äâîè÷íûõ
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå êîíñòðóê-
öèè C2, à òàêæå ïàðàìåòðû ïîäêîäîâ G1 è G2, çàäàâàåìûõ ïîðîæ-
äàþùèìè ìàòðèöàìè G1 è G2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàáëèöà 8

Ïàðàìåòðû ðàñøèðåííûõ äâîè÷íûõ
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ

êîä G êîä G1 êîä G2

n k d n1 k1 d1 n2 k2 d2

18 9 6 6 3 2 6 3 2
24 12 8 8 4 3 8 4 3
42 21 10 14 7 4 14 7 4
48 24 12 16 8 4 16 8 4
72 36 12 24 12 5 24 12 5

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîäìàòðèö ñàìîäóàëüíûõ êâàäðàòè÷íî-
âû÷åòíûõ êîäîâ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ G1G

T
2 = 0 è G1G

T
1 =

G2G
T
2 . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ èìååòñÿ

ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíñòðóêöèè C2, à ïîäêîäû G1

è G2 ìîæíî âûáðàòü ñ ðàçëè÷íûìè ìèíèìàëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè
d1 è d2.

Äëÿ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè (24, 12, 8) è (48, 24, 12) íàéäåíî
ïðåäñòàâëåíèå ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäêîäàìè G1 è G2.

Ïðèìåð. Êîä Ãîëåÿ (24, 12, 8).

G1 =




10001101
01000110
00101100
00011011


 , G2 =




00100111
10110110
11101010
11100100


 .
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Ïðèìåð. (48, 24, 12)-êîä.

G1 =




1000001001010101
0100001000101010
0010001001100001
0001001001100110
0000101000110111
0000010001110011
0000000100101011
0000000011111101




, G2 =




0011110110011011
1000101101000110
1110001101000001
1000011110100000
1100110010101011
0110000010011001
0110010101010010
1010101111100100




.

Ïðèìåð. (35, 15, 8)-êîä. Èíîãäà êîäû èìåþò ïðåäñòàâëå-
íèå, áëèçêîå ê áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîìó. Òàê ïîðîæäàþùàÿ ìàòðè-
öà Á×Õ-êîäà ñ ïàðàìåòðàìè (35, 15, 8) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

G =




G1 G2 0 G3

0 G1 G2 G3

G2 0 G1 G3


 ,

ãäå G1 è G2 � ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû (10, 5, 3)-êîäîâ, à G3 �
(5, 5, 1)-êîäà.

4.1.2. Ïðèâåäåíèå ìàòðèö êîäà ê êâàçèöèêëè÷åñêî-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåíèå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíîãî êîäà ê êâàçèöèêëè÷åñêîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ êîíñòðóêöèè C2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé öèêëîâ ïîäñòàíîâêè ST ðàçî-
áüåì ìíîæåñòâî ïîçèöèé êîäà íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâà J0, J1, J2 òàê, ÷òî

{0, 1, . . . , n− 2,∞} = J0 ∪ J1 ∪ J2,

Ji = {ci,1, ci,2, . . . , ci, n
3
}, i ∈ [0, 2],

ST (ci,j) = c((i+1)mod 3),j .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåííûì ðàçáèåíèåì ïåðåñòàâëÿåì
ñòîëáöû ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G è ïîëó÷àåì ïîðîæäàþùóþ
ìàòðèöó G′ ýêâèâàëåíòíîãî êîäà:

J0 J1 J2

G′ = [G(J0) G(J1) G(J2)],

ãäå G(Ji) � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû G, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ ñ
íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà Ji.

Ïðèâîäèì ìàòðèöó G′ ê åäèíè÷íîìó âèäó íà ïåðâûõ n

3
ïîçè-

öèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðèöó

G′′ =
[
N0 N1 N2

0 G1 G2

]
,

ãäå N0, N1, N2 � íåêîòîðûå
(

2k

3
× n

3

)
ìàòðèöû; G1, G2 �

(
k

3
× n

3

)
ìàòðèöû.

Î÷åâèäíî, ÷òî rank [G1G2] =
k

3
. Ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêó äëÿ k

3
íèæíèõ ñòðîê ìàòðèöû G′′, ïîëó÷àåì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó åå
ïîäêîäà

G? =




G1 G2 0
G2 0 G1

0 G1 G2


 .

Åñëè

det
[
G1

G2

]
6= 0, (36)

òî rank G? = rank
[
G1

G2

]
+ rank [G1G2] = k, à êîäû, çàäàâàåìûå

ìàòðèöàìè G′′ è G?, ñîâïàäàþò, ò. å. ïðåäñòàâëåíèå C2 ïîñòðîåíî.
Åñëè óñëîâèå (36) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîä-

êîäû G1 è G2, çàäàâàåìûå ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè G1 è G2
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ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò îáùèå íåíóëåâûå êîäîâûå ñëîâà. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ñàìîäóàëüíûõ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå G1G

T
2 = 0, ò. å. êîäû G1 è G2 îðòîãîíàëüíû.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, à òàêæå çàïèñü ìàòðèöû G1 â ñèñòåìàòè÷åñêîì
âèäå, ïåðåïèñûâàåì ìàòðèöó G′ â âèäå

G′′ =
[
N0 N1 N2

0 I F MF T M

]
, (37)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ
(

k

3
× k

3

)
ìàòðèöà; G1 = [IF ]; G2 = M [F T I];

M � íåâûðîæäåííàÿ
(

k

3
× k

3

)
ìàòðèöà; F � íåêîòîðàÿ

(
k

3
× k

3

)

ìàòðèöà.
Ïóñòü ïîäêîäû G1 è G2 èìåþò îáùåå íåíóëåâîå ñëîâî

mG1 ∈ G1,G2. Òîãäà mG1G1
T = 0. Èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

m[IF ]
[

I
F T

]
= 0; m[I + FF T ] = 0, ÷òî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà det [I + FF T ] = 0.
Èòàê, åñëè

det [I + FF T ] 6= 0, (38)
òî êîäû G1 è G2 íå èìåþò îáùèõ íåíóëåâûõ ñëîâ è óñëîâèå (36)
âûïîëíÿåòñÿ.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G
êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíîãî êîäà ê âèäó êîíñòðóêöèè C2 ñîñòî-
èò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Øàã 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé öèêëîâ ïîäñòàíîâêè ST
ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî ïîçèöèé êîäà íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà J0, J1, J2.

Øàã 2. Çàïèñûâàåì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîæäàþ-
ùåé ìàòðèöû G′′ êîäà G â âèäå (37).

Øàã 3. Âû÷èñëÿåì rank [I + FF T ]. Åñëè óñëîâèå (38) âûïîë-
íèëîñü, òî G? � èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû.

Øàã 4. Èíà÷å ìîäèôèöèðóåì ïîäìíîæåñòâà
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J0 = (J0\c0,l) ∪ c1,l;

J1 = (J1\c1,l) ∪ c2,l;

J2 = (J2\c2,l) ∪ c0,l

äëÿ íåêîòîðîãî l ∈
[
1,

n

3

]
è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Ïðè óâåëè÷åíèè rank [I + FF T ] ñîõðàíÿåì ìîäèôèöèðîâàí-
íûå ïîäìíîæåñòâà, èíà÷å èãíîðèðóåì ïîñëåäíþþ ìîäèôèêàöèþ
è ïðîâîäèì íîâóþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà øàãîâ
ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîëíûì ðàíãîì ìàòðèöû I + FF T .

4.2. Öèêëè÷åñêèå çàìêíóòûå ðåøåòêè

Â ðàáîòå [50] ðàññìîòðåíû äâà ðàçëè÷íûõ âèäà ðåøåòîê äëÿ
ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ: îáû÷íûå ðåøåòêè (conventional trellis)
è öèêëè÷åñêèå çàìêíóòûå ðåøåòêè (tail-biting trellis). Çàìåòèì,
÷òî îáû÷íûå ðåøåòêè äîïóñêàþò äåêîäèðîâàíèå ïî ìèíèìóìó
ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ îáû÷íûõ ðåøåòîê îïðåäåëèì îñü âðå-
ìåíè êàê I = {0, 1, . . . , n}, ãäå n � äëèíà êîäà. Öèêëè÷åñêèå çà-
ìêíóòûå ðåøåòêè èìåþò îñü âðåìåíè I = {0, 1, . . . , n − 1}, ãäå
èíäåêñû âû÷èñëÿþòñÿ ïî mod n.

Ôàêòîð-ãðàô êîäîâîé ðåøåòêè åñòü ãðàô, âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé êîäîâîé ðåøåòêè Si, i ∈
[0, n], à ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû Si è Sj , åñëè íà êîäîâîé ðåøåò-
êå íàéäåòñÿ íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Si,
êîòîðîå ñîåäèíÿåòñÿ êîäîâûì ñèìâîëîì ñ íåêîòîðûì ñîñòîÿíèåì
èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Sj .

Ôàêòîð-ãðàô îáû÷íîé ðåøåòêè èçîáðàæåí íà ðèñ. 2, à ôàêòîð-
ãðàô öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêè � íà ðèñ. 3. Ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé Si îáîçíà÷åíî êðóãîì.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêè ïî ïîðîæ-
äàþùåé ìàòðèöå áëîêîâîãî êîäà îïèñàí â ðàáîòå [50].
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Sn−1 SnS0 S1 S2

· · ·

Ðèñ. 2. Ôàêòîð-ãðàô ðåøåòêè

S0 = Sn

Sn−1

S2Sn−2

· · ·

S1

Ðèñ. 3. Ôàêòîð-ãðàô öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêè

Ïóñòü P � ïåðåñòàíîâêà ïîðÿäêà l, ñîõðàíÿþùàÿ ëèíåéíûé
áëîêîâûé (n, k, d)-êîä. Áóäåì èñêàòü ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà
â ñëåäóþùåì âèäå:

G =




G1 G2 . . . Gl

Gl G1 . . . Gl−1
... ... . . . ...

G2 G3 . . . G1


 ,

ãäå Gi � íåêîòîðûå
(

k

l
× n

l

)
ìàòðèöû.

Ïîíÿòíî, ÷òî íå äëÿ âñåõ êîäîâ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâó-
åò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l|n è l|k.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèå çàìêíóòûå ðå-
øåòêè äëÿ êâàçèöèêëè÷åñêèõ êîäîâ, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ âñå êîäû,
èìåþùèå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíñòðóêöèè C2 ïðè l = 3. Ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà áóäåò èìåòü âèä
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G =




G1 G2 0
0 G1 G2

G2 0 G1


 .

Íàïîìíèì, ÷òî ïîáî÷íî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èìååò åäèíèöû íà
ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è íóëè íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Íàïðèìåð,
ïîáî÷íî åäèíè÷íàÿ 4× 4 ìàòðèöà åñòü




0001
0010
0100
1000


 ,

à áëîêîâàÿ ïîáî÷íî åäèíè÷íàÿ 8×8 ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç 2×2
åäèíè÷íûõ áëîêîâ, åñòü




0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0




.

Ïðèìåð. Êîä Ãîëåÿ (24, 12, 8). Â ðàáîòå àâòîðà [30] ïî-
ñòðîåíû òàêèå ìàòðèöû G1 è G2, ÷òî

G1 = Ibk
G2 Ibn ,

ãäå Ibk
� ïîáî÷íî åäèíè÷íàÿ k × k ìàòðèöà; Ibn � áëîêîâàÿ ïî-

áî÷íî åäèíè÷íàÿ n×n ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç 2× 2 åäèíè÷íûõ
áëîêîâ:

G1 =




11011011
00110111
00001110
00000011


 , G2 =




11000000
10110000
11011100
11100111


.
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Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ çàìêíóòàÿ ðåøåòêà äëÿ
êîäà Ãîëåÿ áóäåò ìèíèìàëüíîé ðåøåòêîé, ò. å. ðåøåòêà óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà ñîñòîÿíèé.

Ïðèìåð. (48, 24, 12)-êîä. Â ðàáîòå àâòîðà [62] ïîñòðîåíû
òàêèå ìàòðèöû G1 è G2, ÷òî

G1 = Ibk
G2 Ibn ,

ãäå Ibk
� ïîáî÷íî åäèíè÷íàÿ k × k ìàòðèöà; Ibn � ïîáî÷íî åäè-

íè÷íàÿ n× n ìàòðèöà:

G1 =




1111010011001011
0011001011111110
0000110001101011
0000001110100001
0000000011111011
0000000000111110
0000000000001100
0000000000000011




, G2 =




1100000000000000
0011000000000000
0111110000000000
1101111100000000
1000010111000000
1101011000110000
0111111101001100
1101001100101111




.

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ çàìêíóòàÿ ðåøåòêà áó-
äåò ìèíèìàëüíîé ðåøåòêîé.

Ïðèìåð. (72, 36, 12)-êîä. Ïðîôèëü ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèé
öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêè, ïîñòðîåííûé ïî ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöå G, èìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé 13:
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G1 =




000011011011001011000110
011101011110110001101010
001001000111100011110110
000000111011000011011101
000000000000001110011001
000000001111110010110100
000000000000110010000000
000000000011010111110000
000000000000000011001011
000000000000000000001101
000000000000000000000011
000000000000000000110101




,

G2 =




100000000000000000000000
010100000000000000000000
101011000000000000000000
110010110000000000000000
001110101100000000000000
100010110011000000000000
111100010110110000000000
000011111010001100000000
101101010110011011000000
110011000101101111110000
100111011010111001101100
111010000001100110101011




.

4.3. Çâåçäíûå ðåøåòêè
4.3.1. Ïðåäñòàâëåíèå êîäà Ãîëåÿ â âèäå çâåçäíîé ðå-

øåòêè

Â ðàáîòå àâòîðà [93] ââåäåí íîâûé òèï ðåøåòêè � çâåçäíàÿ
ðåøåòêà (star trellis). Îíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ êîäà Ãîëåÿ äëèíû n = 24.
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Ïóñòü îñü âðåìåíè ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé I =⋃

j

Ij , êîòîðûå ñõîäÿòñÿ â îäíîé òî÷êå, íàïðèìåð Ij =

{0, (j − 1)n/3 + 1, . . . , jn/3,∞} äëÿ òðåõ ÷àñòåé, ãäå∞ îáîçíà÷àåò,
÷òî â ýòîò ìîìåíò ñõîäÿòñÿ âñå ÷àñòè îñè âðåìåíè. Çäåñü ïðîâî-
äèòñÿ ñîãëàñîâàíèå âñåõ èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ êîäà.

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíîé ôàêòîð-ãðàôà òàêæå ìîæåò áûòü ñïå-
öèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñîãëàñî-
âàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ êîäà. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
Si îáîçíà÷åíî êðóãîì, à ñîãëàñîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ
êîäà � êâàäðàòîì.

Ôàêòîð-ãðàô çâåçäíîé ðåøåòêè èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.

S0

S 2n
3 +1

S n
3 +1

S0

S 2n
3

S n
3

S1

S0

Sn

Ðèñ. 4. Ôàêòîð-ãðàô çâåçäíîé ðåøåòêè

Êàæäàÿ ÷àñòü îñè âðåìåíè àññîöèèðóåòñÿ ñ óêîðî÷åíèåì îáû÷-
íîé ðåøåòêè. Çâåçäíàÿ ðåøåòêà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ âñåõ óêî-
ðî÷åííûõ ðåøåòîê â îäíîé òî÷êå∞ ñ íåñêîëüêèìè êîíå÷íûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè. Ïðèìåð çâåçäíîé ðåøåòêè äëÿ êîäà Ãîëåÿ ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5. Çâåçäíàÿ ðåøåòêà äëÿ êîäà Ãîëåÿ
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Ïðåäñòàâèì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó GGolay êîäà Ãîëåÿ â âèäå

GGolay =

j1

j2

j3

j4

j5

j6

j7

j8

j9

j10

j11

j12




11110000 00000000 11110000
01011010 00000000 01011010
00111100 00000000 00111100
00000000 11110000 11110000
00000000 01011010 01011010
00000000 00111100 00111100
11111111 00000000 00000000
00000000 11111111 00000000
00000000 00000000 11111111
10011010 10011010 10011010
11001001 11001001 11001001
01111000 01111000 01111000




. (39)

Ýòîò âèä ïîëó÷åí ïåðåñòàíîâêîé èç êîíñòðóêöèè Òóðèíà [33,
18.7.4]. Ñëåâà îò ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû óêàçàíû èíôîðìàöèîí-
íûå ñèìâîëû êîäà Ãîëåÿ.

Îáîçíà÷èì ïåðâûå p ñåêöèé îáû÷íîé ðåøåòêè T ÷åðåç T (0:p),
ãäå T (0:p) � óêîðî÷åííàÿ ðåøåòêà ñ îäíèì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
è íåñêîëüêèìè êîíå÷íûìè. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêèì ðå-
øåòêàì ðàñøèðåííûå ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû ñ p + 1 ñòîëáöàìè,
ïðè÷åì çíàê ∞ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå áóäåò ïîêàçûâàòü íàëè÷èå
íåñêîëüêèõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé â ðåøåòêå.

Ïóñòü J = (j1, j2, . . . , j12) åñòü ìíîæåñòâî èíôîðìàöèîííûõ
ñèìâîëîâ èñõîäíîãî êîäà Ãîëåÿ, à J1 = (j1, j2, j3, j7, j10, j11, j12),
J2 = (j4, j5, j6, j8, j10, j11, j12), J3 = (j1,4, j2,5, j3,6, j9, j10, j11, j12) �
ïîäìíîæåñòâà J , ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòÿì îñè âðåìåíè Ii, i ∈
[1, 3]. Êàæäîé èç òðåõ ÷àñòåé îñè âðåìåíè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðàñøèðåííàÿ ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà:
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G1 =

j1

j2

j3

j7

j10

j11

j12




11110000 0
01011010 0
00111100 0
11111111 0
10011010 ∞
11001001 ∞
01111000 ∞




,

G2 =

j4

j5

j6

j8

j10

j11

j12




11110000 0
01011010 0
00111100 0
11111111 0
10011010 ∞
11001001 ∞
01111000 ∞




,

G3 =

j1,4

j2,5

j3,6

j9

j10

j11

j12




11110000 0
01011010 0
00111100 0
11111111 0
10011010 ∞
11001001 ∞
01111000 ∞




.

Ñëåâà îò ðàñøèðåííîé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû óêàçàíû èíôîð-
ìàöèîííûå ñèìâîëû êîäà Ãîëåÿ.

Êàæäàÿ óêîðî÷åííàÿ ðåøåòêà T (0:8) ñîñòîèò èç n/3 = 8 ñåê-
öèé è èìååò îäíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è âîñåìü êîíå÷íûõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäíèì òðåì ñòðîêàì ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû
êîäà Ãîëåÿ GGolay (èëè Gi, i ∈ [1, 3]). Îáúåäèíÿÿ òðè îäèíàêîâûå
óêîðî÷åííûå ðåøåòêè T (0:8) âî ìíîæåñòâî èç âîñüìè ñîñòîÿíèé,
ïîëó÷àåì çâåçäíóþ ðåøåòêó äëÿ êîäà Ãîëåÿ.

Çàïèøåì óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ:

j1,4 = j1 + j4;
j2,5 = j2 + j5;
j3,6 = j3 + j6.

(40)
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó êîäîâîìó ñëîâó êîäà Ãîëåÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïóòü íà çâåçäíîé ðåøåòêå, ñîñòîÿùèé
èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â òðåõ íà÷àëüíûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ óêîðî÷åííûõ ðåøåòîê è ñõîäÿùèåñÿ â îäíîì êîíå÷íîì
ñîñòîÿíèè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ èí-
ôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïðîôèëü ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèé
äëÿ çâåçäíîé ðåøåòêè ñîñòàâëÿåò âñåãî 16, ÷òî ìåíüøå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêè öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêè êîäà
Ãîëåÿ [93].

4.3.2. Äåêîäèðîâàíèå êîäà Ãîëåÿ ïî çâåçäíîé ðåøåò-
êå

Óêîðî÷åííàÿ ðåøåòêà T (0:8) èìååò âîñåìü êîíå÷íûõ ñîñòîÿ-
íèé. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òðåì èíôîðìàöèîííûì ñèìâî-
ëàì j10, j11, j12. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå ñîãëàñîâàíèÿ èíôîð-
ìàöèîííûõ ñèìâîëîâ (¤-ñîñòîÿíèå íà ôàêòîð-ãðàôå çâåçäíîé ðå-
øåòêè) òðè óêîðî÷åííûå ðåøåòêè îáúåäèíÿþòñÿ ïî âîñüìè êîíå÷-
íûì ñîñòîÿíèÿì â çâåçäíóþ ðåøåòêó.

Èç âîñüìè âîçìîæíûõ ïóòåé íà çâåçäíîé ðåøåòêå òîëüêî äëÿ
êîäîâûõ ñëîâ êîäà Ãîëåÿ âûïîëíèòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ èí-
ôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ (40).

Çàïèøåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî çâåçäíîé ðåøåòêå.
Øàã 1. Äåêîäèðóåì ïðèíÿòûé âåêòîð ïî òðåì óêîðî÷åííûì

ðåøåòêàì T (0:8) â âîñåìü êîíå÷íûõ ¤-ñîñòîÿíèé.
Øàã 2. Âûáåðåì èç âîñüìè êîíå÷íûõ ¤-ñîñòîÿíèé äâà èíôîð-

ìàöèîííûõ ìíîæåñòâà Ji, i ∈ [1, 3], äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïóòè íà ðåøåòêå èìåþò íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îò ïîäâåêòî-
ðà ïðèíÿòîãî âåêòîðà.

Øàã 3. Îïðåäåëèì äëÿ âîñüìè êîíå÷íûõ ¤-ñîñòîÿíèé ïîñëåä-
íèé èíôîðìàöèîííûé ñèìâîë è ïîëó÷àåì äî âîñüìè ïîëíûõ íà-
áîðîâ èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ.
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Øàã 4. Ñòðîèì êîäîâûå ñëîâà ïî íàáîðàì èíôîðìàöèîííûõ
ñèìâîëîâ è âûáèðàåì èç íèõ áëèæàéøèé ê ïðèíÿòîìó âåêòîðó.

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èñïðàâëÿåò òðè îøèá-
êè â êîäå Ãîëåÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî âîçìîæíî òðè ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ
îøèáîê íà òðåõ ÷àñòÿõ ïðèíÿòîãî âåêòîðà, åñëè ó÷èòûâàòü ñèì-
ìåòðèþ ÷àñòåé: a) (1, 1, 1), b) (2, 1, 0) è c) (3, 0, 0). Â êîððåêòíîì
¤-ñîñòîÿíèè èçâåñòíî èñòèííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå óêîðî÷åííîé
ðåøåòêè T (0:8), ò. å. ñìåæíûé êëàññ (8, 4, 4)-êîäà Õýììèíãà â
êàæäîé ÷àñòè ïðèíÿòîãî âåêòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûå ÷åòû-
ðå ñòðîêè êàæäîé ìàòðèöû Gi, i ∈ [1, 3], îáðàçóþò ïîðîæäàþùóþ
ìàòðèöó êîäà Õýììèíãà

GHamming =




11110000
01011010
00111100
11111111


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå a) âñå íàáîðû èíôîðìàöèîííûõ ñèìâî-
ëîâ Ji, i ∈ [1, 3], êîððåêòíû. Â ñëó÷àÿõ â) è c) ïåðâûé íàáîð
èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ J1 îøèáî÷åí è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó
÷àñòü âåêòîðà èìååò ðàññòîÿíèå ñ ÷àñòüþ ïðèíÿòîãî âåêòîðà íå
ìåíåå 4−2 = 2. Äâà äðóãèõ íàáîðà èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ J2

è J3 êîððåêòíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âòîðîãî øàãà â êîððåêòíîì
¤-ñîñòîÿíèè ïî ìåíüøåé ìåðå äâà íàáîðà èíôîðìàöèîííûõ ñèì-
âîëîâ êîððåêòíû è ìíîæåñòâî èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ êîäà
Ãîëåÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî. ×.ò.ä.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ øàãîì 1 (òðåìÿ äåêîäè-
ðîâàíèÿìè â êîäàõ ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè Gi, i ∈ [1, 3], ïî
ðåøåòêå T (0:8) ñ ìàêñèìàëüíûì ïðîôèëåì ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèé
16) è øàãîì 3 (âîñüìüþ ïåðåêîäèðîâàíèÿìè (8, 3, 4)-ïîäêîäà (8,
4, 4)-êîäà Õýììèíãà ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé




11110000
01011010
00111100
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è äåêîäèðîâàíèè â (8, 1, 8)-êîäå ñ ïîâòîðåíèåì). Øàã 4 íå ñîäåð-
æèò íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ âû÷èñëåíèé, òàê êàê ïî âñåì ÷àñòÿì
ðàññòîÿíèÿ ñ ïðèíÿòûì âåêòîðîì óæå áûëè âû÷èñëåíû íà øà-
ãàõ 1 è 3. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòîé ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü è îñòà-
íîâêîé âû÷èñëåíèé, åñëè ÷èñëî íàéäåííûõ îøèáîê ïðåâûñèëî 3,
ñëîæíîñòü øàãà 3 ñíèæàåòñÿ ìàêñèìàëüíî äî äâóõ ïåðåêîäèðîâà-
íèé/äåêîäèðîâàíèé.

4.3.3. Çàìå÷àíèÿ ê ðàçäåëó
Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ãîëåÿ ïî çâåçä-

íîé ðåøåòêå [93] èìååò ìåíüøóþ ñëîæíîñòü, ÷åì àëãîðèòì äå-
êîäèðîâàíèÿ ïî öèêëè÷åñêîé çàìêíóòîé ðåøåòêå, è ãàðàíòèðóåò
èñïðàâëåíèå îøèáîê äî êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîäà. Â àë-
ãîðèòìå áûëî ââåäåíî ñîãëàñîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ â
îñîáîì ¤-ñîñòîÿíèè íà ôàêòîð-ãðàôå. Ýòî ñîãëàñîâàíèå çàêëþ÷à-
åòñÿ â âû÷èñëåíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó íàáîðàìè èíôîð-
ìàöèîííûõ ñèìâîëîâ. Â àëãîðèòìå ðàññìîòðåíî òîëüêî îäíî ñî-
ãëàñîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ, ÷òî çàäàåò ôàêòîð-ãðàô
â çâåçäíîé ôîðìå è ïðèâîäèò ê çâåçäíîé ðåøåòêå. Îäíàêî ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü îáùèé ñëó÷àé ôàêòîð-ãðàôîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ñîãëàñîâàíèé èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ â íàäåæäå ïîñòðîèòü äå-
êîäåð ñ íåáîëüøîé ñëîæíîñòüþ.

4.4. Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà
ïî çâåçäíûì ðåøåòêàì

4.4.1. Ðàçëîæåíèå Âàðäè � Áåýðè

Â ðàáîòå [97] ïðåäëîæåíî îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî êîäà Ðè-
äà � Ñîëîìîíà RS â åãî äâîè÷íûé îáðàç Im(RS).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà.
RS(N,K, D) � êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà íàä GF(2m) ñ ïàðà-
ìåòðàìè N = 2m− 1, D = N −K + 1, ãäå α, α2, . . . , αD−1 � êîðíè
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ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà G(x), à α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
GF(2m).

Àíàëîãè÷íî ââåäåì Á×Õ-êîä ñ òîé æå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé,
÷òî è ó êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà. BCH(n, k, d) � äâîè÷íûé Á×Õ-
êîä, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ n = N , k ≤ K, d ≥ D.

Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí Á×Õ-êîäà g(x) ∈ GF(2)[x] èìååò
êîðíè α, α2, . . . , αD−1 è èõ ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî GF(2) ýëå-
ìåíòû. GBCH � ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà Á×Õ-êîäà.

Î÷åâèäíî, ÷òî G(x) | g(x).
Ðàññìîòðèì {γ1, γ2, . . . , γm} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ GF(2m).
Òàê êàê αj =

∑m
i=1 aiγj , òî ââåäåì Im(αj) = (a1, a2, . . . , am) �

äâîè÷íûé îáðàç ýëåìåíòà αj ; ïðè÷åì Im(0) = (0, 0, . . . , 0) � äâî-
è÷íûé îáðàç 0.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé
áàçèñ {α0, α1, α2, . . . , αm−1}.

Äëÿ ëþáîãî ñëîâà êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ RS;

γic = (γic0, γic1, . . . , γicn−1) ∈ RS, i ∈ [1,m];




γ1c0 γ1c1 · · · γ1cn−1

γ2c0 γ2c1 · · · γ2cn−1

· · · · · · · · · · · ·
γmc0 γmc1 · · · γmcn−1


 ∈ RS;




Im(γ1c0) Im(γ1c1) · · · Im(γ1cn−1)
Im(γ2c0) Im(γ2c1) · · · Im(γ2cn−1)
· · · · · · · · · · · ·

Im(γmc0) Im(γmc1) · · · Im(γmcn−1)


 ∈ Im(RS).

Ëþáîå ñëîâî Á×Õ-êîäà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì êîäà Ðèäà �
Ñîëîìîíà.
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Äëÿ

b = (b0, b1, . . . , bn−1) ∈ BCH, bi ∈ GF(2);

b = (b0, b1, . . . , bn−1) ∈ RS;

γib = (γib0, γib1, . . . , γibn−1) ∈ RS, i ∈ [1,m].

Âûáåðåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ γi = αi−1, i ∈ [1,m], òîãäà

Im(γi+1bj) = Im(αibj) =

0 . . . i− 1 i i + 1 . . . m− 1
= ( 0 . . . 0 bj 0 . . . 0 );

γi+1b = (αib0, α
ib1, . . . , α

ibn−1) ∈ RS, i ∈ [0,m− 1];

Ib =




b00 · · · 0 b10 · · · 0 · · · bn−10 · · · 0
0b0 · · · 0 0b1 · · · 0 · · · 0bn−1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

00 · · · b0 00 · · · b1 · · · 00 · · · bn−1


 ∈ Im(RS).

Ââåäåì ïåðåñòàíîâêó äëÿ ñòîëáöîâ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû
äâîè÷íîãî îáðàçà êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà

Per
(
(0, 0), (0, 1), . . . , (0,m− 1) | (1, 0), (1, 1), . . . , (1,m− 1) | . . . |

(n−1, 0), (n−1, 1), . . . , (n−1, m−1)
)

=
(
(0, 0), (1, 0), . . . , (n−1, 0) |

(0, 1), (1, 1), . . . , (n− 1, 1) | . . . | (0, m− 1), (1,m− 1), . . . , (n− 1, m−
1)

)
.
Òîãäà

Per(Ib) =




b0b1 · · · bn−1 00 · · · 0 · · · 00 · · · 0
00 · · · 0 b0b1 · · · bn−1 · · · 00 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

00 · · · 0 00 · · · 0 · · · b0b1 · · · bn−1


 ∈
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∈ Per(Im(RS)).

Ýòî âåðíî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà b ∈ BCH. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè äâîè÷íîãî îáðàçà êîäà Ðèäà �
Ñîëîìîíà èìååò âèä

GPer(Im(RS)) =




GBCH 0 · · · 0
0 GBCH · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · GBCH

glue vectors




, (41)

ãäå ïîäìàòðèöà ñâÿçûâàþùèõ ñëîâ (�glue vectors�) èìååò ðàçìåð-
íîñòü m(K − k)×Nm.

Ïðèìåð. Êîä Ðèäà � Ñîëîìîíà (7, 5, 3). Ïåðåñòàíîâêà
ñòîëáöîâ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû äâîè÷íîãî îáðàçà êîäà RS(7, 5,
3) ïðèâîäèò ê (21, 15, 3)-êîäó ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé [78]

GPer(Im(RS)) =




1101000 0000000 0000000
0110100 0000000 0000000
0011010 0000000 0000000
0001101 0000000 0000000
0000000 1101000 0000000
0000000 0110100 0000000
0000000 0011010 0000000
0000000 0001101 0000000
0000000 0000000 1101000
0000000 0000000 0110100
0000000 0000000 0011010
0000000 0000000 0001101
1000000 0000100 0010000
0100000 0000010 0001000
0010000 0000001 0000100




.
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4.4.2. Ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ

Â ðàáîòå àâòîðà [65] áûëî îòìå÷åíî ñõîäñòâî âèäà ïîðîæäàþ-
ùåé ìàòðèöû êîäà Ãîëåÿ (39) è ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ïåðåñòà-
íîâêè äâîè÷íîãî îáðàçà êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà (41). Ñëåäîâàòåëü-
íî, çâåçäíàÿ ðåøåòêà ñóùåñòâóåò íå òîëüêî äëÿ êîäà Ãîëåÿ, íî è
äëÿ êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà.

Äëÿ ëþáîãî êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà ìîæíî ïîñòðîèòü çâåçäíóþ
ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ èç m ÷àñòåé, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
åò óêîðî÷åííàÿ ðåøåòêà ñ îäíèì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì è 2m(K−k)

êîíå÷íûìè. Êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò �glue vectors�.
Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ êëàññè÷åñêîå äåêîäèðîâàíèå ñ

ìÿãêèìè ðåøåíèÿìè, íàïðèìåð [37], ïî m óêîðî÷åííûì ðåøåòêàì.
Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ýòàïà ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç íå áîëåå
2m(K−k) ñëîâ êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà. Èç ýòîãî ñïèñêà íà âòîðîì
ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð áëèæàéøåãî ê ïðèíÿòîìó âåêòîðó.

Äëÿ êîäà RS(7, 5, 3) çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà èí-
ôîðìàöèîííûé áèò (BER) è íà êîäîâîå ñëîâî (CER) îò îòíîøå-
íèÿ ñèãíàë/øóì (SNR) â êàíàëå ñ àääèòèâíûì áåëûì ãàóññîâûì
øóìîì (AWGN) äëÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà è äëÿ êëàññè÷åñêîãî
äåêîäèðîâàíèÿ ïîêàçàíà â òàáë. 9. Ïîä êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì äå-
êîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà áóäåì ïîíèìàòü àëãîðèòì
ñ èñïðàâëåíèåì îøèáîê è ñòèðàíèé, íàïðèìåð, ìåòîä Ôîðíè èëè
×åéçà [74, 52], èñïîëüçóþùèé àëãîðèòì Áåðëåêýìïà � Ìåññè äëÿ
ðåøåíèÿ êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò âîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷åíèÿ âûèãðûøà íà èíôîðìàöèîííûé áèò äî 2�3 äÁ
â êàíàëå ñ AWGN ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì äåêîäåðîì êîäîâ
Ðèäà � Ñîëîìîíà [65]. Òàêîé âûèãðûø îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî
âñå ïîäêîäû äâîè÷íîãî îáðàçà êîäà Ðèäà � Ñîëîìîíà (41) äåêîäè-
ðóþòñÿ ïî ìèíèìóìó ðàññòîÿíèÿ.
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Çàìå÷àíèÿ ê ãëàâå
Ìàòåðèàë ãëàâû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàòû àâòîðà (ñîâ-

ìåñòíî ñ Å. À. Êðóêîì è Ó. Çîðãåðîì) â îáëàñòè êîäîâûõ ðåøåòîê.
Ïðåäñòàâëåíèÿ êîäîâ ñ çàäàííîé ãðóïïîé ñèììåòðèè ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòå [66], ïîñòðîåíèå öèêëè÷åñêèõ çàìêíóòûõ ðåøåòîê
äëÿ êâàäðàòè÷íî-âû÷åòíûõ êîäîâ � â ðàáîòàõ [62, 30], çâåçäíûå
ðåøåòêè ââåäåíû â ðàáîòå [93], à èäåÿ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà �
Ñîëîìîíà ïî çâåçäíûì ðåøåòêàì ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [65].
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû è èññëåäîâàíû ìåòîäû êî-
äèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ, à òàêæå
ñâÿçàííûå ñ íèìè àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

1. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñîâîêóïíî-
ñòè è òàáëè÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ.

2. Âûÿâëåíà �ãåíåòè÷åñêàÿ� ñâÿçü ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìåòîäîâ äåêîäèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí îðèãèíàëüíûé âûâîä è äî-
êàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ãàî.

3. Ïðåäëîæåíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

4. Ââåäåí íîâûé òèï ðåøåòîê äëÿ ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ.

Ïðåäëîæåííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò îïûò ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ áûñò-
ðûõ àëãîðèòìîâ â ñîâðåìåííîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.
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