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А.Ю.НЕСТЕРЕНКО (Москва)

О СТАТИСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ НЕКОТОРЫХ
ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЧИСЕЛ

Предложен подход к генерации псевдослучайных последовательностей, основанный
на представлениях одного класса действительных чисел. Описаны алгоритм генера-
ции, результаты практических вычислений, а также дана методика тестирования
полученных последовательностей.

Ключевые слова: генерация псевдослучайных последовательностей, нормальные и
трансцендентные числа, статистические тесты.

Пусть α > 0 — действительное число и b ≥ 2 — некоторое натуральное число.Мы будем говорить,
что число α представлено в системе счисления по основанию b, если выполнено равенство

α =
∞∑

n=0

anb
−n, an ∈ Z, и 0 ≤ an < b при n > 0. (1)

Величину a0 мы будем называть целой частью числа α, а натуральные числа a1, a2, . . . — коэф-
фициентами разложения числа α по основанию b.
Мы будем называть ряд (1) периодическим, если найдется такое натуральное τ и некоторый

индекс n0, что для всех n > n0 выполнено равенство an = an+τ . Хорошо известно следующее
утверждение.

Лемма 1 (см., напр., [8, п. 4.6]). Разложение (1) конечно или периодично тогда и только тогда,
когда число α рационально.

Из утверждения леммы следует, что последовательность a1, a2, . . . коэффициентов разложения
любого иррационального числа является бесконечной и не имеет периода. Рассмотрим вопрос о
распределении элементов этой последовательности более внимательно.
Для некоторого натурального k зафиксируем произвольные целые числа δ1, . . . , δk такие, что

0 ≤ δi < b для всех i = 1, . . . , k, и определим величину Nm(α, b, δ1, . . . , δk), задающую число
выполнений равенства

(an+1, . . . , an+k) = (δ1, . . . , δk), n = 1, 2, . . . , m.

Мы будем называть число α нормальным по основанию b [9], если при любом натуральном k и
любом наборе (δ1, . . . , δk) выполнено равенство

lim
m→∞

Nm(α, b, δ1, . . . , δk)

m
=

1

bk
.

Мы будем называть число абсолютно нормальным, если оно является нормальным по любому
основанию b.
Для некоторых иррациональных чисел специального вида известно, что они являются нормаль-

ными [7; 9; 15; 16]. Однако для произвольного иррационального числа α не известен критерий,
позволяющий определить, является ли число α нормальным или нет. Известен лишь следующий
результат.

Теорема 1 (Н.М. Коробов, [7]). Пусть α > 0 — иррациональное число. Тогда α является нор-
мальным числом по основанию b, если последовательность величин 1 {αbn}, n = 0, 1, . . . является
реализацией равновероятно распределенной на интервале (0, 1) случайной величины.

1 Напомним, что символом {α} мы обозначаем дробную часть числа α, т.е. {α} = α− ⌊α⌋.

c⃝ НестеренкоА.Ю., 2012
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Вместе с тем известна гипотеза [14] о том, что число π является нормальным при b = 10 и b = 16.
В настоящей статье мы рассматриваем некоторый класс чисел и на основании проведенных экспе-
риментов выдвигаем гипотезу о том, что числа из данного класса также являются нормальными
при b = 256.

1. Трансцендентность некоторых чисел

Рассмотрим множество действительных чисел α, которые могут быть представлены в виде

α =
∞∑

n=0

R(n)b−n, R(n) > 0, R(n) ∈ Q, (2)

где R(x) есть рациональная функция с коэффициентами из поля Q такая, что

R(x) =
P (x)

Q(x)
, P (x), Q(x) ∈ Q[x], degP (x) < degQ(x).

В большом множестве рассмотрим частное подмножество и определим величины R(n) равенством

R(n) =
u1

(dn+ 1)s
+ · · ·+ um

(dn+m)s
(3)

для некоторых натуральных d, s, m и величин u1, . . . , um ∈ Q. В работе [13] для таких чисел было
введено обозначение

α = P (b, s, d, (u1, . . . , um)) =

∞∑

n=0

m∑

k=1

ukb
−n

(dn+ k)s
. (4)

Многие константы [12] могут быть представлены в виде (4), например:

π = P (16, 1, 8, (4, 0, 0,−2,−1,−1, 0, 0)),
ln 2 = P (2, 1, 1, (1)),

arctan 2 = P (16, 1, 8, (8, 0, 4, 0,−2, 0,−1, 0)),

8
√
2 ln

(
1 +

√
2
)

= α(16, 1, 8, (8, 0, 4, 0, 2, 0, 1, 0)).

Легко показать, что при s = d = 1 числа α c рациональной функцией вида (3) являются транс-
цендентными.

Лемма 2. Пусть m ≥ 1 — целое число, u1, . . . , um ∈ Q и

R(n) =
u1

n+ 1
+ · · ·+ um

n+m
. (5)

Тогда функция f(x) =
∑∞

n=0 R(n)xn принимает трансцендентные значения во всех отличных от
нуля и корней многочлена P (x) =

∑m−1
k=0 um−kx

k алгебраических точках интервала −1 ≤ x < 1.

Доказательство. Вначале напомним [1, п. 601.1], что для всех действительных значений x таких,
что −1 ≤ x < 1, выполнено равенство

ln(1− x) = −
∞∑

k=1

xk

k
.

Из определения функции f(x) с учетом приведенного равенства получаем

f(x) =
∞∑

n=0

m∑

i=1

uix
n

n+ i
=

m∑

i=1

ui

∞∑

n=0

xn

n+ i
=

m∑

i=1

uix
−i

∞∑

n=0

xn+i

n+ i
=

=
m∑

i=1

uix
−i

∞∑

k=i

xk

k
=

m∑

i=1

uix
−i

(
− ln(1− x)−

i−1∑

k=1

xk

k

)

при −1 ≤ x < 1. Следовательно, выполнено

f(x) = x−mP (x)(S(x−1)− ln(1− x))
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для некоторого многочлена S(t) ∈ Q[t]. Утверждение леммы следует из того, что значения функции
ln(1− x) трансцендентны во всех алгебраических точках, отличных от нуля [11, § 10.1].
Из утверждения леммы следует, что при x = b−1, отличном от корней многочлена P (x), действи-

тельное число α = f(b−1) трансцендентно. Однако в общем случае трансцендентность чисел вида
(4) доказать не удается. Мы можем лишь свести равенство (4) к виду

α = P (b, s, d, (u1, . . . , um)) =
1

ds

m∑

k=1

∞∑

n=0

ukb
−n

(n+ k
d )

s
=

1

ds

m∑

k=1

ukΦ

(
1

b
, s,

k

d

)
,

в котором нами используется функция Φ(z, s, δ) =
∑∞

n=0
zn

(n+δ)s , определенная при |z| < 1, 0 <

< δ ≤ 1. В настоящее время не доказана даже иррациональность суммы
∑∞

n=0
(−1)n

(2n+1)2 , называемой
постоянной Каталана.

2. Разложения чисел

Пусть иррациональное число α задано равенством (2). Самый простой способ разложения α по
основанию b заключается в следующем. Определим начальное значение δ−1 = 0 и последователь-
ность величин

αn = δn−1b+R(n), an = ⌊αn⌋, δn = αn − an, n = 0, 1, . . . , (6)

а также частичную сумму

sk =
k∑

n=0

anb
−n, k = 0, 1, . . . .

Верна следующая лемма.
Лемма 3. Для введенных в (6) коэффициентов an, n = 0, 1, . . . выполнено равенство α =
=

∑∞
n=0 anb

−n. Более того,

α− sk = b−k

(
δk +

∞∑

n=1

R(n+ k)b−n

)
. (7)

Доказательство. Зафиксируем произвольный индекс n > 0, тогда из (6) следует равенство
αn

bn
=

αn−1 − an−1

bn−1
+

R(n)

bn
или

αn−1

bn−1
− αn

bn
=

an−1

bn−1
− R(n)

bn
.

Просуммируем полученные равенства для всех n = 1, 2, . . . и получим

α0 =
∞∑

n=0

anb
−n −

∞∑

n=1

R(n)b−n.

Поскольку α0 = R(0) и ряд
∑∞

n=0 R(n)b−n сходится, получим искомое равенство.
Для доказательства второго утверждения леммы заметим, что R(n)−an = δn−δn−1b. Пользуясь

этими равенствами, находим

α− sk =

k∑

n=0

(R(n)− an)b
−n +

∞∑

n=k+1

R(n)b−n =

k∑

n=0

(δnb
−n − δn−1b

−n+1) +

∞∑

n=1

R(n+ k)b−n =

= δkb
−k + b−k

∞∑

n=1

R(n+ k)b−n.

Лемма доказана.
Отметим, что равенства (6) не дают нам окончательное представление числа α в виде (1). Дей-

ствительно, пусть n0 индекс такой, что R(n0) < 1, тогда для всех n ≥ n0 выполнено неравенство

an = ⌊αn⌋ ≤ αn = δn−1b+R(n) < b+ 1,
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т.е. коэффициенты an, вычисленные в соответствии с равенствами (6), удовлетворяют неравенствам
an ≤ b. Для получения точного равенства (1) необходимо скорректировать полученные значения:
если для некоторого индекса n величина an = b, то необходимо определить an = 0 и an−1 = an−1+1,
продолжая коррекцию далее, если оказалось, что an−1 = b и т.д.
Введем обозначение для бесконечных сумм, возникающих в равенстве (7), а именно:

γk =

∞∑

n=1

R(n+ k)b−n. (8)

В формулировке следующей леммы фигурные скобки будут обозначать дробную часть числа.

Лемма 4. Последовательность величин γk, k = 0, 1, . . ., определенная равенством (8), удовле-
творяет следующим условиям.

(1) Выполнено равенство {αbk} = {δk + γk}.
(2) Выполнено равенство limk→∞ γk = 0.

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из равенства (7). Действительно,

αbk = skb
k + δk + γk, и skb

k =
k∑

n=0

anb
k−n ∈ Z.

Согласно условию, последовательность R(n) стремится к нулю. Поэтому для любого положи-
тельного числа ε найдется номер k0 такой, что для всех k ≥ k0 выполняется R(k) < ε. Для таких k
имеем

γk =
∞∑

n=1

R(n+ k)b−n ≤ ε
∞∑

n=1

b−n =
ε

b− 1
≤ ε.

Это доказывает второе утверждение леммы.
Верно следующее утверждение.

Лемма 5 [4]. Если последовательность δ0, δ1, . . . равномерно распределена на интервале (0, 1),
а последовательность γ0, γ1, . . . имеет конечный предел, то последовательность {δn + γn}∞n=0

также является последовательностью равномерно распределенных на интервале (0, 1) величин.

Суммируя утверждения лемм 4 и 5, а также теоремы 1, мы получаем, что вопрос о нормально-
сти действительного числа α, определенного равенством (2), сводится к рассмотрению вопроса о
равномерном распределении последовательности величин δ0, δ1, . . .. Нормальность числа α, в свою
очередь, ведет к равномерному распределению коэффициентов an, определяемых равенством (1),
на интервале [0, b− 1].

3. Результаты практических экспериментов

Основываясь на изложенных выше теоретических результатах, мы предлагаем следующий способ
генерации псевдослучайных последовательностей.
Фиксируем значение b = 256 и рассмотрим в качестве начальных значений генератора множество

различных натуральных чисел x1, . . . , xm. Определим рациональную функцию R(n) равенством

R(n, x1, . . . , xm) =
1

n+ x1
+ · · ·+ 1

n+ xm
.

Обозначим w = max{x1, . . . , xm}. Так как многочлен P (x) =
∑m

k=1 x
M−ki−1 не обращается в нуль

в точке 256−1, то, согласно лемме 2, число α =
∑∞

n=0 R(n, x1, . . . , xm)256−n является трансцен-
дентным. В качестве псевдослучайной последовательности рассмотрим последовательность целых
чисел a1, a2, . . ..
Для проверки гипотезы о нормальности числа α мы выполнили два независимых исследова-

ния (для каждого набора величин x1, . . . , xm). Первое заключается в проверке равновероятного
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распределения величин δ0, δ1, . . . δN−1, принимающих значения на интервале (0, 1). Второе исследо-
вание — проверка равномерного распределения элементов последовательности a1, a2, . . . , aN . При
проведении экспериментов величина N принимала значения 216, 2 · 105 и 106.

Исследование значений в интервале (0, 1). Принятие или отвержение гипотезы о равномер-
ном распределении элементов последовательности δ0, δ1, . . . δN−1 зависит от некоторого параметра—
уровня значимости θ. Данная величина задает вероятность отвергнуть гипотезу о равномерном рас-
пределении, если она является истинной. Величина θ должна принимать действительные значения,
близкие к нулю.
При заданном значении θ мы последовательно применяем следующие критерии согласия:

(1) критерий χ-квадрат с k степенями свободы[6], где величина k определяется равенством
k = 1 + 3.22 lgN [20];

(2) критерий Морана [17];
(3) критерий Шермана [19];
(4) критерий Янга [21],

каждый из которых позволяет принять или опровергнуть гипотезу о равномерном распределении.
Мы принимаем гипотезу о равномерном распределении элементов последовательности δ0, δ1, . . . ,

δN−1, если все перечисленные выше критерии не отвергли данную гипотезу.

Исследование целых значений. Опишем методику исследования распределения элементов по-
следовательности a1, a2, . . .. Решение о равномерном распределении принимается путем последо-
вательного применения некоторого числа критериев согласия, каждый из которых независимо про-
веряет гипотезу о равномерном распределении элементов исходной последовательности a1, a2, . . .
на интервале [0, b− 1].
Мы рассматриваем каждый критерий как некоторую функцию, на вход которой подается ис-

ходная последовательность элементов кольца Zb. В результате выполнения критерия вычисляется
величина pvalue — действительное число, расположенное между нулем и единицей. Данное число ин-
терпретируется как мера соответствия исследуемых данных гипотезе о равномерном распределении
— чем ближе величина pvalue к единице, тем большее соответствие.
Как и для случая действительных значений, принятие гипотезы о равномерном распределении

зависит от уровня значимости θ.
Последовательность действий при проведении анализа исследуемой последовательности a1, a2, . . .

заключается в следующем.

(1) Выбирается значение величины уровня значимости θ.
(2) Выполняется частотный тест, вычисляющий частоты появления нулей и единиц в исследуе-

мой последовательности. Если количество единиц не сравнимо с количеством нулей, то исследуемая
последовательность признается неравновероятной и дальнейшие исследования не проводятся. По-
дробное описание частотного теста может быть найдено, например, в [5] или [18].

(3) Последовательно применяются выбранные критерии согласия. Для каждого критерия мы
используем два различных подхода.

• Глобальный подход, когда заданный критерий согласия применяется ко всей исходной после-
довательности целиком. В результате применения критерия вычисляется значение pvalue. Если вы-
полняется неравенство pvalue ≥ θ, то гипотеза о равномерном распределении исходной последова-
тельности принимается. В противном случае гипотеза отвергается.

• Локальный подход как более сложная процедура. Исходная последовательность разбивается
на подпоследовательности некоторой длины r. Величина r для каждого статистического критерия,
как правило, принимает свое собственное значение. Для каждой подпоследовательности независи-
мо применяется выбранный статистический критерий и вычисляется собственное значение величи-
ны pvalue. Далее полученная последовательность действительных значений тестируется описанным
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выше способом на равновероятное распределение на интервале (0, 1). В случае, если гипотеза о рав-
новероятном распределении последовательности действительных значений не отвергается, то для
исходной последовательности также не отвергается гипотеза о равномерном распределении.
Заметим, что в случае, когда применение глобального подхода позволяет отвергнуть гипотезу о

равномерном распределении исходной последовательности, локальный подход не применяется.

При проведении исследований применялись следующие статистические критерии согласия:

(1) частотный тест для k-грамм [18];
(2) критерий числа невозрастающих последовательностей;
(3) критерий числа пустых ящиков [3; 10];
(4) критерий линейной сложности [18];
(5) критерий, основанный на свойствах случайных подстановок [2].

Приведенный перечень может быть дополнен другими критериями (см., напр., [5; 6; 18]).

Результаты исследований.При проведении исследований мы фиксировали уровень значимости
θ = 0.01. При таком значении θ для всех выбранных нами случайным образом наборов чисел x1,
. . ., xm при m = 4 и m = 8 гипотеза о равновероятном распределении последовательности значений
δ0, δ1, . . . , δN−1 не отвергалась.
При исследовании последовательности a1, . . . , aN частотный тест появления единиц и нулей

всегда не отвергал гипотезу о равновероятном распределении.
При использовании глобального подхода все перечисленные выше критерии не отвергали гипо-

тезу о равновероятном распределении последовательности a1, . . . , aN .
Однако при использовании локального подхода для значений N = 2 · 105 и N = 106 некото-

рыми критериями была отвергнута гипотеза о равновероятном распределении последовательности
значений pvalue. Указанные значения группировались около фиксированных точек, зависящих от
используемого критерия, образовывая непересекающиеся интервалы внутри интервала (0, 1).
С точки зрения статистических исследований, указанное наблюдение позволяет высказать пред-

положение о том, что исследуемая последовательность не является истинно случайной, а вырабо-
тана при помощи некоторого алгоритма.

Заключение

В настоящей работе мы рассмотрели способ генерации псевдослучайных последовательностей,
основанный на представлении некоторого класса трансцендентных чисел в системе счисления по
основанию b. Проведенные нами эксперименты показали, что получающиеся последовательности
могут рассматриваться как реализация случайной величины, равномерно распределенной на ин-
тервале [0, b− 1]. Это позволяет нам выдвинуть гипотезу о том, что все числа из рассматриваемого
нами класса являются нормальными.
Для дальнейших исследований представляется важной задача об определении значений парамет-

ров x1, . . . , xm трансцендентного числа α по его рациональному приближению, т.е. по заданному
отрезку последовательности a0, . . . , ar, r ≥ 1. Построение алгоритма решения данной задачи и
получение оценки его трудоемкости позволило бы обосновать целесообразность использования раз-
работанного нами способа генерации псевдослучайных последовательностей в средствах защиты
информации.
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STATISTICAL PROPERTIES OF SOME TRANSCENDENTAL NUMBERS

We present a new method for generating pseudo random sequences which is based on
represenation of real numbers in some numeral systems. We describe an algorithm for
generation sequences, present experimental results and methodology of randomness check-
ing.

Key words: sequences of random numbers, normal and transcendental numbers, statistical
tests.

176



10. Varbanets P.D. and Varbanets S.P. Inversive congruential generator with a variable shift // Proceedings,
5th Chaotic Modeling and Simulation International Conference, 12 – 15 June 2012, Athens Greece. P. 623–630.

П.Д.ВАРБАНЕЦ, С.П.ВАРБАНЕЦ

ИНВЕРСНЫЙ КОНГРУЭНТНЫЙ ГЕНЕРАТОР С ПЕРЕМЕННЫМ
СДВИГОМ

Рассматривается инверсный конгруэнтный генератор с переменным сдвигом, про-
дуцирующий последовательность псевдослучайных чисел (ПСЧ), которая проходит
s-мерный сериальный тест на равнораспределенность и непредсказуемость. Найде-
ны представления элементов порождаемой последовательности в виде многочленов
от инициального значения исходной рекурсии и номера элемента последовательно-
сти. Получены оценки тригонометрических сумм на последовательностях ПСЧ и
указаны условия, при которых порождаемая последовательность ПСЧ имеет мак-
симальный период.

Ключевые слова: последовательности псевдослучайных чисел, конгруэнтный генера-
тор, дискрепансия, непредсказуемость, тригонометрическая сумма.
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