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УДК 517.538

В. Е. Круглов, Д. С. Малышев, О.В. Починка

Многоцветный граф как полный топологический
инвариант для Ω-устойчивых потоков

без периодических траекторий на поверхностях

Изучение динамики потока на поверхностях путем разбиения фазового
пространства на ячейки с одним и тем же предельным поведением траек-
торий внутри ячейки восходит к классическим работам А. А. Андронова,
Л.С. Понтрягина, Е. А. Леонтович и А. Г. Майера. Типы ячеек (число
которых конечно) и их примыкание друг к другу полностью определяют
класс топологической эквивалентности потока с конечным числом особых
траекторий. Если в каждой ячейке грубого потока без периодических ор-
бит выбрать по одной траектории, то ячейки распадаются на так называе-
мые треугольные области одного и того же типа. Комбинаторное описа-
ние такого разбиения приводит к трехцветному графу Ошемкова–Шарко,
вершины которого соответствуют треугольным областям, а ребра – свя-
зывающим их сепаратрисам. А.А. Ошемков и В.В. Шарко доказали, что
два таких потока топологически эквивалентны тогда и только тогда, ко-
гда трехцветные графы потоков изоморфны и описан алгоритм разли-
чения трехцветных графов. Однако построенный алгоритм не является
эффективным относительно теории графов. В настоящей работе дина-
мика Ω-устойчивых потоков без периодических траекторий на поверхно-
стях описана на языке четырехцветных графов, приведен эффективный
алгоритм различения таких графов и разработана реализация потока по
некоторому абстрактному графу.
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§ 1. Введение

Традиционный подход к качественному изучению динамики потоков с конеч-
ным числом особых траекторий на поверхностях состоит в выделении на несу-
щем многообразии областей с предсказуемым поведением траекторий – ячеек.

Исследование выполнено при поддержке Центра фундаментальных исследований НИУ
ВШЭ (проект № 90, 2017 г.), Российского фонда фундаментальных исследований (гранты
№ 15-01-03687-а, № 16-31-60008-мол_а_дк, № 16-51-10005-Ko_а), программы Президента
Российской Федерации для государственной поддержки молодых российских ученых (грант
№ MK-4819.2016.1) и Лаборатории алгоритмов и технологий анализа сетевых структур НИУ
ВШЭ.
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Такой взгляд на непрерывные динамические системы восходит к классической
работе A. А. Андронова и Л. С. Понтрягина [2] 1937 г., в которой они рассмот-
рели систему дифференциальных уравнений

ẋ = v(x), (∗)

где v(x) – C1-векторное поле, заданное в круге на плоскости, граница которого
является кривой без контакта, и нашли критерий грубости системы (∗).

В работах E. А. Леонтович и А. Г. Майера [8], [9] рассматривался более общий
класс динамических систем, и их классификация также была основана на идеях
о выделении множества специальных траекторий, относительное положение ко-
торых (схема Леонтович–Майера) полностью определяет качественную струк-
туру разбиения фазового пространства динамической системы на траектории.
Основной трудностью в обобщении этого результата на случай произвольных
ориентируемых поверхностей положительного рода является возможность но-
вого типа движения – незамкнутой рекуррентной траектории. Отсутствие та-
ких траекторий для грубых потоков без особенностей на 2-торе была доказана
А. Г. Майером в [10] в 1939 г. В 1971 г. в работе [15] М. Пейшото обобщил
схему Леонтович–Майера для структурно устойчивых потоков на произволь-
ных поверхностях и получил топологическую классификацию таких потоков,
опять-таки изучив все допустимые ячейки для них и введя комбинаторный
инвариант – ориентированный граф, обобщающий схему Леонтович–Майера.

В 1976 г. Д. Нейманом и Т. О’Брайеном (см. [12]) на произвольных поверх-
ностях были рассмотрены так называемые регулярные потоки – потоки без
нетривиальных периодических траекторий, которые включают в себя описан-
ные выше потоки как частный случай. Они ввели полный топологический ин-
вариант для регулярных потоков – орбитальный комплекс, который представ-
ляет собой пространство орбит потока, оснащенное некоторой дополнительной
информацией. В 1998 г. А.А. Ошемков и В. В. Шарко в [13] ввели новый ин-
вариант для структурно устойчивых систем на поверхностях – трехцветный
граф, и описали алгоритм распознавания изоморфности таких графов, кото-
рый, однако, не является эффективным, т.е. время его работы не ограниче-
но некоторым полиномом от длины задания входной информации. В 2014 г.
В. З. Гринесом, С.Х. Капкаевой и О. В. Починкой с помощью трехцветных гра-
фов Ошемкова–Шарко была получена топологическая классификация гради-
ентноподобных диффеоморфизмов на поверхностях (см. [4]).

В настоящей работе рассматривается класс G, состоящий из Ω-устойчивых
потоков f t без периодических траекторий на поверхностях S, имеющих мини-
мум одну седловую точку. Каждому потоку рассматриваемого класса ставит-
ся в соответствие четырехцветный граф, приводится эффективный алгоритм
различения таких графов и в каждом классе топологической эквивалентности
строится стандартный представитель.

§ 2. Формулировка результатов

Пусть поток f t принадлежит классу G, состоящему из Ω-устойчивых пото-
ков f t без периодических траекторий на поверхностях S, каждый из которых
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имеет хотя бы одну седловую точку1. Напомним, что поток f t называется
Ω-устойчивым, если существует его окрестность U(f t) в C1(S × R, S) такая,
что если f ′t ∈ U(f t), то потоки f t и f ′t топологически эквивалентны на неблуж-
дающих множествах Ωft и Ωf ′t , т.е. существует гомеоморфизм h : S → S, пе-
реводящий неблуждающие траектории потока f t в неблуждающие траектории
потока f ′t с сохранением направления движения по траекториям. Из критерия
Ω-устойчивости (см. [16]) следует, что f t имеет неблуждающее множество, со-
стоящее из конечного числа гиперболических неподвижных точек, и не имеет
циклов, т.е. наборов неподвижных точек

x1, . . . , xk, xk+1 = x1

со свойством
W s

xi
∩Wu

xi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

При этом поток f t может как быть структурно устойчивыми, так и не быть,
а определяется это отсутствием или наличием связок – сепаратрис, идущих из
седла в седло. Условие Ω-устойчивости влечет тот факт, что связки потока f t

не образуют замкнутых кривых.
Обозначим через Ω0

ft , Ω1
ft , Ω2

ft множества всех стоков, седел, источников
потока f t соответственно. Положим

S̃ = S \
(
Wu

Ω0
ft∪Ω1

ft
∪W s

Ω1
ft∪Ω2

ft

)
.

Компонента связности множества S̃ называется ячейкой. Обозначим через Jft

множество всех ячеек потока f t. В силу леммы 4 (см. § 3) в границу каждой
ячейки J ∈ Jft входят единственный источник α и единственный сток ω, а вся
ячейка является объединением тректорий, идущих из α в ω. Выберем одну
траекторию θJ в каждой ячейке J и будем называть ее t-кривой. Положим

T =
⋃

J∈Jft

θJ , S = S̃ \T .

Компоненту связности множества S назовем многоугольной областью. Обо-
значим через ∆ft множество всех многоугольных областей потока f t. Напом-
ним, что устойчивой (соответственно неустойчивой) сепаратрисой седловой
точки σ называется компонента связности множества W s

σ \{σ} (соответственно
Wu

σ \{σ}). Будем называть c-кривыми сепаратрисы, соединяющие седла (связ-
ки), u-кривыми – неустойчивые седловые сепаратрисы, не являющиеся связка-
ми, s-кривыми – устойчивые седловые сепаратрисы, не являющиеся связками.
В силу леммы 5 (см. § 3) замыкание любой многоугольной области выглядит
так, как изображено на рис. 1. Любая траектория в ∆ следует из α в ω, а
граница многоугольной области состоит из замыканий седловых сепаратрис и
t-кривой. Границу каждой многоугольной области будем считать ориентиро-
ванной соответственно движению по t-кривой от источника к стоку.

1Если седловых точек у потока f t нет, то он имеет в точности две неподвижные точки:
источник и сток, и все такие потоки топологически эквивалентны, поэтому мы исключаем
их из рассматриваемого класса.
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Рис. 1. Многоугольная область.

Поставим в соответствие потоку f t ∈ G многоцветный граф Γft следующим
образом (рис. 2):

1) вершины графа Γft взаимно однозначно соответствуют многоугольным
областям множества ∆ft ;

2) две вершины графа инцидентны ребру цвета s, t, u или c, если соответ-
ствующие этим вершинам многоугольные области содержат в своих замыкани-
ях общую s-, t-, u- или c-кривую соответственно;

3) при наличии более чем одного c-ребра, выходящего из некоторой вер-
шины графа Γft , c-ребра считаются упорядоченными согласно прохождению
соответствующих сепаратрис при обходе границы соответствующей области.

Два многоцветных графа Γft и Γf ′t для потоков f t и f ′t из класса G соответ-
ственно назовем изоморфными, если существует взаимно однозначное отобра-
жение вершин и ребер одного графа соответственно в вершины и ребра другого
графа с сохранением цветности всех ребер и нумерации c-ребер.

Теорема 1. Потоки из класса G топологически эквивалентны тогда и
только тогда, когда их многоцветные графы изоморфны.

Принято считать, что алгоритм решения задачи распознавания изоморфно-
сти графов (в каком-нибудь классе графов) является эффективным, если время
его работы ограничено некоторым полиномом от длины задания входной ин-
формации. Такое определение эффективной разрешимости восходит к А. Коб-
хэму (см. [3]). Стандартом труднорешаемости является NP-полнота задачи
(см. [6]). Сложностный статус задачи распознавания изоморфизма графов не
известен до сих пор, т.е. в классе всех графов для этой задачи не доказана
ни полиномиальная разрешимость, ни NP-полнота. Вместе с тем многоцвет-
ные графы потоков класса G не являются графами общего вида, поскольку
они вложимы в несущую поверхность, на которой заданы соответствующие им
потоки класса G. Этот факт позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 2. Задача распознавания изоморфизма многоцветных графов, со-
ответствующих потокам из класса G, может быть решена за полиноми-
альное время.
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Рис. 2. Фазовый портрет некоторого потока из класса G (вверху) и
его четырехцветный граф (внизу).

Для решения задачи реализации рассмотрим простой связный четырехцвет-
ный граф Γ (точные определения см. в § 4), ребра которого раскрашены в четы-
ре цвета – s, u, t, c, и каждая вершина которого инцидентна в точности одному
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ребру каждого из цветов s, u, t. При этом c-ребер, инцидентных одной вер-
шине b, может быть любое конечное (в частности, нулевое) число nb и они упо-
рядочены: cb1, . . . , cbnb

в случае nb > 1. Назовем u-ребро и s-ребро, выходящие
из вершины b, условными c-ребрами и присвоим им номера cb0 и cbnb+1 соответ-
ственно. Простой цикл b1, (b1, b2), b2, . . . , b2k, (b2k, b2k+1), b2k+1 = b1 для k ∈ N
назовем c∗-циклом, если

(b2i−1, b2i) = cb2i
m , (b2i, b2i+1) = cb2i

m+1 = c
b2i+1
l , (b2i+1, b2i+2) = c

b2i+1
l−1 .

Граф Γ назовем допустимым, если он содержит c∗-циклы и каждый такой
цикл имеет длину 4. Простой цикл графа Γ назовем tu-циклом (соответственно
st-циклом), если все его ребра имеют цвет t или u (соответственно t или s).

Лемма 1. Пусть f t ∈ G. Тогда граф Γft является допустимым.

Теорема 3. Для любого допустимого графа Γ существует поток f t ∈ G,
заданный на замкнутой поверхности S , граф которого изоморфен исходному
графу; при этом:

(i) эйлерова характеристика поверхности S вычисляется по формуле
χ(S) = ν0 − ν1 + ν2 , где ν0 , ν1 и ν2 – количества всех tu-, c∗- и st-циклов
графа Γ соответственно;

(ii) поверхность S является неориентируемой тогда и только тогда, когда
граф Γ содержит хотя бы один цикл нечетной длины.

§ 3. Динамика потока f t ∈ G
и структура его многоугольных областей

Пусть f t – поток из класса G, заданный на замкнутой поверхности S. В дан-
ном параграфе мы изучаем динамику потока f t, что позволит нам установить
структуру его многоугольных областей. Приведем необходимые для понима-
ния динамики предложения.

Предложение 1 (см. [14; гл. 2, теорема 5.1] и [17; гл. 4, теорема 7.1]). По-
ток f t из класса G в некоторой окрестности неподвижной точки p ∈ Ωi

ft

топологически сопряжен линейному потоку

at(x, y) = (2−tx, 2−ty) при i = 0,

bt(x, y) = (2−tx, 2ty) при i = 1,

ct(x, y) = (2tx, 2ty) при i = 2.

Предложение 2 (см. [5; теорема 2.1.1]). Пусть f t ∈ G. Тогда:
1) S =

⋃
p∈Ωft

Wu
p =

⋃
p∈Ωft

W s
p ;

2)Wu
p (соответственно W s

p ) является гладким подмногообразием многооб-
разия S , диффеоморфным Ri (соответственно R2−i) для любой неподвижной
точки p ∈ Ωi

ft .

Пусть p – неподвижная точка потока f t. Обозначим через lup (соответствен-
но lsp) неустойчивую (соответственно устойчивую) сепаратрису точки p.
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Лемма 2. Для любого стока ω (соответственно источника α) потока
f t ∈ G существует хотя бы одна седловая точка σ с неустойчивой (соот-
ветственно устойчивой) сепаратрисой luσ (соответственно lsσ ) такой, что
cl(luσ) \ (luσ) = {σ, ω} (соответственно cl(lsσ) \ (lsσ) = {σ, α}).

Доказательство. Предположив противное для некоторой стоковой точ-
ки ω, мы получим в силу п. 1) предложения 2, что cl(W s

ω) = W s
ω ∪

⋃k
i=1 αi,

где αi, i = 1, . . . , k, – источник такой, что Wu
αi
∩ W s

ω ̸= ∅. Покажем, что
Wu

αi
⊂ cl(W s

ω).
Предположим противное. Тогда в силу п. 1) предложения 2 существует точ-

ка p ∈ Ωft , отличная от ω и такая, что W s
p ∩Wu

αi
̸= ∅. Пусть xω и xp – точки,

принадлежащие Wu
αi
∩W s

ω и Wu
αi
∩W s

p соответственно. Поскольку многообра-
зие Wu

αi
\ {αi} гомеоморфно R2 \ {O} (см. п. 2) предложения 2), то существует

путь c : [0, 1] → (Wu
αi
\{αi}) без самопересечений, соединяющий точку xω = c(0)

с точкой xp = c(1). Тогда существует значение τ ∈ (0, 1) такое, что c(τ) /∈ W s
ω

и c(t) ∈ W s
ω для t < τ . Следовательно, существует точка r ∈ Ωft такая, что

r ̸= ω и c(τ) ∈ W s
r . Кроме того, точка c(τ) принадлежит cl(W s

ω). Но если
c(τ) ∈ cl(W s

ω), то c(τ) = αi0 для некоторого i0 = 1, . . . , k, это означает, что
αi0 ∈ Wu

αi
; противоречие с определением неустойчивого многообразия непо-

движной точки.
Получили, что Wu

αi
⊂ W s

ω для любого i = 1, . . . , k, и, следовательно, множе-
ство cl(W s

ω) открыто, так как содержит каждую свою точку вместе с некоторой
открытой окрестностью. Так как cl(W s

ω) одновременно открыто и замкнуто,
имеем cl(W s

ω) = S. Тогда Ωft не содержит седловых точек, что противоречит
определению класса G.

Перейдя от f t к f−t, можно доказать утверждение для источников.
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть p – неподвижная точка потока f t ∈ G. Тогда:
(i) если p ∈ Ω1

ft , то

cl(lup ) \ (lup ∪ {p}) =

{
{σ} ⊂ Ω1

ft и lup = lsσ,

{ω} ⊂ Ω0
ft и lup ⊂W s

ω;

(ii) если p ∈ Ω2
ft , то cl(lup ) \ (lup ∪ {p}) =

⋃
σ∈Ωp

cl(luσ), где Ωp – непустое
подмножество множества Ω1

ft .

Доказательство. Рассмотрим случай (i): p – седловая точка. Пусть
x ∈ cl(lup ). По п. 1) предложения 2 любая точка lup является точкой W s

r для
некоторой неподвижной точки r. Для r возможны три варианта: а) r – сток;
б) r – седло; в) r – источник.

а) Рассмотрим сток r = ω такой, что x ∈ W s
ω. Так как ω – сток и lup = Ox,

имеем lup ⊂W s
ω. Таким образом, cl(lup ) \ (lup ∪ {p}) = {ω}.

б) Рассмотрим седловую точку r = σ, для которой выполняется x ∈ W s
σ .

В этом случае lup = lsσ. Таким образом, cl(lup ) \ (lup ∪ {p}) = {σ}.
в) Допустим, что существует источник r = α такой, что x ∈W s

α. Поскольку
W s

α = {α}, получаем α ∈ lup , что невозможно, так как lup состоит из блуждаю-
щих точек. Следовательно, случай в) невозможен.
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Рассмотрим случай (ii): p = α – источник.
Из п. 1) предложения 2 следует, что множество A = cl(luα) \ (luα ∪ {α}) есть

f t-инвариантное подмножество множества Wu
Ω1

ft
∪ Ω0

ft . Тогда для доказатель-
ства утверждения достаточно показать, что:

а) если σ ∈ A для некоторого σ ∈ Ω1
ft , то luσ ⊂ A;

б) если ω ∈ A для некоторого ω ∈ Ω0
ft , то существует σ ∈ Ω1

ft такое, что
ω ∈ cl(luσ) и luσ ⊂ A.

В случае а), поскольку σ ∈ A, существует последовательность xn ∈ luα такая,
что xn → σ для n → +∞. Тогда Oxn

⊂ luα, и в силу эквивалентности по-
тока в окрестности гиперболической седловой точки его линейной части (см.,
например, [14]) множество

⋃
n∈N Oxn

содержит в своем замыкании luσ.
В случае б), если ω ∈ A, то существует последовательность xn ∈ luα та-

кая, что xn → ω для n → +∞. Согласно лемме 2 существует конечное число
седловых точек σ1, . . . , σk ∈ Ω1

ft такое, что ω ∈ cl(luσi
) для i = 1, . . . , k. Тогда

среди них существуют седловые точки σi1 , σi2 (возможно, совпадающие) такие,
что последовательность xn принадлежит компоненте связности D множества
W s

ω \ (ω ∪
⋃k

i=1 l
u
σi

). Отсюда следует, что D ⊂ luα. Таким образом, luσi1
⊂ A и

luσi2
⊂ A.

Лемма доказана.

Утверждение, аналогичное лемме 3, можно доказать для устойчивых сепа-
ратрис неподвижных точек потока f t.

Напомним, что ячейкой J потока f t мы назвали компоненту связности мно-
жества S̃ = S \ (Wu

Ω0
ft∪Ω1

ft
∪W s

Ω1
ft∪Ω2

ft
).

Лемма 4. Любая ячейка J потока f t содержит единственный сток ω и
единственный источник α в своем замыкании, а вся ячейка является объеди-
нением тректорий, идущих из α в ω .

Доказательство. В силу предложения 2

S̃ =
( ⋃

α∈Ω2
ft

luα

)
\

( ⋃
σ∈Ω1

ft

lsσ

)
.

Тогда любая компонента связности J множества S̃ является подмножеством luα
для единственного источника α. Аналогичным образом,

S̃ =
( ⋃

ω∈Ω0
ft

lsω

)
\

( ⋃
σ∈Ω1

ft

luσ

)
.

Тогда любая компонента связности J множества S̃ является подмножеством lsω
для единственного стока ω. Таким образом,

J ⊂ (Wu
α ∩W s

ω)

и, следовательно, вся ячейка является объединением тректорий, идущих из α
в ω. Лемма доказана.
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Рис. 3. Фазовый портрет некоторого потока из класса G (вверху) и
все его многоугольные области (внизу).

Напомним, что мы обозначили через Jft множество всех ячеек потока f t и
выбрали по одной траектории θJ (t-кривой) в каждой ячейке J ∈ Jft . Также
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мы положили T =
⋃

J⊂S̃ θJ , S = S̃ \ T и назвали многоугольной областью
компоненту связности ∆ множества S. Мы обозначили через ∆ft множество
всех многоугольных областей потока f t и назвали c-кривыми сепаратрисы,
соединяющие седла (связки), u-кривыми – неустойчивые седловые сепаратри-
сы, не являющиеся связками, s-кривыми – устойчивые седловые сепаратрисы,
не являющиеся связками.

Лемма 5. Любая многоугольная область ∆ потока f t гомеоморфна от-
крытому диску, и ее граница состоит из замыканий одной t-кривой, одной
u-кривой, одной s-кривой и конечного (возможно, пустого) множества c-кри-
вых.

Доказательство. В силу леммы 4 любая ячейка J ∈ Jft лежит в бассейне
некоторого источника α между двумя (возможно, совпадающими) s-кривыми
(см. рис. 1). Многоугольная область ∆ получается удалением t-кривой из J .
Так как Wu

α гомеоморфно R2 в силу предложения 2, область ∆ гомеоморф-
на сектору, ограниченному двумя лучами, выходящими из начала координат
в R2, т.е. гомеоморфна открытому диску. По построению в границу области ∆
входят единственная s-кривая и единственная t-кривая. Поскольку ∆ располо-
жена также и в бассейне некоторого стока ω, то она ограничена одной u-кривой.
Согласно п. (ii) леммы 3 область ∆ ограничена конечным числом c-кривых. По-
лучаем, что единственно возможной структурой границы многоугольной обла-
сти может быть структура, изображенная на рис. 1, с точностью до количества
c-кривых. Лемма доказана.

На рис. 3 изображен фазовый портрет некоторого потока из класса G и все
его многоугольные области.

§ 4. Свойства четырехцветного графа Γft

В этом параграфе мы ставим в соответствие каждому потоку f t ∈ G четы-
рехцветный граф Γft и устанавливаем свойства этого графа, необходимые для
выделения множества допустимых графов, реализуемых потоком из класса G.

Напомним, что конечным мультиграфом Γ называется упорядоченная пара
(B,E), для которой выполнены следующие условия: B – непустое множество
вершин; E – мультимножество пар вершин, называемых ребрами, а под муль-
тимножеством мы подразумеваем обобщение понятия множества, допускающее
включение одного и того же элемента по нескольку раз.

Здесь и далее будем для краткости называть мультиграф просто графом.
Если граф Γ содержит ребро e = (a, b), то каждую из вершин a, b называют

инцидентной ребру e и говорят, что вершины a и b соединены ребром e.
Путем в графе называют конечную последовательность его вершин и ребер

вида b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, bk), bk, k > 1. Число k
называется длиной пути, оно равно числу входящих в путь ребер.

Граф называют связным, если любые две его вершины можно соединить
путем.



110 В.Е. КРУГЛОВ, Д.С. МАЛЫШЕВ, О.В. ПОЧИНКА

Циклом длины k ∈ N в графе называют конечное подмножество его вершин
и ребер вида {b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, b0), b0}. Прос-
тым циклом называют цикл, у которого все вершины и ребра попарно раз-
личны.

Граф Γ называется многоцветным, если множество его ребер является
объединением конечного числа подмножеств, каждое из которых состоит из
ребер одного и того же определенного цвета.

Пусть Γ – простой связный четырехцветный граф, ребра которого раскра-
шены в четыре цвета – s, u, t, c, и каждая вершина которого инцидентна в точ-
ности одному ребру каждого из цветов s, u, t. При этом c-ребер, инцидентных
одной вершине b, может быть любое конечное (в частности, нулевое) число nb

и они упорядочены: cb1, . . . , cbnb
в случае nb > 1. Назовем u-ребро и s-ребро, вы-

ходящие из вершины b, условными c-ребрами и присвоим им номера cb0 и cbnb+1

соответственно. Простой цикл b1, (b1, b2), b2, . . . , b2k, (b2k, b2k+1), b2k+1 = b1 для
k ∈ N назовем c∗-циклом, если

(b2i−1, b2i) = cb2i
m , (b2i, b2i+1) = cb2i

m+1 = c
b2i+1
l , (b2i+1, b2i+2) = c

b2i+1
l−1 .

Определение. Граф Γ назовем допустимым, если он содержит c∗-циклы
и каждый такой цикл имеет длину 4.

Простой цикл графа Γ назовем tu-циклом (соответственно st-циклом), если
все его ребра имеют цвет t или u (соответственно t или s).

В § 3 мы доказали, что замыкание множества s-, t-, u- и c-кривых разбивает
поверхность S на многоугольные области ∆, и обозначили через ∆ft множество
всех таких областей. Границу каждой многоугольной области будем считать
ориентированной соответственно движению по t-кривой от источника к стоку.

Многоцветный граф Γft , соответствующий потоку f t ∈ G, строится следую-
щим образом (см. рис. 2):

1) вершины графа Γft взаимно однозначно соответствуют многоугольным
областям потока;

2) две вершины графа инцидентны ребру цвета s, t, u или c, если соответ-
ствующие этим вершинам многоугольные области имеют общую s-, t-, u- или
c-кривую, а между этим ребром и s-, t-, u- или c-кривой устанавливается вза-
имно однозначное соответствие;

3) при наличии более чем одного c-ребра, выходящего из некоторой вер-
шины графа, c-ребра нумеруются так, что нумерация соответствует порядку
сепаратрис при обходе границы соответствующей многоугольной области.

В силу конструкции многоцветные графы, полученные по различным раз-
биениям на многоугольные области (в зависимости от выбора t-кривых), изо-
морфны.

Обозначим через πft взаимно однозначное соответствие между многоуголь-
ными областями и вершинами, а также между s-, t-, u-, c-кривыми и s-, t-, u-,
c-ребрами потока f t и графа Γft соответственно.

Доказательство леммы 1. Докажем, что четырехцветный граф Γft по-
тока f t является допустимым.

Поскольку поток f t лежит на замкнутой поверхности S, а каждая верши-
на графа соответствует его многоугольной области, значит, можно построить
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граф, изоморфный данному, просто расположив его вершины внутри много-
угольных областей, а ребрами сделав вложенные в поверхность кривые, соеди-
няющие эти вершины и пересекающие каждая свою сторону один раз (рис. 4).
Как граф, построенный по потоку f t, он, очевидно, будет изоморфен графу Γft .
Поэтому, не уменьшая общности, будем считать, что граф Γft вложен в поверх-
ность S вышеописанным образом. Поскольку поверхность S связна, то связен
и граф Γft . Поскольку каждая сторона многоугольной области примыкает ров-
но к двум различным многоугольным областям, то граф Γft не имеет циклов
длины 1, т.е. является простым.

Рис. 4. Фазовый портрет некоторого потока из класса G и его четы-
рехцветный граф, вложенный в поверхность S, на которой определен
этот поток.

Поскольку к каждой точке p ∈ Ωft примыкает конечное число многоуголь-
ных областей, разделенных цветными кривыми, то точке p посредством проек-
ции πft однозначно сопоставлен цикл из вершин, соответствующих примыкаю-
щим к p областям, и цветных ребер, пересекающих цветные кривые, выходящие
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из p. Так, к седлу примыкают в точности четыре многоугольные области, раз-
деленные u-, s- или c-кривыми. Считая u- и s-ребра условными c-ребрами, мы
получим, что каждому седлу потока f t соответствует c∗-цикл графа Γft . Спра-
ведливо и обратное соответствие: каждый c∗-цикл можно поместить в окрест-
ность единственной седловой точки так, что для разных c∗-циклов эти окрест-
ности не пересекаются. Таким образом, граф Γft содержит c∗-циклы и каждый
такой цикл имеет длину 4. Следовательно, граф Γft является допустимым.

Лемма доказана.

Предложение 3. Пусть f t ∈ G и Γft – граф потока f t . Тогда отображе-
ние πft устанавливает взаимно однозначное соответствие между множе-
ствами Ω0

ft , Ω1
ft , Ω2

ft и множествами tu-, c∗-, st-циклов соответственно.

Доказательство. 1. Соответствие посредством отображения πft между
множеством Ω1

ft и множеством c∗-циклов следует из доказательства леммы 1.
2. К каждой стоковой точке ω потока f t примыкают области, разделен-

ные поочередно u- и t-кривыми, лежащими в бассейне W s
ω. Значит, точке ω

посредством отображения πft сопоставлен единственный tu-цикл графа Γft .
Справедливо и обратное соответствие: поскольку бассейны различных стоков
разделяются c- и s-кривыми, то каждый tu-цикл можно поместить в бассейн
единственного стока. Таким образом, отображение πft устанавливает взаимно
однозначное соответствие между множеством Ω0

ft и множеством tu-циклов.
3. Соответствие между множеством Ω2

ft и множеством ts-циклов устанавли-
вается аналогично п. 2.

Предложение доказано.

§ 5. Доказательство классификационной теоремы 1

Докажем, что потоки из класса G топологически эквивалентны тогда и толь-
ко тогда, когда их многоцветные графы изоморфны.

Пусть f t ∈ G (соответственно f ′t ∈ G) и Γft (соответственно Γf ′t) – много-
цветный граф, построенный по потоку f t (соответственно f ′t).

Необходимость. Пусть потоки f t и f ′t топологически эквивалентны, т.е.
существует гомеоморфизм h : S → S, переводящий траектории f t в траекто-
рии f ′t. Будем считать, не уменьшая общности, что множество многоугольных
областей потока f ′t построено с помощью t-кривых T ′ = h(T ). Тогда го-
меоморфизм h переводит многоугольные области потока f t в многоугольные
области потока f ′t, и искомый изоморфизм ξ : Γft → Γf ′t определяется форму-
лой

ξ = πf ′thπ
−1
ft .

Достаточность. Пусть графы Γft и Γf ′t потоков f t и f ′t изоморфны посред-
ством изоморфизма ξ. Рассмотрим многоугольную область ∆ ∈ ∆ft . Ее гра-
ница содержит единственный источник α, единственный сток ω и n седловых
точек σ1, σ2, . . . , σn, n ∈ N, которые мы полагаем расположенными на границе
в порядке возрастания номеров в выбранном направлении обхода границы ∆.
Рассмотрим область ∆′ для потока f ′t, для которой выполняется равенство

∆′ = π−1
f ′t ξπft(∆).
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Изоморфизм ξ обеспечивает одинаковое количество одноцветных ребер, исхо-
дящих из вершин графов, соответствующих областям ∆ и ∆′, что влечет на-
личие в границе у ∆′ ровно одного стока ω′, одного источника α′ и n седел
σ′1, σ

′
2, . . . , σ

′
n, расположенных в порядке возрастания номеров в выбранном на-

правлении обхода границы ∆′. Поскольку изоморфизм ξ сохраняет цветность
ребер и нумерацию c-ребер, то построение гомеоморфизма h : S → S, осуществ-
ляющего топологическую эквивалентность потоков f t и f ′t, сводится к постро-
ению гомеоморфизма h∆ : cl(∆) → cl(∆′), переводящего траектории потока f t,
лежащие в cl(∆), в траектории потока f ′t, лежащие в cl(∆′), таким образом,
что

h∆|∆∩∆̃ = h∆̃|∆∩∆̃

для любых многоугольных областей ∆, ∆̃ потока f t. Будем строить гомеомор-
физм h∆ по шагам.

Шаг 1. Вначале построим гомеоморфизм h∆ в окрестностях узловых точек.
Пусть

u = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.

Напоминаем, что at : R2 → R2, ct : R2 → R2 – потоки на плоскости, заданные
формулами at(x, y) = (2−tx, 2−ty), ct(x, y) = (2tx, 2ty) с точкой O(0, 0) в каче-
стве стока и источника соответственно. Согласно предложению 1 существуют
окрестности uω, uα (uω′ , uα′) точек ω, α (ω′, α′) соответственно такие, что
f t|uω

, f t|uα
(f ′t|uω

, f ′t|uα
) топологически сопряжены с at(x, y)|u, ct(x, y)|u по-

средством некоторых гомеоморфизмов hω : uω → u, hα : uα → u (hω′ : uω′ → u,
hα′ : uα′ → u) соответственно. Без потери общности будем полагать эти окрест-
ности попарно непересекающимися.

Для r ∈ (0, 1] положим Sr = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r} и Sω
r = h−1

ω (Sr),
Sα

r = h−1
α (Sr) (Sω′

r = h−1
ω′ (Sr), Sα′

r = h−1
α′ (Sr)). Пусть {A} = Sω

1 ∩ lα,ω, {A0} =
Sω

1 ∩ lω,σ1 ({A′} = Sω′

1 ∩ lα′,ω′ , {A′0} = Sω′

1 ∩ lω′,σ′1) и {C} = Sα
1 ∩ lα,ω, {C0} =

Sα
1 ∩ lα,σn

({C ′} = Sα′

1 ∩ lα′,ω′ , {C ′0} = Sα′

1 ∩ lα′,σ′n).
Везде далее мы будем обозначать ma,b замыкание отрезка некоторой секу-

щей траекториям потока f t (f ′t), ограниченного точками a (a′) и b (b′).
Заметим, что ma,b = mb,a. В частности, обозначим через mA,A0 (mA′,A′0

) от-
резок, являющийся пересечением Sω

1 ∩∆ (Sω′

1 ∩∆′) (рис. 5). Пусть x ∈ mA,A0 .
Пусть µA,A0 : mA,A0 → [0, 1] (µA′,A′0

: mA′,A′0
→ [0, 1]) – произвольно заданный

гомеоморфизм такой, что µA,A0(A) = 0 (µA′,A′0
(A′) = 0). Пусть

hmA,A0
= µ−1

A′A′0
µA,A0 : mA,A0 → mA′,A′0

.

Пусть x ∈ mA,A0 (x′ ∈ mA′,A′0
) и Ox (Ox′) – траектория точки x (x′). Пусть

xω ∈ (cl(uω)∩∆\{ω}); тогда xω = Sω
r ∩Ox для некоторого r ∈ (0, 1] и x ∈ mA,A0 .

Построим гомеоморфизм huω
: cl(uω) ∩ ∆ → cl(uω′) ∩ ∆′ так, что huω

(ω) = ω′

и huω
(xω) = x′ω

′
, где x′ω

′
= Sω′

r ∩ OhmA,A0
(x). Аналогично, для точек xα ∈

(cl(uα)∩∆ \ {α}) таких, что xα = Sα
r ∩Ox для некоторых r ∈ (0, 1] и x ∈ mA,A0 ,

определим гомеоморфизм huα
: cl(uα) ∩∆ → cl(uα′) ∩∆′ так, что huα

(α) = α′

и huα
(xα) = x′α

′
, где x′α

′
= Sα′

r ∩ OhmA,A0
(x).

Шаг 2. Построим гомеоморфизм h∆ на границе ∆.
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Рис. 5. Построение отображения h∆ в окрестностях узловых точек и
выбор секущих ζi.

Везде далее мы будем обозначать через la,b замыкание отрезка траектории
или седловой сепаратрисы, ограниченной точками a и b, и через λa,b будем
обозначать его длину. Заметим, что la,b = lb,a и λa,b = λb,a. Для гладких отрез-
ков la,b, la′,b′ траекторий потоков f t, f ′t мы будем называть гомеоморфизмом
по длине дуги гомеоморфизм hla,b

: la,b → la′,b′ , определенный по следующему
правилу для точки x ∈ la,b:

λa′,hla,b
(x) =

λa,x · λa′,b′

λa,b
.

Построим таким способом следующие гомеоморфизмы: hlA,C
: lA,C → lA′,C′ ,

hlA0,σ1
: lA0,σ1 → lA′0,σ′1

, hlC0,σn
: lC0,σn → lC′0,σ′n

и hlσi,σi+1
: lσi,σi+1 → lσ′i,σ′i+1

.
Аналогичная конструкция на границах всех многоугольных областей обес-

печивает выполнение условия h∆|cl(∆)∩cl(∆̃) = h∆̃|cl(∆)∩cl(∆̃) для любых много-

угольных областей ∆, ∆̃ потока f t.
Шаг 3. Построим секущие, соединяющие седловые точки с некоторой внут-

ренней точкой t-кривой.
Пусть Q ∈ int(lA,C) и Q′ = hlA,C

(Q). Определим mQ,σ1 , . . . ,mQ,σn
(соответ-

ственно mQ′,σ′1
, . . . ,mQ′,σ′n

) следующим образом.
Напомним, что для i = 1, . . . , n существует окрестность uσi

(uσ′i
) седловой

точки σi (σ′i) такая, что f t|uσi
(f ′t|uσi

) топологически сопряжен с bt|u посред-
ством некоторого гомеоморфизма hσi

: uσi
→ u (hσ′i

: uσ′i
→ u), где bt : R2 → R2
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и bt(x, y) = (2−tx, 2ty). Пусть

Z = {(x, y) ∈ R2 | |x| = |y|} ∩ u.
Множество Z состоит из двух интервалов, пересекающихся в начале координат
и трансверсальных траекториям потока bt. Пусть ζi = h−1

σi
(Z) ∩ ∆ (соответ-

ственно ζ ′i = h−1
σ′i

(Z) ∩ ∆′); см. рис. 5. Выберем некоторую точку B ∈ mA,A0

такую, что OB ∩ ζi ̸= ∅ и OB′ ∩ ζ ′i ̸= ∅ для i = 1, . . . , n, где B′ = hmA,A0
(B)

(рис. 6).

Рис. 6. Построение секущих.

Рис. 7. Продолжение гомеоморфизма внутрь области ∆.

Пусть {Bi} = OB ∩ ζi ({B′i} = OB′ ∩ ζ ′i). Обозначим через mBi,σi (mB′i,σ
′
i
)

подмножество ζi (ζ ′i), ограниченное Bi (B′i) и σi (σ′i). Пусть t0 ∈ R (t′0 ∈ R)
и ti ∈ R (t′i ∈ R) такие, что A = f t0(Q) (A′ = f ′t

′
0(Q′)) и B = f ti(Bi)

(B′ = f ′t
′
i(B′i)). Пусть

mBi,Q =
{
f

(−ti)·µA,A0
(x)+(−t0)(µA,A0

(B)−µA,A0
(x))

µA,A0
(B) (x), x ∈ mA,A0

}
.

Тогда mQ,σi = mQ,Bi ∪mBi,σi (см. рис. 6). Аналогично определяются секущие
mB′i,Q

′ и mQ′,σ′i
.
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Так мы получили количество секущих, равное числу седловых точек наших
многоугольных областей. Они не пересекаются между собой и все своими кон-
цами имеют седловую точку и точку Q – внутреннюю точку t-кривой этой
области.

Шаг 4. Будем продолжать гомеоморфизм h∆ внутрь области ∆.
Пусть x0 ∈ mA,A0 , x′0 = hmA,A0

(x0), Ox0 – траектория x0, а Ox′0
– траекто-

рия x′0. Положим {xi} = Ox0 ∩ mQ,σi
, {x′i} = Ox′0

∩ mQ′,σ′i
для i = 1, . . . , n,

{xn+1} = Ox0 ∩mC,C0 , {x′n+1} = Ox′0
∩mC′,C′0

(рис. 7).
Продолжим гомеоморфизм h∆ на траекторию Ox0 так, что

h∆|lxi,xi+1
= hlxi,xi+1

: lxi,xi+1 → lx′i,x′i+1
.

Итак, мы отобразили посредством h∆ замыкание многоугольной области ∆
на замыкание многоугольной области ∆′, что и заканчивает доказательство
теоремы 1.

§ 6. Доказательство теоремы 3

Пусть мы имеем некоторый допустимый граф Γ.
I. Построим по шагам поток f t ∈ G, соответствующий классу изоморфности

графа Γ.
Шаг 1. Рассмотрим некоторую вершину b графа Γ. Она инцидентна n реб-

рам, одно из которых – это t-ребро, другое – u-ребро, третье – s-ребро, а осталь-
ные – это cbj-ребра, j = 1, . . . , n − 3. Построим на плоскости R2 правильный
2(n−1)-угольник A1A2 . . . A2(n−1) с центром в точке O(0, 0), вершинами A1(1, 0)
и An(−1, 0) (рис. 8). Обозначим через ϕ и a центральный угол и сторону по-
строенного многоугольника соответственно. Тогда

ϕ =
π

n− 1
, a =

1
sinϕ

.

Получаем, что вершина Ak, k = 1, . . . , 2(n− 1), имеет координаты (cos(k− 1)ϕ,
sin(k − 1)ϕ).

Замыкание половины этого многоугольника, лежащей выше оси Ox, обо-
значим Mb. По построению Mb является уже n-угольником с вершинами A1,
A2, . . . , An, т.е. имеет количество сторон, равное числу ребер, которым ин-
цидентна вершина b. Сторону A1An будем называть t-стороной, An−1An –
u-стороной или c0-стороной, A1A2 – s-стороной или cn−2-стороной, а AkAk+1,
где k = 2, . . . , n− 2, будем называть cn−k−1-стороной.

Шаг 2. Построим векторное поле vb на Mb следующим образом.
Сначала определим векторное поле vA1An

на стороне A1An системой диф-
ференциальных уравнений ẏ = 0,

ẋ = sin
1
2
π(x− 1).

По построению A1, An – неподвижные точки и поток, порожденный этим век-
торным полем, движется от A1 к An. Определим векторное поле на остальных
сторонах многоугольника Mb.
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Рис. 8. Построение векторного поля vb.

Рассмотрим сторону AkAk+1, k = 1, . . . , n − 1. Прямая, проходящая через
точки Ak, Ak+1, имеет уравнение

AkAk+1 :
x− cos(k − 1)ϕ

cos kϕ− cos(k − 1)ϕ
=

y − sin(k − 1)ϕ
sin kϕ− sin(k − 1)ϕ

,

из которого угол наклона βk прямой AkAk+1 к положительному направлению
оси Ox выражается следующим образом:

βk = arctg
sin kϕ− sin(k − 1)ϕ
cos kϕ− cos(k − 1)ϕ

.

Теперь сведем рассматриваемую ситуацию к случаю стороны A1An. Для это-
го установим взаимно однозначное соответствие tk между точками отрезков
[cos kϕ, cos(k − 1)ϕ] и [−1, 1] формулой

tk = 2
x− cos kϕ

cos(k − 1)ϕ− cos kϕ
− 1.

Положим γk = sin 1
2π(tk−1) и определим векторное поле vAkAk+1 совокупностью

систем дифференциальных уравнений


βk ̸= 0,
ẋ = −γk · cosβk · signx,
ẏ = −γk · sinβk · signx,
βk = 0,
ẋ = γk,

ẏ = 0.
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Шаг 3. Построим векторное поле vint внутри многоугольника Mb. Выберем
произвольную точкуB с координатами (x, y) внутри многоугольникаMb. Тогда
B принадлежит вертикальному отрезку BkH, где Bk ∈ AkAk+1 для некоторого
k = 1, . . . , n − 1, а H – проекция Bk на Ox (см. рис. 8). Определим векторное
поле vint совокупностью систем дифференциальных уравнений


βk ̸= 0,

ẋ =
BkB

BkH
sin

1
2
π(x− 1)− BH

BkH
γk · cosβk · signx,

ẏ = − BH

BkH
γk · sinβk · signx,

βk = 0,

ẋ =
BkB

BkH
sin

1
2
π(x− 1) +

BH

BkH
γk,

ẏ = 0.

Определим векторное поле vb системой

v(x, y) =


vA1An(x, y), (x, y) ∈ A1An,

vAkAk+1(x, y), (x, y) ∈ AkAk+1, k = 1, . . . , n− 1,
vint(x, y), (x, y) ∈ intMb.

Шаг 4. Обозначим через B множество вершин, через N – число вершин и
через E – множество ребер графа Γ. Пусть ηb – отображение, ставящее в со-
ответствие t-, u-, s- или ci-ребру, инцидентному вершине b, соответственно t-,
u-, s- или ci-сторону многоугольника Mb. Обозначим через M дизъюнктное
объединение многоугольников Mb, b ∈ B. Введем на множестве M мини-
мальное отношение эквивалентности ∼, удовлетворяющее следующему прави-
лу: если вершины b1, b2 из множества B инцидентны ребру e из множества E,
то отрезки P1Q1 = ηb1(e) и P2Q2 = ηb2(e) отождествляются так, что точка
(x1, y1) ∈ P1Q1 = [(xP1 , yP1), (xQ1 , yQ1)] эквивалентна точке (x2, y2) ∈ P2Q2 =
[(xP2 , yP2), (xQ2 , yQ2)], где

x2 = xP2 +
(x1 − xP1)(xQ2 − xP2)

xQ1 − xP1

,

y2 = yP2 +
(y1 − yP1)(yQ2 − yP2)

yQ1 − yP1

.

Из свойств допустимого графа следует, что факторпространство S = M / ∼
является замкнутым топологическим 2-многообразием. Обозначим через q:
M → S естественную проекцию. Заметим, что векторное поле в эквивалент-
ных точках имеет одну и ту же длину, поэтому на многообразии S проекция q
индуцирует непрерывное векторное поле, обозначим его V .

Шаг 5. Определим на S гладкую структуру, относительно которой поле V
является гладким.

Покроем многообразие S конечным числом карт (Uz, ψz), z ∈ S, где Uz ⊂
S – открытая окрестность точки z и ψz : Uz → R2 – гомеоморфизм на образы
следующих типов.
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Рис. 9. Пример карты первого типа.

1. Рассмотрим на графе Γ c∗-цикл

{b1, cb1j1
=cb2j2

, b2, c
b2
j2−1 =cb3j3−1, b3, c

b3
j3

=cb4j4
, b4, c

b4
j4−1 =cb1j1−1, b1},

где вершине bi ∈ B, i = 1, . . . , 4, соответствует ni-угольник Mbi и ηbi(c
bi
ji

) =
Aki

Aki+1 для ki = ni − ji − 1 (рис. 9).
Будем обозначать длину стороны Aki

Aki+1, центральный угол многоуголь-
ника Mbi и угол между вектором

−−−−−−→
AkiAki+1 (

−−−−−−→
AkiAki−1) и положительным на-

правлением оси Ox через ai, ϕi и β+
ki

(β−ki
) соответственно. При этом углы β+

ki
,

β−ki
выбраны так, что |β+

ki
− β−ki

| < π. Положим

Uz = int
( 4⋃

i=1

q(Mbi)
)
,

ψz(ϱ) = µi(p1,i((q|Mbi
)−1(ϱ))) для ϱ ∈ q(Mbi

), i = 1, . . . , 4,

где

p1,i(x, y) =
(
x− cos(ki − 1)ϕi

ai
,
y − cos(ki − 1)ϕi

ai

)
,

µi(x, y) = µi(r cos θ, r sin θ) = (r cos θ1,i, r sin θ1,i),

(r, θ) – полярные координаты, а функция θ1,i(θ) задается формулой

θ1,i(θ) =
(
i− 2

(
i

2
(mod 1)

))
· π

2
+ (−1)i−1π

2
·
θ − β+

ki

β+
ki
− β−ki

.

Функция p1,i(x, y) осуществляет параллельный перенос многоугольника Mbi

так, что вершина Aki
попадает в начало координат, и увеличивает длину сто-

рон AkiAki+1 и Aki−1Aki до единичной. Функция µi(x, y) совмещает угол при
вершине Aki

c i-м координатным углом.
2. Рассмотрим на графе Γ st-цикл

{b1, (b1, b2), b2, (b2, b3), b3, . . . , b2m−1, (b2m−1, b2m), b2m, (b2m, b1), b1},
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где вершине bi ∈ B, i = 1, . . . , 2m, соответствует ni-угольник Mbi
,

ηb2j−1((b2j−1, b2j)) – сторона A1A2 в многоугольнике Mb2j−1 ,
ηb2j

((b2j−1, b2j)) – сторона A1A2 в многоугольнике Mb2j
,

ηb2j
((b2j , b2j+1)) – сторона A1An2j

в многоугольнике Mb2j
,

ηb2j+1((b2j , b2j+1)) – сторона A1An2j+1 в многоугольнике Mb2j+1 для j =
1, . . . ,m, n2j+1 = n1.

Напомним, что в многоугольнике Mbi
длина стороны A1A2 равна ai и длина

стороны A1Ani равна 2. Обозначим угол между вектором
−−−→
A1A2 и положитель-

ным направлением оси Ox через β+
1,i. Положим

Uz = int
(2m⋃

i=1

q(Mbi
)
)
,

ψz(ϱ) = νi(p2,i(q|Mbi
)−1(ϱ))) для ϱ ∈ q(Mbi), i = 1, . . . , 2m,

где
p2,i(x, y) = (x− 1, y)

и функция

νi(x, y) = νi(r cos θ, r sin θ) = (r2,i(r, θ) · cos(θ2,i(θ)), r2,i(r, θ) · sin(θ2,i(θ)))

задается формулами

r2,i(r, θ) =
r

2
·
θ − β+

1,i

π − β+
1,i

+
r

ai
· π − θ

π − β+
1,i

,

θ2,i(θ) =
(
i− 2

(
i

2
(mod 1)

))
· π
m

+ (−1)i−1
θ − β+

1,i

π − β+
1,i

· π
m
.

Функция p2,i(x, y) осуществляет параллельный перенос многоугольника Mbi

так, что вершина A1 попадает в начало координат. Функции νi(x, y), i =
1, . . . , 2m, уменьшают длину сторон A1A2 и A1Ani

до единичной, снижают ве-
личину угла при вершине A1 до π/m и размещают многоугольники Mbi вер-
шинами A1 в начале координат так, что их углы при вершине A1 примыкают
друг к другу и заполняют полный угол, располагаясь каждый на i-м месте при
обходе вокруг начала координат, начиная с положительной полуоси Ox, про-
тив часовой стрелки по некоторой окружности радиуса < 1, а стороны одного
цвета у прилегающих друг к другу многоугольников совпадают.

3. Рассмотрим на графе Γ ut-цикл

{b1, (b1, b2), b2, (b2, b3), b3, . . . , b2m−1, (b2m−1, b2m), b2m, (b2m, b1), b1},

где вершине bi ∈ B, i = 1, . . . , 2m, соответствует ni-угольник Mbi
,

ηb2j−1((b2j−1, b2j)) – сторона An2j−1−1An2j−1 в многоугольнике Mb2j−1 ,
ηb2j

((b2j−1, b2j)) – сторона An2j−1An2j
в многоугольнике Mb2j

,
ηb2j

((b2j , b2j+1)) – сторона A1An2j
в многоугольнике Mb2j

,
ηb2j+1((b2j , b2j+1)) – сторона A1An2j+1 в многоугольнике Mb2j+1 для j =

1, . . . ,m, n2j+1 = n1.
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Напомним, что в многоугольникеMbi
длина стороны Ani−1Ani

равна ai, дли-
на стороны A1Ani

равна 2 и угол между вектором
−−−−−−→
Ani

Ani−1 и положительным
направлением оси Ox равен β−ni,i

. Положим

Uz = int
(2m⋃

i=1

q(Mbi)
)
,

ψz(ϱ) = κi(p3,i((q|Mbi
)−1(ϱ))) для ϱ ∈ q(Mbi

), i = 1, . . . , 2m,

где
p3,i(x, y) = (x+ 1, y)

и функция

κi(x, y) = κi(r cos θ, r sin θ) = (r3,i(r, θ) · cos(θ3,i(θ)), r3,i(r, θ) · sin(θ3,i(θ)))

задается формулами

r3,i(r, θ) =
r

2
·
β−ni

− θ

β−ni

+
r

ai
· θ

β−ni

,

θ3,i(θ) =
(
i− 2

(
i

2
(mod 1)

))
· π
m

+ (−1)i−1 θ

β−ni

· π
m
.

Функция p3,i(x, y) осуществляет параллельный перенос многоугольника Mbi

так, что вершина Ani
попадает в начало координат. Функции νi(x, y), i =

1, . . . , 2m, меняют длину сторон Ani−1Ani
и A1Ani

на единичную, сохраняя
непрерывность поля, меняют величину угла при вершине Ani на π/m и разме-
щают многоугольники Mbi

вершинами Ani
в начале координат так, что их углы

при вершинах Ani примыкают друг к другу и заполняют полный угол, распо-
лагаясь каждый на i-м месте при обходе вокруг начала координат, начиная
с положительной полуоси Ox, против часовой стрелки по некоторой окружно-
сти радиуса < 1, а стороны одного цвета у прилегающих друг другу много-
угольников совпадают.

Для введенных карт отображения перехода являются композициями глад-
ких отображений, построенных в пп. 1–3, и обратных к ним, в силу чего эти
карты задают гладкую структуру на поверхности S.

II. Докажем пп. (i), (ii) теоремы 3.
(i) Докажем, что эйлерова характеристика поверхности S вычисляется по

формуле χ(S) = ν0 − ν1 + ν2, где ν0, ν1 и ν2 – количества всех tu-, c∗- и st-
циклов графа Γ соответственно. Из предложения 3 следует, что количества
всех стоков, седел и источников равны соответственно ν0, ν1 и ν2. Отсюда
следует доказываемое утверждение, поскольку приведенная формула является
формулой для суммы индексов особых точек потока f t.

(ii) Докажем, что поверхность S является неориентируемой тогда и только
тогда, когда граф Γ содержит хотя бы один цикл нечетной длины.

Поверхность S, на которой мы построили поток f t, ориентируема тогда и
только тогда, когда все многоугольные области потока f t можно согласован-
но ориентировать. Ориентацию каждой многоугольной области можно зада-
вать, выбирая один из двух возможных циклических порядков ее неподвиж-
ных точек: α, σn, . . . , σ1, ω или ω, σ1, . . . , σn, α, где α – источник, σj – седло,
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j = 1, . . . , n, а ω – сток. Пусть многоугольной области присвоен знак плюс
в первом случае и знак минус – во втором. Ясно, что ориентации двух таких
областей, имеющих общую сторону, будут согласованы тогда и только тогда,
когда им присвоены разные знаки. Поскольку между многоугольными областя-
ми потока f t и вершинами графа Γ установлено взаимно однозначное соответ-
ствие посредством отображения πft , условие ориентируемости поверхности S
можно сформулировать следующим образом: поверхность S ориентируема то-
гда и только тогда, когда вершинам графа Γ присвоены знаки плюс и минус
таким образом, что любые две его вершины, соединенные ребром, имеют раз-
ные знаки. Назовем такую расстановку знаков вершин графа правильной.

Теперь нам достаточно доказать, что граф Γ не имеет циклов нечетной дли-
ны тогда и только тогда, когда существует правильная расстановка знаков
плюс и минус в вершинах графа Γ.

Истинность утверждения справа налево очевидна, поскольку в цикле нечет-
ной длины нельзя правильно расставить знаки плюс и минус. Докажем в дру-
гую сторону: пусть граф Γ не имеет циклов нечетной длины. Тогда правильно
присвоить знаки его вершинам можно следующим образом: возьмем некото-
рую вершину b0 графа Γ и присвоим ей знак плюс; для любой другой вершины
bi рассмотрим путь, соединяющий ее с вершиной b0, и если он четной длины,
присвоим ей знак плюс, если же нечетной – знак минус. Поскольку по пред-
положению граф не имеет циклов нечетной длины, то такая расстановка не
зависит от выбора пути и, следовательно, определена корректно.

Теорема 3 доказана.

§ 7. Эффективный алгоритм распознавания
изоморфности графов потоков класса G

В этом параграфе мы приводим доказательство теоремы 2, выполненное
путем построения эффективного алгоритма распознавания (с точностью до
изоморфизма) многоцветных графов потоков из класса G. Для этого мож-
но считать, что количества вершин и ребер у этих графов совпадают, иначе
они заведомо не изоморфны. По построению многоцветные графы потоков
из G не являются графами общего вида, поскольку они вложимы в несущую
поверхность, на которой заданы соответствующие им потоки класса G. Ины-
ми словами, эти графы можно изобразить так, что их вершины – точки на
поверхности, а ребра – жордановы кривые, которые не пересекаются в сво-
их внутренних точках. Интерес к этому наблюдению вызван существованием
эффективного алгоритма различения обыкновенных графов (т.е. непомеченных
графов без петель, ориентированных и кратных ребер), вложимых в заданную
поверхность, а именно имеет место следующий факт.

Предложение 4 (см. [11]). Задача распознавания изоморфизма двух n-вер-
шинных обыкновенных графов, каждый из которых вложим в поверхность
рода g , может быть решена за время O(nO(g)).

К сожалению, приведенный результат не может быть непосредственно при-
менен к распознаванию изоморфизма графов Γft и Γf ′t , поскольку они не явля-
ются обыкновенными. Тем не менее задачу изоморфизма многоцветных графов
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можно свести (с невысокой трудоемкостью сведения) к задаче изоморфизма
обыкновенных графов, вложимых в поверхность. Для этого нам понадобятся
две операции с графами – k-подразбиение ребра и (k1, k2)-подразбиение ребра.

Операция k-подразбиения ребра (a, b) графа состоит в том, чтобы удалить
его из графа, добавить вершины c1, . . . , ck и ребра (a, c1), (c1, c2), . . . , (ck, b).

Операция (k1, k2)-подразбиения ребра (a, b) графа состоит в том, чтобы уда-
лить его из графа, добавить вершины c1, c2, . . . , ck1 , v, u, w, d1, d2, . . . , dk2 и ребра
(a, c1), (c1, c2), . . . , (ck1 , v), (v, u), (u,w), (v, w), (v, d1), (d1, d2), . . . , (dk2 , b).

Для заданного графа Γft построим соответствующий ему обыкновенный
граф Γ(f t) следующим образом. В графе Γft выполним 1-подразбиение каждо-
го s-ребра, 2-подразбиение каждого t-ребра, 3-подразбиение каждого u-ребра.
Пусть e = (a, b) – произвольное c-ребро графа Γft , numa(e) и numb(e) – но-
мера ребра e в множествах c-ребер, соответственно инцидентных вершинам a
и b. Выполним (numa(e),numb(e))-подразбиение ребра e. Подобную операцию
выполним для всех c-ребер графа Γft (рис. 10).

Лемма 6. Графы Γft и Γf ′t изоморфны тогда и только тогда, когда изо-
морфны графы Γ(f t) и Γ(f ′t).

Доказательство. Очевидно, что по графу Γft граф Γ(f t) определяется
единственным образом. Покажем, что верно и обратное утверждение. Отсюда
будет следовать справедливость леммы. Каждая многоугольная область мно-
жества ∆ft имеет не менее трех сторон, и поэтому каждая вершина Γft имеет
не менее трех соседей в этом графе. Очевидно, что в графе Γ(f t) никакая вер-
шина графа Γft не принадлежит никакому треугольнику. Поэтому множество
вершин графа Γft образуют те и только те вершины графа Γ(f t), которые име-
ют не менее трех соседей и не принадлежат треугольникам. Удалив из графа
Γ(f t) все вершины графа Γft , мы получим дизъюнктное объединение связных
подграфов, каждый из которых является либо путем, либо путем, к некото-
рой внутренней вершине которого “присоединен” треугольник. Эти связные
подграфы являются индикаторами наличия ребер между соответствующими
вершинами графа Γft . Если подграф является путем, то его длина определяет
цвет из множества {s, t, u} у соответствующего ребра графа Γft . Если под-
граф является путем с “присоединенным” треугольником, то он соответствует
некоторому c-ребру e = (a, b) графа Γft . В данном подграфе удалим вершины
треугольника, получим два пути, длины которых определяют номера e в мно-
жествах c-ребер, инцидентных вершинам a и b соответственно. Тем самым, по
графу Γ(f t) граф Γft восстанавливается единственным образом.

Лемма доказана.

Оценим количество вершин графа Γ(f t) в предположении, что граф Γft име-
ет n вершин и m ребер. Очевидно, что каждое из m ребер графа Γft соответ-
ствует некоторому подграфу графа Γ(f t), содержащему не более 2n+5 вершин.
Поэтому граф Γ(f t) имеет не более (2n + 5)m вершин и может быть эффек-
тивно вычислен по графу Γft . Отметим, что граф Γ(f t) вложим в ту же по-
верхность, что и граф Γft . Поэтому по лемме 6 имеет место полиномиальное
сведение задачи распознавания изоморфизма многоцветных графов потоков из
класса G к задаче распознавания изоморфизма обыкновенных графов, вложен-
ных в фиксированную поверхность.
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Рис. 10. Фазовый портрет некоторого потока f t из класса G (ввер-
ху), его четырехцветный граф Γft (внизу слева) и соответствующий ему
обыкновенный граф Γ(f t) (внизу справа).

Напомним, что по теореме 3 поверхность S является неориентируемой то-
гда и только тогда, когда граф Γ содержит цикл нечетной длины. По теореме
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Д. Кёнига (см. [7]) обыкновенный граф не содержит нечетных циклов тогда
и только тогда, когда он является двудольным, т.е. когда множество его вершин
может быть разбито не более чем на две части так, что не существует ни одного
ребра, инцидентного вершинам из одной части. Двудольность обыкновенного
графа c n′ вершинами и m′ ребрами распознается за время O(n′ +m′) при по-
мощи поиска в ширину (см. [1]). Поэтому чтобы распознать ориентируемость
поверхности S, мы забудем про цвета ребер графа Γ и выполним 2-подразбиение
каждого его ребра. Понятно, что полученный граф Γ′ является двудольным
тогда и только тогда, когда граф Γ не содержит циклов нечетной длины. Коли-
чества вершин и ребер графа Γ′ не превосходят утроенных количеств вершин и
ребер графа Γ соответственно. Поэтому ориентируемость поверхности S можно
распознать за линейное время от суммы количеств вершин и ребер графа Γ.

Из всего вышесказанного следует справедливость теоремы 2.
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