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Предисловие

Математическая статистика занимается разработкой и проведе-
нием научно обоснованных обработок наблюдений над случайной
величиной с целью получения информации о ее вероятностном
распределении.

Предметом изучения случайных процессов является изменение
во времени случайных систем с определенными вероятностями по-
ведения. Случайный процесс задается случайными величинами,
меняющимися во времени.

Изучение этих вероятностных направлений базируется на зна-
нии общего курса теории вероятностей, которая вместе с математиче-
ской статистикой и случайными процессами представляют базовые
дисциплины вузовского вероятностного образования студентов
инженерно
технических направлений.

В данном учебном пособии обсуждаются основные понятия
и вопросы математической статистики и случайных процессов, ре-
ально укладывающиеся в ограниченные учебным временем одно-
именные курсы с выделением основных задач математической ста-
тистики (непараметрическая, параметрическая и проверка
статистических гипотез) и случайных процессов (марковские цепи
с дискретным временем, классификация их состояний, марковские
цепи с непрерывным временем и конечным множеством состоя-
ний, широко используемые в теории надежности и теории массово-
го обслуживания, числовые характеристики и линейные преобра-
зования случайных процессов).

Цель пособия — дать представление об основных понятиях,
структуре курсов математической статистики и случайных процес-
сов и методах решения их основных задач. Для иллюстрации мате-
риала приведено много решенных примеров и задач для самостоя-
тельного решения. По характеру и объему изложения учебник
предназначен для использования в учебном процессе бакалавриата.

В результате изучения курса студенты должны:
знать
• основные понятия и основные задачи математической статис-

тики: непараметрическую, параметрическую и проверку статисти-
ческих гипотез;



• основы теории случайных процессов, цепи Маркова, пуассо-
новские процессы, ветвящиеся процессы; числовые характеристи-
ки случайных процессов;

уметь
• решать задачи математической статистики и теории случай-

ных процессов;
владеть
• методами для решения конкретных задач математической ста-

тистики и случайных процессов.



Основные обозначения

СВ — случайная величина;
ч.т.д. — что и требовалось доказать;
нз — независимые;
нк — некоррелированные;
MX или EX — математическое ожидание СВ Х;
DX — дисперсия СВ Х;
KXY — корреляция СВ X и Y;
rXY — коэффициент корреляции СВ X и Y;
СВ Х ~ L(а) — означает, что СВ Х имеет закон распределения L(а),

где а = (а1, …, аk) — k-мерный параметр распределения;
СВ Х ~ B(1, p) — бернуллиевское распределение;
СВ Х ~ B(n, p) — биномиальное распределение;
СВ Х ~ π(λ) — пуассоновское распределение;
СВ Хi ~ G(p) — геометрическое распределение;
СВ Yi ~ сдG(p) — сдвинутое геометрическое распределение;
СВ Z1 ~ Пa(r, p) — распределение Паскаля;
СВ Z2 ~ OB(r, p) — отрицательное биномиальное распределение;
СВ X ~ H(N, M, n) — гипергеометрическое распределение;
СВ X ~ R[a; b] — равномерное распределение на отрезке [a; b];
СВ X0 ~ R[0; 1] — равномерное распределение на отрезке [0; 1];
СВ X ~ N(a, σ) — нормальное распределение с параметрами (a, σ);
СВ X0 ~ N(0, 1) — нормальное распределение с параметрами (0, 1);
СВ X ~ Γα, λ — гамма-распределение;
СВ X ~ E(λ) — экспоненциальное распределение.





Раздел I

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
СТАТИСТИКА

В результате изучения данного раздела студенты должны:
знать
• непараметрическую задачу статистики;
• параметрическую задачу статистики;
• основы проверки статистических гипотез;
уметь
• решать задачи математической статистики;
владеть
• методами математической статистики.
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Глава 1
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ СТАТИСТИКИ
И НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

В результате изучения данной главы студенты должны:
знать
• основные понятия математической статистики;
• приемы первичной обработки наблюдений;
уметь
• решать задачи анализа известных вероятностных распределений

и непараметрическую задачу математической статистики;
владеть
• методами моделирования значений случайных величин;
• методами решения непараметрической задачи статистики.

В данной главе обсуждаются некоторые начальные понятия мате-
матической статистики, которые используются в дальнейшем при
рассмотрении в других разделах курса, такие, например, как поряд-
ковые статистики. Вопросы моделирования, обсуждаемые здесь,
важны для создания статистического материала при изучении за-
кономерностей и характеристик случайных процессов. Также рас-
сматриваются приемы первоначальной обработки наблюдений над
случайной величиной с целью распознавания вида ее вероятност-
ного распределения.

1.1. Основные понятия математической статистики

Математическая статистика занимается разработкой, научным
обоснованием и применением методов обработки данных наблюде-
ний с целью получения информации о распределении изучаемой
случайной величины.

Пусть X — наблюдаемая случайная величина (СВ).
Определение 1.1. Все значения, которые может принимать СВ X,

называют выборочным пространством или генеральной сово-
купностью; n возможных значений СВ X называются выборкой
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(n — объем выборки): �x = (x1, x2, x3, …, xn). Конкретные n наблюден-
ных значений СВ X называются реализацией выборки.

Для того чтобы изучение СВ по выборке имело смысл, необхо-
димо, чтобы выборка не искажала, а отражала свойства генераль-
ной совокупности. Такая выборка называется представительной
(репрезентативной). Математически это означает, что элементы
выборки должны быть независимыми, одинаково распределенными
СВ с тем же законом распределения, что и у изучаемой СВ X.

Определение 1.2. Если упорядочить значения выборки по вели-
чине X(1) 
 X(2) 
 … 
 X(n), то ряд X(1), X(2), …, X(n) называется вариа-
ционным рядом или рядом порядковых статистик, а элементы
ряда называются вариантами или порядковыми статистиками.

Элементы вариационного ряда не обладают теми же свойства-
ми, которыми обладала выборка, т.е. они не являются независимы-
ми, одинаково распределенными СВ и каждый имеет свой закон
распределения, не совпадающий с законом распределения исход-
ной СВ X (доказательство см. ниже).

Проиллюстрируем это на примере крайних порядковых статис-
тик СВ X с функцией распределения F(x): x(1) = min(x1, …, xn ) = U
и x(n) = max(x1, …, xn) = V. Зависимость их очевидна.

Найдем закон распределения для СВ U и V. Обозначим GU(x) —
функция распределения СВ U и GV(x) — функция распределения
СВ V. Имеем: GU(x) = P{U < x} = P{min(x1, … , xn) < x} = (сформули-
руем эквивалентное событие в терминах элементов выборки, пере-
ходя к дополнительному событию и учитывая свойства элементов

выборки) = 1 – P{xi 	 x} = 1 – P{xi 	 x} = 1 – (1 – F(x))n.

Плотность распределения СВ U есть

gU(x) = G �U(x) = n(1 – F(x))n–1f(x).

Аналогичными рассуждениями найдем закон распределения
СВ V:

GV(x) = P{x(n) < x} = P{x1 < x, …, xn < x} = F(x).

Тогда плотность распределения СВ V есть

gV(x) = G �V(x) = nF(x)n–1f(x).

Определение 1.3. Статистика — это любая функция от наблю-
дений, не зависящая от неизвестных параметров распределения.

Определение 1.4. Семейство распределений Fθ(x) — это мно-
жество распределений одного аналитического вида со всеми воз-
можными значениями параметра θ = (θ1, …, θk).

n

Π
i=1

n

Π
i=1
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Основные задачи математической статистики

1. Непараметрическая задача статистики.
Это первоначальная (грубая) обработка данных следующего вида:

наблюдаемая СВ X и реализация выборки x� = (x1, … , xn) с целью по-
лучения информации о виде распределения СВ X, т.е. нахождения
семейства распределений, к которому оно относится. В результате
решения задачи получается, что L(X) ∈ Fθ(x), где L(X) — распреде-
ление СВ X, а θ = (θ1, …, θk) — неизвестный параметр распределения
СВ X.

2. Параметрическая задача статистики.
Эта задача решается после получения решения непараметриче-

ской задачи (когда семейство распределений Fθ(x) для СВ X уже
определено) и состоит в уточнении значения параметра θ или
функции τ(θ) от этого параметра в общем случае, где θ = (θ1, …, θk),
т.е. в построении оценки t(x�) = �τ функции τ(θ) = τ.

При решении этой задачи различают два подхода: точечное и до-
верительное оценивание.

А. Точечное оценивание.
Суть точечного оценивания в том, что для τ(θ) строится одна ста-

тистика t(x) = �τ, которая принимается за оценку τ(θ), т.е. t(x) = �τ.
«Хорошей» оценкой является такая оценка, которая наиболее

близка к истинному значению τ(θ), т.е. когда ее значения в каком-
то смысле сконцентрированы вокруг истинного значения τ(θ).

Математически это означает желательность следующих свойств
оценки:

а) несмещенность: Mt(x) = τ(θ), где Mt(x) — среднее значение
СВ X (при малых выборках это требование очень важно, при боль-
ших n достаточно выполнения свойства асимптотической несме-
щенности: Mt(x) � θ, но Mt(x) � θ при n � 
);

б) состоятельность: t(x) τ(θ), что означает

P{| t(x) – τ(θ)| > ε 0;

в) эффективность, которая задается только для несмещенных
оценок и определяется дисперсией Dt(x). Тогда значение дисперсии
несмещенной оценки называется ее эффективностью, которая ис-
пользуется при сравнении качества несмещенных оценок: та оцен-
ка лучше, у которой дисперсия меньше, т.е. эффективность больше.

Определение 1.5. Оценка называется оптимальной, если она
несмещенная и имеет минимально возможную дисперсию.

Б. Доверительное оценивание.
Ограничимся сначала рассмотрением этого подхода в случае одно-

мерного параметра. Тогда решение состоит в построении двух ста-

�
n�


�
n�




Рис. 1.1. Зоны выборочного пространства

Пусть X — изучаемая СВ, x1, …, xn — выборка ее наблюдаемых
значений. Если точка попадает в зону T, то гипотеза принимается,
если точка попадает в зону R, то гипотеза отвергается.

Как выбрать границу наилучшим образом?
Это делают на основе анализа возможных ошибок. При реше-

нии могут возникнуть ошибки двух родов.
Пусть α — вероятность ошибки первого рода (это вероятность

того, что отвергли верную гипотезу (H0): α = P{x ∈ R/H0}); β — ве-
роятность ошибки второго рода (это вероятность того, что приня-
ли неверную гипотезу (H1): β = P{x ∈ R/H1}). Величина α называет-
ся еще уровнем значимости или размером критерия.

Оказывается, что одновременно вероятности ошибок первого
и второго рода (α и β) невозможно сделать сколько угодно малень-
кими. Поэтому два критерия, если они сравнимы, нужно сравни-
вать по качеству, определяемому вероятностями ошибок α и β сле-
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тистик: t1 = t1(x�) и t2 = t2(x�) таким образом, чтобы P{t1(x�) < τ(θ) <
< t2(x�)} = γ, где γ — некоторое значение, называемое доверительной
вероятностью, а интервал I = (t1(x�), t2(x�)) называется доверитель-
ным интервалом. Тогда γ — надежность оценивания, а длина интер-
вала (t1(x�), t2(x�)) определяет точность оценивания, поэтому при
заданном γ этот интервал желательно строить более коротким.

В случае большей размерности неизвестного параметра анало-
гично определяется доверительная область, содержащая истинное
значение τ(θ).

3. Проверка статистических гипотез.
Это проверка предположений (гипотез) о распределении изуча-

емой СВ. Если гипотеза H0 описывает одно распределение, то она
называется простой, а если несколько — то сложной. Та гипотеза
H0, которую нужно проверить, называется нулевой или основной;
H1 — альтернативная гипотеза.

Чтобы проверить гипотезу, нужно построить критерий, т.е. пра-
вило, по которому нулевая гипотеза принимается или отвергается.
Это значит, что выборочное пространство нужно разделить грани-
цей на две зоны (рис. 1.1): T — область принятия гипотезы (основ-
ной гипотезы H0) и R — критическая область, где она отвергается.
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дующим образом: фиксируется вероятность ошибки первого рода α
для первого и второго критериев, по этому значению α строится
граница и вычисляется вероятность ошибки второго рода β. Тогда
тот критерий лучше, у которого меньше вероятность ошибки второ-
го рода β. Говорят, что такой критерий более мощный: W = 1 – β —
мощность критерия.

Приведем пример, поясняющий смысл ошибок первого и второ-
го рода.

Пример 1.1. Пусть проверяют партии деталей, упакованных по
1000 шт. Партию считают хорошей, если при контроле 20 наугад
выбранных из нее деталей бракуют X 
 1 шт. Пусть гипотеза H0 со-
стоит в том, что партия хорошая, а гипотеза H1 — партия плохая. Тог-
да α = P(X > 1/H0) — риск заказчика; β = P(X 
 1/H1) — риск изгото-
вителя.

1.2. Порядковые статистики

Порядковые статистики (их определение см. в параграфе 1.1)
широко используются при решении многих задач статистики, по-
этому должны быть заранее изучены в первую очередь по следую-
щим направлениям:

• установление связи распределения изучаемой СВ X с закона-
ми распределений порядковых статистик разных размерностей;

• нахождение выражений моментов порядковых статистик че-
рез закон распределения СВ X;

• изучение закона распределения размаха выборки (W = X(n) – X(1)).
Все полученные формулы по указанным направлениям ниже

проиллюстрированы на примере равномерного распределения.

Основные формулы для порядковых статистик

Через F(x) и f(x) будем обозначать соответственно функцию
распределения и плотность распределения изучаемой СВ X, а че-
рез F(k)(x) и f(k)(x) — соответственно функцию распределения
и плотность распределения k-й порядковой статистики.

1. Законы распределения крайних порядковых статистик X(1),
X(n).

а) Для X(1) имеем

F(1)(x) = P(X(1) < x) = 1 – P(x(1) 	 x) = 1– P(x1 	 x, …, xn 	 x) =

= 1 – P(xi 	 x) = 1 – (P(x1 	 x))n = 1– (1 – F(x))n ;

f(1)(x) = F �(1)(x), т.е. f(1)(x) = n(1 – F(x))n–1f(x).

n

Π
i=1



Рис. 1.2. Интерпретация события А = {X(k) ∈∈ (x, x + dx)}

Со бы тие А со сто ит в од но вре мен ном по яв ле нии сле ду ю щих
трех со бы тий:

Тог да

f(k)(x)dx = P(x(k) ∈ (x; x + dx)) = nCn–1
k–1f(x)dxF k–1(x)(1 – F(x))n–k.

От сю да плот ность рас пре де ле ния k-й по ряд ко вой ста ти с ти ки

f(k)(x) = nCn–1
k–1f(x)F k–1(x)(1 – F(x))n–k.

За ме ча ние 1.1. Ес ли в эту фор му лу под ста вить k = 1, k = n, то по -
лу чим за ко ны рас пре де ле ния край них по ряд ко вых ста ти с тик, най -
ден ные в п. 1.

3.�За кон сов ме ст но го рас пре де ле ния k-й и l-й по ряд ко вых ста -
ти с тик (k < l).

Име ем f(kl)(u, v)dudv = P(X(k) ∈ (u, u + du), X(l) ∈ (v, v + dv)) —
эле мент ве ро ят но с ти СВ (X(k), X(l)).

Пусть со бы тие А = {X(k) ∈ (u, u + du), X(l) ∈ (v, v + dv)}. Пе ре фор -
му ли ру ем со бы тие А в тер ми нах эле мен тов вы бор ки в со от вет ст -
вии с рис. 1.3.

Ве ро ят ность Чис ло
ва ри ан тов

1. Ка кое-то на блю де ние ∈ (x; x + dx) f(x)dx n
2. Ка кие-то (k – 1) ос таль ных на блю де ний 
ле вее x

F k–1(x) Cn–1
k–1

3.�Ос таль ные (n – k) на блю де ний пра вее x (1 – F(x))n–k 1
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б)�Для X(n) име ем

F(n)(x) = P(X(n) < x) = P(x1 < x, …, xn < x) = P(xi < x) = F n(x);

f(n)(x) = nF n–1(x)f(x).

2.�За кон рас пре де ле ния k-й по ряд ко вой ста ти с ти ки X(k).
Пусть f(k)(x) — плот ность рас пре де ле ния k-й по ряд ко вой ста -

тис ти ки. Тог да f(k)(x)dx — эле мент ве ро ят но с ти для k-й по ряд ко -
вой ста ти с ти ки, т.е. f(k)(x)dx = P(X(k) ∈ (x; x + dx)) = P(A), где А =
= {X(k) ∈ (x, x + dx)}.

Про ин тер пре ти ру ем со бы тие A в тер ми нах эле мен тов вы бор ки
в со от вет ст вии с рис. 1.2.

n

Π
i=1



Рис. 1.3. К за ко ну сов ме ст но го рас пре де ле ния 
k-й и l-й по ряд ко вых ста ти с тик

Рис. 1.4. К за ко ну сов ме ст но го рас пре де ле ния 
k-й, l-й и m-й по ряд ко вых ста ти с тик
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Со бы тие А со сто ит в од но вре мен ном по яв ле нии сле ду ю щих со -
бы тий:

Тог да

f(ki)(u, v) = n(n – 1)Cn–k–1
l–k–1 f(u)f(v)F k–1(u)(F(v) – F(u))l–k–1(1 – F(v))n–1.

За ме ча ние 1.2. Под став ляя k = 1 и l = n, по лу чим за кон рас пре -
де ле ния край них по ряд ко вых ста ти с тик:

f(1n)(u, v) = n(n – 1)f(u)f(v)(F(v) – F(u))n–2.

4.�За кон сов ме ст но го рас пре де ле ния k-й, l-й и m-й по ряд ко -
вых ста ти с тик (k < l < m).

Име ем f(klm)(u, v, w)dudvdw = P(X(k) ∈ (u; u + du), X(l) ∈ (v; v + dv),
X(m) ∈ (w; w + dw)).

Пусть со бы тие А = (X(k) ∈ (u; u + du), X(l) ∈ (v; v + dv), X(m) ∈ (w;
w + dw)).

Пе ре фор му ли ру ем со бы тие А в тер ми нах эле мен та вы бор ки
в со от вет ст вии с рис. 1.4.

Ве ро ят ность Чис ло
ва ри ан тов

1. Ка кое-то од но на блю де ние ∈ (u; u + du) f(u)du N

2. Ка кое-то од но Cn–2
k–1 на блю де ние ∈ (v; v + dv) f(v)dv n – 1

3. Ка кие-то (k – 1) из ос тав ших ся на блю де -
ний ле вее u

F k–1(u) Cn–2
k–1

4. Ка кие-то (l – k – 1) из ос тав ших ся на блю -
де ний ∈ (u; v)

(F(v) – F(u))l–k–1 Cn–k–1
l–k–1

5. Ос тав ши е ся (n – 1) на блю де ний пра вее v (1 – F(v))n–1 1



Рис. 1.5. К сов ме ст но му рас пре де ле нию 
пер вых r по ряд ко вых ста ти с тик
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Со бы тие А со сто ит в од но вре мен ном по яв ле нии сле ду ю щих со -
бы тий:

Тог да

f(klm)(u, v, w) = n(n – 1)(n – 2)Cn–3
k–1Cn–k–2

l–k–1Cn–l–1
m–l–1f(u)f(v)f(w)F k–1(u) �

� (F(v) –�F(u))l–k–1(F(w) – F(v))n–l–1(1 – F(w))n–m.
5.�Сов ме ст ное рас пре де ле ние пер вых r по ряд ко вых ста ти с тик

(r 

 n).
Име ем f(12...r)(u1, u2, …, ur) = P(X(1) ∈ (u1, u1 + du1), X(2) ∈ (u2, u2 + du2),

…, X(r) ∈ (ur, ur + dur)) = P(A), где со бы тие А в со от вет ст вии с ри с. 1.5
со сто ит в од но вре мен ном по яв ле нии сле ду ю щих со бы тий:

Ве ро ят ность Чис ло
ва ри ан тов

1. Ка кое-то од но на блю де ние ∈ (u1; u1 + du1) f(u1)du1 n

2. Ка кое-то од но из ос таль ных на блю де ний
∈ (u2; u2 + du2)

f(u2)du2 n – 1

… … …

r. Ка кое-то од но из ос таль ных на блю де ний
∈ (ur; ur + dur)

f(ur)dur n – r + 1

r + 1. Ос таль ные (n – r) на блю де ний пра вее ur (1 – F(ur))n–r 1

Ве ро ят ность 
Чис ло

ва ри ан -
тов

1. Ка кое-то од но на блю де ние ∈ (u; u + du) f(u)du n

2.�Ка кое-то од но на блю де ние ∈ (v; v + dv) f(v)dv n –1

3.�Ка кое-то од но на блю де ние ∈ (w; w + dw) f(w)dw n – 2

4.�Ка кие-то (k – 1) из ос тав ших ся ле вее u F k–1(u) Cn–3
k–1

5.�Ка кие-то (l – k – 1) из ос тав ших ся ∈ (u; v) (F(v) – F(u))l–k–1 Cn–k–2
l–k–1

6. Ка кие-то (m – l – 1) из ос тав ших ся ∈ (v; w) (F(w) – F(v))m–l–1 Cn–l–1
m–l–1

7. Ос тав ши е ся (n – m) пра вее w (1 – F(w))n–m 1
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Тог да

f(1…r)(u1, …, ur) = n(n – 1)(n – 2)…(n – r + 1)f(u1)…f(ur)(1 – F(ur))n–r

— плот ность рас пре де ле ния пер вых r по ряд ко вых ста ти с тик.
6.�Раз мах вы бор ки.
На зо вем W = X(n) – X(1) раз ма хом вы бор ки. Най дем за кон рас -

пре де ле ния раз ма ха вы бор ки H(t):

7.�Мо мен ты по ряд ко вых ста ти с тик.
Име ем сле ду ю щие фор му лы:

По ряд ко вые ста ти с ти ки рав но мер но го рас пре де ле ния

Пусть СВ X ~ R[0; 1]; СВ Y ~ R[a; b], тог да Y = (b – a)X + a.
1.�Свя зи рас пре де ле ний и мо мен тов слу чай ных ве ли чин X(k)

и Y(k).
Оче вид но, что Y(k) = (b – a)X(k) + a. Тог да

MY(k) = (b – a)MX(k) + a;   DY(k) = (b – a)2DX(k); 

KY(k)Y(l)
= (b – a)2KX(k)X(l)

, 1 
 k < l 
 n ;

WX = X(n) – X(1);  WY = Y(n) – Y(1) = (b – a)(X(n) – X(1)) = (b – a)WX;

MWY = (b – a)MWX;   DWY = (b – a)2DWX.

F x P Y x P X
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За ме ча ние 1.3. На ос но ва нии п. 1 до ста точ но изу чать по ряд ко -
вые ста ти с ти ки слу чай ной ве ли чи ны X(k).

2.�Вы чис ле ние мо мен тов по ряд ко вых ста ти с тик рав но мер но го
рас пре де ле ния.

Из ре зуль та тов под па ра гра фа 1.2.1 для за ко на рас пре де ле ния
по ряд ко вых ста ти с тик для СВ X ~ R[0; 1] по лу ча ем сле ду ю щие
фор му лы:

Да лее для вы чис ле ния мо мен тов ис поль зу ют ся гам ма- и бе та-
функ ции, оп ре де лен ные в кни ге ра нее:
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где f1n = =

= 

Да лее,

Без до ка за тель ст ва при ве дем фор му лу для KX(k)X(l)
:

Мо мен ты для Y(k) най ди те са мо сто я тель но.
3.�Мо мен ты раз ма ха вы бор ки из рав но мер но го рас пре де ле ния.

WX = X(n) – X(1);

MWX = MX(n) – MX(1) = – = ;

где 
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Мож но вы чис лить DWX по-дру го му:

DWX = D(X(n) – X(1)) = DX(1) + DX(n) – 2KX(k)X(l)
=

4.�Рас пре де ле ние раз ма ха вы бор ки из рав но мер но го рас пре -
де ле ния.

Най дем HX(t) сна ча ла для t ∈ [0; 1]. Обо зна чим f(u) = fX(t). Име ем

Для даль ней ше го вы чис ле ния удоб нее пред став ле ние F(u)
и F(u + t) в сле ду ю щем ви де:

Тог да

для t ∈ [0; 1] �

Для на хож де ния HY(t) ис поль зу ем связь слу чай ных ве ли чин X
и Y:
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1.3. Мо де ли ро ва ние вы бо рок зна че ний слу чай ной ве ли чи ны 
с за дан ным за ко ном рас пре де ле ния

Ча с то для ис сле до ва ния ве ро ят но ст ных ха рак те ри с тик СВ при хо-
дит ся со зда вать со от вет ст ву ю щий ста ти с ти че с кий ма те ри ал. Ос нов-
ные идеи и при емы та ко го мо де ли ро ва ния по дроб но из ло же ны, на при-
мер, в ра бо те [21], при ве дем здесь крат кие све де ния по это му во про су.

СВ с лю бым рас пре де ле ни ем мо гут быть по лу че ны из рав но мер -
но го рас пре де ле ния на от рез ке [0; 1] чи сел {ri}, вы ра ба ты ва е мых
дат чи ком слу чай ных чи сел.

Мо де ли ро ва ние дис крет ной слу чай ной ве ли чи ны 
(ме тод мар ки ров ки)

Для мо де ли ро ва ния n зна че ний дис крет ной СВ X с за дан ным
ря дом рас пре де ле ния

нуж но от ре зок [0; 1] раз бить на m ча с тич ных от рез ков: [0; p1],
[p1; p1 + p2], …, [p1 + p2 + … + pm–1; 1] и про мар ки ро вать ре а ли за цию
n слу чай ных чи сел {ri} по по ст ро ен ным ин тер ва лам. Тог да по па да -
ние слу чай но го чис ла ri в j-й ин тер вал бу дет оз на чать, что зна че ние
ра зы г ры ва е мой СВ X рав но xj,  j = 1, …, m; i = 1, …, n.

За да ча 1.1. Ра зы г рать (смо де ли ро вать) шесть зна че ний СВ X, име -
ю щей ряд рас пре де ле ния

Ре ше ние
С по мо щью дат чи ка СВ по лу чим шесть слу чай ных чи сел {ri}: 0,43;

0,61; 0,21; 0,84; 0,70; 0,05.
Про мар ки ру ем эти слу чай ные чис ла по от рез кам [0; 0,34], [0,34; 0,59],

[0,59; 1]. По лу чим, что слу чай ные чис ла {ri} со от вет ст вен но по па ли
в ин тер ва лы с но ме ра ми 2, 3, 1, 3, 3, 1 что от ве ча ет сле ду ю щей смо де -
ли ро ван ной по сле до ва тель но с ти { xi }: 3, 8, 1, 8, 8, 1.

X 1 3 8
p 0,34 0,25 0,41

X x1 x2 … xm

P p1 p2 … pm

За да ние 1.1. Са мо сто я тель но вы пи ши те HY(t) и hY(t) в яв ном ви де.
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Мо де ли ро ва ние не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи ны 
(ме тод об рат ных функ ций)

В ос но ве мо де ли ро ва ния не пре рыв ной СВ ле жит сле ду ю щий
лег ко до ка зы ва е мый факт.

Ут верж де ние 1.1. Ес ли F(x) — не пре рыв ная стро го мо но тон ная
функ ция рас пре де ле ния и F –1(x) — об рат ная к ней функ ция, то СВ
X = F –1(R), где СВ R рав но мер но рас пре де ле на на от рез ке [0; 1],
име ет функ цию рас пре де ле ния F(x).

До ка за тель ст во. Дей ст ви тель но, P{F –1(R) < x} = P{R < F(x)} = F(x),
ч.т.д.

Та ким об ра зом, ес ли функ цию F –1(x) мож но яв но вы чис лить,
то мо де ли ро ва ние n зна че ний { xi } СВ X про из во дит ся из n зна че -
ний слу чай ных чи сел { ri } по фор му ле

xi = F –1(ri ). (1.1)

Этот спо соб мо де ли ро ва ния на зы ва ет ся ме то дом об рат ных функ-
ций (МОФ). При ве дем при ме ры при ме не ния МОФ.

За да ча 1.2. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X в сле ду ю щих
слу ча ях: а)�L(X) = R[a; b]; б) L(X) = E(L).

Ре ше ние
а)�F(x) = (x – a)/(x – b) при a < x < b; по фор му ле (1.1) име ем

ri = (xi – a)/(b – a);   xi = ri(b – a) + a; F(x) = 1 – exp(–λx);

б)�x 	 0; по фор му ле (1.1) име ем

ri = 1 – exp(–λxi) � xi = –(1/λ)ln(1 – ri),

а так как СВ (1 – ri) рас пре де ле на так же, как и СВ ri, то воз мож ное зна -
че ние СВ xi мож но по лу чить по бо лее про стой фор му ле xi = –(1/λ)ln ri.

За ме ча ние 1.4. Ес ли F(x) не стро го мо но тон ная функ ция, то об -
рат ную к ней функ цию оп ре де ля ют при мо де ли ро ва нии зна че ний
СВ X сле ду ю щим вы ра же ни ем:

F –1(ri ) = sup{xi : F(xi) < ri}.

Ог ра ни чен ность при ме не ния МОФ свя за на с не воз мож но с тью
яв но го вы чис ле ния об рат ной функ ции F –1(x). В та ких си ту а ци ях
ис поль зу ют ся раз лич ные ча ст ные при емы мо де ли ро ва ния.

Ме тод Ней ма на

Этот ме тод яв ля ет ся до ста точ но об щим для ра зы г ры ва ния не -
пре рыв ной СВ X, ког да она оп ре де ле на на ко неч ном от рез ке [a; b]
и плот ность ее ог ра ни че на: f(x) 
 M, где М — по сто ян ная.
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Ра зы г ры ва ние воз мож но го зна че ния СВ X про из во дят по сле ду -
ю ще му ал го рит му:

а)�по лу ча ют две СВ, рав но мер но рас пре де лен ных на от рез ке
[0;1]: r1 и r2;

б)�вы чис ля ют ко ор ди на ты слу чай ной точ ки Z = (z1, z2), где z1 =
= a + r1(b – a), z2 = r2M;

в)�ес ли точ ка Z ле жит под кри вой y = f(x) (т.е. z2 
 f(z1)), то по -
ла га ют, что воз мож ное зна че ние СВ X есть xi = z1; в про тив ном слу -
чае точ ку от бра сы ва ют и пе ре хо дят к сле ду ю щей точ ке, по вто ряя
ал го ритм с пунк та а) до по лу че ния воз мож но го СВ X.

В ка че ст ве при ме ров ос та но вим ся на прак ти че с ком мо де ли ро -
ва нии зна че ний на и бо лее рас про ст ра нен ных рас пре де ле ний.

За ме ча ние 1.5. Ес ли смо де ли ро ва ны воз мож ные зна че ния СВ, то
для мо де ли ро ва ния ре а ли за ций СВ X2 = aX1 + b нуж но при ме нить
это ли ней ное пре об ра зо ва ние к по лу чен ным воз мож ным зна че ни -
ям СВ X1 : x2i = ax1i + b.

За да ча 1.3. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X в сле ду ю щих
слу ча ях:

а)�L(X) = R[a; b]; б) L(X) = N(a, σ).
Ре ше ние
а)�Эта за да ча ре ше на вы ше по МОФ. Та же фор му ла для мо де ли ро -

ва ния по лу ча ет ся на ос но ва нии за ме ча ния 1.5: xi = ri(b – a) + a.
б)�Ес ли L(X) = N(0, 1) и мо де ли ро ва ние воз мож ных зна че ний x0i СВ

X0 про ве де но, то на ос но ва нии за ме ча ния 1.5 по лу че ние воз мож ных
зна че ний xi СВ X мож но про из во дить по фор му ле xi = σx0i + a. Та ким
об ра зом, за да ча сво дит ся к мо де ли ро ва нию СВ X0.

При ве дем два спо со ба мо де ли ро ва ния воз мож ных зна че ний стан -
дарт ной нор маль ной СВ X0.

1.�По те о ре ме Ле ви (ЦПТ) воз мож ные зна че ния СВ X0 мо гут быть
по лу че ны при до ста точ но боль шом n по фор му ле

Ча с то на прак ти ке до ста точ но брать n = 12. Тог да име ем сле ду ю -

щую про стую фор му лу мо де ли ро ва ния та ких СВ: x0i = ri – 6.

2.�Две воз мож ные ре а ли за ции x01 и x02 вы чис ля ют ся из двух зна че -
ний чи сел r1 и r2 по фор му лам

Пер вый из этих спо со бов лег че ре а ли зу ет ся, но при во дит к при бли -
жен но нор маль ным чис лам.

x r r x r r01 2 1 02 2 12 2 2 2= =− −ln cos( ); ln sin( ).π π
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r n

n
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За да ча 1.4. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X для би но ми -
аль но го рас пре де ле ния В(n, p).

Ре ше ние
Воз мож ное зна че ние би но ми аль но рас пре де лен ной СВ X ~ B(n, p)

мо жет быть по лу че но по об щей схе ме с pi = P(X = i) = C i
np(1 – p)n–1, где

i = 0, 1, …, n, или про ще — ме то дом бра ков ки: бе рет ся n не за ви си мых
рав но мер но рас пре де лен ных слу чай ных чи сел r1, ..., rn, тог да ко ли че ст -
во чи сел из них, мень ших р, есть воз мож ное зна че ние xi СВ X ~ B(n, p).
В ча ст но с ти, при n = 1 по лу ча ем воз мож ное зна че ние бер нул ли ев ской СВ.

За да ча 1.5. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X для гео ме т -
ри че с ко го рас пре де ле ния G(p) (P(X = i) = p(1 – p)i–1; i = 1, 2, ...).

Ре ше ние
xi = [ln ri/ln(1 – p)], где опе ра ция [.] оз на ча ет взя тие це лой ча с ти

чис ла.

С по мо щью опи сан но го при ема для мо де ли ро ва ния воз мож но го
зна че ния ге о ме т ри че с ко го рас пре де ле ния мо гут быть по лу че ны
воз мож ные зна че ния СВ, рас пре де лен ной:

а)�по сдви ну то му ге о ме т ри че с ко му за ко ну сдG(p) (P(Y = i) =
= p(1 – p)i, i = 1, 2, ...): yi = xi – 1;

б)�за ко ну Па с ка ля πa(r, p) (P(U = i) = Ci–1
r–1pr(1 – p)i–r, i = r, r + 1, ...):

U = Xi, где СВ Xi ~ G(p);

в)�от ри ца тель но му би но ми аль но му за ко ну ОВ(r, p) (P(V = i) =

= C i
r+i–1p

r(1 – p)i, i = 0, 1, ...): V = Yi, где СВ Yi ~ сдG(p).

За да ча 1.6. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X для пу ас со -
нов ско го рас пре де ле ния π(λ) (P(X = k) = (λe–λ/k!), k = 0, 1, 2, …).

Ре ше ние
Воз мож ное зна че ние СВ X мо жет быть по лу че но по од но му из со -

от но ше ний:

За да ча 1.7. Смо де ли ро вать по лу че ние зна че ний СВ X для по ли но -
ми аль но го рас пре де ле ния P(n, p1, ..., pm, m), где n — чис ло опы тов, m —
чис ло воз мож ных ис хо дов в каж дом опы те, а pi, i = 1, ..., m, — ве ро ят -
ность i-го ис хо да.

Ре ше ние
Име ем
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Для мо де ли ро ва ния:

а)�раз би ва ют от ре зок на m ча с тей: ∆1 = [0; p1], ∆i = , i =

= 2, ..., m;
б)�по лу ча ют n чи сел r1, r2, ..., rn;
в)�для каж до го rj, j = 1, ..., n, на хо дят от ре зок ∆i, ко то ро му rj при над -

ле жит;
г)�для каж до го от рез ка ∆i, i = 1, ..., m, оп ре де ля ют чис ло vi по пав ших

в не го чи сел из r1, r2, ..., rn; тог да счи та ют, что xi при ня ла зна че ние vi,
а СВ X = (x1, x2, ..., xm) — зна че ние (v1, ..., vm).

1.4. Не па ра ме т ри че с кая за да ча ста ти с ти ки

Ис ход ной ин фор ма ци ей яв ля ет ся слу чай ная ве ли чи на X и вы -
бор ка на блю де ний над ней x� = (x1, x2, x3, …, xn). Тре бу ет ся най ти вид
рас пре де ле ния (се мей ст во рас пре де ле ний), к ко то ро му от но сит ся
рас пре де ле ние СВ X. Для ре ше ния этой (не па ра ме т ри че с кой) за -
да чи су ще ст ву ет це лый ряд об ра бо ток или пред став ле ний дан ной
вы бор ки.

1.�Ста ти с ти че с кий (или ча с тот ный) ряд — это таб ли ца ви да

где x1, ..., xk — воз ра с та ю щая по сле до ва тель ность раз ных на блю ден -
ных зна че ний СВ X; ni — чис ло на блю ден ных зна че ний СВ X = xi,

i = 1, ..., n; ni = n — объ ем вы бор ки; ωi = 1.

2.�По ли гон ча с тот (от но си тель ных ча с тот) — это ло ма ная ли -
ния (стро ит ся для дис крет ной СВ), со еди ня ю щая точ ки (xi, ni)
((xi, ωi)) (рис. 1.6).

По ли го ны ча с тот и от но си тель ных ча с тот от ли ча ют ся друг от
дру га толь ко мас шта бом по оси ор ди нат. По ли гон от но си тель ных
ча с тот яв ля ет ся гра фи че с ким ста ти че с ким ана ло гом со от вет ст ву ю -
ще го пред став ле ния ря да рас пре де ле ния для то чек (xi, pi).
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Рис. 1.7. Ги с то грам ма
Ги с то грам ма стро ит ся сле ду ю щим об ра зом: на оси аб сцисс от -

ме ча ют от ре зок (x(1), x(n)), его де лят на рав ные от рез ки дли ной h та -
ким об ра зом, что бы ни один от ре зок не был пуст, а да лее над i-м от -
рез ком стро ят пря мо уголь ни ки вы со той Hi, где

Пло щадь сту пен ча той фи гу ры — ги с то грам мы — рав на

Ги с то грам мы ча с тот и от но си тель ных ча с тот от ли ча ют ся толь -
ко мас шта бом по оси ор ди нат. Кри вую рас пре де ле ния СВ X при -
бли жа ет сгла жи ва ю щая кри вая ги с то грам мы от но си тель ных ча с -

тот, так как в этом слу чае S = ωi = 1, как и пло щадь под гра фи ком

плот но с ти рас пре де ле ния.
4.�Эм пи ри че с кая функ ция рас пре де ле ния Fn(x).
Эм пи ри че с кая функ ция рас пре де ле ния (ЭФР) оп ре де ля ет ся по

фор му ле

Fn(x) = ,

где n — объ ем вы бор ки; k — чис ло на блю де ний, меньших х.

За да ча 1.8. Пусть на блю ден ная вы бор ка зна че ний СВ X есть 3, 1, 4,
4, 3, 3, 3, 1, 3, 4. По ст ро ить ЭФР.
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3.�Ги с то грам ма ча с тот (от но си тель ных ча с тот) — это сту пен ча -
тая фи гу ра (стро ит ся для не пре рыв ной СВ), сгла жи ва ю щая кри -
вая для ко то рой яв ля ет ся ста ти с ти че с ким ана ло гом кри вой рас -
пре де ле ния СВ X (рис. 1.7).



Рис. 1.8. Эм пи ри че с кая функ ция рас пре де ле ния

Свой ст ва Fn(x) сов па да ют со свой ст ва ми F(x):
1) 0 
 Fn(x) 
 1;
2)Fn(–
) = 0; Fn(+
) = 1;
3) Fn(x) — не убы ва ю щая функ ция по х;
4) Fn(x) не пре рыв на сле ва.
Вы чис лим рас пре де ле ние и мо мен ты ЭФР.
Вве дем ин ди ка тор ную функ цию

J(z) = 
Тог да

где при фик си ро ван ном зна че нии х СВ J(x – X) ~ B(1,  p = F(x)), так как
J(x – X) 0 1

P P(x – X 
 0) = P(X 	 x) =
= 1 – P(X < x) = 1 – F(x)

P(x – X < 0) = P(X < x) =
= F(x)

F x
k
n n

J x xn i
i

n

( ) ( ),= =
1

1

−
=
∑





0, z 
 0,
1, z > 0.
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Ре ше ние
По ст ро им ста ти че с кий ряд:

Име ем ni = n = 10.

Тог да ЭФР мож но за пи сать сле ду ю щим об ра зом (рис. 1.8).
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Из ве ст но, что тог да Y = J(x – xi) ~ B(n, p), где p = F(x),

при n � 
.

Та ким об ра зом, при фик си ро ван ном зна че нии x MFn(x) = F(x),
а это зна чит, что Fn(x) — не сме щен ная оцен ка для MX; DFn(x) � 0
при n � 
, а это зна чит, что Fn(x) — со сто я тель ная оцен ка для F(x).

Рас смо т рим схо ди мость Fn(x) к F(x).
1.�Обо зна чим Fn(x) = Fn; F(x) = F. Вос поль зу ем ся не ра вен ст вом

Че бы ше ва:

P(| ξ – Eξ | 	 ε) 
 ,

по ло жим ξ = Fn(x), тог да Eξ = Fn(x) и

ξn = FnDξ = .

По лу чим P(|Fn – F | 	 ε) 
 � 0 при n � 
 �

� Fn F при n � 
.
2.�Вос поль зу ем ся те о ре мой Кол мо го ро ва. Ес ли ξ1, ..., ξn — по сле -

до ва тель ность не за ви си мых СВ и вы пол не но ус ло вие < 
,

то ξn ξ при n � 
, т.е. P(ξn > ξ) = 0.
По ло жим ξn = Fn и про ве рим ус ло вие те о ре мы Кол мо го ро ва:

= < 
 � Fn F при n � 
.

Так как из схо ди мо с ти поч ти на вер ное сле ду ет схо ди мость по

ве ро ят но с ти, то ξn ξ при n � 
.
За ме ча ние 1.6. Из до ка зан но го ут верж де ния сле ду ет, что так как

при n � 
 Fn F по те о ре ме Кол мо го ро ва, то Fn F, что бы ло ус -
та нов ле но рань ше не по сред ст вен но по не ра вен ст ву Че бы ше ва.
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Про ве рим точ ность и на деж ность Fn(x) для F(x) при фик си ро -
ван ном зна че нии х.

1.�Пусть n ве ли ко. Тог да по след ст вию из ин те г раль ной те о ре мы
Му а в ра — Ла пла са

при n � 
, так как F(1 – F) 
 4–1.
Здесь Р — на деж ность оцен ки Fn для F с точ но с тью ε, а —

ни жняя гра ни ца на деж но с ти.
2.�При лю бом n по не ра вен ст ву Че бы ше ва име ем

—�ни жняя гра ни ца на деж но с ти оцен ки Fn для F с точ но с тью ε.

Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Дай те оп ре де ле ния ос нов ных по ня тий ма тема ти че с кой ста ти с ти ки.
2. Дай те крат кую ха рак те ри с ти ку ос нов ных за дач ма те ма ти че с кой ста -

ти с ти ки.
3. Че му рав ны плот ность и функ ция рас пре де ле ния k-й по ряд ко вой

ста ти с ти ки СВ X ~ R[0; 1]?
4. Как мож но смо де ли ро вать воз мож ные зна че ния СВ X ~ B(n, p)?
5. Как мож но смо де ли ро вать воз мож ные зна че ния СВ X ~ N(a, σ)?
6. Че му рав ны рас пре де ле ние и мо мен ты эм пи ри че с кой функ ции рас -

пре де ле ния Fn(x)?
7. Ка ко вы точ ность и на деж ность эм пи ри че с кой функ ции рас пре де ле -

ния для те о ре ти че с кой функ ции рас пре де ле ния Fn(x) в каж дой точ ке x 2?
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Гла ва 2 
ТЕОРИЯ ОЦЕНИВАНИЯ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• то чеч ный и до ве ри тель ный под хо ды к оце ни ва нию не из ве ст ных па -

ра ме т ров рас пре де ле ния;
• свой ст ва то чеч ных и до ве ри тель ных оце нок;
• ме то ды ана ли за и по лу че ния оце нок;
уметь
• ре шать па ра ме т ри че с кую за да чу то чеч но го и ин тер валь но го оце ни -

ва ния;
• оп ре де лять со от вет ст вие точ ных и вы бо роч ных мо мен тов рас пре де -

ле ний;
вла деть
• ме то да ми оце ни ва ния и срав не ния ка че ст ва оце нок.

Дан ная гла ва по свя ще на ре ше нию од ной из ос нов ных за дач ма -
те ма ти че с кой ста ти с ти ки — па ра ме т ри че с кой за да чи. Ис ход ны ми
дан ны ми здесь яв ля ют ся изу ча е мая слу чай ная ве ли чи на Х, вы бор ка
x� = (x1, ..., xn) зна че ний СВ Х с точ но с тью до па ра ме т ра θ = (θ1, ..., θn).
Т ре бу ет ся оце нить за дан ную функ цию от θ: τ(θ).

Рас сма т ри ва ют ся два под хо да к ре ше нию за да чи: то чеч ное и до -
ве ри тель ное оце ни ва ние. Об суж да ют ся ме то ды по ст ро е ния та ких
оце нок.

Боль шое вни ма ние от во дит ся во про су ана ли за ка че ст ва по лу -
чен ных оце нок с раз лич ных то чек зре ния и при раз лич ной при ро -
де не из ве ст но го па ра ме т ра рас пре де ле ния СВ Х.

2.1. Вы бо роч ные мо мен ты и их свой ст ва

На чаль ные све де ния

В ка че ст ве оце ни ва е мых функ ций в па ра ме т ри че с кой за да че
ста ти с ти ки ча с то встре ча ют ся вы бо роч ные мо мен ты. Пусть Х —
на блю да е мая СВ, x� = (x1, ..., xn) — вы бор ка объ е ма n.
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�αr = xi
r — r-й на чаль ный вы бо роч ный мо мент;

при r = 1 αi = x = xi — вы бо роч ное сред нее;

�µr = (xi – x)r — r-й цен т раль ный вы бо роч ный мо мент;

при r = 2 S1
2 = (xi – x)2 — вы бо роч ная дис пер сия;

�σ = �σx = — вы бо роч ное сред не ква д ра ти че с кое от кло не ние;
при из ве ст ном MХ = m име ем

�mr = (xi – m)r — r-й цен т раль ный вы бо роч ный мо мент.

Ес ли вы бор ки зна че ний СВ Х и Y есть со от вет ст вен но x1, ..., xn;
y1, ..., yn, то:

�Kxy = (xi – x)(yi – y) — вы бо роч ная кор ре ля ция;

�rxy = — вы бо роч ный ко эф фи ци ент кор ре ля ции;

�Sk = — вы бо роч ный ко эф фи ци ент аси мме т рии;

�ε = – 3 — вы бо роч ный ко эф фи ци ент экс цес са.

Свой ст ва вы бо роч ных мо мен тов

Сфор му ли ру ем свой ст ва в фор ме за дач.

За да ча 2.1. Ис сле до вать �αr на не сме щен ность и со сто я тель ность
для αr — r-го на чаль но го мо мен та (αr = MXr).

Ре ше ние

M�αr

т.е. �αr — не сме щен ная оцен ка для αr; по те о ре ме Хин чи на при ξi = xi
r

име ем: ес ли Exi
r < αr < 
, то для СВ ξ1, ..., ξn вы пол ня ет ся ЗБЧ, т.е. �αr —

со сто я тель ная оцен ка для αr. В ча ст но с ти, при r = 1 x — не сме щен ная
со сто я тель ная оцен ка для MХ.

За ме ча ние 2.1. От сю да по лу ча ем, на при мер, что ста ти с ти ка x
есть не сме щен ная со сто я тель ная оцен ка для па ра ме т ра λ рас пре де -
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ле ния Пу ас со на π(λ) и па ра ме т ра a нор маль но го рас пре де ле ния
N(a, σ).

За ме ча ние 2.2. Ес ли при ис сле до ва нии сме щен но с ти оцен ки T(x)
по лу ча ет ся ли ней ная функ ция L от па ра ме т ра θ, то для по ст ро е ния
не сме щен ной оцен ки для θ нуж но при ме нить к оцен ке T(x) пре об -
ра зо ва ние L–1.

За да ча 2.2. Ис сле до вать на не сме щен ность и со сто я тель ность S1
2

для DX.
Ре ше ние

� S1
2 — сме щен ная, но асимп то ти че с ки не сме щен ная оцен ка для DX.

Сме ще ние b = MS1
2 – DX = – < 0 � S1

2 в сред нем за ни жа ет зна -

че ние DX. Так как сме ще ние ли ней но, мож но его под пра вить:

� S2
2 — не сме щен ная оцен ка для DX.

Со сто я тель ность S1
2 для DX сле ду ет из те о ре мы Хин чи на для

{ξi} = {x1
2} и со сто я тель но с ти x для MX, так как

За да ча 2.3. Ис сле до вать оцен ку �mr для mr.
Ре ше ние
При ξi = xi – m по лу ча ем

От сю да, в ча ст но с ти, сле ду ет, что при из ве ст ном MX = m �m2 — не -
сме щен ная и со сто я тель ная оцен ка для DX.

За да ча 2.4. Ис сле до вать точ ность и на деж ность оцен ки x для
MX = m.
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Ре ше ние
Обо зна чим L(Z) — за кон рас пре де ле ния СВ Z.
Ес ли γ = P(| x – m | > ε), то ε — точ ность, а γ — на деж ность оцен ки x

для m; най дем рас пре де ле ние ста ти с ти ки x.�Обо зна чим

Тог да по те о ре ме Ле ви

Та ким об ра зом, на деж ность x для MХ с точ но с тью ε есть
и мо жет быть уве ли че на за счет вы бо ра боль ше го n.

За да ча 2.5 (чис ло вой при мер). С ка кой ве ро ят но с тью (на деж но с тью)
со вер ша ет ся ошиб ка, мень шая ε = 0,3, при оцен ке MХ = m че рез x, ес ли:

а)�n = 20; x = 4,52; S1
2 = (xi – x)2 = 2,35;

б)�n = 100; x = 4,52; S1
2 = (xi – x)2 = 2,35.

Ре ше ние

а)�По за да че 2.2 при 

б)�

При срав не нии ре зуль та тов а) и б) на гляд но вид но по вы ше ние на -
деж но с ти γ с рос том n.

За да ча 2.6. Ис сле до вать на не сме щен ность для Kxy.
Ре ше ние
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Mxi yi = Kxy + mxmy, так как xi и yi не за ви си мы;

Под ста вим все это в вы ра же ние для M :

� — сме щен ная, но асимп то ти че с ки не сме щен ная оцен ка для Kxy.

Сме ще ние оцен ки есть (ли ней ное). Под -

пра вим сме ще ние оцен ки :

— не сме щен ная оцен ка для Kxy.

За ко ны рас пре де ле ния и мо мен ты ста ти с тик x и S1
2

для X ~ N(m, σσ)

Бу дем при ме нять ме тод ха рак те ри с ти че с ких функ ций, обо зна -
чая, как и рань ше, че рез gX(t) ха рак те ри с ти че с кую функ цию СВ X:

а) x = xi; gxi
(t) = exp(itm – σ2t2/2);
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б) S1
2 = xi

2 – x2.

Под верг нем {xi} ли ней но му пре об ра зо ва нию с ма т ри цей пре об -
ра зо ва ния сле ду ю ще го ви да:

т.е.

при вы пол не нии ус ло вий

По ка жем, что ус ло вия (2.2) за да ют ор то го наль ное пре об ра зо ва -
ние для СВ {yi}, т.е. для нее вы пол ня ют ся ус ло вия

Нуж но по ка зать, что для дан но го пре об ра зо ва ния (2.1) ус ло вия

(2.3) сле ду ют из ус ло вий (2.2). Дей ст ви тель но, име ем a2
ij = 1

(и при i = n a2
ij = n · 

2

= 1), а из ус ло вия aikajk = 0 при i = n
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Та ким об ра зом, до ка за но, что для пре об ра зо ва ния (2.1) вы пол -
не ны ус ло вия (2.3), а зна чит, пре об ра зо ва ние (2.1) — ор то го наль -
ное пре об ра зо ва ние, со хра ня ю щее сум му ква д ра тов:

СВ x1, ..., xn — не за ви си мые как эле мен ты вы бор ки, каж дая из ко -
то рых ~ N(m, σ), зна чит, их сов ме ст ное рас пре де ле ние нор маль но
(с плот но с тью, рав ной про из ве де нию их оди на ко вых плот но с тей).
Из ве ст но, что ор то го наль ное пре об ра зо ва ние пе ре во дит нор маль -
ный век тор (x1, ..., xn)�в дру гой нор маль ный век тор (y1, ..., yn).

Най дем мо мен ты СВ {yi}, i = 1, …, n, при ус ло ви ях (2.2), обо зна -
чив Mxi = MX = m, Dxi = DX = σ2, i = 1, ..., n:

при i � j

а это оз на ча ет для нор маль но го век то ра (y1, ..., yn) не за ви си мость его
ком по нент с уче том сле ду ю ще го ут верж де ния (без до ка за тель ст ва).

Ут верж де ние 2.1. Для га ус сов ско го век то ра не кор ре ли ро ван -
ность его ком по нент эк ви ва лент на их не за ви си мо с ти.

Так как ор то го наль ное пре об ра зо ва ние со хра ня ет сум му ква д -
ра тов и , то вер но ра вен ст во
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где α = (n – 1)/2, а λ = , что со от вет ст ву ет плот но с ти гам ма-

рас пре де ле ния

За ме ча ние 2.3. Не на ру шая общ но с ти, мож но счи тать, что ис ход -
ные СВ Xi ~ N(0, σ), i = 1, ..., n, так как S1

*2 для X* ~ N(m, σ), и S1
2 для

Xi ~ N(0, σ), i = 1, ..., n, сов па да ют. По ка жем это:

так как 

За ме ча ние 2.4. Для ма т ри цы ор то го наль но го пре об ра зо ва ния
A = (aij), i, j = 1, ..., n, AT = A–1, где AT — транс по ни ро ван ная ма т ри ца;
A–1 — об рат ная ма т ри ца.

Тог да ус ло вия ор то го наль но с ти (2.3) эк ви ва лент ны ус ло ви ям
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По ка жем, что с уче том за ме ча ния 2.3 и эк ви ва лент но с ти ус ло -
вий (2.2) и (2.3) для рас сма т ри ва е мых пре об ра зо ва ний (2.1) со хра -

ня ют ся сум мы ква д ра тов, т.е. yi
2 = xi

2. Дей ст ви тель но:

От дель но вы чис ля ем сле ду ю щие сум мы:

по это му

За ме ча ние 2.5. Ес ли X ~ N(m, σ), то x и S1
2 не за ви си мы.

Дей ст ви тель но, по фор му ле (2.1) x = , а

т.е. x и S1
2 за ви сят от раз ных, не за ви си мых меж ду со бой СВ — со от -

вет ст вен но yn и (y1, ..., yn–1), а зна чит, x и S1
2 не за ви си мы меж ду со бой.

2.2. То чеч ные оцен ки

За да ча то чеч но го оце ни ва ния

Ис сле ду ет ся слу чай ная ве ли чи на X, рас пре де ле ние ко то рой от -
но сит ся к па ра ме т ри че с ко му мно же ст ву Fθ(x), где θ = (θ1, ..., θk) —
не из ве ст ный k-мер ный па ра метр. В даль ней шем бу дем обо зна чать
это ко ро че: X ~ Fθ(x).
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Име ет ся вы бор ка на блю ден ных зна че ний слу чай ной ве ли чи ны X:
τ = τ(θ) oбъе ма n. Тре бу ет ся по ст ро ить то чеч ную оцен ку (ста ти с ти ку)
для дан ной функ ции τ = τ(θ) и ис сле до вать ка че ст во дан ной оцен ки.

За ме ча ние 2.6. При та кой по ста нов ке за да чи нет про бле мы по ст -
ро е ния оцен ки для τ, так как тре бо ва ния к ее ка че ст ву (бли зо с ти
к ис тин но му зна че нию) не вы ска за ны. Ма те ма ти че с кая за да ча воз -
ни ка ет тог да, ког да эти тре бо ва ния ма те ма ти че с ки фор ма ли зо ва -
ны. А в свя зи с тем что они не все и не все гда вы пол ни мы, бу дем на -
зы вать их же ла тель ны ми свой ст ва ми оце нок.

Про стей шие свой ст ва то чеч ных оце нок

Как уже ука зы ва лось в па ра гра фе 1.1, свой ст ва ми то чеч ных оце -
нок яв ля ют ся не сме щен ность, со сто я тель ность и эф фек тив ность.

Эти свой ст ва или по же ла ния к ка че ст ву то чеч ной оцен ки объ е ди-
не ны стрем ле ни ем до стичь оп ре де лен ной сте пе ни кон цен т ра ции
воз мож ных зна че ний оцен ки �τ = t(x�) во круг ис тин но го зна че ния
оце ни ва е мой функ ции τ(θ).

Од но вре мен ное вы пол не ние этих же ла тель ных свойств не все гда
воз мож но, по это му пред став ле ние о «хо ро шей» оцен ке за ви сит от
це ли и воз мож но с тей ис сле до ва ния, оп ре де ля ю щих при ори тет ные
свой ст ва оцен ки. Так, для ма лых вы бо рок ча с то важ на не сме щен -
ность оцен ки, а для боль ших — асимп то ти че с кая не сме щен ность и со-
сто я тель ность. А ино гда, со зна тель но от ка зы ва ясь от од них свойств
оце нок, до би ва ют ся вы пол не ния дру гих, бо лее важ ных с точ ки зре -
ния ис сле до ва ния свойств.

На пом ним, что оцен ка на зы ва ет ся оп ти маль ной, ес ли она яв ля -
ет ся не сме щен ной и с ми ни маль ной дис пер си ей.

Те о ре ма 2.1. Ес ли оп ти маль ная оцен ка су ще ст ву ет, то она един -
ст вен на.

До ка за тель ст во (от про тив но го). Пусть не так, т.е. су ще ст ву ют две оп ти-
маль ные оцен ки для τ = τ(θ): t1 = t1(x�) и t2 = t2(x�). Тог да Mt1 = Mt2 = τ;
Dt1 = Dt2 = σ2 — ми ни маль ная воз мож ная дис пер сия не сме щен ных оце нок
для τ.

По ст ро им оцен ку t3 = t3(x�) = и изу чим ее свой ст ва. Име ем Mt3 =

= τ � t3 — сно ва не сме щен ная оцен ка для τ.�Дис пер сия

так как по не ра вен ст ву Ко ши — Бу ня ков ско го | Kt1t2
| 
 σ2.�Но Dt3 не мо жет

быть мень ше σ2 по ус ло вию. От сю да сле ду ет, что Dt3 = σ2 (по это му t3 — оп -
ти маль ная оцен ка для τ), а это зна чит, что | Kt1t2

| = σ2, или | rt1t2
| = 1 и t1 и t2
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K

t t t t
t t
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ли ней но за ви си мы, т.е. t2 = at1 + b, где a и b — const. Тог да Mt1 = aMt2 + b,
или τ = aτ + b � a = 1, b = 0 � t1 = t2, ч.т.д.

Об щий под ход к срав не нию оце нок

Оп ре де ле ние 2.1. Функ ция по терь G(t(x�), τ(θ)) = G(t, τ) — это
лю бая не от ри ца тель ная функ ция, да ю щая по те рю (ущерб) в ре -
зуль та те то го, что за τ = τ(θ) при ня та ее оцен ка �τ = t(x�) = t.

Од на ко важ ны ми яв ля ют ся не еди нич ные по те ри, а сред ние при
мно го крат ном ис поль зо ва нии оцен ки вме с то ис тин но го зна че ния
оце ни ва е мой функ ции. По это му вве дем функ цию ри с ка R(t, τ) =
= M(G(t, τ)) — это сред ние по те ри от но си тель но вы бран ной функ -
ции по терь.

Ча с то функ ция по терь вы би ра ет ся в ви де G(t, τ) = (t – τ)2 и на -
зы ва ет ся ква д ра тич ной функ ци ей по терь, а со от вет ст ву ю щий риск
R(t, τ) = M(t – τ)2 — ква д ра тич ным ри с ком.

Для не сме щен ных оце нок ква д ра тич ный риск

R(t, τ) = M(t – τ)2 = M(t – Mt)2 = Dt,

по это му срав не ние ка че ст ва не сме щен ных оце нок по ква д ра тич но -
му ри с ку ле жит в рус ле это го об ще го под хо да и сов па да ет с их срав-
не ни ем по эф фек тив но с ти.

Сме ще ние оцен ки

Пусть b = Mt – τ.�Тог да b на зы ва ет ся сме ще ни ем оцен ки t для
Mt = τ + b.�Ес ли b = 0, оцен ка яв ля ет ся не сме щен ной, ес ли b > 0
(b < 0), то оцен ка в сред нем за вы ша ет (за ни жа ет) ис тин ное зна че -
ние оце ни ва е мой функ ции. В слу чае ли ней но го сме ще ния его лег ко
ус т ра нить, т.е. под пра вить оцен ку по сме ще нию. Пусть Mt = aτ + b,

где a и b — const, тог да по лу ча ем, что M = τ � �τ = — не -

сме щен ная оцен ка для τ.
Пусть Mt = τ + b � τ = Mt – b; тог да мож но ус та но вить связь сме -

ще ния, ква д ра тич но го ри с ка и дис пер сии оцен ки:

R(t, τ) = M(t – τ)2 = M(t – Mt + b)2 =

= M(t – Mt)2 + 2bM(t – Mt) + b2 � R(t, τ) = Dt + b2

— эта фор му ла ча с то уп ро ща ет вы чис ле ние ква д ра тич но го ри с ка.

До ста точ ное ус ло вие со сто я тель но с ти не сме щен ных 
и асимп то ти че с ки не сме щен ных оце нок

Те о ре ма 2.2. Для со сто я тель но с ти не сме щен ной оцен ки tn до -
ста точ но, что бы Dt 0.�

n�





t – b
———

a



t – b
———

a
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До ка за тель ст во. Пусть Mtn = τ и Dt 0. Вос поль зу ем ся не ра вен ст -

вом Че бы ше ва: P(| ξ – Mξ | 	 ε) 
 , по лу чив ξ = tn, или, с уче том не сме -

щен но с ти t для τ: P(| ξ – Mξ | 	 ε) 
 0, от ку да и сле ду ет ут верж де -

ние те о ре мы.

Те о ре ма 2.3. Для со сто я тель но с ти асимп то ти че с ки не сме щен -
ной оцен ки t для τ до ста точ но, что бы Dtn 0.

До ка за тель ст во. Пусть Mtn = τ + εn; εn, Dtn � 0; τ = Mtn – εn. Рас смо т рим
со бы тие

Из то го что A ⊂ B � P(A) 
 P(B), тог да по не ра вен ст ву Че бы ше ва име ем

что и до ка зы ва ет ут верж де ние те о ре мы.

За ме ча ние 2.7. Ре зуль та ты при ве ден ных те о рем в ука зан ных ус -
ло ви ях ча с то уп ро ща ют ус та нов ле ние со сто я тель но с ти.

Да лее рас смо т рим при ме ры и за да чи на ана лиз оце нок.

За да чи на оп ре де ле ние свойств оце нок

Бу дем ис поль зо вать обо зна че ние L(X) — за кон рас пре де ле ния
СВ X.

За да ча 2.7. L(X) = R[0; θ]. Про ве рить свой ст ва оцен ки �θ = 2x1 для θ.
Ре ше ние

Име ем M�θ = 2Mx1 = = θ; �θ = 2x1 от объ е ма вы бор ки n не за ви сит,
по это му при n � 
 не схо дит ся к θ, т.е. яв ля ет ся не со сто я тель ной
оцен кой для θ. Здесь мы име ем при мер не сме щен ной и не со сто я тель -
ной оцен ки для θ.

За да ча 2.8. L(X) = R[0; θ]. Про ве рить свой ст ва оцен ки θ = 2x(n) для θ.
В слу чае сме щен но с ти под пра вить ее.

Ре ше ние

т.е. дан ная оцен ка �θ яв ля ет ся сме щен ной, но асимп то ти че с ки не сме -
щен ной. Под пра вим ее. По за ме ча нию 2.2 по лу ча ем, что оцен ка �θ =

= �θ = x(n) — не сме щен ная оцен ка для па ра ме т ра θ.
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Для ис сле до ва ния со сто я тель но с ти оцен ки �θ вы чис лим ее дис пер -
сию:

от ку да сле ду ет, что оцен ки �θ и �θ яв ля ют ся со сто я тель ны ми.

За да ча 2.9. СВ X рас пре де ле на по за ко ну Ко ши:

f(x; θ) = [1 + (x – θ)2].

Со сто я тель на ли оцен ка �θ = xi = x для θ?

Ре ше ние

Функ ция рас пре де ле ния за ко на Ко ши есть F(x) = + arctg(x – θ).

Ха рак те ри с ти че с кая функ ции:
СВ X — gX(t) = exp(itnθ – n| t |);

СВ Y = xi – gY(t) = exp(itnθ – n| t |);

СВ т.е. СВ X и θ име ют оди -

на ко вое рас пре де ле ние (дан ное рас пре де ле ние Ко ши).
Тог да

P(| �θ – θ | > h) = P{| xi – θ | > h) = 1 – P(–h + θ < xi < h + θ) =

/� 0.

При n � 
 это оз на ча ет не со сто я тель ность при ве ден ной оцен ки �θ
для θ.

За да ча 2.10. Най ти рас пре де ле ние и мо мен ты ста ти с ти ки X = 

= Xi, ес ли СВ X ~ N(m, σ) , X1, ..., Xn — вы бор ка зна че ний СВ X.

Ре ше ние
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За да ние 2.1. По ка зать, что ста ти с ти ка S3
2 = (xi – m)2 при из ве -

ст ном зна че нии MХ = m яв ля ет ся не сме щен ной для дис пер сии.
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При ме ры, ког да не сме щен ной оцен ки нет

При мер 2.1. СВ X ~ R[0; θ]; τ(θ) = . Пусть t(x) — не сме щен ная

оцен ка для τ(θ) = , тог да , но это

не ста ти с ти ка � не сме щен ной оцен ки для τ(θ) = нет.

При мер 2.2. СВ X ~ π(θ); τ(θ) = . Пусть t(x) — не сме щен ная оцен -

ка для τ(θ) = , тог да , или

� τ(x) = , т.е. это не ста ти с ти ка � не сме щен ной оцен ки для τ(θ) =

нет.

При ме ры бес по лез ных (ос цил ли ру ю щих) 
не сме щен ных оце нок

При мер 2.3. СВ X ~ G(θ); τ(θ) = θ; Р(X = x) = θ(1 – θ)x–1, θ ∈ [0; 1],
x = 1, 2, … . Пусть t(x) — не сме щен ная оцен ка для τ(θ) = θ, тог да 

t(x)θ(1 – θ)x–1 = θ � t(x)(1 – θ)x–1 = 1 � t(x) = — это

«пло хая» оцен ка для θ, так как θ — ве ро ят ность ус пе ха в од ном опы те
и не рав на ну лю по смыс лу, кро ме то го, оцен ка t(x) да ет ну ле вую ве ро -
ят ность ус пе ха в од ном опы те, ес ли ус пех не про ис хо дит в пер вом опы -
те, что не со от вет ст ву ет дей ст ви тель но с ти.

При мер 2.4. СВ X ~ π(θ); θ ∈ [0; 
); τ(θ) = e–2θ. Пусть t(x) — не сме -

щен ная оцен ка для τ(θ), тог да t(x) = e–2θ � t(x) = e–θ �

� t(x) = � t(x) = k = 0, 1, 2, … — это

«пло хая» оцен ка для τ(θ) = e–2θ, так как e–2θ > 0 и t(x) ре а ги ру ет толь ко
на чет ность зна че ния СВ X.

При мер 2.5. СВ X ~ B(m = θ, p); τ(θ) = θ; �θ = — пред ла га е мая

оцен ка для θ.

M�θ = M = θp = θ � �θ — не сме щен ная оцен ка для θ;
x1––
p
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D�θ = M�θ2 – (M�θ)2 = Cθ
xpx(1 – p)θ–x – θ2 =

= (θp(1 – p) + θ2p2) – θ2 = + θ2 – θ2 = .

Ес ли p близ ко к 1, то D�θ ма ла и �θ — «хо ро шая» оцен ка для θ, а при
p ма лом D�θ ве ли ка и �θ — «пло хая» оцен ка для θ. Зна че ния �θ не це лые,
по это му в ка че ст ве оце нок для θ сле ду ет вы брать на ту раль ные чис ла,

бли жай шие к .

При ме ры не со сто я тель ных оце нок
При мер 2.6. СВ X ~ R[0; θ]; τ(θ) = θ; �θ = 2x1; M�θ = 2Mx1 = θ � �θ —

не сме щен ная оцен ка для τ(θ), но не со сто я тель ная оцен ка, так как не
за ви сит от n.

При мер 2.7. СВ X ~ π(θ); �θ = x1; M�θ = θ, но �θ — не со сто я тель ная
оцен ка, так как не за ви сит от n.

При мер 2.8. При мер не со сто я тель ной оцен ки, за ви ся щей от n. СВ

X ~ за кон Ко ши с плот но с тью рас пре де ле ния f(x, θ) = ;

�θ = x; F(x) = + arctg(x – θ); ха рак те ри с ти че с кая функ ция gx(t) =

= eitθ–| t |, тог да

� P(| �θ – θ | 	 ε) = P(| xi – θ | 	 ε) = 1 – P(–ε + θ 
 xi < ε + θ) =

= 1 – (F(ε + θ) – F(–ε + θ)) = 1 – arctg ε /� 0

при n � 
, а это оз на ча ет не со сто я тель ность оцен ки �θ.

За да чи на срав не ние ка че ст ва оце нок 
по сред не му ква д ра тич но му ри с ку

За да ча 2.11. Пусть X ~ R[0; θ]; да ны оцен ки τ = τ(θ) = ; �τ1 = x1;

�τ2 = x; �τ3 = .�Про ве рить эти оцен ки на не сме щен ность и срав нить их

по ква д ра тич ным ри с кам.
Ре ше ние
Оцен ки �τ1 и �τ2 не сме ще ны, так как
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и

M�τ2 = Mx = MXi = n · · = .

M�τ3

D�τ3

Най дем сме ще ние bτ3
оцен ки �τ3:

bτ3
= M�τ3 – τ = – = – < 0;

R(�τ1, τ) = R1 = Dτ1 = ;   R(�τ2, τ) = R2 = Dτ2 = ;

R(�τ3, τ) = R3 = D�τ3 + b2
τ3

= + =

= .

Те перь при n = 1, 2, … мож но срав ни вать ри с ки дан ных оце нок.

За да ча 2.12. X ~ N(a, σ). Срав нить по ри с ку оцен ки для σ2:

S1
2 = (xi – x)2 и S2

2 = (xi – x)2.

Ре ше ние
Ра нее бы ло по лу че но, что S1

2 — сме щен ная оцен ка для σ2 со сме ще -

ни ем b = – ; S2
2 — не сме щен ная оцен ка (MS1

2 = σ2; MS2
2 = σ2).

Так как эле мен ты вы бор ки x1, ..., xn свя за ны ра вен ст вом x = xi,

то
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~ X2
n–1 � MX2

n–1 = n – 1, DX2
n–1 = 2(n – 1) � MS1

2 = σ2 = σ2 – ;

DS1
2 = ; S2

2 = S1
2 � MS2

2 = σ2;

DS2
2 = R2 = R(S2

2, σ2) = = 0 �

� S2
2 — со сто я тель ная оцен ка для σ2 (со сто я тель ность S1

2 для σ2 оп ре де -
ле на рань ше);

Rn = R1(S2
2, σ2) = DS1

2 + b2 = + = .

Срав ним ри с ки R1 и R2: при n > 1 R1 < R2, т.е. S1
2 по ри с ку луч ше,

чем S2
2.

За да чи на по ст ро е ние «луч шей» оцен ки из дан но го клас са

При вы бо ре оце нок ча с то ог ра ни чи ва ют ся рас смо т ре ни ем оп ре -
де лен но го клас са оце нок. Тог да в пре де лах это го клас са при ус та -
нов ле нии при ори тет ных тре бо ва ний ищет ся «луч шая» в ука зан -
ном смыс ле оцен ка.

За да ча 2.13. СВ X ~ N(a, σ2 = θ), θ — не из ве ст ный па ра метр. В клас -

се оце нок V(k) = σ2(k) = (xi – x)2 по ст ро ить оцен ку S3
2 для σ2

с на и мень шим ква д ра тич ным ри с ком. Най ти R(S3
2, σ2).

Ре ше ние

Ра нее рас сма т ри ва лись сле ду ю щие оцен ки для σ2: S1
2 = (xi – x)2

и S2
2 = (xi – x)2.�По лу че но, что S1

2 — сме щен ная, но асимп то ти -

че с ки не сме щен ная оцен ка для σ2, S2
2 — не сме щен ная оцен ка для σ2 (см.

за да чу 2.2). При ме ни тель но к рас сма т ри ва е мо му клас су по лу ча ем, что

S1
2 = σ2 k = ; S2

2 = σ2 (k = 1) � S1
2 и S2

2 ∈ V(k).

Най дем ква д ра тич ный риск оцен ки σ2(k):
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Най дем k = k0(n) = k0, при ко то ром f(k) = k2(n + 1) – 2k(n – 1) + n – 1
до сти га ет ми ни маль но го зна че ния и при этом зна че нии k = k0 риск
оцен ки σ2(k) R(σ2(k), σ2) бу дет ми ни ма лен.

Ис ко мое зна че ние k = k0 — аб сцис са вер ши ны па ра бо лы f(k) �

� k0 = , тог да ис ко мая оцен ка из V(k) с ми ни маль ным ри с ком

При этом

За да ча 2.14. Пусть T1 и T2 — не за ви си мые оцен ки для τ(θ) = θ:
MT1 = θ + d1, MT2 = θ + d2, d1 d2 � 0 — const. В клас се V: {T = aT1 + bT2,
| a |, | b | < 
} по ст ро ить не сме щен ную оцен ку для θ и най ти ее дис пер -
сию, ес ли DT1 = σ1

2, DT2 = σ2
2.

Ре ше ние
Име ем MT = (a + b)θ + ad1 + bd2; DT = a2σ1

2 + b2σ2
2; T — не сме щен ная

оцен ка для θ, ес ли

Тог да

При d1 = d2 не сме щен ной оцен ки для θ в клас се V не су ще ст ву ет.

За ме ча ние 2.8. За да ча 2.14 да ет ал го ритм по ст ро е ния не сме щен -
ной оцен ки по двум лю бым сме щен ным с раз ным сме ще ни ем.

За ме ча ние 2.9. По за да че 2.14 при d1 = d2 мож но стро ить при ме -
ры, ког да не су ще ст ву ет не сме щен ной оцен ки для θ в клас се V.

За да ча 2.15. Пусть T1 и T2 — не за ви си мые несмещенные оцен ки для
τ(θ) = θ; DT1 = σ1

2, DT2 = σ2
2. В клас се V: {T = aT2 + (1 – a)T1, 0 
 a 
 1}

най ти не сме щен ную оцен ку T * для θ с на и мень шей воз мож ной дис пер -
си ей DT *.
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Ре ше ние
MT = aθ + (1 – a)θ = θ � T — не сме щен ная оцен ка для θ.
DT = f(a) = a2σ2

2 + (1 – a)2σ1
2 до сти га ет ми ни му ма при а, для ко то ро -

го (DT)� = f �(a) = 0 (так как ко эф фи ци ент при a2 по ло жи те лен и ра вен
u = σ1

2 + σ2
2):

Та ким об ра зом, ис ко мая оцен ка

За да ча 2.16. Пусть x1, ..., xn; y1, ..., ym — две не за ви си мые вы бор ки
~ N(µ, σ) (µ и σ — не из ве ст ные па ра ме т ры). В клас се V: {ax + (1 – a)y,

0 
 a 
 1} (x = xi; y = yi) най ти оцен ку T * для µ с ми ни маль ной

дис пер си ей DT *.
Ре ше ние
MT = aMx + (1 – a)My = aµ + (1 – a)µ = µ � V — класс не сме щен -

ных оце нок. Тог да мы на хо дим ся в ус ло ви ях за да чи 2.15, из ко то рой
сле ду ет, что един ст вен ной не сме щен ной оцен кой в клас се V с на и мень -
шей дис пер си ей яв ля ет ся

Из за да чи 2.15

За ме ча ние 2.10. За да ча 2.16 да ет ал го ритм по ст ро е ния луч шей
по ри с ку не сме щен ной оцен ки по дан ным для µ при X ~ N(µ, σ): x и y.

За да ча 2.17. СВ X ~ B(1, p = θ), θ — не из ве ст ный па ра метр, τ(θ) = θ.

Срав нить ква д ра тич ные ри с ки оце нок T1 = x и T2 = x + (оцен ка

Хо д же с та — Ле ма на) для θ.
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Рис. 2.1. К за да че 2.17

2.3. До ста точ ные ста ти с ти ки

Оп ре де ле ние 2.2. Ста ти с ти ка Т = Т(х) на зы ва ет ся до ста точ ной
для се мей ст ва рас пре де ле ний Fθ(x) (θ — не из ве ст ный па ра метр),
ес ли ве ро ят ность лю бой вы бор ки x� = (x1, ..., xn) при фик си ро ван -
ном зна че нии T не за ви сит от зна че ния не из ве ст но го па ра ме т ра θ
(ее смысл: со дер жит в се бе всю ин фор ма цию о не из ве ст ном па ра -
ме т ре θ).
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Ре ше ние

MT1 = θ; MT2 = θ – + � T1 — не сме щен ная оцен ка,

а T2 — сме щен ная, но асимп то ти че с ки не сме щен ная оцен ка для θ. При -
чем T2 не сме щен но оце ни ва ет лишь зна че ние θ = 0,5. Срав ним T1 и T2

по ква д ра тич ным ри с кам:

R1 = R1(T1, θ) = DT1 = ;   R2 = R2(T2, θ) = DT2 + b2
T2

,

где b2
T2

= ET2 – θ = – + = ; DT1 0 � T1 —

со сто я тель ная оцен ка для θ.

T2 = x + + = x + ;

DT2 = = 0 �

� T2 — со сто я тель ная оцен ка для θ.

R2 = + = ,

т.е. R2 не за ви сит от θ.
Изо б ра зим R1 и R2 гра фи че с ки как функ ции от θ (рис. 2.1).
Из гра фи ка сле ду ет, что ес ли есть ос но ва ние счи тать, что зна че ние

θ близ ко к 0,5 (сред няя зо на А), то по ри с ку луч ше оцен ка T2, ес ли же
зна че ние близ ко к 0 или 1 (край ние зо ны В), то луч ше оцен ка T1 для θ.
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Оп ре де ле ние 2.3. Функ ци ей прав до по до бия Lθ(x�) = L на зы ва -
ет ся ве ро ят ность дан ной вы бор ки x� = (x1, ..., xn), т.е.

Для опо зна ва ния и по ст ро е ния до ста точ ной ста ти с ти ки (ДС)
при ве дем кри те рий фак то ри за ции (КФ).

Те о ре ма 2.4 (кри те рий фак то ри за ции). Для то го что бы Т(x)
бы ла до ста точ ной ста ти с ти кой для се мей ст ва рас пре де ле ния Fθ(x)
(θ — не из ве ст ный па ра метр), не об хо ди мо и до ста точ но, что бы
функ ция прав до по до бия Lθ(x1, ..., xn) име ла вид

L = ϕ(t(x) = T, θ)h(x). (2.5)

Из кри те рия сле ду ет, что, при во дя к ви ду (2.5), по лу чим вид ДС
(по ви ду (2.5) ДС оп ре де ля ет ся не од но знач но, сле до ва тель но, до -
ста точ ных ста ти с тик бес ко неч но мно го).

ДС су ще ст ву ет, так как, на при мер, вы бор ка яв ля ет ся ДС.

До ка за тель ст во те о ре мы 2.4
1. До ста точ ность. Пусть со от но ше ние (2.5) вы пол не но, тог да по ка -

жем, что Т(х) яв ля ет ся ДС, т.е. рас пре де ле ние лю бой вы бор ки при ее фик -
си ро ван ном зна че нии не за ви сит от па ра ме т ра θ.

P{X = �x / T(x) = T} = {по те о ре ме ум но же ния ве ро ят но с тей}=

— не за ви сит от θ.
2.�Не об хо ди мость. Пусть Т(х) — ДС. Тог да по ка жем, что (2.5) име ет

ме с то:

тог да по те о ре ме ум но же ния ве ро ят но с тей име ем

(так как P(T(x) = T) = ϕ(T, θ)), а P(X = �x / T(x) = T) = h(x) не за ви сит от θ
и из оп ре де ле ния ДС Т(x)).

Рас смо т рим при мер при ме не ния кри те рия фак то ри за ции.
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За да ча 2.18. СВ X ~ π(λ = θ). Най ти ДС для это го се мей ст ва.
Ре ше ние

L = P(X = xi) — функ ция прав до по до бия в дис крет ном слу чае;

— ДС (так как =

= ϕ(T(x), θ)) (про вер ка по оп ре де ле нию про ве де на ни же).

Те о ре ма 2.5 (Рао — Блэ ку эл ла — Кол мо го ро ва). Оп ти маль ная
оцен ка, ес ли она су ще ст ву ет, яв ля ет ся функ ци ей от до ста точ ной
ста ти с ти ки.

До ка за тель ст во. Пусть T = T(x) — ДС для Fθ(x) и Т1 = Т(х) — не сме -
щен ная оцен ка (НО) для τ = τ(θ).

Рас смо т рим ста ти с ти ку H(t) = M(T1/T) (при T = t име ем H(t) =
= M(T1/T = t)).

Тог да MH(t) =M(M(T1/T)) = MT1 = τ — НО для τ.
Те перь срав ним DH(t) с DT1:

DT1 = M(T1 – MT1)
2 = M(T1 – τ)2 = M(T1 – H(T) + H(T) – τ)2 =

= M(T1 – H(T))2 + 2M(T1 – H(T))(H(T) – τ) + M(H(T) – τ)2.

Ес ли по ка зать, что M(T1 – H(T))(H(T) – τ) = 0 (*), то, так как
M(H(T) – τ)2 	 0, а M(τ – H(T))2 = DH(T), по лу чим DT1 	 DH(T). Ос та ет -
ся до ка зать (*):

M(T1 – H(T))(H(T) – τ) = M((T1 – H(T))(H(T)) – τM(T1 – H(T));

M(T1 – H(T))= MT1 – MH(T) = τ – τ = 0.

По фор му ле пол ной ве ро ят но с ти при ги по те зах {T = t} по лу ча ем

M((T1 – H(T))(H(T)) = (M(T1/T = t) – H(t))H(t)g(t)dt = 0,

где g(t) — плот ность рас пре де ле ния ста ти с ти ки H(t), так как E(T/T = t) –
– H(t) = 0.

Те о ре ма до ка за на.

Пол но та до ста точ ной ста ти с ти ки

Оп ре де ле ние 2.4. До ста точ ная ста ти с ти ка T(x) на зы ва ет ся пол -
ной, ес ли для лю бой функ ции f(T(x)) = f(T) из то го, что Mf(T) = 0
для всех θ, сле ду ет, что f(T) = 0 поч ти всю ду (т.е. в от дель ных об -
ла с тях она не нуль, но эти об ла с ти име ют ме ру нуль).

Те о ре ма 2.6. Ес ли су ще ст ву ет пол ная ДС, то любая функ ция от
нее яв ля ет ся оп ти маль ной оцен кой для сво е го ма те ма ти че с ко го
ожи да ния.
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До ка за тель ст во. Пусть T = T(x) — пол ная ДС; H(t) — про из воль ная
функ ция от T(x); EθH(T) = τ(θ).

Тог да из оп ре де ле ния пол но ты ДС T(x) сле ду ет един ст вен ность НО
H(T) для τ(θ). До пу с тим, су ще ст ву ет дру гая НО H1(T). Тог да M(H(T) –
– H1(T)) = 0 � H(T) = H1(T) п.в. (из оп ре де ле ния пол но ты ДС).

Из те о ре мы 2.5 сле ду ет, что оп ти маль ную оцен ку сле ду ет ис -
кать в клас се функ ций, за ви ся щих от ДС, — Т(х). Но так как Н(Т) —
един ст вен ная НО для τ(θ), за ви си мая от Т, то она яв ля ет ся оп ти -
маль ной оцен кой для τ(θ).

След ст вия из те о рем

Пусть Т = Т(х) — пол ная ДС; τ(θ) — оце ни ва е мая функ ция. Тог да:
1)�ког да оп ти маль ная оцен ка су ще ст ву ет, она яв ля ет ся функ ци -

ей ДС и од но знач но оп ре де ля ет ся из урав не ния не сме щен но с ти:
MН(Т) = τ(θ);

2)�оп ти маль ная оцен ка, ес ли она су ще ст ву ет, ищет ся по фор му -
ле τ* = H(T) = M(T1/T = t), где T1 — НО для τ(θ).

Рас смо т рим за да чи.

За да ча 2.19. До ка зать, что:
а)�лю бая вза им но од но знач ная функ ция W(x) от ДС то же яв ля ет ся

ДС;
б)�лю бая вы бор ка — ДС;
в)�ва ри а ци он ный ряд — ДС;
г)�эм пи ри че с кая функ ция рас пре де ле ния — ДС.
Ре ше ние (до ка за тель ст во)
а) Пусть T(x) — ДС, тог да P(x/T(x) = t) =P(x/W(T(x)) = W(t)), ч.т.д.;
б) P{x1, ..., xn / x�1, ..., x�n} = 1, т.е. не за ви сит от θ, где под зна ком ве ро -

ят но с ти сто ит ус лов ная ве ро ят ность дан ной вы бор ки x1, ..., xn, ес ли она
фик си ро ва на: x1 = x�1, ..., xn = x�n;

в)�сле ду ет из а) и б);
г)�сле ду ет из а) и в).

За да ча 2.20. Для се мей ст ва рас пре де ле ний Π(θ) най ти ДС и про ве -
рить ее по оп ре де ле нию.

Ре ше ние
Функ ция прав до по до бия име ет вид

По КФ по лу чим T(x) = xi — ДС.
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Про вер ка:

т.е. не за ви сит от θ.

За да ча 2.21. Най ти ДС для се мей ст ва рас пре де ле ний R[0; θ] и про -
ве рить ее по оп ре де ле нию.

Ре ше ние
Функ ция прав до по до бия име ет вид

где W(x) = � x(n) — ДС.

Про вер ка: f(x1, ..., xn / x(n) = t) = , т.е. не за ви сит от θ.

За да ча 2.22. Най ти ДС для се мей ст ва γ-рас пре де ле ний.
Ре ше ние

по КФ по лу чим T(x) = xi — ДС.

Оп ре де ле ние 2.5. Экс по нен ци аль ным се мей ст вом (ЭС) на зы -
ва ет ся се мей ст во рас пре де ле ний с плот но с тью f(x) или ве ро ят но с -
тью P(X = x) ви да exp(A(θ)B(x) + C(θ) + D(x)).

За да ча 2.23. Най ти ДС для ЭС.
Ре ше ние

по КФ по лу чим T(x) = B(xi) — ДС, так как
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К ЭС от но сят ся γ-рас пре де ле ние, би но ми аль ное, пу ас со нов ское,
ге о ме т ри че с кое, Па с ка ля и др. Пу тем при ве де ния рас пре де ле ния
к ви ду ЭС с уче том ре зуль та та за да чи 5 най ди те ДС для пе ре чис -
лен ных вы ше за ко нов рас пре де ле ния.

На хож де ние ДС 
пу тем при ве де ния к экс по нен ци аль но му ви ду

За да ча 2.24. СВ X ~ γ(x; α, θ); най ти ДС.
Ре ше ние

θ — не из ве ст но.

Вос поль зу ем ся вве ден ной вы ше ин ди ка тор ной функ ци ей J(z)
и тем, что xi = x(1):

� B(xi) = xi — ДС.

За да ча 2.25. СВ X ~ B(n, θ); най ти ДС.
Ре ше ние
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За да ча 2.26. СВ X ~ Γα, λ при х 	 0; най ти ДС.
Ре ше ние

За да ча 2.27. СВ X ~ N(θ, σ); най ти ДС.
Ре ше ние

За да ча 2.28. X ~ π(θ); най ти ДС.
Ре ше ние

За да ча 2.29 (на пол ную ДС). СВ X ~ B(1, θ), где θ — не из ве ст но,
θ ∈ (0; 1). Най ти ДС и про ве рить ее на пол но ту.

Ре ше ние
Функ ция прав до по до бия L(x) име ет вид

СВ r ~ B(n, θ). Пусть f(r) = f xi та ко ва, что Mθ(f(r)) = 0 при всех

θ ∈ (0; 1), т.е. Mθ(f(r)) = f(r)C r
nθr(1 – θ)n–r = 0 � f(r) = 0 поч ти всю ду

как ко эф фи ци ен ты мно го чле на, т.е. r — пол ная ДС.

За ме ча ние 2.11. Не об хо ди мым и до ста точ ным ус ло ви ем пол ной
ДС, от но ся щей ся к ЭС, яв ля ет ся сов па де ние раз мер но с ти ста ти с -
ти ки и не из ве ст но го па ра ме т ра.
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За да ние 2.2. СВ X ~ B(1, θ), r = xi. По те о ре ме 2.6 ус та но вить, бу -

дет ли оп ти маль ной оцен кой для θ функ ция .
r(r – n)
—————
n(n – 1)

n

Σ
i=1

За да ние 2.3. СВ X ~ R[0; θ] (θ — не из ве ст но). По ка зать, что
T(x) = x(n) — пол ная ДС.

За да чи на пол ные и не пол ные до ста точ ные ста ти с ти ки

За да ча 2.31. СВ X ~ R[θ1; θ2]; x1, ..., xn — вы бор ка зна че ний СВ X. До -
ка зать, что T(x) = (x(1), x(n)) — пол ная ДС.

Ре ше ние

где  J(z) = 

По КФ по лу ча ем, что T(x) = (x(1), x(n)) — ДС.
f1, n(u, v) = n(n – 1)f(u)f(v)(F(v) – F(u))n–2 — плот ность сов ме ст но го

рас пре де ле ния СВ x(1) и x(n); F(х) — функ ция рас пре де ле ния СВ X:

F(x) = при θ1 
 х 
 θ2;

f1, n(u, v) = (v – u)n–2, θ1 
 u 
 v 
 θ2.

Пусть g(t1, t2) та ко ва, что для всех θ1 < θ2 вы пол ня ет ся со от но ше ние

для всех θ1 < θ2.
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За да ча 2.30 (на те о ре му 2.6). СВ X ~ B(1, 0), r = xi. По те о ре -

ме 2.6 ус та но вить, ка кие функ ции бу дут оп ти маль ны ми оцен ка ми для θ:

а) ; б) .

Ре ше ние

а)� т.е. для θ;

б)� так как
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За да ние 2.4. СВ X ~ B(1, θ); �До ка -

зать, что ста ти с ти ка T(x) = (x(1), x(n)) — до ста точ ная, но не пол ная.

T x S x S xl i
i

l

l i
i l

n
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
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За да ние 2.5. СВ X ~ R θ – ; θ + ; T(x) = (x(1), x(n)). До ка зать, что

ста ти с ти ка T(x) = (x(1), x(n)) — до ста точ ная, но не пол ная (ре шить с ис -
поль зо ва ни ем за да чи 15 и не по сред ст вен но).

1
–
2





1
–
2


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

За да ние 2.6. СВ X ~ R[0; θ]. До ка зать пол но ту ДС T(x) = x(n).

За да ние 2.7. СВ X ~ R[θ1; θ2]. Ис поль зуя те о ре му 2.6 (о пол ных
ДС), оп ре де лить, для ка ких функ ций от не из ве ст ных па ра ме т ров θ1, θ2

бу дут оптимальными оцен ки: а)� ; б) (n + 1) .
x(1) – x(n)——————

n – 1

x(1) + x(n)——————
2
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Про диф фе рен ци ро вав по след нее вы ра же ние сна ча ла по t1, по том
по t2, по лу чим g(t1, t2) = 0, от ку да сле ду ет пол но та ДС Т(х).

За да ча 2.32. СВ X ~ π(λ); x1, ..., xn — вы бор ка зна че ний СВ X. До ка -

зать, что ста ти с ти ка — ДС, но не пол ная.

Ре ше ние
Функ ция прав до по до бия L(x) име ет вид

� Т(х) — ДС по КФ.

До ка жем не пол но ту Т(х). Функ ция U(S) = � 0, в то вре мя

как MU(S) = 0 � T(x) = S — не пол ная ДС.

За да ча 2.33. СВ X ~ R[a; b] = R1[a1θ + b1, a2θ + b2]. До ка зать, что ста -
ти с ти ка T(x) = (x(1), x(n)) — до ста точ ная, но не пол ная.

Ре ше ние

Ра нее по лу че но, что Mx(1) = a + , Mx(n) = b – . Тог да

Вы ра зим θ из двух по след них вы ра же ний, за ме няя Mx(1) на x(1),
а Mx(n) на x(n).�Тог да при взя тии сред не го от их раз но сти, оче вид но, по -
лу чим ну ле вое зна че ние: 

в то вре мя как M(T(x)) = 0 � T(x) — не пол ная ДС.
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ДС мо гут быть ис поль зо ва ны для улуч ше ния име ю щих ся НО
не из ве ст но го па ра ме т ра θ в со от вет ст вии с те о ре мой 2.4. Рас смо т -
рим при ме ры.

За да ча 2.34. СВ X ~ π(λ); θ = x1, x2, ..., xn — вы бор ка зна че ний СВ X.
Улуч шить оцен ку для θ.

Ре ше ние

MT1 = Mx1 = θ � θ = T1 — НО.   T(x) = xi — ДС.

Так как по след няя сум ма равна MZ, где Z ~ B t, , то

2.4. Не ра вен ст во Рао — Кра ме ра

Сфор му ли ру ем ус ло вия ре гу ляр но с ти се мей ст ва рас пре де ле -
ний x ~ Fθ(x):

1)�диф фе рен ци ру е мость L по θ;
2)�мно же ст во {x: L � 0} не за ви сит от не из ве ст но го па ра ме т ра θ.
Рас смо т рим за да чу то чеч но го оце ни ва ния при x ~ Fθ(x), τ = τ(θ).

Ес ли вы пол ня ют ся ус ло вия ре гу ляр но с ти и t(x) — не сме щен ная
оцен ка для τ = τ(θ), то дис пер сия не мо жет быть как угод но ма лой
при по ст ро е нии раз ных оце нок, т.е.
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За да ние 2.8. Улуч шить оцен ку для θ в слу ча ях:
а)�СВ X ~ B(1, θ); T1 = x1;
б)�СВ X ~ R[0; θ]; T1 = 2x1.
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Это не ра вен ст во на зы ва ет ся не ра вен ст вом Рао — Кра ме ра, и оно
оп ре де ля ет ся сле ду ю щей те о ре мой.

Те о ре ма 2.7. Не ра вен ст во Рао — Кра ме ра да ет ни жнюю грань
дис пер сий не сме щен ных оце нок в ре гу ляр ном слу чае.

До ка за тель ст во. По те о ре ме о ко эф фи ци ен те кор ре ля ции име ем | rxy | 
 1,
при чем | rxy | = 1 тог да и толь ко тог да, ког да СВ X и Y ли ней но за ви си мы.
Рас смо т рим не ра вен ст во | rxy | 
 1 при ус ло вии MX = 0 и MY = 0. По лу чим

(по оп ре де ле нию rxy), тог да .�Име ем

Kxy = MXY – MX · MY = MXY; DX = MX2 – (MX)2 = MX2 и DY = MY2. Под -
став ляя эти зна че ния, име ем:

, или . (2.7)

Эта за пись яв ля ет ся фор мой не ра вен ст ва Ко ши — Бу ня ков ско го (НКБ).
План до ка за тель ст ва:
1)�вы пи сать ус ло вие нор ми ров ки и про диф фе рен ци ро вать его по θ;
2)�для не сме щен ной оце н ки t(x) для τ = τ(θ) вы пи сать урав не ние не -

сме щен но с ти и про диф фе рен ци ро вать обе ча с ти это го урав не ния по θ;
3)�из ре зуль та та п. 2 вы честь ре зуль тат п. 1, ум но жен ный на τ;
4)�при ме нить НКБ в фор ме (*).
Про во дим до ка за тель ст во НРК по пла ну.

1.� �

т.е.

2.�t = t(x) — не сме щен ная оцен ка для τ = τ(θ). Вы пи шем урав не ние не -
сме щен но с ти: и про диф фе рен ци ру ем его по θ:

т.е.

3.�Обо зна чим u = и вы чтем из урав не ния (2.9) урав не ние (2.8),

ум но жен ное на τ, по лу чим M(ut) – τMu = τ�. Вос поль зу ем ся свой ст ва ми
ма те ма ти че с ко го ожи да ния MX:

M(ut – τu) = M(u(t – τ)) = τ�,
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воз ве дем обе ча с ти ра вен ст ва в ква д рат:

(M(u(t – τ)))2 = (τ�)2.

4.�Вос поль зу ем ся НКБ в фор ме (2.7) (это воз мож но, так как Mu = 0 по
фор му ле (2.8), а M(t – τ) = 0, так как t — не сме щен ная оцен ка для τ):

(τ�)2 
 Mu2M(t – τ)2,

но так как M(t – τ)2 = Mt2 – (Mt2) = Dt, то Dt 
 , но u = , по это му

ч.т.д.

Оп ре де ле ние 2.6. Ес ли в не ра вен ст ве (2.6) до сти га ет ся ра вен ст -
во, то оцен ка t(x) на зы ва ет ся не сме щен ной оцен кой с ми ни маль ной
дис пер си ей (НОМД) или эф фек тив ной оцен кой.

Кри те рий НОМД (кри те рий эф фек тив но с ти)

Дис пер сия бу дет на и мень шей, ес ли знак не ра вен ст ва за ме нить
зна ком ра вен ст ва, а это по НКБ воз мож но толь ко в том слу чае, ес -

ли u = и t – τ ли ней но за ви си мы, т.е. ис ко мый кри те рий фор -

му ли ру ет ся сле ду ю щим об ра зом: = a(θ)(t – τ) + b. По ка жем,

что b = 0. Дей ст ви тель но, возь мем ма те ма ти че с кое ожи да ние от

обе их ча с тей по след не го ра вен ст ва. Тог да M = 0 по фор му ле

(2.8), а M(t – τ) = 0, так как t — не сме щен ная оцен ка для τ, от ку да
по лу ча ем, что b = 0, тог да кри те рий НОМД окон ча тель но име ет вид

В этом слу чае по лу чим бо лее про стой вид дис пер сии:

Воз ве дем обе ча с ти ра вен ст ва (2.10) в ква д рат и возь мем ма те -
ма ти че с кое ожи да ние от обе их ча с тей:

Тог да из фор му лы (2.10) име ем Dt = , или (Dt)2 = , т.е.
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Те о ре ма 2.8. Ес ли су ще ст ву ет НОМД для θ, то НОМД су ще ст -
ву ет для лю бой ли ней ной функ ции от θ и не су ще ст ву ет ни для ка -
кой дру гой функ ции от θ.

До ка за тель ст во. Пусть t(x) — НОМД для θ, а τ = Aθ + B. Ис поль зу ем
кри те рий НОМД:

По кри те рию НОМД по лу чим, что At + B — НОМД для τ = Aθ + B;

Те перь до ка жем от сут ст вие НОМД для лю бой дру гой функ ции.
Пусть t = t(x) — НОМД для τ = τ(θ), τ1 = τ1(θ) = ϕ(τ) — не ли ней ная

функ ция от τ.
Пред по ло жим про тив ное, т.е. t1 — НОМД для τ1. Тог да по фор му ле

(2.10) име ем

где a(θ) = a1(θ)ψ(θ), тог да из (б) по лу ча ем

Из (а) и (в) � t – τ = – , по это му, так как t и t1 за ви сят толь -

ко от x�, а τ и ϕ(τ) — толь ко от θ, то ψ(θ) = С1 — const и t = + C2, где С2 —

const. Тог да 

� C1t – C1τ – t – C1C2 = ϕ(t) � ϕ(t) — ли ней ная функ ция от τ, а это про ти -
во ре чит пред по ло же нию про тив но го и зна чит, что ут верж де ние те о ре мы
до ка за но.

Прак ти че с ки это ут верж де ние при ме ня ет ся в сле ду ю щем слу -

чае: ес ли по лу чен вид (2.10) = a(θ)(t – τ) и тре бу ет ся от ве тить
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на во прос о су ще ст во ва нии НОМД для ка кой-ли бо функ ции от θ,
от лич ной от ли ней ной; от вет, оче вид но, от ри ца тель ный.

За ме ча ние 2.12. Ес ли по ст ро е на оцен ка t(x) — НОМД для τ(θ),
то для τ1(θ) = Aτ(θ) + B НОМД t1(x) = At(x) + B.

В бо лее об щем слу чае при вы во де кри те рия мож но го во рить о τ(θ).
За ме ча ние 2.13. Ес ли для θ НОМД су ще ст ву ет, то ее дис пер сию

мож но по лу чить из не ра вен ст ва Рао — Кра ме ра, за ме няя знак не ра -
вен ст ва ра вен ст вом, или по кри те рию НОМД (фор му ла (2.11)).

Ес ли НОМД не су ще ст ву ет, то смысл не ра вен ст ва Рао — Кра ме -
ра со сто ит в том, что оно да ет ни жнюю грань дис пер сии, ко то рая не
до сти га ет ся.

За да ча 2.35. Про ве рить, яв ля ет ся ли оцен ка �θ = НОМД

для СВ X ~ B(m, θ), где θ — ве ро ят ность ус пе ха в пер вом опы те и τ(θ) = θ.
Ре ше ние
Спо соб 1. Из ве ст но, что MX = mθ, DX = mθ(1 – θ), тог да най дем D�θ:

D�θ = 

По ка жем не сме щен ность �θ: M�θ = mnθ = θ. Вы чис лим ни жнюю

грань дис пер сии не сме щен ных оце нок по не ра вен ст ву Рао — Кра ме ра:

тог да

По лу чим
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по лу чим

Те перь, при ме няя не ра вен ст во Рао — Кра ме ра и учи ты вая, что
τ� = 1, по лу чим

Dt 	 .

Ви дим, что �θ — НОМД, так как ре зуль тат вы чис ле ния D�θ сов па да -
ет с ни жней гра нью из не ра вен ст ва Рао — Кра ме ра.

Спо соб 2. По лу чим эту же оцен ку по кри те рию НОМД.

(см. вы чис ле ния вы ше).

При ве дем это вы ра же ние к ви ду (2.10):

тог да a(θ) = и — НОМД. Учи ты вая что τ� = 1, при -

ме ним фор му лу (2.12) и по лу чим, что

Кри те рий НОМД для ЭС
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сле до ва тель но, по кри те рию НОМД — НОМД

для

тог да по фор му ле (2.12) , а зна чит, НОМД су ще ст ву ет

и для лю бой ли ней ной функ ции от τ.
Те о ре ма 2.9. Ес ли НОМД для τ = τ(θ) су ще ст ву ет, то рас пре де -

ле ние СВ X от но сит ся к экс по нен ци аль но му се мей ст ву.

До ка за тель ст во. Пусть t = t(x�) — НОМД для τ = τ(θ). Тог да =

= a(θ)(t – τ). Про ин те г ри ро вав по θ обе ча с ти по след не го ра вен ст ва, по лу чим

ln L = A(θ)t(x�) + C(θ) + D(x), ч.т.д.

Рас смо т рим при ме ры функ ций τ = τ(θ), для ко то рых су ще ст ву -
ет НОМД при сле ду ю щих рас пре де ле ни ях.

1.�СВ X ~ B(1, θ):

для τ = τ(θ) = Aθ + B, где A и B — const, су ще ст ву -

ет НОМД.
2.�СВ X ~ B(m, θ):
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для τ = τ(θ) = Aθ + B, где A и B — const, су ще ст -

ву ет НОМД.
3.�СВ X ~ π(θ):

для τ = Aθ + B, где A и B — const, су ще ст ву ет

НОМД.
4.�СВ X ~ Γ(θ):

для τ = + B, где A и B — лю бые const,

су ще ст ву ет НОМД.

2.5. Ме то ды по лу че ния то чеч ных оце нок

По ста нов ка за да чи. Пусть име ет ся не ко то рая вы бор ка x�: x1, x2,
…, xn, X ~ Fθ(x), θ ∈ Θ, где Θ — па ра ме т ри че с кое про ст ран ст во. Тре -
бу ет ся по ст ро ить оцен ку для θ или τ(θ).

Раз ли ча ют ся два под хо да к ре ше нию этой за да чи в за ви си мо с ти
от по ни ма ния при ро ды не из ве ст но го па ра ме т ра:

• 1-й под ход ре а ли зу ет ся в слу чае, ког да θ яв ля ет ся не из ве ст ной
по сто ян ной, т.е. θ = const. В дан ной си ту а ции ис поль зу ют ся ме то -
ды под ста нов ки;

• 2-й под ход ре а ли зу ет ся в слу чае, ког да θ яв ля ет ся слу чай ной
ве ли чи ной, т.е θ ~ Hθ(t). В дан ной си ту а ции ис поль зу ют ся бай е сов -
ские оцен ки.

2.5.1. Ме то ды под ста нов ки

Суть ме то дов. Вы би ра ет ся не ко то рая ме ра рас хож де ния те о ре -
ти че с ко го и эм пи ри че с ко го рас пре де ле ния и стро ит ся не ко то рый
функ ци о нал от этой ме ры. Оцен ка для не из ве ст но го па ра ме т ра
ищет ся та ким об ра зом, что бы этот функ ци о нал при ни мал не ко то -
рое зна че ние, со от вет ст ву ю щее ми ни му му рас хож де ния те о ре ти че -
с ких и прак ти че с ких ре зуль та тов.
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Ме тод под ста нов ки объ е ди ня ет ряд кон крет ных ме то дов, ко то -
рые раз ли ча ют ся по ме ре раз ли чия те о рии и прак ти ки:

1)�ме тод мо мен тов (ММ);
2)�ме тод мак си маль но го прав до по до бия (ММП);
3)�ме тод ми ни маль но го χ2;
4)�ме тод ми ни маль но го рас сто я ния.
Су ще ст ву ют и дру гие ме то ды, но мы рас смо т рим толь ко эти, так

как они ис поль зу ют ся на и бо лее ча с то.

Ме тод мо мен тов

Со во куп ность не из ве ст ных па ра ме т ров бу дем рас сма т ри вать
как k-мер ный век тор θ = (θ1, θ2, ..., θk). Тог да оцен ки ме то да мо мен -
тов (ОММ) яв ля ют ся ре ше ни я ми си с те мы k урав не ний, со став лен -
ных пу тем при рав ни ва ния k те о ре ти че с ких мо мен тов со от вет ст -
вен но k эм пи ри че с ким.

До сто ин ст вом ММ яв ля ет ся про сто та его при ме не ния.
Не до стат ком ММ яв ля ет ся то, что он не га ран ти ру ет ка че ст ва

оце нок, хо тя ча с то оцен ки, по лу чен ные этим ме то дом, яв ля ют ся
«удач ны ми».

Рас смо т рим при ме ры ОММ.

При мер 2.9. СВ X ~ π(θ). Тог да 
�θ для не из ве ст но го па ра ме т ра θ:

�θ = EX = x.

При мер 2.10. СВ X ~ N(a, σ), тог да θ = (θ1, θ2), где θ1 = a, θ2 = σ2.
Най дем ОММ для θ:

от сю да 
�θ = (x, S2

2).

При мер 2.11. СВ X ~ B(m, p = θ). Най дем ОММ для θ (m — из ве ст но):

MX = mθ = x, сле до ва тель но, 
�θ = 

При мер 2.12. СВ X ~ R[0; θ]. Най дем ОММ для θ:

EX = = x, тог да ОММ 
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Ме тод мак си маль но го прав до по до бия

Оцен ка мак си маль но го прав до по до бия (ОМП) �θ вы би ра ет ся
та ким об ра зом, что бы функ ция прав до по до бия L = Lθ(x) при ни ма -
ла на и боль шее зна че ние.

Раз ли ча ет ся два слу чая на хож де ния ОМП: ре гу ляр ный и не ре -
гу ляр ный.

1.�Ре гу ляр ный слу чай.
Пусть вы пол не ны ус ло вия ре гу ляр но с ти, сфор му ли ро ван ные

на ми в на ча ле па ра гра фа 2.4. Они обес пе чи ва ют до сти же ние мак си-
му ма функ ции L(x), по это му в ре гу ляр ном слу чае ОМП ищет ся из сле -
ду ю щей си с те мы урав не ний мак си маль но го прав до по до бия (УМП):

= 0, j = 1, ..., k,

или из си с те мы урав не ний

= 0, j = 1, ..., k,

так как функ ции L и lnL до сти га ют мак си му ма в тех же точ ках.

При мер 2.13. СВ X ~ π(θ). Най дем ОМП для θ:

тог да

Ре шим УМП и по лу чим, что �θ = xi = x.

В дан ном слу чае по лу чи ли, что ОМП сов па да ет с ОММ.

Оче вид но, что вы чис ле ния по ММП зна чи тель но слож нее, чем
по ММ, но ММП те о ре ти че с ки обос но вы ва ет га ран тии ка че ст ва
оце нок.

Те о ре ма 2.10. Ес ли су ще ст ву ет НОМД для τ(θ), то в ре гу ляр -
ном слу чае она яв ля ет ся ОМП для τ(θ).

До ка за тель ст во. Ис поль зу ем кри те рий НОМД: = a(θ)(t(x) – τ(θ)),

где t(x) — НОМД для τ(θ). Тог да ес ли = 0, то t(x) — ОМП для τ(θ).

Приве дем при мер функ ции от не из ве ст но го па ра ме т ра θ, для
ко то рой не су ще ст ву ет НОМД, а ОМП су ще ст ву ет.
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При мер 2.14. Пусть СВ X ~ G(θ), τ(θ) = θ.�Най дем ОМП для τ(θ) = θ:

тог да

Най дем ОМП из УМП:

от ку да сле ду ет, что n = θ xi.�Тог да �θ = — ОМП.

Вос поль зу ем ся кри те ри ем НОМД:

сле до ва тель но, по кри те рию НОМД име ем x — НОМД для , тог да

для τ(θ) = θ НОМД не су ще ст ву ет.

По те о ре ме 2.10 по лу ча ем, что ес ли НОМД для τ(θ) су ще ст вует,
то ОМП сов па да ет с ней. Это и яв ля ет ся га ран ти ей ка че ст ва ОМП.

Те о ре ма 2.11. Все ре ше ния УМП (в ре гу ляр ном слу чае), т.е.
ОМП, яв ля ют ся функ ци я ми до ста точ ной ста ти с ти ки.

До ка за тель ст во. Пусть �θ — до ста точ ная ста ти с ти ка, gθ(t) — плот ность
ее рас пре де ле ния, а f(xk) — плот ность рас пре де ле ния ис сле ду е мой СВ
в точ ке xk. Име ем

L = f(xk) = f(xk / �θ = t gθ(t),

тог да

ln L = lnf(xk / �θ = t) + n ln gθ(t),
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сле до ва тель но,

УМП при ни ма ет вид , так как lnf(xk / �θ = t) не за ви сит

от θ, в си лу то го что �θ — до ста точ ная ста ти с ти ка и про из вод ная от этой
сум мы рав на ну лю.

Ре ше ние по лу чен но го УМП бу дет на хо дить ся в тер ми нах до ста точ ной
ста ти с ти ки, что и оз на ча ет вы пол не ние ут верж де ния те о ре мы.

Те о ре ма 2.12 (ин ва ри ант ность ОМП). Ес ли па ра ме т ры θ и ν
свя за ны не пре рыв ной вза им но-од но знач ной за ви си мо с тью ν = ϕ(θ)
и �θ — ОМП для θ, то �ν = ϕ(�θ) — ОМП для ν.

До ка за тель ст во. Пусть f(x) — плот ность рас пре де ле ния изу ча е мой СВ X.
Тог да fθ(x) 
 f�θ(x) в не ко то рой ок ре ст но с ти точ ки �θ; сле до ва тель но, так
как ϕ не пре рыв на, fϕ–1(ν)(x) 
 fϕ–1(�ν)(x). Это не ра вен ст во оз на ча ет ут верж де -
ние те о ре мы в си лу ха рак те ра за ви си мо с ти ϕ, т.е. fν(x) 
 f�ν(x) в не ко то рой
ок ре ст но с ти и �ν = ϕ(�θ) яв ля ет ся ОМП для ν.

За ме ча ние 2.14. Ес ли за да ча со сто ит в по ст ро е нии ОМП для не -
ко то рой τ(θ) и τ(θ) удов ле тво ря ет ус ло ви ям те о ре мы 2.12, то за да -
ча сво дит ся к бо лее про стой — на хож де нию �θ — ОМП для θ, тог да
�τ(�θ) = τ(�θ) есть ОМП для τ(θ).

За ме ча ние 2.15. При до ста точ но об щих ус ло ви ях ОМП со сто я -
тель ны, асимп то ти че с ки нор маль ны и асимп то ти че с ки эф фек тив -
ны при n � 
.

2.�Осо бый ин те рес пред став ля ет на хож де ние ОМП в не ре гу ляр -
ном слу чае: ОМП на хо дит ся из смыс ла ме то да ММП, т.е. как зна че-
ние, при ко то ром функ ция прав до по до бия при ни ма ет на и боль шие
зна че ния.

При мер 2.15. СВ X ~ R[0; θ]. Най дем ОМП для θ, т.е. �θ.
Это не ре гу ляр ный слу чай. Име ем

На и боль шее зна че ние L, рав ное , по лу ча ет ся при на и мень шем

воз мож ном зна че нии θ, ес ли на блю да лись зна че ния x: x1, ..., xn, т.е.
при θ = x(n).

При мер 2.16 (ил лю с т ра ция то го, что ОМП бес ко неч но мно го). СВ
X ~ R[0; 1 + θ].
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L = 

Оче вид но, что max L = 1, но

L = � �θ ∈ [x(n) – 1; x(1)].

То чек на от рез ке для �θ бес ко неч но мно го, сле до ва тель но, зна че ний
�θ бес ко неч но мно го. Ос та ет ся толь ко один во прос: су ще ст ву ет ли та -
кой от ре зок?

Из вы ра же ния для L име ем θ 
 x(1) 
 x(n) 
 θ + 1, зна чит, x(1) 	 x(n) – 1,
т.е. от ре зок су ще ст ву ет.

Да лее пред ла га ют ся к рас смо т ре нию за да чи на по ст ро е ние
ОММ и ОМП.

За да ча 2.36. СВ X ~ Γα, λ, α, λ — const > 0. Най ти ОММ для α и λ.
Ре ше ние
Со ста вим си с те му урав не ний для на хож де ния ОММ пу тем при рав -

ни ва ния те о ре ти че с ких мо мен тов со от вет ст ву ю щим вы бо роч ным
в чис ле не из ве ст ных оце ни ва е мых па ра ме т ров рас пре де ле ния:

По де лим вто рое урав не ние на пер вое, воз ве ден ное в ква д рат. По лу -
ча ем

� �α = �λ = = 

За да ча 2.37. СВ X ~ R[m – α; m + α], α — из ве ст но, m — не из ве ст но.
Най ти ОМП для па ра ме т ра m.

Ре ше ние
Вы чис лим функ цию прав до по до бия:

� мак си маль ное зна че ние L = до сти га ет ся при всех xi = [m – α;

m + α], i = 1, ..., n.�От сю да сле ду ет, что мно же ст во ОМП для m есть пе -
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ре се че ние всех от рез ков [xi – α; xi + α], i = 1, ..., n, т.е. это лю бое зна че -
ние от рез ка

при этом x = xi мо жет не при над ле жать это му от рез ку.

За да ча 2.38. СВ X ~ R[m – α; m + α], где па ра ме т ры m и α оба не из -
ве ст ны. Най ти ОМП для па ра ме т ров m и α.

Ре ше ние

По ре ше нию за да чи 2 max L = до сти га ет ся при воз мож ном

ми ни маль ном зна че нии α, сов ме ст ном с вы бор кой, ког да m ∈ [x(n) – α;
x(1) + α], т.е. ког да

x(n) – α 
 x(1) + α � α 	 � �α = 

—�ОМП для α. Тог да по лу ча ем

�m

� ОМП для па ра ме т ра m: �m = .

За да ча 2.39. СВ X ~ R[aθ1 + b, cθ2 + d], где a, b, c, d — из ве ст ные кон -
стан ты; θ = (θ1, θ2) — не из ве ст ный па ра метр рас пре де ле ния. Най ти
ОМП и ОММ для θ.

Ре ше ние
Вы чис лим функ цию прав до по до бия:

Она при ни ма ет на и боль шее зна че ние при ми ни маль ном зна че нии

θ2 и мак си маль ном зна че нии θ1, а так как θ1 
 , θ2 	 , то:
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2.5.2. Бай е сов ские оцен ки (ре ше ния)

Под ре ше ни ем здесь по ни ма ет ся вы бор оцен ки не из ве ст но го па -
ра ме т ра рас пре де ле ния θ = (θ1, …, θk).

Ре ша ю щей функ ци ей d = δ(x) на зы ва ет ся пра ви ло (функ ция),
ста вя щее в со от вет ст вие каж до му ре зуль та ту на блю де ния не ко то -
рое ре ше ние d. Об ла с тью оп ре де ле ния ве ли чи ны δ(x) яв ля ет ся
мно же ст во зна че ний на блю да е мой СВ X, об ла с тью зна че ний —
мно же ст во ре ше ний D .

Что бы функ цию δ(x) вы брать на и луч шим об ра зом, нуж но срав -
нить по след ст вия ис поль зо ва ния раз лич ных функ ций δ(x).�Для
это го за да ет ся функ ция по терь W(θ, d) , зна че ние ко то рой оп ре де -
ля ет ся вы бран ным ре ше ни ем, ес ли СВ X име ет функ цию рас пре де -
ле ния Fθ(x) с не из ве ст ным па ра ме т ром θ. Тог да при мно го крат ном
при ме не нии функ ции δ(x) (при по вто ре нии опы та) оп ре де ля ют ся
сред ние по те ри MW(θ, d) = R(θ, d), на зы ва е мые функ ци ей ри с ка.

Цель со сто ит в вы бо ре ре ша ю щей функ ции δ(x), ми ни ми зи ру ю -
щей функ цию ри с ка R(θ, d).

Бай е сов ский под ход от ли ча ет ся от не бай е сов ско го тем, что не -
из ве ст ный па ра метр θ счи та ет ся не фик си ро ван ной по сто ян ной,
а СВ с из ве ст ным рас пре де ле ни ем π(θ) — ап ри ор ным рас пре де ле -
ни ем.

По сле за вер ше ния на блю де ний над СВ X из ап ри ор но го рас пре -
де ле ния не из ве ст но го па ра ме т ра мож но по лу чить его апо с те ри ор -
ное рас пре де ле ние π(θ/X), и вы бор бай е сов ско го ре ше ния ес те ст -
вен но свя зы вать с ожи да е мы ми по те ря ми при этом апо с те ри ор ном
рас пре де ле нии.

До ка за но, что при бай е сов ском под хо де ми ни маль ные сред ние
по те ри (риск) по всем воз мож ным зна че ни ям па ра ме т ра θ и всем
ре а ли за ци ям СВ X до сти га ют ся при той же ре ша ю щей функ ции
δ(x), при ко то рой по лу ча ют ся ми ни маль ные сред ние по те ри при
апо с те ри ор ном рас пре де ле нии па ра ме т ра θ.

Апо с те ри ор ный риск вы чис ля ет ся по фор му ле

Здесь P(xj / θi) = P(X = xj / θi); P(xj / θ) = f(xj / θ) — плот ность рас -
пре де ле ния СВ X в не пре рыв ном слу чае при X = хj;
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Фор му ла (2.15) — фор му ла Бай е са, а (2.16) — фор му ла пол ной
ве ро ят но с ти.

Фор му лы (2.14)—(2.16) да ны для на хож де ния бай е сов ско го ре -
ше ния ми ни ми за ци ей апо с те ри ор но го ри с ка по од но му на блю де -
нию. Ес ли же ста вит ся за да ча сде лать это по вы бор ке, то в фор му -
лах (2.15) и (2.16) сле ду ет за ме нить ве ро ят но с ти P(xj / θi) и P(xj / θ)
на со от вет ст ву ю щие функ ции прав до по до бия Lθ(x1, ..., xk).

Раз бе рем по дроб но две за да чи оце ни ва ния не из ве ст но го па ра -
ме т ра θ пу тем на хож де ния бай е сов ско го ре ше ния в дис крет ном и не -
пре рыв ном слу ча ях с ис поль зо ва ни ем фор мул (2.14)—(2.16).

За да ча 2.40. Пусть СВ X име ет бер нул ли ев ское рас пре де ле ние B(1, θ),
ап ри ор ное рас пре де ле ние π(θ) за да но ря дом рас пре де ле ния

а функ ция по терь W(θi, dj) за да ет ся таб ли цей

Здесь мно же ст во ре ше ний D = (d1, d2) со сто ит из двух то чек: d1 (θ =
= 1/4) и d2 (θ = 1/2). Най ти бай е сов скую оцен ку для не из ве ст но го па -
ра ме т ра θ.

Ре ше ние

По фор му ле (2.14) R(d, Xj) = W(θi, dj)π(θi / Xj), где j = 1, 2 (так как

СВ X при ни ма ет два зна че ния: X = 0 и 1). По фор му ле (2.15) π(θi / Xj) =

= . По фор му ле (2.16) P(xj) = π(θi)P(xj / θi), а по ус ло вию

за да чи P(xj / θi) = θi
xj(1 – θi)

1–xj, от ку да по лу ча ем

Ана ло гич но по лу ча ем P(X2 = 1) = 3/12; π(θ1 / X1) = 3/7; π(θ2 / X1) =
= 4/7; π(θ1 / X2) = 1/5; π(θ2 / X2) = 4/5.

Та ким об ра зом, най де но апо с те ри ор ное рас пре де ле ние па ра ме т ра θ.
Вы чис лим и срав ним те перь апо с те ри ор ные ри с ки при каж дом на -

блю да е мом зна че нии СВ X (Х1 = 0 и Х2 = 1) для всех ре ше ний, и в ка -
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че ст ве бай е сов ско го вы бе рем то из них, при ко то ром по лу ча ет ся мень -
ший риск:

а)�пусть X = X1 = 0, тог да по фор му ле (2.14)

R(d1, X1) = W(θ1, d1)π(θ1 / X1) + W(θ2, d1)π(θ2 / X1) =

= 1 · 3/7 + 2 · 4/7 = 11/7.
Ана ло гич но по лу ча ем, что R(d2, X1) = 4 · 3/7 + 2 · 4/7 = 20/7;
б)�пусть X = X2 = 1. Тог да

R(d1, X2) = 1 · 1/5 + 3 · 4/5 = 13/5;

R(d2, X2) = 4 · 1/5 + 2 · 4/5 = 12/5.

При X = X1 = 0 мень ший апо с те ри ор ный риск при ре ше нии d1, а при
X = X2 = 1 — при d2, та ким об ра зом, по лу ча ем бай е сов ское пра ви ло:

δ(x) = (δ(0) = d1, δ(1) = d2).

За да ча 2.41. Пусть СВ X име ет экс по нен ци аль ное рас пре де ле ние
с не из ве ст ным па ра ме т ром θ, ап ри ор ное рас пре де ле ние ко то ро го есть
гам ма-рас пре де ле ние, а функ ция по терь W(d, θ) = (θ – t)2, где ре ше ние 
d : t = �θ — оцен ка для θ. Най ти бай е сов скую оцен ку для па ра ме т ра θ:

а)�по од но му на блю де нию X;
б)�по вы бор ке x1, ..., xn.
Ре ше ние
а)�Най дем апо с те ри ор ное рас пре де ле ние:

Это есть гам ма-рас пре де ле ние с плот но с тью g(θ; k + 1, x + r).
Бай е сов скую оцен ку для θ на хо дим, ми ни ми зи руя апо с те ри ор ный

риск R(d, x) по t:

Бе рем про из вод ную по t и при рав ни ва ем ее ну лю. По лу ча ем
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от ку да

т.е. �θ = t = (k + 1)/(x + r) — бай е сов ская оцен ка для не из ве ст но го па ра -
ме т ра и по на блю ден но му зна че нию х.

Апо с те ри ор ный бай е сов ский риск тог да вы чис ля ет ся по фор му ле

где ин те г ра лы и ана ло гич но

пре об ра зу ют ся, как бы ло по ка за но вы ше, вы ра жа ют ся че рез гам ма-
функ цию и мо гут быть до счи та ны са мо сто я тель но.

б)�Да на вы бор ка x1, ..., xn. Най дем сна ча ла апо с те ри ор ное рас пре де -
ле ние π(θ / x1, ..., xn).

Ана ло гич но слу чаю а) по лу ча ем бай е сов скую оцен ку в ви де

это бай е сов ская оцен ка для па ра ме т ра в слу чае б).
Апо с те ри ор ный риск тог да в этом слу чае есть

вы чис ля ет ся ана ло гич но слу чаю а) и мо жет быть по лу чен са мо сто я -
тель но.
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2.6. До ве ри тель ное оце ни ва ние

По ста нов ка за да чи. x� = x1, …, xn — вы бор ка объ е ма n на блю де -
ний над слу чай ной ве ли чи ной X, рас пре де ле ние ко то рой от но сит -
ся к па ра ме т ри че с ко му се мей ст ву Fθ(х), где θ = (θ1, …, θk) и θ ∈ Θ
(Θ — па ра ме т ри че с кое мно же ст во). Тре бу ет ся оце нить не ко то рую
функ цию τ = τ(θ). До ве ри тель ное оце ни ва ние τ оз на ча ет на хож де -
ние k-мер ной об ла с ти, за клю ча ю щей не из ве ст ное зна че ние функ -
ции τ с за дан ной до ве ри тель ной ве ро ят но с тью γ. По дроб нее ос та -
но вим ся на рас смо т ре нии слу чая k = 1 и τ(θ) = θ. Тог да ис ко мое
до ве ри тель ное мно же ст во ста но вит ся до ве ри тель ным ин тер ва лом
и за да ча со сто ит в по ст ро е нии двух ста ти с тик t1 = t1(x�) и t2 = t2(x�)
(кон цов до ве ри тель но го ин тер ва ла J = (t1, t2), за клю ча ю ще го в се бе
не из ве ст ное зна че ние па ра ме т ра θ с за дан ной до ве ри тель ной ве ро -
ят но с тью γ: γ = P(t1 < θ < t2)).

При до ве ри тель ном оце ни ва нии за дан ное зна че ние γ (обыч но
близ кое к еди ни це) оз на ча ет на деж ность оце ни ва ния τ(θ) с точ но -
с тью, оп ре де ля е мой раз ме ром до ве ри тель ной об ла с ти. При по ст ро е-
нии до ве ри тель но го ин тер ва ла для па ра ме т ра θ его дли на — точ -
ность оце ни ва ния, а γ — за дан ная на деж ность. По это му же ла тель но
стро ить крат чай ший до ве ри тель ный ин тер вал, со от вет ст ву ю щий
на и боль шей точ но с ти при дан ном γ.

Об щий при ем при на хож де нии до ве ри тель но го ин тер ва ла со -
сто ит в по ст ро е нии цен т раль ной ста ти с ти ки (ЦС) Z = Z(θ), т.е. та -
кой ста ти с ти ки, рас пре де ле ние ко то рой не за ви сит от не из ве ст но -
го па ра ме т ра θ. Ес ли Z(θ) не пре рыв на и мо но тон на по θ, то это
обес пе чи ва ет од но знач ную эк ви ва лент ность со бы тий {t1* < Z < t2*}
и {t1 < θ < t2}. Тог да ес ли уда лось най ти t1* = t1*(θ) и t2* = t2*(θ) —
нижнюю и верх нюю до ве ри тель ные гра ни цы, то, ре шая не ра вен ст -
во t1* < Z < t2* от но си тель но θ, на хо дим зна че ния t1 и t2 — ис ко мые
гра ни цы до ве ри тель но го ин тер ва ла для не из ве ст но го па ра ме т ра θ.

Ос та ет ся об су дить две про бле мы: по ст ро е ние цен т раль ной ста -
ти с ти ки Z = Z(θ) и на хож де ние зна че ний t1* и t2* из урав не ния

γ = P(t1* < Z < t2*). (2.17)

1.�Пу тя ми по ст ро е ния ЦС мо гут быть сле ду ю щие:
1)�за ме на ис ход ной СВ на но вую, за ви ся щую от не из ве ст но го

па ра ме т ра θ, рас пре де ле ние ко то рой не за ви сит от θ;
2)�стан дар ти за ция име ю щей ся то чеч ной оцен ки;
3)�ис поль зо ва ние ре зуль та тов ЦПТ или асимп то ти че с кой нор -

маль но с ти ОМП (для по ст ро е ния асимп то ти че с ких до ве ри тель -
ных ин тер ва лов).

2.�Для на хож де нии зна че ний t1* и t2* тре бу ет ся сфор му ли ро вать
до пол ни тель ное ог ра ни че ние на t1* и t2*, что бы это бы ло воз мож но,



Рис. 2.2. Кри вая рас пре де ле ния не из ве ст но го па ра ме т ра θθ
Тог да J = (t1, t2) — ЦДИ, ес ли пло ща ди S1 и S3 оди на ко вы.
Оп ре де лим (хр – p) — кван тиль рас пре де ле ния F(x), ес ли хр —

ко рень урав не ния F(x) = p.
Те перь вы ра зим зна че ния t1 и t2 в тер ми нах кван ти ли рас пре де -

ле ния па ра ме т ра θ с функ ци ей рас пре де ле ния G(θ): S1 + S2 + S3 = 1.

Пусть S2 = γ, тог да S1 = S3 = , от ку да сле ду ет, что t1 = ,

а t2 = + γ = , т.е. t1 и t2 — со от вет ст вен но - и -

кван ти ли рас пре де ле ния G(θ). Зна чит, ЦДИ — ин тер вал меж ду

- и -кван ти ля ми рас пре де ле ния G(θ). Та ким об ра зом, тре -

бо ва ние по ст ро е ния ЦДИ и есть не об хо ди мое до пол ни тель ное тре -
бо ва ние в урав не нии (2.17).

Б.�Не ре гу ляр ный слу чай. В ка че ст ве ис ко мо го до ве ри тель но го
ин тер ва ла в урав не нии (2.17) вы би ра ют край нюю зо ну зна че ний
не из ве ст но го па ра ме т ра. Тог да чис ло не из ве ст ных в урав не нии
(2.17) умень ша ет ся до од но го.

Рас смо т рим при ме ры по ст ро е ния точ ных до ве ри тель ных ин тер-
ва лов (ДИ).

За да ча 2.42. СВ X ~ R[2θ – 1; 3θ + 4]. По ст ро ить ДИ с уров нем до -
ве рия, т.е. на деж но с тью, γ для не из ве ст но го па ра ме т ра θ.

Ре ше ние
Вве дем но вую СВ Y = X – 2θ + 1, тог да СВ Y ~ R[0; θ + 5] = R[0; θ*],

где θ* = θ + 5. По ст ро им ДИ с уров нем до ве рия γ для па ра ме т ра θ.
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т.е. что бы умень шить чис ло не из ве ст ных в урав не нии (2.17) с двух
до од ной.

При ре ше нии этой про бле мы раз ли ча ют обыч но два слу чая: ре -
гу ляр ный и не ре гу ляр ный (см. ра нее оп ре де ле ние ре гу ляр но го
слу чая тре бо ва ни я ми диф фе рен ци ру е мо с ти функ ции прав до по до -
бия L и не за ви си мо с ти об ла с ти, в ко то рой L � 0, от не из ве ст но го
па ра ме т ра θ).

А.�Ре гу ляр ный слу чай. Стро ят цен т раль ный до ве ри тель ный ин -
тер вал (ЦДИ). Оп ре де лим ЦДИ. Пусть gθ(x) — кри вая рас пре де ле -
ния не из ве ст но го па ра ме т ра θ (рис. 2.2).
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Обо зна чим СВ Z = Y(n)/θ*, тог да FZ(Y) = P{Y(n) < θ*y} = yn — это
функ ция рас пре де ле ния мак си му ма вы бор ки n рав но мер но рас пре де -
лен ных на ин тер ва ле [0; 1] зна че ний y1, …, yn. Рас пре де ле ние СВ Z не
за ви сит от θ, по это му Z — ЦС:

P(tγ < Y(n) / θ* < 1) = γ = P(tγ < Z < 1) = Fz(1) – Fz(tγ) = 1 – tγ
n,

от ку да

или с ве ро ят но с тью γ вы пол не ны не ра вен ст ва

т.е.

Тре бу е мый ин тер вал (t1, t2) для θ по ст ро ен:

За да ча 2.43. СВ X ~ E(aθ + b). По ст ро ить ДИ для не из ве ст но го па -
ра ме т ра θ с уров нем до ве рия γ, где a и b — const, a > 0.

Ре ше ние
Обо зна чим θ* = aθ + b и по ст ро им сна ча ла ДИ для па ра ме т ра

θ с уров нем до ве рия γ.
Так как X ~ E(θ*), име ем F(x) = 1 – exp(–θ*x), x 	 0,

F(1)(x) = 1 – (1 – F(x))n = 1 – exp(–θ*nx).

Вве дем но вую СВ Y = θ*x(1). Для нее FY(x) = P(x(1) < x/θ*} =
= F(1)(x/θ*) = 1 – exp(–nx) — это функ ция рас пре де ле ния ми ни му ма
вы бор ки экс по нен ци аль но рас пре де лен ных зна че ний y1, …, yn СВ Y ~ E(1),
по это му Y — ЦС и

γ = P(0 < Y < θ*x(1) < tγ) = P(0 < θ* < tγ / x(1)) =

= FY(tγ) – FY(0) = 1 – exp(–ntγ),

от ку да tγ = –(ln(1 – γ))/n. Тог да
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Рис. 2.3. До ве ри тель ный ин тер вал для нор маль но го рас пре де ле ния
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т.е. тре бу е мый ин тер вал (t1, t2) для θ по ст ро ен: 

За да ча 2.44. По ст ро ить до ве ри тель ный ин тер вал для m: СВ X ~
N(m; σ), где σ — из ве ст ный па ра метр, m — не из ве ст но.

Ре ше ние

По ст ро им ста ти с ти ку x = xi и най дем ее рас пре де ле ние ме то -

дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций. СВ X ~ N(m; σ) �

от ку да сле ду ет, что СВ , а зна чит, Т —

цен т раль ная ста ти с ти ка �

� tγ на хо дим по таб ли це функ ции Ла пла са. Тог да с за дан ной ве ро ят но -
с тью γ долж но вы пол нять ся не ра вен ст во

� ис ко мый до ве ри тель ный ин тер вал — ЦДИ. Ес -

ли fx(x) — плот ность рас пре де ле ния слу чай ной ве ли чи ны X ~ N(m, σ),
то (рис. 2.3)
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Рас смо т рим два чис ло вых при ме ра.

За да ча 2.45. СВ X ~ N(m; σ = 3) . Най ти до ве ри тель ный ин тер вал J
для не из ве ст но го па ра ме т ра m c до ве ри тель ной ве ро ят но с тью γ = 0,95.

Ре ше ние
tγ на хо дим по таб ли це функ ции Ла пла са из ус ло вия Φ(tγ) = =

= 0,475 �

На при мер, при x = 4 име ем J = (3,02; 4,98).

За да ча 2.46. В пре ды ду щей за да че най ти ми ни маль ный объ ем
выбор ки n, при ко то ром с за дан ной точ но с тью δ = 0,98 и на деж но с тью
γ = 0,95 мож но оце нить па ра метр m.

Ре ше ние

Сле ду ю щая за да ча пред став ля ет со бой при мер по ст ро е ния
асимп то ти че с ких до ве ри тель ных ин тер ва лов по вы бор ке для не ко -
то рых ра спре де ле ний.

За да ча 2.47. По ст ро ить асимп то ти че с кие до ве ри тель ные ин тер ва -
лы J для не из ве ст но го па ра ме т ра θ с уров нем до ве рия γ по вы бор ке
x1, x2, …, xn, где n — объ ем вы бор ки, для сле ду ю щих рас пре де ле ний:
а) СВ X ~ B(N, θ); б) СВ X ~ π(θ); в) СВ X ~ N(θ = m, σ), σ — не из ве ст -
но; г) СВ X ~ N(и = m, у), m — не из ве ст но.

Ре ше ние
а)�Рас смо т рим ста ти с ти ку

тог да

� зна че ние tγ на хо дим по таб ли це функ ции Ла пла са. Тог да с за дан ной
ве ро ят но с тью γ долж но вы пол нять ся не ра вен ст во
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Ре шая не ра вен ст во от но си тель но θ, по лу чим ис ко мый до ве ри тель -
ный ин тер вал  J = (θ1, θ2), где θ1 и θ2 — кор ни урав не ния f(θ) = 0.

б)�Рас смо т рим ста ти с ти ку

тог да

где зна че ние tγ на хо дят по таб ли це функ ции Ла пла са.

Име ем (бы ло по ка за но рань ше). Тог да с за-

дан ной ве ро ят но с тью γ долж но вы пол нять ся не ра вен ст во

От сю да на хо дят ис ко мый до ве ри тель ный ин тер вал J = (θ1, θ2), где
θ1 и θ2 — кор ни урав не ния f(θ) = 0.

в)�Име ем По ка жем, что слу чай -

ная ве ли чи на — ЦС. Из ве ст но, что слу чай ная ве -

ли чи на име ет рас пре де ле ние Стью ден та с плот но с тью

—�чет ная таб лич ная функ ция, где СВ Z ~ N(0, 1), СВ V ~ χ2
n–1.�По ка жем,

что слу чай ная ве ли чи на Т рас пре де ле на по Стью ден ту, а зна чит, яв ля -
ет ся ЦС.

Дей ст ви тель но,

где а L(T) —

рас пре де ле ние Стью ден та. Тог да
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где tγ на хо дит ся по таб ли цам Sn–1(t). Так как Sn–1(t) — чет ная функ ция, то

По это му — ис ко мый до ве ри тель ный ин тер вал.

г)�Из ве ст но, что ста ти с ти ка χ2
n–1 = , где S1

2 = (xi – x)2, име ет

рас пре де ле ние χ2
n–1 с плот но с тью (это таб -

лич ная функ ция).

По ст ро им но вую слу чай ную ве ли чи ну , где .

Най дем плот ность рас пре де ле ния g(y) слу чай ной ве ли чи ны Y.
Вос поль зу ем ся сле ду ю щим оп ре де ле ни ем. Пусть Y = ϕ(x); f(x) —

плот ность рас пре де ле ния слу чай ной ве ли чи ны X; g(y) — плот ность
рас пре де ле ния слу чай ной ве ли чи ны Y; ϕ(х) — мо но тон ная функ ция;
x = ψ(y). Тог да g(y) = f(ψ(y))| ψ�(y) |.

По оп ре де ле нию y = ���x = ϕ(x); x = y2 = ψ(y); ψ�(y) = 2y;

—�это таб лич ная функ ция χ («хи»).
По дан но му γ ищем до ве ри тель ный ин тер вал J для ψ из ус ло вия

γ = P(| σ – S1 | < σ = P(S1 – δ) = P{S1(1 – q) < σ < S1(1 + q)},

где q = δ/S1.
При q < 1 име ем

где , так что .

По таб ли це рас пре де ле ния «хи» по γ и n на хо дим q, a S1 вы чис ля ем
по вы бор ке � Jσ = {S1(1 – q) < σ < S1(1 + q)}.
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При q > 1 име ем

γ = P{S1(1 – q) < σ < S1(1 + q)} = P{0 < σ < S1(1 + q)},

так как σ 	 0 � J = {0, S1(1 + q)}, так как

где , так что 

В ито ге по лу ча ем

Jσ = 

При ве дем чис ло вые при ме ры.

За да ча 2.48. Да на вы бор ка x� = (2,5; 2; –2,3; 1,9; –2,1; 2,4; 2,3; –2,5;
1,5; 1,7); γ = 0,95. По ст ро ить до ве ри тель ный ин тер вал для MX.

Ре ше ние

n = 10; x = xi = 0,4; S1
2 = (xi – x)2 = 5; �σ = ���5 ; n – 1 = 9; tγ =

= 2,26;

За да ча 2.49. X ~ N(m, σ), m — не из ве ст но. Най ти J для σ:

а)�n = 25; = S1 = 0,8; γ = 0,95;
б)�n = 10; S1 = 0,16; γ = 0,99;
Ре ше ние
а)�По таб ли це рас пре де ле ния χ на хо дим зна че ние q = 0,32 � ис ко -

мый ДИ J для σ есть J = {0,8 · (1 � 0,32) } ={0,544; 1,056}.
б)�По таб ли це рас пре де ле ния χ на хо дим зна че ние q = 1,8 (q > 1) �

� ис ко мый ДИ для σ есть J = {0; 0,16(1+1,8)} = {0; 0,448}.

За да ча 2.50. СВ X ~ N(m, σ), γ— за дан ный уро вень до ве рия. Най ти
Jσ и Jσ2 ДИ для σ и σ2 = DX в слу ча ях:

а)�MX = m — из ве ст но;
б)�MХ = m — не из ве ст но.
Ре ше ние

а)�По ст ро им ста ти с ти ку Най дем

рас пре де ле ние S0
2 ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций:
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где u ~ χn
2 � , или �

где kn(x) — плот ность рас пре де ле ния χn
2, а зна че ния χ1

2 и χ2
2 на хо дят ся по

таб ли це из ус ло вий

Тог да

б)�По ст ро им ста ти с ти ку S1
2 = (xi – x)2. Из ве ст но, что

с плот но с тью рас пре де ле ния kn–1(x), γ за да но. Тог да из ус ло вий

на хо дим по таб ли цам χ2 зна че ния

χ1
2 и χ2

2 и по лу ча ем

где , а χ1 и χ2 име ют таб лич ное рас пре де ле ние χ («хи»).

Чис ло вой при мер: n = 22; x = 3,031; �σ2 = S1
2 = 0,03; γ = 0,98; χ1

2 = 8,897;
χ2

2 = 38,932 (по таб ли цам χ2). Тог да
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Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Ука жи те свой ст ва оце нок вы бо роч но го сред не го x и вы бо роч ной

дис пер сии S1
2 = (xi – x)2 со от вет ст вен но для MХ и DХ.

2. Срав ни те ка че ст во оце нок по ква д ра тич но му ри с ку для оце нок

S1
2 = (xi – x)2 и S2

2 = (x – x)2.

3. При ве ди те при мер срав не ния ка че ст ва оце нок в дан ном клас се оце -
нок.

4. При ве ди те при мер ис поль зо ва ния те о ре мы Рао — Блэ ку эл ла — Кол -
мо го ро ва для улуч ше ния ка че ст ва не сме щен ной оцен ки.

5. Как осу ще ств ля ет ся на хож де ние до ста точ ных ста ти с тик для рас пре -
де ле ний экс по нен ци аль но го ти па? При ве ди те при ме ры.

6. Как ис поль зу ет ся пол но та до ста точ ных ста ти с тик для по ст ро е ния
оп ти маль ных оце нок оп ре де лен ных функ ций не из ве ст но го па ра ме т ра
рас пре де ле ния? При ве ди те при ме ры.

7. При ве ди те при ме ры су ще ст во ва ния и не су ще ст во ва ния эф фек тив -
ной оцен ки и объ яс ни те свои вы во ды.

8. При ве ди те при мер бес ко неч но го чис ла оце нок мак си маль но го прав -
до по до бия для не из ве ст но го па ра ме т ра рас пре де ле ния.

9. Ка кие есть про бле мы при по ст ро е нии до ве ри тель ных ин тер ва лов для
не из ве ст но го па ра ме т ра рас пре де ле ния и ка ко вы под хо ды к их ре ше нию?

10. При ве ди те при ме ры цен т раль ных ста ти с тик при по ст ро е нии до ве -
ри тель ных ин тер ва лов.
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Гла ва 3 
ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ос нов ные по ня тия те о рии про вер ки ста ти с ти че с ких ги по тез;
• на и бо лее прак ти че с ки зна чи мые кри те рии со гла сия Пир со на, Кол -

мо го ро ва и па ра ме т ри че с кий кри те рий Ней ма на — Пир со на;
уметь
• при ме нять изу чен ные кри те рии для про вер ки ги по тез по кон крет -

ным на блю де ни ям, а так же оп ре де лять их мощ ность;
вла деть
• ме то да ми ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки для ре ше ния за дач;
• ме то да ми про вер ки ста ти с ти че с ких кри те ри ев.

Ма те ри ал дан ной гла вы да ет пред став ле ние о ши ро те при ме не -
ния ста ти с ти че с ких ме то дов в прак ти че с ких ис сле до ва ни ях, ко то -
рая оп ре де ля ет ся не о гра ни чен но с тью вы бо ра про ве ря е мых ги по тез.

Рас сма т ри ва ет ся под ход к ре ше нию за да чи при ня тия или не -
при ятия про ве ря е мой ги по те зы пу тем по ст ро е ния кри те рия (пра -
ви ла) ее про вер ки с оцен кой ве ро ят но с тей оши бок пер во го и вто -
ро го ро да, т.е. оши боч но го от вер же ния или при ня тия про ве ря е мой
ги по те зы и об ще го под хо да срав не ния ка че ст ва раз ных срав ни мых
кри те ри ев про вер ки ги по тез по их мощ но с тям.

В ка че ст ве кон крет ных при ме ров здесь рас сма т ри ва ют ся ча с то
встре ча е мые на прак ти ке слу чаи про ве ря е мых ги по тез о со гла сии
на блю да е мой вы бор ки пред по ла га е мо му за ко ну рас пре де ле ния ге -
не раль ной со во куп но с ти (кри те рии со гла сия) и про вер ки ги по тез
о кон крет ном зна че нии па ра ме т ра рас пре де ле ния на блю да е мой
слу чай ной ве ли чи ны (кри те рий Ней ма на — Пир со на).

Од ной из ос нов ных за дач ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки яв ля ет ся
про вер ка ста ти с ти че с ких ги по тез и ис сле до ва ние ка че ст ва этой
про вер ки. Оп ре де лим ос нов ные по ня тия, свя зан ные с про це ду рой
про вер ки и срав не ния ги по тез о рас пре де ле нии изу ча е мой СВ X.
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Пусть x� = (x1, x2, …, xn) — ре зуль тат не за ви си мых на блю де ний
над СВ X. Пусть Н0 — ос нов ная про ве ря е мая ги по те за о рас пре де -
ле нии этой СВ, а Н1 — аль тер на тив ная (кон ку ри ру ю щая) ги по те за.
Тре бу ет ся по на блю ден ной вы бор ке x� при нять ре ше ние о пра виль -
но с ти ос нов ной ги по те зы Н0, т.е. ус та но вить пра ви ло (кри те рий),
по ко то ро му на блю ден ная вы бор ка со гла су ет ся или нет с вы ска -
зан  ной ги по те зой Н0. Это со от вет ст ву ет де ле нию вы бо роч но го про -
ст ран ст ва на две об ла с ти: об ласть при ня тия ги по те зы (Н0) Т и кри -
ти че с кую об ласть R (где ги по те за Н0 от вер га ет ся).

В ре зуль та те про вер ки ги по те зы Н0 мо гут воз ни кать ошиб ки,
со сто я щие в том, что бу дет от верг ну та вер ная ги по те за (Н0) (ошиб ка
пер во го ро да), или в том, что бу дет при ня та не вер ная ги по те за (Н1)
(ошиб ка вто ро го ро да). Ве ро ят ность ошиб ки пер во го ро да α на зы -
ва ет ся еще уров нем зна чи мо с ти кри те рия, или объ е мом кри те -
рия. По это му для об ла с ти при ня тия ги по те зы Т (или кри те рия Т)
ча с то ис поль зу ет ся обо зна че ние Тα.

Ве ро ят ность ошиб ки вто ро го ро да обо зна чим че рез β. Тог да

α = P(x� ∈ R/H0);   β = P(x� ∈ T/H1).

Оп ре де ле ние 3.1. Мощ но с тью кри те рия W на зы ва ет ся ве ро -
ят ность от верг нуть ги по те зу Н1, ес ли она не вер на, т.е. это есть

W = 1 – β = P(x� ∈ R/H1) = W(Tα/H1).
При фик си ро ван ном зна че нии ве ро ят но с ти ошиб ки пер во го ро -

да α из двух кри те ри ев Т1 и Т2 луч ше тот, у ко то ро го мень ше ве ро ят-
ность ошиб ки вто ро го ро да β, т.е. у ко то ро го боль ше мощ ность W.

Оп ре де ле ние 3.2. Ес ли для лю бо го кри те рия Т W(T*/H1) >
> W(T/H1), то кри те рий Т* на зы ва ет ся рав но мер но на и бо лее мощ-
ным (РНМК) для про вер ки ос нов ной ги по те зы Н0 про тив аль тер -
на ти вы H1.

Оп ре де ле ние 3.3. Ги по те за на зы ва ет ся про стой, ес ли со от вет -
ст ву ю щее ей мно же ст во со сто ит из од но го эле мен та. В про тив ном
слу чае это слож ная ги по те за.

В ка че ст ве при ме ров рас смо т рим кри те рии двух ти пов: кри те -
рии со гла сия и РНМК Ней ма на — Пир со на.

3.1. Кри те рии со гла сия

Кри те рии со гла сия поз во ля ют су дить о со от вет ст вии на блю ден -
ных зна че ний вы бор ки x� пред по ла га е мо му в ги по те зе Н0 за ко ну
рас пре де ле ния. Ес ли все па ра ме т ры это го за ко на из ве ст ны, то ги -
по те за Н0 — про стая, так как она пред став ле на од ним кон крет ным
рас пре де ле ни ем, в слу чае же не из ве ст ных па ра ме т ров ги по те за
Н0 — слож ная.
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Кри те рии со гла сия ос но ва ны на вы бо ре оп ре де лен ной ме ры D
рас хож де ния меж ду те о ре ти че с ким (ги по те ти че с ким — оп ре де лен -
ным ги по те зой Н0) и эм пи ри че с ким рас пре де ле ни я ми СВ X. В за -
ви си мо с ти от спо со ба за да ния этой ме ры D по лу ча ют ся раз лич ные
кри те рии для про вер ки ги по те зы Н0.

Для по ст ро е ния кри те рия со гла сия вы би ра ет ся ме ра рас хож -
де ния те о ре ти че с ко го и эм пи ри че с ко го рас пре де ле ний D, за да ет ся
уро вень зна чи мо с ти кри те рия (ве ро ят ность ошиб ки пер во го ро да) α,
в слу чае слож ной ги по те зы Н0 не из ве ст ные па ра ме т ры оп ре де лен -
ным об ра зом оце ни ва ют ся по вы бор ке (по дроб нее об этом бу дет
ска за но ни же) и ищет ся зна че ние Dα та кое, что P(D 	 Dα) = α. Тог -
да Dα на зы ва ет ся пре де лом зна чи мо с ти кри те рия. Та ким об ра зом
кри те рий по ст ро ен, т.е. все вы бо роч ное про ст ран ст во раз де ле но на
две об ла с ти Т, где D < Dα (т.е. вер на ги по те за Н0), и R, где D 	 Dα.

Для оп ре де ле ния зна че ния Dα при за дан ном уров не зна чи мо с ти
α не об хо ди мо знать рас пре де ле ние ста ти с ти ки D, вы яс не ние че го
ча с то за труд ни тель но. По это му кри те рии со гла сия обыч но при ме -
ня ют при боль ших объ е мах n вы бо рок, поз во ля ю щих за ме нять точ -
ное рас пре де ле ние ста ти с ти ки D на ее пре дель ное (при n � 
).

Рас смо т рим те перь для при ме ра не ко то рые на и бо лее рас про ст -
ра нен ные спо со бы за да ния ме ры D и со от вет ст ву ю щие им кри те -
рии со гла сия.

Кри те рий со гла сия χχ2 (кри те рий Пир со на)

Этот кри те рий при ме ня ет ся при боль ших вы бор ках, так как ис -
поль зу ет пре дель ное рас пре де ле ние (при n � 
) ме ры D. Он име -
ет вид

где r — чис ло ин тер ва лов, на ко то рые раз би та вся об ласть воз мож -
ных зна че ний СВ X; mi — чис ло зна че ний вы бор ки, по пав ших в i-й
ин тер вал (i = 1, …, r); рi — те о ре ти че с кая ве ро ят ность (т.е. ве ро ят -
ность по ги по те зе Н0) то го, что зна че ние на блю да е мой СВ X по па -
дет в i-й ин тер вал. Ес ли те о ре ти че с кое рас пре де ле ние по ги по те зе
H0 со от вет ст ву ет дис крет ной СВ X, то ин тер ва лы раз би е ния об ла с -
ти ее на блю ден ных зна че ний за ме ня ют ся фик си ро ван ны ми СВ X.

По ка жем, что ста ти с ти ка χ2, за дан ная в ви де фор му лы (3.1), пред-
став ля ет из се бя ме ру D рас хож де ния те о ре ти че с ко го и эм пи ри че -
с ко го рас пре де ле ний, для че го пред ста вим ста ти с ти ку (3.1) в ви де

χ2 2
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где mi/n — ча с то та по па да ния СВ X в i-й ин тер вал, т.е. mi/n — при -
ра ще ние эм пи ри че с кой функ ции рас пре де ле ния, а pi — при ра ще ние
те о ре ти че с кой функ ции рас пре де ле ния на i-м ин тер ва ле, по это му
вид (3.2), вклю ча ю щий раз ность этих при ра ще ний, пред став ля ет
со бой ме ру D.

К.�Пир со ном до ка за но, что ес ли про ве ря е мая ги по те за Н0 про -
стая, то ста ти с ти ка кри те рия χ2 (3.1) име ет при n � 
 рас пре де ле -
ние χ2 с k = r – 1 сте пе ня ми сво бо ды с функ ци ей рас пре де ле ния

Слу чай про стой ги по те зы Н0 или пол но стью оп ре де лен но го ги по -
те ти че с ко го рас пре де ле ния встре ча ет ся на прак ти ке очень ред ко.

Зна чи тель но ча ще рас пре де ле ние со дер жит не ко то рое ко ли че -
ст во не из ве ст ных па ра ме т ров, ко то рые мо гут быть оце не ны по вы -
бор ке, тог да в фор му ле (3.1) pi = pi(θ), где θ — не из ве ст ный (воз -
мож но, век тор ный) па ра метр те о ре ти че с ко го рас пре де ле ния.

Р.�Фи шер до ка зал, что при весь ма об щих ус ло ви ях су ще ст ву ют
ме то ды оце нок па ра ме т ров те о ре ти че с ко го рас пре де ле ния СВ X,
при ко то рых пре дель ным рас пре де ле ни ем ста ти с ти ки χ2 (3.1) при
n � 
 так же яв ля ет ся рас пре де ле ние χ2 с чис лом сте пе ней сво бо -
ды k = r – s – 1, где s — чис ло оце ни ва е мых па ра ме т ров.

Од ним из вы ше упо мя ну тых ме то дов оце ни ва ния не из ве ст ных
па ра ме т ров те о ре ти че с ко го рас пре де ле ния яв ля ет ся ме тод мак си -
маль но го прав до по до бия, ос но ван ный на ча с то тах m1, m2, …, mr, т.е.
ког да в ка че ст ве оцен ки для век тор но го па ра ме т ра θ в кри те рии
(3.1), где pi = pi(θ), ис поль зу ют муль ти но ми аль ную оцен ку мак си -
маль но го прав до по до бия (МОМП) (см., на при мер, [7]).

Суть это го ме то да со сто ит в сле ду ю щем: с лю бым спо со бом груп-
пи ров ки свя за но со от вет ст ву ю щее по ли но ми аль ное (или муль ти -
но ми аль ное) рас пре де ле ние век то ра ча с тот m = (m1, m2, …, mr) с па -
ра ме т ра ми n = m2 + … + mr и pi = pi(θ), i = 1, …, r (при r = 2 име ем
би но ми аль ное рас пре де ле ние). Вве дем функ цию

Тог да МОМП для па ра ме т ра θ да ет в ка че ст ве оцен ки ее зна че -
ние, мак си ми зи ру ю щее функ цию L(m, θ) по θ. Си с те ма урав не ний
для оты с ка ния этой оцен ки име ет вид

d ln L(m, θ)/dθj = 0,   j = 1, …, s,

где s — раз мер ность па ра ме т ра θ.

L m n p mi
m

i
i

r
i( , ) ! ( ) !.θ θ=

=
∏

1

F x
r

u u du xr r

rx

− −

−

−





−∫1 1
2

1
2

0

1

2
1

2

2 0( ) exp( ) , .=

 Γ
I



92

Та ким об ра зом, асимп то ти че с кое по ве де ние ста ти с ти ки χ2 ста -
но вит ся из ве ст ным как при про стой, так и при слож ной ги по те зе
Н0 — оно есть рас пре де ле ние χ2 с со от вет ст ву ю щим чис лом сте пе -
ней сво бо ды и не за ви сит от пред по ла га е мо го в ги по те зе Н0 рас пре -
де ле ния СВ X, т.е. кри те рий χ2 яв ля ет ся асимп то ти че с ки не па ра -
мет ри че с ким.

При до ста точ но боль шом объ е ме ис ход ной вы бор ки х1, х2, …, хn

и вы пол не нии оп ре де лен ных тре бо ва ний к ее ста ти с ти че с кой об ра -
бот ке, о ко то рой бу дет ска за но ни же, рас пре де ле ние ста ти с ти ки χ2

ста но вит ся близ ким к ее пре дель но му рас пре де ле нию.
Для обос но ван но го при ме не ния кри те рия со гла сия χ2 при ги по -

те зе Н0 пред по ла га ет ся, что би но ми аль ное рас пре де ле ние ча с то ты
mi, i = 1, …, r, мо жет быть при бли же но нор маль ным. Та кой пре дель -
ный пе ре ход осу ще ств ля ет ся до ста точ но бы с т ро, ес ли nрi 	 10. Для
вы пол не ния это го тре бо ва ния при вы чис ле нии ста ти с ти ки χ2 не об хо -
ди мо объ е ди нять ин тер ва лы об ла с ти на блю ден ных зна че ний СВ X.
Кро ме это го, об щее чис ло ин тер ва лов долж но быть не мень ше
вось ми.

Пре дель ное по ве де ние ста ти с ти ки χ2 та бу ли ро ва но и за ви сит от
чис ла сте пе ней сво бо ды k. Оно по ка зы ва ет, ка кое ко ли че ст во на блю-
ден ных ча с тот мо жет при ни мать про из воль ные зна че ния с уче том
чис ла не за ви си мых ли ней ных свя зей, ко то рым ча с то ты под чи ня -
ют ся. Та кие ли ней ные свя зи обу слов ли ва ют ся чис лом на блю де ний
над СВ X и чис лом не из ве ст ных оце ни ва е мых па ра ме т ров те о ре ти -
че с ко го рас пре де ле ния, за дан но го ги по те зой Н0. Это объ яс ня ет
при ве ден ные вы ше вы ра же ния для чи сел сте пе ней сво бо ды в слу -
ча ях про стой и слож ной ну ле вой ги по те зы Н0.

В таб ли цах обыч но при во дят ся зна че ния ста ти с ти ки χ2
1–α гра ни -

цы кри ти че с кой об ла с ти R раз ме ра α (ве ро ят но с ти ошиб ки пер во -
го ро да) в за ви си мо с ти от уров ня зна чи мо с ти кри те рия α и чис ла
сте пе ней сво бо ды k в со от вет ст вии с фор му лой

От сю да 1 – α = P(χ2 < χ2
1–α), т.е. гра ни ца кри ти че с кой об ла с ти

раз ме ра α есть (1 – α) — кван тиль рас пре де ле ния χ2 с k сте пе ня ми
сво бо ды, чем и объ яс ня ет ся ее обо зна че ние χ2

1–α.
Ста ти с ти ка χ2 из фор му лы (3.1) лег ко пре об ра зу ет ся к ви ду

сле ду ю щим об ра зом:
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так как 

Вы ра же ние (3.3) для ста ти с ти ки χ2 мо жет быть ис поль зо ва но
как для не по сред ст вен но го вы чис ле ния зна че ния χ2, так и для про -
вер ки вы чис ле ния по фор му ле (3.1).

Пра ви ло про вер ки ги по те зы Н0 по кри те рию χ2 со сто ит в сле ду -
ю щем: по за дан ной ве ро ят но с ти ошиб ки пер во го ро да α и вы чис -
лен но му чис лу сте пе ней сво бо ды k по таб ли цам рас пре де ле ния χ2

оп ре де ля ют гра ни цу χ2
1–α кри ти че с кой об ла с ти R, и ги по те за Н0 от -

вер га ет ся, ес ли χ2 < χ2
1–α; ес ли же χ2 > χ2

1–α, то счи та ем от кло не ние
эм пи ри че с ко го рас пре де ле ния от те о ре ти че с ко го слу чай ным и ги -
по те за Н0 при ни ма ет ся.

Ино гда ис ход ны ми дан ны ми таб ли цы рас пре де ле ния χ2 яв ля ет -
ся вы чис лен ное зна че ние ста ти с ти ки χ2 и чис ло сте пе ней сво бо ды
k, а вы ход ным — зна че ние α* — ве ро ят но с ти то го, что по лу чен ное
зна че ние χ2 	 χ2

1–α при ги по те зе Н0. Тог да ги по те за Н0 при ни ма ет ся,
ес ли за дан ный уро вень зна чи мо с ти кри те рия α ока зы ва ет ся мень -
ше α*, и от вер га ет ся — в про тив ном слу чае.

Та ким об ра зом, ал го ритм по ша го во го при ме не ния кри те рия χ2

для про вер ки ги по те зы Н0 со сто ит в сле ду ю щем.
1.�Весь ди а па зон на блю ден ных зна че ний ис сле ду е мой СВ X раз -

би ва ют на r ин тер ва лов (не обя за тель но оди на ко вой дли ны) так,
что их чис ло не мень ше 8, а в каж дом ин тер ва ле не ме нее 10 на блю -
ден ных зна че ний СВ X.

2.�Ес ли па ра ме т ры ги по те ти че с ко го рас пре де ле ния (по ги по те зе
Н0) не из ве ст ны, то они оце ни ва ют ся по вы бор ке, как опи са но вы ше.

3.�Для каж до го ин тер ва ла груп пи ро ва ния hi оп ре де ля ют ча с то ту
mi, i = 1, …, r, по пав ших в не го зна че ний вы бор ки на блю де ний над
СВ X.

4.�Вы чис ля ют зна че ние рi, i = 1, …, r, как ве ро ят ность по па да ния
зна че ния СВ X в ин тер вал при ги по те зе Н0 по фор му ле

pi = P(xi 
 X 
 xi+1) = F(xi+1) – F(xi),

где не из ве ст ные па ра ме т ры ги по те ти че с ко го рас пре де ле ния (ес ли
они есть) за ме не ны их оцен ка ми.

5.�Вы чис ля ют зна че ние ста ти с ти ки χ2 по фор му ле (3.1) или (3.2).
6.�Оп ре де ля ют чис ло сте пе ней сво бо ды k пре дель но го рас пре де -

ле ния χ2.
7.�По таб ли це рас пре де ле ния χ2 с k сте пе ня ми сво бо ды на хо дят

зна че ние гра ни цы кри те рия χ2
1–α с дан ным уров нем зна чи мо с ти α

χ2
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(или, в слу чае дру гих таб лиц, — зна че ние α* до пу с ти мо го уров ня зна-
чи мо с ти α по вы чис лен но му зна че нию ста ти с ти ки χ2).

8.�По опи сан но му вы ше пра ви лу де ла ют вы вод о со гла сии или
не со гла сии вы бо роч ных дан ных с пред по ла га е мым в ги по те зе Н0.

В.�И. Ро ма нов ский пред ло жил пра ви ло, зна чи тель но об лег ча ю щее
при ме не ние кри те рия χ2, ос но ван ное на оцен ке рас хож де ния меж -
ду эм пи ри че с ким и те о ре ти че с ким рас пре де ле ни я ми. Оно со сто ит
в сле ду ю щем: ес ли Y = | χ2 – k |/����2k 	 3, то рас хож де ние счи та ет ся
су ще ст вен ным, в про тив ном слу чае — слу чай ным. Это пра ви ло ос -
но вы ва ет ся на том, что ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия СВ
с рас пре де ле ни ем χ2 со от вет ст вен но есть k и 2k, от ку да сле ду ет, что
СВ Y при боль шом объ е ме на блю де ний n име ет при бли жен но нор -
маль ное рас пре де ле ние N(0, 1) и по это му ве ро ят ность от кло не ния
СВ X от сво е го сред не го ме нее чем на 3σχ2 = 3����2k в ту и дру гую сто -
ро ну близ ка к 1. Этот спо соб мож но при ме нять для пред ва ри тель -
но го ана ли за дан ных опы та, т.е. для бы с т рой гру бой про вер ки вы -
во да, по лу ча е мо го по кри те рию χ2.

При мер 3.1. Рас смо т рим при мер при ме не ния кри те рия χ2 для про -
вер ки с уров нем зна чи мо с ти α = 0,05 ги по те зы Н0 о со гла сии дан ных
на блю де ний над СВ X с за ко ном рас пре де ле ния Пу ас со на.

Ре ко мен ду ет ся для удоб ст ва на блю ден ные зна че ния СВ X и ре -
зуль та ты сче та за пи сы вать в сле ду ю щую таб ли цу:

Здесь k = 11 – 1 – 1 = 9; Р{X = xi} = exp(–λ)λxi/xi!, оцен ка для не из -

ве ст но го па ра ме т ра λ по [1]  = (1/2608) (0 · 57 + 1 · 203 +

+ … + 10 · 16) = 3,870; рi = PL(X = xi) = ехр(–3,87)3,87xi/xi! (эти зна че ния
рi на хо дят ся по таб ли це рас пре де ле ния Пу ас со на).

%λ = ( )1
1

11

n x mi i
i=
∑

№
п/п

xi mi pi npi mi – npi (mi – npi)
2 (mi – npi)

2

——————npi

1 0 57 0,021 54,8 2,2 4,84 0,088
2 1 203 0,081 211,2 –8,2 67,24 0,318
3 2 383 0,156 406,8 –23,8 566,44 1,392
4 3 525 0,201 524,2 0,8 0,64 0,001
5 4 532 0,195 508,6 23,4 547,56 1,007
6 5 408 0,151 393,7 14,2 201,64 0,022
7 6 273 0,097 253,0 20,0 400,00 1,581
8 7 139 0,054 140,8 –1,8 3.24 0,023
9 8 45 0,026 67,8 –22,8 519,84 7,667

10 9 27 0,011 28,7 –1,7 2,89 0,101
11 10 16 0,007 18,3 –2,3 5,29 0,289
— — 2608 1,000 — — — 13,05
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Да лее по таб ли це рас пре де ле ния χ2 при k = 9 и χ2 = 13,05 на хо дим
зна че ние ве ро ят но с ти Р(χ2 	 χ2

1–α) = 0,166 > α = 0,05, по это му счи та ем,
что от кло не ние на блю ден ных дан ных от за ко на Пу ас со на не зна чи мо
и ги по те зу Н0 не от вер га ем.

В рас смо т рен ном при ме ре спо соб Ро ма нов ско го да ет зна че ние дро би
, т.е. рас хож де ние меж ду на блю де -

ни я ми и те о ре ти че с ким рас пре де ле ни ем мож но счи тать слу чай ным,
что сов па да ет с ра нее по лу чен ным вы во дом.

Кри те рий со гла сия Кол мо го ро ва

Этот кри те рий при ме ня ет ся при боль шом объ е ме вы бор ки n,
ког да ги по те ти че с кая (по ги по те зе Н0) функ ция рас пре де ле ния F(x)
СВ X пол но стью оп ре де ле на и не пре рыв на. Здесь ме ра от кло не ния D
эм пи ри че с кой функ ции рас пре де ле ния Fn(х) вы бор ки x1, …, хn от
F(х) оп ре де ля ет ся сле ду ю щим об ра зом:

D = D(Fn(x), F(x)) = max | Fn(x) – F(x) |, (3.4)

где

При n � 
 в пред по ло же нии пра виль но с ти ги по те зы Н0 до ка за -
но, что за кон рас пре де ле ния СВ L = D/ (не за ви си мо от за ко на
рас пре де ле ния СВ X) стре мит ся к за ко ну рас пре де ле ния Кол мо го -
ро ва, т.е.

Функ ция рас пре де ле ния K(х) та бу ли ро ва на, в таб ли це да ны ве -
ро ят но с ти α = P{D > Lα} = 1 – K(Lα), где Lα — за дан ное чис ло, за -
ви ся щее от α — уров ня зна чи мо с ти кри те рия. Зна че ние Lα при дан -
ном α так же мо жет быть оп ре де ле но по таб ли це рас пре де ле ния
Кол мо го ро ва.

При ме не ние кри те рия со гла сия Кол мо го ро ва со сто ит в вы пол -
не нии сле ду ю щих ша гов.

1.�По вы бор ке х1, …, хn на хо дят по фор му ле (3.5) Fn(x).
2.�Вы чис ля ют зна че ние D по фор му ле (3.4) по всем точ кам вы -

бор ки.
3.�Вы чис ля ют зна че ние L = D .
4.�По таб ли це рас пре де ле ния K(х) на хо дят по за дан но му зна че -

нию α зна че ние Lα.

P D n x K x
k x x

x
n

k

k{ } ( )
exp( ), ,

, .

<
−( ) − >





∞

=−∞

∞

∑
f

J
f

=
1 2 0

0 0

2 2

P D n x K x
k x x

x
n

k

k{ } ( )
exp( ), ,

, .

<
−( ) − >





∞

=−∞

∞

∑
f

J
f

=
1 2 0

0 0

2 2

P D n x K x
k x x

x
n

k

k{ } ( )
exp( ), ,

, .

<
−( ) − >





∞

=−∞

∞

∑
f

J
f

=
1 2 0

0 0

2 2

P D n x K x
k x x

x
n

k

k{ } ( )
exp( ), ,

, .

<
−( ) − >





∞

=−∞

∞

∑
f

J
f

=
1 2 0

0 0

2 2

(3.5)F x
x x

k n x x x
x x

k k

n

( )
, ,

, ,
, .

( )

( ) ( )

( )

=
0

1

1

1

J
J<

>






+

χ2 2 13 65 9 18 1 1 3− − <k k = ( , ) ,C



96

5.�Ес ли L < Lα, то ги по те зу Н0 счи та ют не про ти во ря ча щей вы -
бор ке х1, … , хn.

Ино гда таб ли цы рас пре де ле ния Кол мо го ро ва ис поль зу ют по-дру-
го му, по вы чис лен но му зна че нию L оп ре де ля ют зна че ние 1 – K(L).
Тог да ги по те за Н0 не от вер га ет ся, ес ли при за дан ном dK(L) 	 d.

При мер 3.2. Рас смо т рим при мер при ме не ния кри те рия со гла сия
Кол мо го ро ва для про вер ки ги по те зы Н0 о нор маль но с ти СВ X (по
груп пи ро ван ной вы бор ке х1, …, хn) с m = МХ = 100,25 и σ = 1 при n = 1000
и уров не зна чи мо с ти α = 0,05. Дан ные опы та и ре зуль та ты вы чис ле ний
пред ста вим в ви де таб ли цы:

Здесь Р(х) = Φ(х – m), так как σ = 1; Φ(x) = ;

По таб ли цам рас пре де ле ния Кол мо го ро ва Lα = 1,358. По на шей таб -
ли це по лу ча ем L = 0,0089 = 0,281 < 1,358. От сю да сле ду ет, что
ги по те ти че с кое нор маль ное рас пре де ле ние мож но счи тать со гла су ю -
щим ся с дан ной вы бор кой.

3.2. Кри те рий Ней ма на — Пир со на

Этот кри те рий за да ет про це ду ру раз ли че ния двух про стых ги -
по тез о па ра ме т ре за ко на рас пре де ле ния изу ча е мой слу чай ной ве -
ли чи ны. Об су дим его суть.

Лем ма Ней ма на — Пир со на при про стых ги по те зах Н0 и Н1 да ет
до ста точ но об щее ре ше ние при на хож де нии РНМК в ви де кри те -
рия от но ше ния прав до по до бия:

T = X1, α = {х : L(x�/H1)/L(x�/Н0) 	 Kα},
где L = L(x�/H) — функ ция прав до по до бия, а зна че ние Kα оп ре де ля -
ет ся из таб лиц.

1000
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i xi mi zi = xi – x Φ(zi) F(xi) Fn(xi) | Fn(xi) – F(xi) |
1 98,0 21 –2,25 0,0123 0,0123 0,105 0,0018
2 98,5 47 –1,75 0,0401 0,0401 0,0445 0,0044
3 99,0 87 –1,25 0,1056 0,1056 0,1115 0,0059
4 99,5 158 –0,75 0,2266 0,2266 0,2340 0,0074
5 100,1 181 –0,25 0,4013 0,4013 0,4035 0,0022
6 100,1 201 0,25 0,5987 0,5987 0,5945 0,0042
7 101,0 142 0,75 0,7734 0,7734 0,7660 0,0074
8 101,5 97 1,25 0,8944 0,8944 0,8855 0,0089
9 102,0 41 1,75 0,9599 0,9599 0,9545 0,0054

10 102,5 25 2,25 0,9877 0,9877 0,9875 0,0002
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При мер 3.3. Рас смо т рим при мер по ст ро е ния РНМК (по Ней ма -
ну — Пир со ну) по вы бор ке х1, … , хn из ге не раль ной со во куп но с ти, рас -
пре де лен ной по за ко ну Пу ас со на π(λ) для про вер ки про стой ос нов ной
(ну ле вой) ги по те зы Н0, со сто я щей в том, что λ = λ0, про тив аль тер на ти-
вы Н1 о том, что λ = λ1. Здесь кри те рий Ней ма на — Пир со на име ет вид

или

от ку да по лу ча ем

Тог да кри ти че с кая об ласть оп ре де ля ет ся сле ду ю щи ми со от но ше -
ни я ми:

1) xi 	 Kα при λ0 < λ1;

2)� xi < Kα при λ0 > λ1.

Ста ти с ти ка xi име ет рас пре де ле ние Пу ас со на с па ра ме т ром nλ,

ес ли сла га е мые име ют рас пре де ле ние Пу ас со на с па ра ме т ром λ.
Пусть, на при мер, d = 0,02; n = 20; λ0 = 0,1; λ1 = 0,2. Здесь λ0 < λ1, по -

это му кри ти че с кая об ласть оп ре де ля ет ся со от но ше ни ем xi 	 Kα = Xα.

Зна че ние Xα оп ре де ля ет ся из вы ра же ния для ошиб ки пер во го ро да α:

Ста ти с ти ка xi рас пре де ле на здесь по Пу ас со ну с па ра ме т ром nλ,

по это му фор му ла пе ре пи шет ся в ви де

или

или
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От сю да по таб ли це рас пре де ле ния Пу ас со на на хо дим Xα = 5.
Ве ро ят ность ошиб ки вто ро го ро да здесь вы чис ля ет ся из вы ра же ния

Мощ ность кри те рия W = 1 – β � 0,63.

Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Вы пи ши те ана ли ти че с кие фор му лы для ве ро ят но с тей оши бок 1-го

и 2-го ро да и мощ но с ти кри те рия. Как срав ни ва ют ся ка че ст ва срав ни мых
кри те ри ев?

2. Ка ко вы ог ра ни че ния в при ме не нии кри те рия Пир со на (хи-ква д рат)
и вы чис ле ния чис ла сте пе ней сво бо ды ста ти с ти ки кри те рия Пир со на?

3. В чем за клю ча ет ся смысл ста ти с ти ки кри те рия Пир со на?
4. Ка ко вы ог ра ни че ния в при ме не нии кри те рия Кол мо го ро ва? Ука жи -

те вид и смысл ста ти с ти ки кри те рия.
5. Ка ко ва кри ти че с кая об ласть кри те рия Ней ма на — Пир со на?
6. Как осу ще ств ля ет ся про вер ка двух про стых ги по тез о па ра ме т ре а по

вы бор ке из нор маль но го рас пре де ле ния N(a, σ) при из ве ст ном зна че нии
па ра ме т ра σ?

7. Как осу ще ств ля ет ся про вер ка двух про стых ги по тез о па ра ме т ре по
вы бор ке из рас пре де ле ния Пу ас со на Π(λ)?

За да ние 3.1. Са мо сто я тель но при ме нить кри те рий Ней ма на — Пир-
со на для раз ли че ния про стых ги по тез и оп ре де лить мощ ность кри те рия
в сле ду ю щих слу ча ях рас пре де ле ний ге не раль ных со во куп но с тей и раз-
ли ча е мых ги по тез:

1) N(m, l); Н0: m = m0; Н1: m = m1 (m0 = 2; m1 = 2,5);
2) B(n, p); Н0: р = р0; Н1: р = р1 (р0 = 0,4; р1 = 0,5);
3) Γ(р); Н0: р = р0; Н1: р = р1 (р0 = 0,7; р1 = 0,8);
4) N(0, σ2); Н0: σ2 = σ0

2; Н1: σ2 = σ1
2 (σ0 = 3; σ1 = 2).
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Раздел II 

СЛУЧАЙНЫЕ 
ПРОЦЕССЫ

В ре зуль та те изу че ния дан но го раз де ла сту ден ты долж ны:
знать
• ос но вы те о рии слу чай ных про цес сов; 
• це пи Мар ко ва, мар ков ские, пу ас со нов ские про цес сы; 
• вет вя щи е ся про цес сы; 
• чис ло вые ха рак те ри с ти ки слу чай ных про цес сов;
уметь
• ре шать за да чи те о рии слу чай ных про цес сов; 
• при ме нять ана лиз мар ков ских про цес сов к ре ше нию за дач те о рии

мас со во го обслу жи ва ния; 
вла деть
• ме то да ми ана ли за слу чай ных про цес сов.

В дан ном раз де ле при во дят ся об щие све де ния по те о рии слу чай ных
про цес сов, а так же по дроб но об суж да ют ся свой ст ва мар ков ских
слу чай ных про цес сов, и в ча ст но с ти це пей Мар ко ва (мар ков ских
це пей). Рас смо т ре на клас си фи ка ция со сто я ний це пи Мар ко ва с ус -
та нов ле ни ем мно го чис лен ных свя зей свойств со сто я ний. Пред став-
ле ны ос но вы те о рии вет вя щих ся про цес сов. По дроб но изу че ны свой-
ст ва пу ас со нов ских про цес сов.
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Гла ва 4 
ЦЕПИ МАРКОВА

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ос нов ные све де ния о слу чай ных про цес сах и свой ст вах це пей и про -

цес сов Мар ко ва;
уметь
• про ве рять мар ков ское свой ст во;
• рас счи ты вать ве ро ят но с ти со сто я ний це пи Мар ко ва;
вла деть
• на вы ка ми ана ли за це пей Мар ко ва и мо де ли ро ва ни ем их зна че ний.

В гла ве да ют ся ос нов ные по ня тия те о рии слу чай ных про цес сов
и их клас си фи ка ция. В ка че ст ве од но го из важ ней ших объ ек тов на -
чаль но го кур са по дроб но рас сма т ри ва ют ся мар ков ские про цес сы
с дис крет ным вре ме нем. По дроб но объ яс не на их спе ци фи ка, свой -
ст ва и за да ние че рез ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей и век то ра
на чаль ных ве ро ят но с тей про цес са. Изу ча ют ся свой ст ва ха рак те ри -
с ти че с кой ма т ри цы. При ве де но мно го при ме ров це пей Мар ко ва
с про вер кой мар ков ско го свой ст ва и с рас че том ве ро ят но с тей со -
сто я ний за фик си ро ван ное чис ло ша гов.

4.1. На чаль ные све де ния о слу чай ных про цес сах

Лю бая ме ня ю ща я ся си с те ма, на хо дя ща я ся под вли я ни ем слу -
чай ных фак то ров, пред став ля ет со бой слу чай ный про цесс. Ина че:
слу чай ным про цес сом на зы ва ет ся се мей ст во слу чай ных ве ли чин, за-
ви ся щих от па ра ме т ра t, про бе га ю ще го про из воль ное мно же ст во T.
В ча ст но с ти, ес ли мно же ст во T со сто ит из од ной точ ки, мы име ем
слу чай ную ве ли чи ну. Зна че ние X(t) слу чай ной ве ли чи ны при фик-
си ро ван ном зна че нии па ра ме т ра t на зы ва ет ся зна че ни ем слу чай -
но го про цес са в дан ный мо мент вре ме ни. Х(t) мо жет быть век тор -
ной, ска ляр ной ве ли чи ной, функ ци ей и т.д.
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Что бы за дать слу чай ный про цесс X(t), обыч но для каж до го на ту-
раль но го зна че ния n и лю бых воз мож ных зна че ний t1, …, tn па ра ме т -
ра t за да ют n-мер ную функ цию рас пре де ле ния век то ра X(t1), …, X(tn)
(это ко неч но мер ные рас пре де ле ния):

F(x1, …, xn; t1, …, tn) = P{X(t1) < x1, …, X(tn) < xn}.

При этом на F(x1, …, xn; t1, …, tn) на кла ды ва ют ся два ус ло вия:
а)�ус ло вие сим ме т рии (ин ва ри ант но с ти): для лю бой пе ре ста -

нов ки ин дек сов

вы пол ня ет ся ра вен ст во

F(x1, …, xn; t1, …, tn) = F(xi1, ..., xin; ti1, ..., tin);

б)�ус ло вие со гла со ван но с ти: при m < n для лю бых tm+1, tm+2, …, tn

вы пол ня ет ся ра вен ст во

F(x1, x2, …, xm, 
, ..., 
; t1, t2, …, tm, tm+1, tm+2, …, tn) =

= F(x1, …, xm; t1, …, tm).

Ос нов ные при зна ки, по ко то рым раз ли ча ют ся слу чай ные про -
цес сы, ка са ют ся при ро ды про ст ран ст ва со сто я ний S; вре мен но го
па ра ме т ра Т; от но ше ния за ви си мо с ти меж ду вре ме нем на блю де ния
си с те мы и ее со сто я ни ем, а имен но:

а)�S — про ст ран ст во воз мож ных со сто я ний, т.е. про ст ран ст во
всех воз мож ных зна че ний слу чай но го про цес са X(t) = xt. Ес ли S =
= 0, 1, 2, …, то это це ло чис лен ный про цесс, ес ли S ∈ (–
, 
), то это
дей ст ви тель ный про цесс, ес ли S — ев к ли до во k-мер ное про ст ран ст -
во, то это k-мер ный про цесс;

б)�ес ли T = 0, 1, 2, …, то {xt} — слу чай ный про цесс с дис крет ным
вре ме нем; ес ли Т ∈ (0, 
), то {xt} — слу чай ный про цесс с не пре рыв -
ным вре ме нем;

в)�от но ше ние за ви си мо с ти оп ре де ля ет ся се мей ст вом ко неч но -
мер ных рас пре де ле ний {F(x1, …, хn; t1, …, tn)} = {Fn}.

Слу чай ный про цесс пол но стью за дан, ес ли оп ре де ле ны его S, T
и {Fn}.

4.2. Оп ре де ле ния це пи Мар ко ва

Оп ре де ле ние 4.1. Про цесс (про те ка ю щий в фи зи че с кой си с те -
ме) на зы ва ет ся мар ков ским, ес ли для каж до го мо мен та вре ме ни
ве ро ят ность лю бо го со сто я ния си с те мы в бу ду щем за ви сит от со -
сто я ния си с те мы в на сто я щий мо мент и не за ви сит от то го, ка ким
об ра зом си с те ма при шла в это со сто я ние. Цепь Мар ко ва — это це -
ло чис лен ный мар ков ский про цесс с дис крет ным вре ме нем.

1 ... n
i1 ... in
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По дроб нее: пусть G — не ко то рый экс пе ри мент, име ю щий ко -
неч ное или счет ное мно же ст во ис хо дов {E1, E2, …, En, …}.

Бу дем по вто рять экс пе ри мент. Но мер ис хо да n-го экс пе ри мен -
та обо зна чим хn. Ес ли в n-м опы те ре а ли зо ва лось со бы тие Ein, то бу -
дем счи тать, что xn = in (в n-м со бы тии Ein).

При ве дем два оп ре де ле ния це пи Мар ко ва.
Оп ре де ле ние 4.2 (пер вое оп ре де ле ние це пи Мар ко ва). По сле -

до ва тель ность слу чай ных ве ли чин {Xn} об ра зу ет цепь Мар ко ва,
ес ли

P{xn = jn / x1 = i1, x2 = i2, ..., xn–1 = in–1} =

= P{xn = jn = j / xn–1 = in–1 = i} = Pij(n),
(4.1)

где Pij(n) — ве ро ят ность пе ре хо да на n-м ша ге из со сто я ния Ein–1
= Ej

в со сто я ние Ein = Ej.
Со бы тие, сто я щее в ус ло вии (4.1), бу дем на зы вать пре ды с то -

ри ей со бы тия в мо мент n.
Оп ре де ле ние 4.3 (вто рое оп ре де ле ние це пи Мар ко ва). По сле -

до ва тель ность слу чай ных ве ли чин {хп} об ра зу ет цепь Мар ко ва, ес -
ли для лю бо го на бо ра це лых чи сел n1 < n2 < ... < nr < n вер но, что

P{xn = j / xn1
= i1, xn2

= i2, ..., xnr–1
= ir–1, xnr

= i} =

= P{xn = j / xnr
= i}.

(4.2)

До ка жем эк ви ва лент ность при ве ден ных здесь двух оп ре де ле ний
це пи Мар ко ва.

До ка за тель ст во. Оче вид но, что из вто ро го оп ре де ле ния сле ду ет пер -
вое, ес ли в ка че ст ве на бо ра чи сел n1, n2, …, nr взять чис ла 1, 2, 3, …, n.

Что бы до ка зать, что из пер во го оп ре де ле ния сле ду ет вто рое, вос поль -
зу ем ся ме то дом ма те ма ти че с кой ин дук ции. Для это го про ве рим вы пол не -
ние ус ло вия (4.2), ког да вы пол не но ус ло вие (4.1), сна ча ла при лю бом кон -
крет ном зна че нии nr = n – i. Оче вид но, что при i = 1 из ус ло вия (4.1)
сле ду ет ус ло вие (4.2), так как ес ли к пре ды с то рии пра вой ча с ти ус ло вия
(4.1) до ба вим ин фор ма цию, от ко то рой со бы тие не за ви сит, в ви де со бы -
тия {xn–2 = in–2, ..., x1 = i1}, ра вен ст во ос та нет ся вер ным.

Те перь пред по ла га ем, что ус ло вие (4.2) сле ду ет из ус ло вия (4.1) для
nr = n – k при k = 1, …, n – 1, т.е. вер но, что

P{xn = in = j / xn1
= i1, ..., xn–k = in–k = i} = P{xn = j / xn–1 = i}.

Тог да до ка жем, что спра вед ли во ана ло гич ное ра вен ст во при i = k + 1,
т.е. при nr = n – k – 1:
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4.3. Свой ст ва тра ек то рий це пей Мар ко ва

Под тра ек то ри ей по ни ма ет ся по сле до ва тель ность со сто я ний це -
пи Мар ко ва. Рас смо т рим свой ст ва тра ек то рий.

1.�Фик си ро ван ная тра ек то рия в бу ду щем при пол ной ин фор -
ма ции о про шлом.

До ка жем, что

P{xn+k = in+k, ..., xn = in / xn–1 = in–1, ..., x1 = i1} =

= P{xn+k = in+k, ..., xn = in / xn–1 = in–1}.
До ка за тель ст во
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2.�Фик си ро ван ная тра ек то рия в бу ду щем при не пол ной ин -
фор ма ции о про шлом.

До ка жем, что при 1 
 n1 < n2 < … < nr 
 n , r 
 n

P{xn+k = in+k, ..., xn = in / xnr
= inr

, ..., xn1
= in2

} =

= P{xn+k = in+k, ..., xn = in / xnr
= inr

}.

До ка за тель ст во

3.�Лю бая тра ек то рия в бу ду щем при пол ной ин фор ма ции
о про шлом.

До ка жем, что

P{xn+k ∈ Ak, ..., xn ∈ A0 / xn–1 = in–1, ..., x1 = i1} =

= P{xn+k ∈ Ak, ..., xn ∈ A0 / xn–1 = in–1}.
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До ка за тель ст во

4.�Лю бая тра ек то рия в бу ду щем при не пол ной ин фор ма ции
о про шлом.

До ка жем, что при 1 
 n1 < n2 < … < nr 
 n , r 
 n

P{xn+k ∈ Ak, ..., xn ∈ A0 / xnr
= inr

, ..., xn1
= in1

} =

= P{xn+k ∈ Ak, ..., xn ∈ A0 / xnr
= inr

}.

До ка за тель ст во

5.�Лю бая тра ек то рия в бу ду щем при лю бой тра ек то рии в про -
шлом при фик си ро ван ном на сто я щем.

До ка жем, что при A = {xn+k ∈ Ak, ..., xn ∈ A0}; A = {xn–2 ∈ Bn–2, ..., xn ∈ B1}
и xn–1 = in–1 вер но ра вен ст во

P{A / xn–1 = in–1, B} = P{A / xn–1 = in–1}.
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До ка за тель ст во

6.�Не за ви си мость лю бых бу ду ще го и про шло го при фик си ро -
ван ном на сто я щем.

До ка жем, что лю бые со бы тия A = {xn+k = in+k, ..., xn = in} и B =
= {xn–2 = in–2, ..., x1 = i1} при фик си ро ван ном на сто я щем не за ви си мы, т.е.

P{A, B / xn–1 = in–1} = P{A / xn–1 = in–1}P{B / xn–1 = in–1}.

До ка за тель ст во

4.4. Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей

Оп ре де ле ние 4.4. Ес ли ве ро ят ность pij(n) — ве ро ят ность пе ре -
хо да из со сто я ния Ei в со сто я ние Ej на n-м ша ге — не за ви сит от n,
то цепь Мар ко ва на зы ва ет ся од но род ной.

При n = 1 обо зна чим pij(n) = pij, а ма т ри цу (pij) — ма т ри цу од но -
ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей — че рез P, т.е. P = (pij), где
pij = P{xn = j / xn–1 = i}.

Свой ст ва ма т ри цы P:
1) pij > 0;
2)� pij = 1 для лю бо го i.

Оп ре де ле ние 4.5. Ес ли для ма т ри цы P вы пол ня ют ся ус ло вия 1)
и 2), то ма т ри ца на зы ва ет ся сто ха с ти че с кой. Ес ли ма т ри ца сто ха -
с ти че с кая и pij = 1 для лю бо го j, то она на зы ва ет ся дваж ды сто -

ха с ти че с кой.
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Цепь Мар ко ва за да на, ес ли за да ны ма т ри ца ее пе ре ход ных ве ро -
ят но с тей Р за один шаг (од но ша го вая) и век тор на чаль ных ве ро ят -
но с тей.

Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва 
за n ша гов

Ут верж де ние 4.1. Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей за n ша гов
есть n-я сте пень ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей за один шаг.

До ка за тель ст во. Это сле ду ет из ра вен ст ва

pij(n) = pik pkj(n – 1), (4.3)

где pij(m) — ве ро ят ность пе ре хо да из i-го со сто я ния в j-е за m ша гов. Дей -
ст ви тель но, по ло жив в фор му ле (4.3) n = 2, по лу чим pij(2) = pik pkj, что со -

от вет ст ву ет ма т рич но му ра вен ст ву P(2) = P2, где P(n) — ма т ри ца пе ре ход -
ных ве ро ят но с тей за n ша гов

Тог да, пред по ла гая по ин дук ции, что ут верж де ние вер но для n ша гов,
и по ло жив r = n, до ка жем ана ло гич ное ут верж де ние для (n + 1)-го ша га:

P(n + 1) = P(n)P = PnP = Pn+1,

что и ут верж да лось. Ос та ет ся до ка зать ра вен ст во (4.3):

что и до ка зы ва ет ра вен ст во (4.3).
За ме ча ние 4.1. Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей для це пи

Мар ко ва за n ша гов мо жет быть по лу че на не по сред ст вен но по ве -
ро ят но ст но му гра фу (гра фи че с ко му изо б ра же нию стрел ка ми пе ре -
хо дов в це пи Мар ко ва из лю бо го со сто я ния в лю бое на каж дом ша -
ге с ука за ни ем ве ро ят но с тей этих пе ре хо дов на стрел ках). Ни же
это бу дет по ка за но на кон крет ных при ме рах (ино гда та кой путь
для на хож де ния Р(n) яв ля ет ся прак ти че с ки един ст вен ным).

4.5. При ме ры це пей Мар ко ва
При мер 4.1 (блуж да ние с по гло ща ю щи ми эк ра на ми). Рас сма т ри -

ва ем блуж да ние по це ло чис лен ным точ кам [0; а] по схе ме, изо б ра жен -
ной на рис. 4.1, а (здесь р + q = 1, стрел ка ми ука за ны воз мож ные пе ре -
хо ды из со сто я ния в со сто я ние за один шаг).
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Рис. 4.1. Блуж да ние с по гло ща ю щи ми эк ра на ми:
а — схе ма; б — ве ро ят но ст ный граф пе ре хо дов за один шаг
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Со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся по ло же ни ем точ ки на от рез ке [0; a].
Это цепь Мар ко ва, так как со сто я ние Е в мо мент вре ме ни n оп ре де ля -
ет ся толь ко со сто я ни ем си с те мы Е в мо мент (n – 1); 0 < i, j < a.

Цепь Мар ко ва од но род ная, так как по ус ло вию

P{xm = j / xm–1 = i} = P{xn = j / xn–1 = i}.

Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей, со став лен ная по рис. 4.1, б,
име ет вид

Для пол но го за да ния це пи Мар ко ва вы бе рем на чаль ное рас пре де -
ле ние, т.е. век тор на чаль ных ве ро ят но с тей, на при мер, в од ном из ви -
дов:

a)�(P0
(0), ..., Pa

(0)) = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) — блуж да ние на чи на ет ся с i-й
точ ки;

б) Pi
(0) = , i = 0, 1, …, a — блуж да ние на чи на ет ся с про из воль ной

точ ки.
При ве дем ана ли ти че с кое пред став ле ние дан но го мар ков ско го про -

цес са.
Пусть xn — зна че ние про цес са в n-й мо мент: yn — ре зуль тат n-го

опы та, тог да ес ли оп ре де лить

yn = 

то xn = yn–1 + yn, где xn — по ло же ние точ ки на от рез ке [0; a].
Фор му лу для xn мож но рас сма т ри вать как ил лю с т ра цию мар ко во с -

ти, от ра жа ю щую за ви си мость со сто я ния про цес са от его со сто я ния
в пред ше ст ву ю щий мо мент и ре зуль та та по след не го опы та.

Най дем те перь ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей за два ша га —
Р(2).
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Рис. 4.2. Ве ро ят но ст ный граф пе ре хо дов за два ша га

По лу ча ем

При мер 4.2 (блуж да ние с от ра жа ю щи ми эк ра на ми). Рас сма т ри ва -
ем блуж да ние по це ло чис лен ным точ кам [0; а] по схе ме, изо б ра жен ной
на рис. 4.3, а (р + q = 1).
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Рис. 4.3. Блуж да ние с от ра жа ю щи ми эк ра на ми: 
а — схе ма; б — ве ро ят но ст ный граф пе ре хо дов за один шаг

Со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся по ло же ни ем точ ки на от рез ке [0; a].
Это цепь Мар ко ва, так как со сто я ние Ei в мо мент вре ме ни n оп ре де -

ля ет ся толь ко со сто я ни ем си с те мы Ei в мо мент (n – 1); 0 < i, j < а.
Цепь Мар ко ва од но род ная, так как по ус ло вию

P{xm = j / xm–1 = i} = P{xn = j / xn–1 = i}.

Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей, со став лен ная по рис. 4.3, б,
име ет вид
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Здесь это про ще сде лать не по сред ст вен но по ве ро ят но ст ным гра -
фам из лю бо го со сто я ния за два ша га (рис. 4.2).



Рис. 4.4. Цик ли че с кое блуж да ние:
а — схе ма; б — ве ро ят но ст ный граф пе ре хо дов за один шаг

За да ние 4.3 (обоб щен ное блуж да ние). Рас сма т ри ва ет ся блуж да -
ние по це ло чис лен ным точ кам [0; a] так, что в об щем слу чае воз мож ны
пе ре хо ды из каж до го со сто я ния в каж дое, т.е. за да ны q0, q1, …, qn–1 — ве -
ро ят но с ти пе рей ти со от вет ст вен но на i ша гов (еди ниц) впра во по цик -

лу, где i = 0, 1, …, a – 1 и qi = 1.

Со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся по ло же ни ем точ ки на от рез ке
[0; а]. Про ве ди те ана лиз про цес са.

a–1

Σ
i=1
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Для пол но го за да ния це пи Мар ко ва вы бе рем на чаль ное рас пре де ле -
ние, т.е. век тор на чаль ных ве ро ят но с тей, на при мер, в од ном из ви дов:

a)�(P0
(0), ..., Pa

(0)) = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) — блуж да ние на чи на ет ся с i-й
точ ки;

б)�Pi
(0) = , i = 0, 1, …, a — блуж да ние на чи на ет ся с про из воль ной

точ ки.
При ве дем ана ли ти че с кое пред став ле ние дан но го мар ков ско го про -

цес са.
Пусть xn — зна че ние про цес са в n-й мо мент: yn — ре зуль тат n-го

опы та, тог да ес ли оп ре де лить

yn = 

то

xn = 

За да ние 4.2 (цик ли че с кое блуж да ние). Рас сма т ри ва ет ся блуж да ние
по це ло чис лен ным точ кам [0; а] по схе ме, изо б ра жен ной на рис. 4.4,
а (р + q =1), с ве ро ят но ст ным гра фом, изо б ра жен ным на рис. 4.4, б.

Со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся по ло же ни ем точ ки на от рез ке
[0; а]. Про ве ди те ана лиз про цес са.

За да ние 4.1. С по мо щью ве ро ят но ст ных гра фов най ди те Р(2) в при-
ме ре 4.2 ана ло гич но при ме ру 4.1.







xn–1 + y, xn = 1, 2, ..., a – 1,
xn–1 + 1, xn = 0,
xn–1 –1, xn = a.





1, при шаге вправо,
0, при шаге влево,

1
———
a + 1



Рис. 4.5. Ве ро ят но ст ные гра фы 
для ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей Р

Рис. 4.6. Ве ро ят но ст ные гра фы 
для ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей Р(2)

Ил лю с т ра ция мар ко во с ти (пусть yn — ре зуль тат по след не го опы та):

yn = 

xn = 2| xn–1 + 1 |2 + 1 + yn, где | B |a (здесь и в даль ней шем) есть ос та ток
при де ле нии чис ла В на чис ло а.

Най дем ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей Р(2) дву мя спо со ба -
ми — воз ве де ни ем в ква д рат ма т ри цы Р и по ве ро ят но ст ным гра фам
(рис. 4.6).





0, если в последнем опыте Н,
1, если в последнем опыте У.

По ве ро ят но ст ным гра фам по лу ча ем

Лег ко по лу чить тот же ре зуль тат воз ве де ни ем ма т ри цы Р в ква д рат.
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При мер 4.3 (цепь Мар ко ва, свя зан ная с ис пы та ни я ми Бер нул ли).
Пусть со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся ре зуль та та ми двух по след них
ис пы та ний Бер нул ли, т.е. УУ; УН; НУ; НН, где У и Н оз на ча ют со от -
вет ст вен но ус пех и не ус пех ис пы та ния Бер нул ли. Про ил лю с т ри ру ем
мар ко вость и на пи шем ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей Р и Р(2) (из
ве ро ят но ст ных со об ра же ний и ве ро ят но ст но го гра фа со сто я ний с про -
вер кой пу тем воз ве де ния ма т ри цы Р в ква д рат).

Вы пи сы ва ем ма т ри цу P:

Ма т ри ца по лу че на по ве ро ят но ст ным гра фам (рис. 4.5).
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Рис. 4.7. Ве ро ят но ст ные гра фы для дви же ния точ ки по оси

Рис. 4.8. Ве ро ят но ст ные гра фы для раз ме ще ния ча с тиц по ячей кам

Оп ре де лим

yn = 

Тог да ес ли xn — ин декс со сто я ния на n-м ша ге, то xn+1 = xn + (–1)xn+1yn.

При мер 4.5. Слу чай ное раз ме ще ние ча с тиц по αα ячей кам. Пусть
сна ча ла все ячей ки пу с ты, это зна чит, что на чаль ное рас пре де ле ние
(или век тор на чаль ных ве ро ят но с тей) име ет вид

(P0
(0), ..., Pa

(0)) = (1, 0, ..., 0).

Со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся чис лом за ня тых (не пу с тых) яче -
ек. Вы пи шем ма т ри цу од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей с по мо -
щью ве ро ят но ст ных гра фов (рис. 4.8).





0, направление сохраняется на n-м шаге,
1, в противном случае.

Тог да оче вид но, что при j за ня тых ячей ках ве ро ят ность пе ре хо да в то
же со сто я ние Ej есть pij = j/a, а пе ре хо да в со сто я ние Ej+1 — pi, j+1 = (a – j)/a.
По лу ча ем

Оп ре де лим

yn = 




0, если частица попадает в непустую ячейку,
1, если частица попадает в пустую ячейку.

P p
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При мер 4.4 (дви же ние точ ки по оси Ox со ско ро стью ±1). Со сто -
я ние си с те мы оп ре де ля ет ся ско ро стью точ ки в дан ный мо мент вре ме -
ни (со сто я ния E1 и E2 оз на ча ют, что точ ка име ет ско рость со от вет ст вен -
но +1 и –1). Про ил лю с т ри ру ем мар ко вость и вы пи шем ма т ри цы
ве ро ят но с тей P и P(2) (рис. 4.7).



114

Тог да xn+1 = xn + yn, n = 0, 1, ..., a. Это при мер не од но род ной це пи
Мар ко ва.

При мер 4.6 (цепь Мар ко ва со счет ным мно же ст вом со сто я ний).
Пусть в при ме ре 4.4 со сто я ние си с те мы оп ре де ля ет ся по ло же ни ем точ -
ки на оси Ox. Тог да ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей за один шаг P
име ет вид

Аб сцис сы то чек, со от вет ст ву ю щих со сто я нию си с те мы: …, E–2, E–1,
E0, E1, E2, E3, … .

Что бы за пи сать ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей в при выч ной
фор ме, со сто я ния си с те мы рас по ло жим в по ряд ке E0, E–1, E1, E–2, E2, … .

Тог да ма т ри ца P за пи шет ся в ви де

4.6. Свой ст ва ма т ри цы P(2)

Сна ча ла сфор му ли ру ем па ру во про сов и от ве тим на них.
Во прос 1. Вся кая ли сто ха с ти че с кая ма т ри ца мо жет быть ма т ри-

цей ве ро ят но с тей пе ре хо да за два ша га не ко то рой це пи Мар ко ва?

От вет. Нет, на при мер P(2) не мо жет иметь вид , так как

из со сто я ния 1 в со сто я ние 2 нель зя пе рей ти за два ша га, не ос та ва -
ясь за один шаг в том же со сто я нии, а это про ти во ре чит то му, что
да но p11(2) = 0 и p22(2) = 0.

Во прос 2. Мы вы ше ус та но ви ли, что цепь Мар ко ва од но знач но
оп ре де ля ет ся на чаль ным рас пре де ле ни ем и ма т ри цей од но ша го -
вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей P. Мож но ли за да вать цепь Мар ко ва
на чаль ным рас пре де ле ни ем и ма т ри цей пе ре ход ных ве ро ят но с тей
за два ша га P(2)?

От вет. Нет, так как, на при мер, ес ли P(2) = , то ей со от -

вет ст ву ют раз ные ма т ри цы од но ша го вых ве ро ят но с тей:
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Ут верж де ние 4.2. Сто ха с ти че с кая ма т ри ца вто ро го по ряд ка яв -
ля ет ся ма т ри цей ве ро ят но с тей пе ре хо да за два ша га не ко то рой це -
пи Мар ко ва тог да и толь ко тог да, ког да сум ма ее ди а го наль ных эле -
мен тов боль ше ли бо рав на еди ни це.

До ка за тель ст во. Пусть

Тог да

Не об хо ди мость. Пусть А = P(2), тог да

c = a2 + (1 – a)(1 – b), d = b2 + (1 – a)(1 – b).
От сю да сле ду ет:

c + d = a2 + b2 + 2 – 2a – 2b + 2ab = (a + b – 1)2 + 1 	 1, ч.т.д.
До ста точ ность. Пусть c + d 	 1. Тог да до ка жем: при

су ще ст ву ют кор ни этой си с те мы урав не ний a и b та кие, что a, b ∈ (0; 1), а это

и зна чит сущ ство ва ние , та кой что Ос та -

ет ся ре шить дан ную си с те му. Про во дим вы клад ки:

c + d = (a + b)2 – 2(a + b) + 2 � c + d – 1 = (a + b – 1)2 �

� a + b = 
Из пер во го урав не ния си с те мы по лу ча ем

от ку да при c + d 	 1 сле ду ет, что 0 < a < 1. Ана ло гич но из вто ро го урав не -

ния си с те мы по лу ча ем , т.е. при c + d 	 1 0 < b < 1, ч.т.д.

4.7. Оп ре де ле ние бе зус лов ных ве ро ят но с тей со сто я ний 
це пи Мар ко ва

Пусть за да на цепь Мар ко ва, т.е. за да ны век тор на чаль ных ве ро -
ят но с тей (P1

(0), ..., Pm
(0)) и ма т ри ца од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят -

но с тей P:
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Най дем бе зус лов ные ве ро ят но с ти всех со сто я ний це пи на n-м ша ге.
Обо зна чим че рез Pi

(k) бе зус лов ную ве ро ят ность i-го со сто я ния
на k-м ша ге. По фор му ле пол ной ве ро ят но с ти, счи тая ги по те за ми
со сто я ния си с те мы на пре ды ду щем (k – 1)-м ша ге, име ем

При за пи си в ма т рич ной фор ме это оз на ча ет

Ана ло гич но по лу ча ем фор му лу для оп ре де ле ния бе зус лов ных
ве ро ят но с тей на 2-м ша ге:

Та ким же об ра зом для век то ра бе зус лов ных ве ро ят но с тей всех
m со сто я ний це пи Мар ко ва на n-м ша ге по лу ча ем фор му лу

(4.4)

За ме ча ние 4.2. Пусть в на чаль ный мо мент вре ме ни си с те ма на хо -
дит ся в со сто я нии Ei, т.е. век тор на чаль ных ве ро ят но с тей име ет вид

Тог да век тор бе зус лов ных ве ро ят но с тей по фор му ле (4.4) сов -
па да ет с i-й стро кой ма т ри цы P пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи. Это
да ет воз мож ность ин тер пре ти ро вать i-ю стро ку ма т ри цы пе ре ход -
ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва за n ша гов (i = 1, …, n) как век тор
бе зус лов ных ве ро ят но с тей всех со сто я ний си с те мы, при ус ло вии
что про цесс на чал ся с i-го со сто я ния.

За да ча 4.1. Да ны ма т ри ца P од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с -
тей це пи Мар ко ва и век тор на чаль ных ве ро ят но с тей:
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Тре бу ет ся:
а)�най ти век тор бе зус лов ных ве ро ят но с тей в мо мент вре ме ни t = 2

(т.е. на вто ром ша ге);
б)�най ти ве ро ят ность P(X) то го, что в мо мен ты t = 0; 1; 2; 3 со сто я -

ни я ми си с те мы бу дут со от вет ст вен но со сто я ния с ин дек са ми 1; 3; 3; 2;
в)�най ти ве ро ят ность P(X) то го, что в мо мен ты t = 2; 3; 4; 5 со сто я -

ни я ми си с те мы бу дут со от вет ст вен но со сто я ния с ин дек са ми 1; 1; 3; 2;
г)�най ти ве ро ят ность P(X) то го, что в мо мен ты t = 2; 4; 5 со сто я ни -

я ми си с те мы бу дут со от вет ст вен но со сто я ния с ин дек са ми 2; 2; 3.
Ре ше ние
а)�По фор му ле (4.4): 

б) P(X) = P1
(0)p13p33p32 = 0,7 · 0,4 · 0,3 · 0,4 = 0,0336;

в) P(X) = P1
(2)p11p13p32 = 0,385 · 0,1 · 0,4 · 0,4 = 0,00616;

г) P(X) = P1
(2)p22

(2)p23 = 0,385 · 0,42 · 0,2 = 0,03234.

4.8. Про вер ка на мар ко вость

Для про вер ки мар ко во с ти (под мар ко во с тью по ни ма ет ся вы -
пол не ние оп ре де ле ний для це пи Мар ко ва) нуж но про ве рять со от -
вет ст вие с пер вым или вто рым оп ре де ле ни ем це пи Мар ко ва (оп ре -
де ле ния 4.2 и 4.3).

Для до ка за тель ст ва то го, что изу ча е мый слу чай ный про цесс не
яв ля ет ся це пью Мар ко ва, до ста точ но при ве с ти при мер оп ре де лен -
ной по сле до ва тель но с ти со сто я ний, при ко то рой оп ре де ле ние для
це пи Мар ко ва не вы пол ня ет ся.

За да ча 4.2 (сум мы слу чай ных ве ли чин). Пусть X1, X2, ..., Xn — вза -
им но не за ви си мые, оди на ко во рас пре де лен ные СВ с рас пре де ле ни ем
P(Xi = k) = p, i = 1, …, n. Пусть Yn = X1 + X2 + ... + Xn. Оп ре де лить, об ра -
зу ет ли по сле до ва тель ность СВ {Yn} цепь Мар ко ва.

Ре ше ние
Ес ли по сле до ва тель ность СВ {Yn} об ра зу ет цепь Мар ко ва, то для

лю бо го на бо ра чи сел i1, i2, ..., in вы пол ня ет ся со от но ше ние

P{Yn = in = j / Y1 = i1, Y2 = i2, ..., Yn–1 = in–1 = i} = P{Yn = j / Yn–1 = i},
что со от вет ст ву ет пер во му оп ре де ле нию це пи Мар ко ва. Про ве рим это
для {Yn}. Бу дем пре об ра зо вы вать от дель но ле вую и пра вую ча с ти про ве -
ря е мо го ра вен ст ва. Пред ва ри тель но со бы тия, вы ра жен ные че рез СВ Yi,
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за ме ним на эк ви ва лент ные, за пи сан ные в тер ми нах ис ход ных СВ Xi,
для то го что бы в даль ней шем вос поль зо вать ся их не за ви си мо с тью
и дан ной ин фор ма ци ей об их рас пре де ле ни ях:

Вос поль зу ем ся те перь те о ре мой ум но же ния ве ро ят но с тей:

Из сов па де ния ре зуль та тов пре об ра зо ва ний ле вой и пра вой ча с тей
сле ду ет, что по сле до ва тель ность СВ {Yn} яв ля ет ся це пью Мар ко ва.

За да ча 4.3 (ур но вая схе ма Пойя). В ур не на хо дят ся a крас ных
и b чер ных ша ров. На угад из вле чен ный шар все гда воз вра ща ет ся в ур -
ну, при чем в нее до бав ля ет ся еще c ша ров то го же цве та, что и из вле -
чен ный. Пусть СВ

X = 

По ка зать не мар ков ский ха рак тер по сле до ва тель но с ти {Xn}.
Ре ше ние
Для ус та нов ле ния не мар ко во с ти {Xn} до ста точ но при ве с ти при мер

кон крет ной по сле до ва тель но с ти зна че ний эле мен тов про ве ря е мой по -
сле до ва тель но с ти, для ко то рой оп ре де ле ние це пи Мар ко ва не вы пол -
ня ет ся.

В ка че ст ве та кой чис ло вой по сле до ва тель но с ти рас смо т рим еди нич-
ные зна че ния в пер вые три по сле до ва тель ных мо мен та, т.е. срав ним ве -
ро ят но с ти со бы тий P{X3 = 1/X2 = 1, X1 = 1} и P{X3 = 1/X2 = 1} (обо зна -
чим ре зуль та ты из вле че ний ша ров раз но го цве та со от вет ст ву ю щей
по сле до ва тель но с тью букв «Ч» и «К» в со от вет ст ву ю щем по ряд ке):
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Из не со впа де ния этих ре зуль та тов сле ду ет не мар ко вость по сле до -
ва тель но с ти {Xn}.

За да ча 4.4 (бер нул ли ев ские ис пы та ния). Свя жем со сто я ния си с -
те мы с по след ни ми дву мя ис хо да ми ис пы та ний Бер нул ли, обо зна чив
бук ва ми «У» и «Н» ус пех и не ус пех в со от вет ст ву ю щем по ряд ке в двух
по след них ис пы та ни ях, т.е. пусть си с те ма на хо дит ся в со сто я ни ях Е1

и Е2, ес ли со от вет ст вен но два по след них ис хо да есть УУ или лю бые
дру гие. Оп ре де лим СВ

X = 

По ка зать, что по сле до ва тель ность СВ {Xn} не яв ля ет ся це пью Мар -
ко ва.

Ре ше ние
До ста точ но при ве с ти при мер кон крет ных зна че ний СВ X, для ко то -

рых не вы пол ня ет ся оп ре деле ние це пи Мар ко ва. Срав ним ве ро ят но сти
двух со бы тий: P{X3 = 1 / X2 = 2, X1 = 1} и P{X3 = 1 / X2 = 2, X1 = 2}. Ес ли
ока жет ся, что они не сов па да ют, то это и бу дет до ка за тель ст вом не мар ко-
во с ти {Xn}, та к как при оди на ко вых зна че ни ях в бу ду щем (в мо мент 3
со сто я ние Е3) и в на сто я щем (в мо мент 2 со сто я ние Е2) они от ли ча ют ся
про шлым (в мо мент 1 в пер вом слу чае со сто я ние Е1, а во вто ром — Е2).
Оче вид но, что пер вая ве ро ят ность рав на ну лю, так как ука зан ная по -
сле до ва тель ность со бы тий E1E2E1 не воз мож на (при воз мож ной по сле -
до ва тель но с ти со бы тий E1E2), а вто рая не рав на ну лю, так как ука зан -
ная по сле до ва тель ность со бы тий E2E2E1 воз мож на.

За да ча 4.5 (сколь зя щие сред ние). Пусть по сле до ва тель ность
СВ {Yn} — по сле до ва тель ность вза им но не за ви си мых СВ с рас пре де -
ле ни ем

Пусть Xn = Yn + Yn+1. Яв ля ет ся ли по сле до ва тель ность {Xn} це пью
Мар ко ва?

Yn –1 1
P 0,5 0,5
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1, если система после n-го шага находится в состоянии E1,
0, если система после n-го шага находится в состоянии E2.
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Ре ше ние
Вы чис лим, на при мер, сов па да ют ли ве ро ят но с ти P{X3 = 1 / X2 = 0,

X1 = 1} и P{X3 = 1 / X2 = 0, X1 = –1}. Ес ли ве ро ят но с ти не сов па дут, то это
зна чит, что {Xn} не яв ля ет ся це пью Мар ко ва. По лу ча ем P{X3 = 1 / X2 = 0,
X1 = 1} = 0, так как это ве ро ят ность не воз мож но го со бы тия ни при ка ком
на бо ре зна че ний СВ Y1, Y2, Y3, Y4, что лег ко про ве ря ет ся не по сред ст вен но.
В то же вре мя P{X3 = 1 / X2 = 0, X1 = –1} = P{Y3 = Y4 = 1 / Y1 = –1, Y2 = –1,
Y3 = 1} = P{Y1 = –1, Y2 = –1, Y3 = 1, Y4 = 1}/P{Y1 = –1, Y2 = –1, Y3 = 1} = 1/2.

Та ким об ра зом, до ка за но, что {Xn} не яв ля ет ся це пью Мар ко ва.

За да ча 4.6. Пусть X1, X2, … — по сле до ва тель ность бер нул ли ев ских
СВ с ве ро ят но с тью ус пе ха, рав ной p (q = 1 – p). Yn = XnXn+1. Яв ля ет ся
ли по сле до ва тель ность {Yn} це пью Мар ко ва?

Ре ше ние
Срав ним, на при мер, сле ду ю щие ус лов ные ве ро ят но с ти:

P{Yn = 1 / Yn–1 = 1, Yn–2 = 1}  и P{Yn = 1 / Yn–1 = 1}.
Ес ли эти ве ро ят но с ти не сов па дут, то это зна чит, что {Yn} не яв ля ет -

ся це пью Мар ко ва. Име ем

В об щем слу чае вы чис лен ные ве ро ят но с ти ин те ре су ю щих нас со -
бы тий не сов па да ют, од на ко их ра вен ст во про ис хо дит при сле ду ю щих
ча ст ных зна че ни ях па ра ме т ра p: 0; 1; 1/2. Это зна чит, что при этих зна че-
ни ях па ра ме т ра p по сле до ва тель ность {Yn} мо жет быть це пью Мар ко ва.
От вет на во прос о мар ко во с ти тре бу ет до пол ни тель но го ис сле до ва ния
при p = 1/2. При p = 0 или p = 1 мар ко вость оче вид на. До ка жем мар ко -
вость {Yn} при p = 1/2. Для это го вве дем вспо мо га тель ные СВ ai и bi,
при ни ма ю щие зна че ния 1 и –1 с рав ны ми ве ро ят но с тя ми, и СВ ci = –bi,
i = 1, 2, …. Бу дем срав ни вать ве ро ят но с ти:
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Из сов па де ния этих ве ро ят но с тей сле ду ет мар ко вость {Yn} при p =
= q = 1/2.

4.9. Мо де ли ро ва ние це пи Мар ко ва

1.�Мо де ли ро ва ние слу чай ной це пи Мар ко ва с n со сто я ни я ми.
Ша ги мо де ли ро ва ния:
1)�n + 1 раз ге не ри ру ем по n – 1 ба зо вой слу чай но ве ли чи ны

(БСВ)1: r� = (r1, …, rn–1);
2)�стро им ва ри а ци он ный ряд из r�: r�(.) = (ri1, ..., rin–1

);
3)�вы чис ля ем дли ны от рез ков, на ко то рые r�(.) де лит от ре зок

[0; 1], — по лу ча ем век тор p� = (p1, …, pn);
4)�пер вый из n + 1 ре зуль тат счи та ем век то ром на чаль ных ве ро -

ят но с тей
�
P(0), а ос таль ные n — стро ка ми ма т ри цы пе ре ход ных ве ро -

ят но с тей P = P(1) (за один шаг) це пи Мар ко ва.
2.�Мо де ли ро ва ние зна че ния це пи Мар ко ва на m-м ша ге и тра -

екто рии пе ре хо дов за m ша гов (со сто я ние це пи на зо вем ее зна че -
ни ем).

Ша ги мо де ли ро ва ния:
1)�ге не ри ру ем од но зна че ние БСВ — r1 и по

�
P(0), ра зы г ры ва ем

на чаль ное со сто я ние Ek1
, где k1 ∈ {1, ..., n};

2)�ге не ри ру ем еще од но со сто я ние БСВ — r2 и по k1-й стро ке ма -
т ри цы P ра зы г ры ва ем со сто я ние це пи Ek2

;
3)�за ме няя зна че ние k1 на зна че ние k2, по вто ря ем п. 2 m раз, тог -

да по лу чен ные по сле до ва тель ные ре зуль та ты счи та ем тра ек то ри ей
це пи Мар ко ва за m ша гов, а по след нее со сто я ние — зна че ни ем це -
пи на m-м ша ге.

За ме ча ние 4.3. Для мо де ли ро ва ния N зна че ний це пи Мар ко ва за
m ша гов и тра ек то рий пе ре хо дов по вто ря ем про це ду ру 1—3 N раз.

За ме ча ние 4.4. При боль шом N мож но ча с тот но оце нить век тор
бе зус лов ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва за m ша гов по ре зуль та -
там N-крат но го про ве де ния про це ду ры 1—3.

За ме ча ние 4.5. Для ра зы г ры ва ния зна че ния це пи Мар ко ва по век -

то ру p� = (p1, …, pn), где pi = 1, нуж но раз де лить [0; 1] точ ка ми pi,

l = 1, …, n. Тог да по па да ние БСВ r в j-й от ре зок,  j = 1, …, n, оз на ча ет
при ход це пи Мар ко ва в со сто я ние Ej .

За да ча 4.7. Пусть ра зы г ра на цепь Мар ко ва с тре мя со сто я ни я ми:

n

Σ
i=1

l

Σ
i=1

За да ние 4.4. Пусть X1, X2, … — по сле до ва тель ность бер нул ли ев ских
СВ с ве ро ят но с тью ус пе ха, рав ной p (q = 1 – p), Yn = Xn + Xn+1. Про верь -
те, пред став ля ют ли из се бя по сле до ва тель но с ти СВ {Xn} и {Yn} це пи
Мар ко ва.
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�
P(0) = (0,2; 0,3; 0,5); Тре бу ет ся ра зы г рать слу чай -

ную тра ек то рию це пи Мар ко ва из ше с ти по сле до ва тель ных со сто я ний
со слу чай ны ми зна че ни я ми в че ты рех со сто я ни ях, вклю чая по след нее.

Ре ше ние
a)�Ра зы г ры ва ем слу чай ные мо мен ты, пред ше ст ву ю щие ше с то му,

т.е. со вер ша ем слу чай ный вы бор без воз вра ще ния из чи сел 1, 2, 3, 4, 5
объ е мом 3, упо ря до чен ный по воз ра с та нию. Для это го ге не ри ру ем
пять БСВ: r� = (0,41; 0,73; 0,15; 0,34; 0,62); стро им из r� ва ри а ци он ный
ряд r�(.) = (0,15; 0,34; 0,41; 0,62; 0,73); вы би ра ем пер вые три чис ла из r�:
0,41; 0,73; 0,15 и на хо дим их но ме ра в r�(.) в по ряд ке про смо т ра r�(.) — по -
лу ча ем упо ря до чен ную по воз ра с та нию по сле до ва тель ность мо мен тов
(1; 3; 5). До пол няя ее за ра нее вы бран ным ше с тым мо мен том, окон ча -
тель но по лу ча ем сле ду ю щие мо мен ты: (1; 3; 5; 6).

б)�Ра зы г ры ва ем слу чай ные зна че ния це пи Мар ко ва в по лу чен ные
мо мен ты. Для это го де лим от ре зок [0; 1] на три рав ные ча с ти, под ряд
их ну ме руя; ге не ри ру ем 4 БСВ; r� = (0,54; 0,47; 0,82; 0,13) и по сле до ва -
тель но вы пи сы ва ем но ме ра ча с тей от рез ка, ку да они по па ли, по лу ча ем
чис ла (2; 2; 3; 1). Счи та ем их но ме ра ми со сто я ний це пи Мар ко ва в смо -
де ли ро ван ные вы ше мо мен ты вре ме ни.

в)�Те о ре ти че с ки вы чис ля ем ве ро ят ность смо де ли ро ван ной в п. а)
и б) тра ек то рии це пи Мар ко ва, т.е. на хо дим ве ро ят ность p =
= p2(1)p22(2)p23(2)p31(1), где p2(1) — бе зус лов ная ве ро ят ность со сто я -
ния E2 на 1-м ша ге, а pij(k) — ве ро ят но с ти пе ре хо да из со сто я ния Ei в со -
сто я ние Ej за k ша гов, ко то рые нуж но пред ва ри тель но вы чис лить:

p2(1) = 0,2 · 0,4 + 0,3 · 0,1 + 0,5 · 0,2 = 0,21;

P(2) = P2 = �

� p = 0,21 · 0,23 · 0,31 · 0,6 = 0,004278.

За да ние 4.4. От ра бо тай те сле ду ю щие пунк ты.
1.�Смо де ли ро вать слу чай ную цепь Мар ко ва с n = 3 со сто я ни я ми.
2.�Смо де ли ро вать: а) 5 зна че ний це пи Мар ко ва по сле 1-го ша га;

б) 3 зна че ния це пи Мар ко ва по сле 5 ша гов и вы пи сать тра ек то рию пе -
ре хо дов за 5 ша гов.

3.�Смо де ли ро вать 1000 зна че ний це пи Мар ко ва за 2 ша га и при бли -
жен но вы чис лить век тор бе зус лов ных ве ро ят но с тей ее со сто я ний за
2 ша га.

4.�Вы чис лить точ но век тор бе зус лов ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко -
ва за 2 ша га и срав нить его с ре зуль та том 3).

5.�Со ста вить ком пью тер ную про грам му вы чис ле ния век то ра бе зус -
лов ных ве ро ят но с тей для це пи Мар ко ва с n со сто я ни я ми за m ша гов.

0 1 0 4 0 5

0 2 0 1 0 7

0 6 0 2 0 2

0 39 0 18 0 43

0 46 0 2

2
, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ,
















= 33 0 31

0 32 0 30 0 41

,

, , ,

















P =

0 1 0 4 0 5

0 2 0 1 0 7

0 6 0 2 0 2

, , ,

, , ,

, , ,

.


















Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Ка ко во ме с то це пей Мар ко ва в клас си фи ка ции слу чай ных про цес сов?
2. При ве ди те при ме ры за да ния це пей Мар ко ва.
3. Дай те оп ре де ле ния це пи Мар ко ва и до ка жи те их эк ви ва лент ность.
4. Как мож но вы чис лить ве ро ят но с ти со сто я ний це пи Мар ко ва за

n ша гов?
5. Ка ко вы свой ст ва тра ек то рий це пи Мар ко ва?
6. При ве ди те при ме ры про вер ки мар ко во с ти с по ло жи тель ным и от ри -

ца тель ным вы во да ми.

6.�Смо де ли ро вать для це пи Мар ко ва, по лу чен ной в 1), слу чай ную
тра ек то рию из ше с ти со сто я ний со слу чай ны ми зна че ни я ми в че ты рех
со сто я ни ях, вклю чая по след нее, и те о ре ти че с ки вы чис лить ве ро ят -
ность смо де ли ро ван ной тра ек то рии.
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Гла ва 5 
КЛАССИФИКАЦИЯ СОСТОЯНИЙ 

ЦЕПЕЙ МАРКОВА

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• оп ре де ле ния и смысл по ня тий в клас си фи ка ции со сто я ний це пи

Мар ко ва;
• свя зи свойств со сто я ний;
уметь
• про во дить клас си фи ка цию со сто я ний це пи Мар ко ва с те о ре ти че с -

ким обос но ва ни ем;
вла деть
• на вы ка ми ана ли за свойств со сто я ний це пи Мар ко ва.

В гла ве при во дит ся по дроб ная клас си фи ка ция со сто я ний це пей
Мар ко ва. Да ны оп ре де ле ния ос нов ных по ня тий, от но ся щих ся
к свой ст вам со сто я ний. Все эти свой ст ва изу ча ют ся во вза им ной
свя зи с те о ре ти че с ким обос но ва ни ем. За да ют ся кри те рии оп ре де -
ле ния ря да свойств со сто я ний це пей Мар ко ва. Все те о ре ти че с кие
ис сле до ва ния про ил лю с т ри ро ва ны мно го чис лен ны ми ра зо бран -
ны ми при ме ра ми.

5.1. Оп ре де ле ние ос нов ных по ня тий

Для бо лее де таль но го и глу бо ко го изу че ния свойств це пи Мар -
ко ва при ве дем опи са ние ха рак те ри с тик ее со сто я ний. Бу дем изу -
чать асимп то ти че с кое по ве де ние це пей Мар ко ва при не о гра ни чен -
ном рос те чис ла ша гов. Это ока зы ва ет ся воз мож ным на ос но ва нии
пред ва ри тель но го про ве де ния клас си фи ка ции ее со сто я ния.

При ве дем ос нов ные по ня тия.
Оп ре де ле ние 5.1. На зо вем со сто я ние Ej до сти жи мым из со -

сто я ния Ei, ес ли су ще ст ву ет та кое це лое чис ло n, что P(n) > 0.
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Оп ре де ле ние 5.2. Два со сто я ния Ei и Ej на зы ва ют ся со об ща ю -
щи ми ся или свя зан ны ми меж ду со бой, ес ли они до сти жи мы друг
из дру га.

Оп ре де ле ние 5.3. Со сто я ние Ei на зы ва ет ся не су ще ст вен ным,
ес ли для не го су ще ст ву ет дру гое со сто я ние Ej та кое, что при не ко -
то ром n Pij(n) > 0, но не су ще ст ву ет чис ла ша гов m, при ко то ром Pji

(m) > 0. Все ос таль ные со сто я ния на зы ва ют ся су ще ст вен ны ми.
Вве дем ве ро ят ность fi (n) — вер нуть ся в со сто я ние Ei за n ша гов

впер вые. Тог да Fi = fi(n) — ве ро ят ность вер нут ся в со сто я ние Ei

ког да-ни будь.
Оп ре де ле ние 5.4. Ес ли Fi = 1, то со сто я ние Ei на зы ва ет ся воз -

врат ным, а ес ли Fi < 1 — не воз врат ным.
Для воз врат ных со сто я ний вве дем сред нее вре мя (чис ло ша гов)

до воз вра ще ния в дан ное со сто я ние Ei и обо зна чим его че рез mi:

mi = nfi(n).

Оп ре де ле ние 5.5. Бу дем на зы вать со сто я ние Ei ну ле вым, ес ли
mi = 
. Все ос таль ные воз врат ные со сто я ния (и все не воз врат ные
со сто я ния) бу дем на зы вать не ну ле вы ми.

Ес ли Pij(n) — эле мент ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи

Мар ко ва за n ша гов, то Pij(n) = fi(n – k)Pij(k).

Оп ре де ле ние 5.6. Пе ри о дом со сто я ния Ei на зы ва ет ся на и боль -
ший об щий де ли тель di та ких це лых чи сел n, для ко то рых Pii(n) > 0.
При di > 1 со сто я ние Ei на зы ва ет ся пе ри о ди че с ким с пе ри о дом di.
При di = 1 со сто я ние Ei на зы ва ет ся не пе ри оди че с ким. По ня тие пе -
ри о да оп ре де ля ет ся толь ко для су ще ст вен ных со сто я ний.

Оп ре де ле ние 5.7. Воз врат ные не ну ле вые не пе ри о ди че с кие со -
сто я ния на зы ва ют ся эр го ди че с ки ми.

Со сто я ния це пи Мар ко ва об ра зу ют за мк ну тый класс, ес ли ни -
ка кое со сто я ние вну т ри это го клас са не мо жет быть до стиг ну то ни
из ка ко го со сто я ния вне это го клас са. Ес ли ка кое-то со сто я ние об -
ра зу ет за мк ну тый класс, то оно на зы ва ет ся по гло ща ю щим. Из оп -
ре де ле ния за мк ну то го клас са сле ду ет, что не су ще ст вен ные со сто я -
ния не об ра зу ют за мк ну то го клас са.

Оп ре де ле ние 5.8. Цепь Мар ко ва на зы ва ет ся не при во ди мой
(не раз ло жи мой), ес ли в ней нет ни ка ких за мк ну тых клас сов, кро ме
мно же ст ва всех со сто я ний. В ос таль ных слу ча ях цепь при во ди ма
(раз ло жи ма).

Кри те рий не при во ди мо с ти це пи Мар ко ва. Цепь Мар ко ва не -
при во ди ма тог да и толь ко тог да, ког да лю бое ее со сто я ние мо жет
быть до стиг ну то из лю бо го дру го го со сто я ния.

n–1

Σ
k=0




Σ
n=1




Σ
n=1
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Кри те рий при во ди мо с ти це пи Мар ко ва. В слу чае при во ди мой
це пи Мар ко ва из нее мо жет быть вы де лен один или не сколь ко за мк -
ну тых клас сов со сто я ний (в слу чае од но го за мк ну то го клас са в при -
во ди мой це пи он не сов па да ет с мно же ст вом всех со сто я ний).

В об щем слу чае пу тем пе ре ста нов ки строк и столб цов ма т ри цы
од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей P (это со от вет ст ву ет пе ре -
ну ме ра ции со сто я ний це пи) она мо жет быть при ве де на к сле ду ю -
ще му ви ду:

Здесь A11, A22, …, Ann — ква д рат ные ма т ри цы, раз мер но с тя ми сов -
па да ю щие с чис лен но с тя ми со сто я ний со от вет ст ву ю щих им за мк -
ну тых клас сов. Под ма т ри цы Aij с i � j яв ля ют ся пря мо уголь ны ми
и со от вет ст ву ют со сто я ни ям, не вхо дя щим ни в один из за мк ну тых
клас сов. По это му пра вый верх ний угол ма т ри цы P за нят ну ля ми.
Та ким об ра зом, лю бую ква д рат ную ма т ри цу Aij мож но рас сма т ри -
вать как ма т ри цу од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей не при во -
ди мой це пи Мар ко ва, со сто я щую из со сто я ний i-го за мк ну то го
клас са (так как ус ло вие Pij > 0 и сто ха с тич ность ма т ри цы Aii име ют
ме с то).

Ес ли C — за мк ну тое мно же ст во со сто я ний, то Pjk(n) = 0 при всех
j и k та ких, что Ei ∈ C, а Ek ∉ C при лю бом n. Ес ли в ма т ри це P вы -
черк нуть все стро ки и столб цы, со от вет ст ву ю щие со сто я ни ям,
не вхо дя щим в за мк ну тые мно же ст ва C, то по лу чен ная та ким об ра -
зом ма т ри ца со от вет ст ву ет не при во ди мой це пи Мар ко ва, так как
для нее вы пол ня ют ся свой ст ва Pij 	 0 и Pij = 1.

Сфор му ли ру ем две те о ре мы.
Те о ре ма 5.1 (те о ре ма со ли дар но с ти 1). В не при во ди мой це пи все

со сто я ния — со сто я ния од но го ти па, т.е. или все — не воз врат ные,
или все — воз врат ные не ну ле вые, или все — эр го ди че с кие (воз врат ные
не ну ле вые не пе ри о ди че с кие). Ес ли од но со сто я ние — пе ри о ди че с кое
с пе ри о дом d, то все со сто я ния — пе ри о ди че с кие с тем же пе ри о дом d.

Те о ре ма 5.2 (о клас си фи ка ции со сто я ний в ко неч ной це пи
Мар ко ва). Ко неч ная цепь Мар ко ва не со дер жит ну ле вых со сто я ний
и не мо жет со сто ять толь ко из не воз врат ных со сто я ний.

По яс ним при ве ден ные по ня тия и те о ре мы на за да чах.

За да ча 5.1. По дан но му гра фу пе ре хо да из со сто я ния в со сто я ние
(рис. 5.1) вы пи сать ма т ри цу од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей P
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Рис. 5.1. На прав ле ния и ве ро ят но с ти пе ре хо дов для за да чи 5.1

Рис. 5.2. Граф со сто я ний для за да чи 5.2

Ре ше ние
Вы пи шем ма т ри цу пе ре хо дов:

Все со сто я ния — свя зан ные меж ду со бой, су ще ст вен ные, об ра зу ют
один за мк ну тый класс со сто я ния; цепь не при во ди ма; все со сто я ния —
пе ри о ди че с кие с пе ри о дом 2; все со сто я ния — не эр го ди че с кие.
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це пи Мар ко ва и про ве с ти ее клас си фи ка цию или клас си фи ка цию ее
со сто я ний.

Ре ше ние
Вы пи шем ма т ри цу од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей, пред -

ва ри тель но пе ре ста вив 1-ю и 3-ю стро ки, т.е. пе ре ну ме ро вав 1-е и 3-е
со сто я ния. По лу чим ма т ри цу P в ви де

Оче вид но, что в ста рой ну ме ра ции со сто я ния E2 и E3 — су ще ст вен -
ные со об щающи е ся, а со сто я ние E1 — не су ще ст вен ное. Цепь Мар ко ва
раз ло жи ма. Со сто я ния E2 и E3 об ра зу ют за мк ну тый класс, со сто я ние E1

не об ра зу ет за мк ну то го клас са. Со сто я ния E2 и E3 — со сто я ния од но го
ти па (по те о ре ме со ли дар но с ти). По это му до ста точ но ис сле до вать од -
но из этих со сто я ний. Со сто я ние E2 воз врат но, так как f2(2) = 1, f2(n) = 0
при n � 2, сле до ва тель но, F2 = 1. Со сто я ние E2 — не ну ле вое, так как m2 =
= 2f2(2) = 2 < 
 (или это сле ду ет из те о ре мы 5.2, по ко то рой в ней нет
ну ле вых со сто я ний). Со сто я ние E2 — пе ри о ди че с кое с пе ри о дом 2, а зна -
чит, оно не эр го ди че с кое. Со сто я ние E1 — не воз врат ное, так как F1 = 0.

За да ча 5.2. По гра фу со сто я ний (рис. 5.2) дать клас си фи ка цию це -
пи Мар ко ва.
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Рис. 5.3. Граф со сто я ний для за да чи 5.3
Ре ше ние

Вы пи шем ма т ри цу пе ре хо дов: 

По лу ча ем: E1 и E4 — не су ще ст вен ные со об ща ю щи е ся со сто я ния; E2

и E3 — су ще ст вен ные со об ща ю щи е ся со сто я ния; цепь раз ло жи ма; пе ре -
ну ме ра ци ей пер во го и тре ть е го со сто я ний она при во дит к ви ду

Этот вид со от вет ст ву ет фор ме (5.1).

За да ча 5.4. В ма т ри це пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва за
один шаг ука за ны не ну ле вые эле мен ты (зна ком $):

Най ти все за мк ну тые мно же ст ва со сто я ний и их пе ри о ды.

P =
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За да ние 5.1. По гра фам со сто я ний дай те клас си фи ка цию це пи
Мар ко ва. В слу чае раз ло жи мо с ти при ве ди те к ви ду (5.1).
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За да ча 5.3. По гра фу со сто я ний (рис. 5.3) дать клас си фи ка цию це -
пи Мар ко ва.



За да ча 5.5. Дать клас си фи ка цию це пи Мар ко ва и ее со сто я ний по
сле ду ю щим од но ша го вым ма т ри цам пе ре ход ных ве ро ят но с тей:

а) ; б) .

Ре ше ние
а)�E2 — по гло ща ю щее со сто я ние, а зна чит, оно эр го ди че с кое; Е1 —

не суще ст вен ное со сто я ние, f1(1) = 1/2, f1(n) = 0 при n � 1, сле до ва тель -
но, F1 < 1, зна чит, E1 — не воз врат ное со сто я ние, P11(1) = 1/2 > 0, по это -
му E1 — не пе ри о ди че с кое со сто я ние.

б)�E1 и E2 — со об ща ю щи е ся со сто я ния, по это му цепь не раз ло жи ма,
это со сто я ния од но го ти па (по те о ре ме со ли дар но с ти 1), и до ста точ но
ис сле до вать од но из них, на при мер E2:

f2(1) = 0, f2(2) = 1/2, …, f2(n) = (1/2)n–1;

сле до ва тель но, E1 и E2 — воз врат ные со сто я ния; P11(1) = 1/2 > 0, по это -
му E1 и E2 — не пе ри о ди че с кие со сто я ния.

Ис сле ду ем для со сто я ния E2 сред нее вре мя воз вра ще ния:

По при зна ку Да лам бе ра по лу ча ем, что этот ряд схо дит ся, так как

сле до ва тель но, E1 и E2 — не ну ле вые, а зна чит, оба со сто я ния — эр го ди -
че с кие.

За ме ча ние 5.1. В дан ном слу чае про ще бы ло ис сле до вать на не -
ну ле вое со сто я ние E1. Дей ст ви тель но:

т.е. со сто я ние E1, а зна чит, и E2 оба не ну ле вые.
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За да ние 5.2. Дай те клас си фи ка цию це пи Мар ко ва и ее со сто я ний
по сле ду ю щим од но ша го вым ма т ри цам пе ре ход ных ве ро ят но с тей:

а) ; б) ; в) .
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Ре ше ние
По лу ча ем: E5 — по гло ща ю щее со сто я ние; E3 и E8 — за мк ну тый класс

со сто я ний, d = 2; E1, E4 и E9 — за мк ну тый класс со сто я ний, d = 1, так как
Р44(2) > 0 и Р44(3) > 0; Е2, Е6, Е7 — не су ще ст вен ные со сто я ния (все со -
сто я ния каж до го за мк ну то го клас са пред став ля ют со бой не при во ди -
мую цепь Мар ко ва и по те о ре ме со ли дар но с ти 1 яв ля ют ся со сто я ни я -
ми од но го ти па).
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За да ча 5.6. До ка зать, что ко неч ная цепь Мар ко ва не со дер жит ну -
ле вых со сто я ний и не мо жет со сто ять толь ко из не воз врат ных со сто я -
ний.

Ре ше ние (до ка за тель ст во)
Про во дим от про тив но го.
Рас смо т рим сна ча ла слу чай не при во ди мой це пи Мар ко ва. До пу с -

тим про тив ное, т.е. что все со сто я ния — не воз врат ные и хо тя бы од но —
воз врат ное ну ле вое. По те о ре ме со ли дар но с ти 1 по след нее пред по ло -
же ние рав но силь но то му, что все со сто я ния — ну ле вые. Тог да для лю -
бой фик си ро ван ной па ры ин дек сов j и k (в со от вет ст вии с при ве ден ны ми
не об хо ди мы ми и до ста точ ны ми ус ло ви я ми для ну ле во го и не воз врат -
но го со сто я ний) это зна чит, что Pjk(n) � 
 при n � 
. А это не воз -
мож но, так как при ко неч ном чис ле со сто я ний це пи на ру ша ет ся сто ха -
с тич ность ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей за n ша гов.

Та ким об ра зом, ут верж де ние до ка за но для лю бо го за мк ну то го
клас са раз ло жи мой це пи Мар ко ва. Ос та ет ся рас смо т реть ос тав ши е ся
по сле вы де ле ния за мк ну тых клас сов не су ще ст вен ные со сто я ния. Они
не воз врат ны, так как из лю бо го не су ще ст вен но го со сто я ния (по оп ре -
де ле нию) с по ло жи тель ной ве ро ят но с тью мож но уй ти и не вер нуть ся
ни ког да, зна чит, ве ро ят ность воз вра ще ния ког да-ни будь для это го со -
сто я ния E1F1 < 1, что и оз на ча ет его не воз врат ность. А не воз врат ные со -
сто я ния по оп ре де ле нию яв ля ют ся не ну ле вы ми, так как ну ле вые со -
сто я ния — это воз врат ные со сто я ния.

Ос та лось по ка зать, что ко неч ная цепь Мар ко ва не мо жет со сто ять
из од них не су ще ст вен ных со сто я ний. До пу с тим про тив ное, т.е. что все
со сто я ния — не су ще ст вен ные. По ка жем, что это при во дит к про ти во -
ре чию.

Для удоб ст ва пе ре ну ме ру ем со сто я ния так, что со от вет ст вен но для
со сто я ний с но ме ра ми 1, 2, …, n – 1 те ми со сто я ни я ми, ку да мож но уй -
ти, а вер нуть ся нель зя, бу дут со сто я ния с но ме ра ми 2, 3, …, n. А тог да
для n-го со сто я ния не воз мож но ука зать та кое со сто я ние, ку да мож но
пой ти, а вер нуть ся нель зя, по то му что (в си лу ко неч но с ти це пи) ина че
мы вер нем ся в од но из пред ше ст ву ю щих со сто я ний, что про ти во ре чит
пред по ло же нию их не су ще ст вен но с ти. Ут верж де ние пол но стью до ка -
за но.

За да ча 5.7. Да на ма т ри ца од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей
це пи Мар ко ва:

Чис ло со сто я ний це пи рав но n. Дать клас си фи ка цию це пи и ее со -
сто я ний. Вы пи сать лю бую ее сте пень.
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Рис. 5.4. Граф со сто я ний для за да чи 5.8
Ре ше ние
Все со сто я ния — со об ща ю щи е ся, зна чит, цепь не раз ло жи ма и все ее

со сто я ния од но го ти па. Бу дем ис сле до вать ну ле вое со стоя ние. По лу -
ча ем P
 = 0 при n = 2k + 1 и P
 = Ck

2kp
kqk при n = 2k.

Сле до ва тель но, все со сто я ния — пе ри о ди че с кие с пе ри о дом d = 2.
Для про вер ки не об хо ди мых и до ста точ ных ус ло вий воз врат ных ну ле -
вых и не воз врат ных со сто я ний вос поль зу ем ся фор му лой Стир лин га:

. По лу чим при n = 2k:

Сле до ва тель но, все со сто я ния — ну ле вые. Да лее со ста вим ряд

Ряд схо дит ся при p = q = 1/2, так как 4pq = 1, тог да все со сто я ния —
воз врат ные; ряд схо дит ся при p � q, так как 4pq < 1 (по при зна ку Да -
лам бе ра), и тог да все со сто я ния — не воз врат ные.

За ме ча ние 5.2. В от ли чие от слу чая ко неч ной це пи Мар ко ва бес -
ко неч ная цепь мо жет со дер жать ну ле вые со сто я ния и мо жет со сто -
ять из не воз врат ных со сто я ний.

За да ча 5.9. Рас смо т рим сим ме т рич ное слу чай ное блуж да ние ча с -
ти цы на пло с ко сти в со от вет ст вии с гра фом на рис. 5.5. Дать клас си фи -
ка цию це пи и про ве с ти ана лиз со сто я ний на воз врат ность.
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Рис. 5.5. Граф со сто я ний для за да чи 5.9
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Ре ше ние
Все со сто я ния свя зан ные, зна чит, цепь не при во ди ма, а все ее со сто я-

ния при над ле жат од но му за мк ну то му клас су. По те о ре ме со ли дар но -
сти 1 все со сто я ния — со сто я ния од но го ти па. По при ме ру 6 все со сто я-
ния — воз врат ные не ну ле вые. Оче вид но, что все они — пе ри о ди че с кие
с пе рио дом n. При воз ве де нии в лю бую k-ю сте пень каж дая стро ка ма т -
ри цы цик ли че с ки сдви га ет ся впра во на k ша гов.

За да ча 5.8. Рас смо т рим слу чай ное блуж да ние на бес ко неч ной пря -
мой в со от вет ст вии с гра фом на рис. 5.4. Име ем p + q = 1. Дать клас си -
фи ка цию це пи Мар ко ва и ее со сто я ний.
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Ре ше ние
Все со сто я ния со об ща ю щи е ся, од но го ти па, цепь не при во ди ма. Бу -

дем ис сле до вать на ча ло ко ор ди нат. Воз вра ще ние в на ча ло ко ор ди нат
воз мож но толь ко тог да, ког да ко ли че ст ва ша гов со от ветст вен но в по -
ло жи тель ном и от ри ца тель ном на прав ле ни ях осей Оx и Оy рав ны меж -
ду со бой. По это му при не чет ном n P
(n) = 0. При чет ном n (n = 2k) вы -
пи шем ве ро ят ность воз вра ще ния в на ча ло ко ор ди нат:

По фор му ле Стир лин га по лу чен ная дробь стре мит ся при n � 

к вы ра же нию

по это му ряд P
(2k) рас хо дит ся. Сле до ва тель но, все со сто я ния —

воз врат ные.

Рас смо т рим ряд те о ре ти че с ких за дач-ут верж де ний.

Ут верж де ние 5.1. Не при во ди мая цепь Мар ко ва, у ко то рой хо тя
бы один ди а гона ль ный эле мент Рii > 0, яв ля ет ся не пе ри о ди че с кой.

До ка за тель ст во сле ду ет из те о ре мы со ли дар но с ти 1 и из то го, что при
Рii > 0 пери од di со сто я ния Еi ра вен 1.

Ут верж де ние 5.2. Для лю бой ко неч ной це пи Мар ко ва с n со сто -
я ни я ми вся кое со сто я ние Ек до сти жи мо из со сто я ния Ej, или не до -
сти жи мо во об ще, или до сти жи мо не бо лее чем за n ша гов.

До ка за тель ст во. Ес ли со сто я ние Еk до сти жи мо из со сто я ния Ej, то
мож но ука зать це поч ку пе ре хо дов, свя зы ва ю щих со сто я ния Еk и Ej, при -
чем по сколь ку каж дое со сто я ние це поч ки уча ст ву ет в ней по од но му ра зу,
то всех пе ре хо дов не бо лее n. Ес ли же со сто я ние Ek из со сто я ния Ej не до -
сти жи мо, то и тог да сно ва ут верж де ние вер но.

Ут верж де ние 5.3. В ко неч ной це пи мно же ст ва воз врат ных и су -
щест вен ных со стояний сов па да ют.

До ка за тель ст во. Пусть со сто я ние Ej су ще ст вен но, сле до ва тель но, оно
при над ле жит од но му из за мк ну тых клас сов со сто я ний, каж дый из ко то -
рых мо жет быть рас смо т рен как не при во ди мая цепь Мар ко ва, в ко то рой
все со сто я ния од но го ти па. Тог да по ре зуль та ту при ме ра 6 все со сто я ния
воз врат ны.

2 2 2 4
4 2 4 4

1
2 2 2 2 4

π
π
n n n

n nn n

exp( )
exp( )

,
−

−+ =
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Пусть те перь со сто я ние Ej воз врат но. Пред по ло жим, что оно не су ще ст -
вен но. Тогда най дет ся со сто я ние Еk и це лое I та кое, что Pjk (I) > 0, а при лю -
бом m Pkj(m) = 0, т.е. с по ло жи тель ной ве ро ят но с тью си с те ма за ко неч ное
чис ло ша гов пе рей дет из со сто я ния Ej в со сто я ние Ek и ни ког да не вер нет -
ся в со сто я ние Ej. А это зна чит, что ве ро ят ность вер нуть ся ког да-ни будь
в со сто я ние Ej Fj < 1, что оз на ча ет не воз врат ность со стоя ния Ej и про ти во -
ре чит ис ход но му ус ло вию, от ку да и сле ду ет до ка зы ва е мое ут верж де ние.

За ме ча ние 5.3. Ус ло ви ем ко неч но с ти це пи здесь мы поль зо ва -
лись толь ко в пер вой ча с ти до ка за тель ст ва, от ку да сле ду ет, что воз -
врат ное со сто я ние все гда су ще ст вен но. Об рат ное же ус та нов ле но
лишь для ко неч ных це пей. Мож но при ве с ти при мер бес ко неч ной
це пи, в ко то рой это не так.

5.2. Ста ци о нар ность и эр го дич ность це пи Мар ко ва

Смысл ста ци о нар но с ти це пи Мар ко ва со сто ит в не за ви си мо с ти
рас пре де ле ния ее со сто я ний от вре ме ни те че ния про цес са.

Смысл эр го дич но с ти це пи Мар ко ва со сто ит в ут ра те за ви си мо -
с ти ве ро ят но с ти со сто я ния си с те мы с рос том вре ме ни от ее на чаль -
но го со сто я ния и су ще ст во ва нии пре дель но го рас пре де ле ния ее со -
сто я ний.

Да дим те перь точ ные оп ре де ле ния этим по ня ти ям.
Оп ре де ле ние 5.9. Цепь Мар ко ва эр го дич на, ес ли Pik(n) πk,

где πk = 1. Тог да {πk}, k = 1, 2, …, m, — фи наль ные ве ро ят но с ти всех

m со сто я ний це пи.
В ма т рич ной фор ме эр го дич ность це пи оз на ча ет, что

π — ма т ри ца фи наль ных ве ро ят но с тей, со став лен ная из n век то ров
π = (π1, ..., πm).

Вы ве дем урав не ние для на хож де ния фи наль ных ве ро ят но с тей.
Из ве ст но урав не ние Кол мо го ро ва — Чеп ма на:

pik(n + 1) = pij(n)pjk,
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За да ние 5.4. До ка жи те сле ду ю щие те о ре ти че с кие ут верж де ния.
1.�Ес ли со сто я ние Ei воз врат но и со об ща ет ся с со сто я ни ем Ej,

то и со сто я ние Ej то же воз врат но. (До ка зы вать это ут верж де ние без ис -
поль зо ва ния те о ре мы со ли дар но с ти 1.)

2.�За мк ну тые клас сы со сто я ний или не пе ре се ка ют ся, или сов па да ют.
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ко то рое при n � 
 для эр го ди че с кой це пи при во дит к ра вен ст ву

πk = πj pjk, или в ма т рич ной фор ме π = πP. Это урав не ние для фи -

наль ных ве ро ят но с тей.
До ка жем сле ду ю щие ут верж де ния.
Ут верж де ние 5.4. Для эр го ди че с кой це пи Мар ко ва pk(n) � πk

при n � 
.

До ка за тель ст во. Из ве ст но, что для век то ра бе зус лов ных ве ро ят но с тей
p�(n) на n-м ша ге вер но ра вен ст во p�(n) = p�(1)Pn–1, где P — ма т ри ца од но -
ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва. По ус ло вию при n � 

pk(n) � πk, от сю да сле ду ет, что

или по ком по нент но pk(n) = p1(1)πk + p2(1)πk + … + pm(1)πk = πk(p1(1) + p2(1) +
+ … + pm(1)) = πk, k =1, …, n, ч.т.д.

Ут верж де ние 5.5. Ес ли pk(n) πk, k =1, …, m, то цепь Мар ко ва
эр го дич на.

До ка за тель ст во. Из ве ст но, что p�(n) = p�(n – 1)P, от ку да по ус ло вию ут -
верж де ния сле ду ет, что при n � 
 π = πP, а это по ком по нент но эк ви ва -

лент но ра вен ст ву πk = πj pjk, k =1, …, m, т.е. по оп ре де ле нию име ем, что

{πk} — фи наль ные ве ро ят но с ти, су ще ст во ва ние ко то рых и оз на ча ет эр го -
дич ность це пи Мар ко ва, ч.т.д.

За ме ча ние 5.4. На ос но ва нии ут верж де ний 5.4 и 5.5 мож но дать
вто рое оп ре де ле ние эр го дич но с ти це пи Мар ко ва.

Оп ре де ле ние 5.10. Цепь Мар ко ва эр го дич на, ес ли для лю бо го
це ло го k

pk(n) πk, πk = 1.

Те перь рас смо т рим по ня тие ста ци о нар но с ти.
Оп ре де ле ние 5.11. Рас пре де ле ние ве ро ят но с тей {ν1, ν2, ..., νm}

на зы ва ет ся ста ци о нар ным, ес ли νj = νi pij; νk = 1, или в ма т -

рич ной фор ме ν = νP.
Фи зи че с кий смысл ста ци о нар но с ти — это ма к ро ско пи че с кое

рав но ве сие, под дер жи ва е мое боль шим чис лом слу чай ных пе ре хо -
дов (от ра же ние дей ст вия за ко на боль ших чи сел).

Те о ре ма 5.3 (те о ре ма со ли дар но с ти 2). Не при во ди мая не пе ри о-
ди че с кая цепь Мар ко ва при над ле жит к од но му из сле ду ю щих клас сов:
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а)�или все со сто я ния не воз врат ные, или все со сто я ния ну ле вые;
в этом слу чае pjk(n) 0 для лю бой па ры ин дек сов j и k и не су ще ст -
ву ет ста ци о нар но го рас пре де ле ния;

б)�или же все со сто я ния эр го ди че с кие, т.е. pjk(n) = πk > 0, где

πk — ве ли чи на, об рат ная сред не му вре ме ни воз вра ще ния в Ek. В этом
слу чае {πk} — ста ци о нар ное рас пре де ле ние и не су ще ст ву ет ни ка ких
дру гих ста ци о нар ных рас пре де ле ний.

Про ком мен ти ру ем смысл по след ней те о ре мы в фор ме за ме ча ний.
За ме ча ние 5.5. Для не при во ди мой це пи Мар ко ва ес ли все со сто -

я ния эр го ди че с кие, то и цепь — эр го ди че с кая; в при во ди мой це пи

Мар ко ва это не так. При ве дем при мер. — ма т ри ца од но -

ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи Мар ко ва, со от вет ст ву ю -
щая при во ди мой це пи, со сто я щей из двух за мк ну тых клас сов,
пред став ля ю щих со бой по од но му по гло ща ю ще му со сто я нию. Оба
эти со сто я ния — эр го ди че с кие, од на ко фи наль ных ве ро ят но с тей
нет, так как с те че ни ем вре ме ни не ут ра чи ва ет ся за ви си мость от на -
чаль но го со сто я ния, из ко то ро го си с те ма ни ког да не вы хо дит.

За ме ча ние 5.6. В слу чае б) те о ре мы цепь Мар ко ва яв ля ет ся эр -
го ди че с кой и фи наль ные ве ро ят но с ти сов па да ют со ста ци о нар ны -
ми ве ро ят но с тя ми.

За ме ча ние 5.7. Ста ци о нар ное рас пре де ле ние су ще ст ву ет в ус ло -
ви ях те о ре мы толь ко в эр го ди че с ком слу чае (т.е. ког да все со сто я -
ния — эр го ди че с кие, или, что то же са мое по за ме ча нию 2, ког да
цепь — эр го ди че с кая).

За ме ча ние 5.8. В ко неч ной це пи Мар ко ва ста ци о нар ное рас пре -
де ле ние су ще ст ву ет все гда (в том чис ле и для пе ри о ди че с ких,
а зна чит, не эр го ди че с ких це пей).

При мер 5.1. — ма т ри ца од но ша го вых пе ре ход ных ве ро -

ят но с тей, со от вет ст ву ю щая пе ри о ди че с кой це пи Мар ко ва (d = 2). Урав-
не ния ста ци о нар но с ти в этом слу чае при мут вид

�

� π1 = 1/2; π2 = 1/2 — ста ци о нар ное рас пре де ле ние; фи наль ных ве ро -
ят но с тей для дан ной ма т ри цы нет, как бы ло ука за но в за ме ча нии 5.5.

За ме ча ние 5.9. В слу чае а) те о ре мы фи наль ных ве ро ят но с тей
нет, так как все ну ли — это не рас пре де ле ние ве ро ят но с тей. Та ким
об ра зом, в не при во ди мой не пе ри о ди че с кой це пи Мар ко ва эр го дич -
но с ти со сто я ний и це пи сле ду ют друг из дру га.

π1 = π2,
π2 = π1,
π1 + π2 = 1
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За ме ча ние 5.10. В при во ди мой це пи Мар ко ва ста ци о нар ных
рас пре де ле ний столь ко, сколь ко за мк ну тых клас сов со дер жит цепь
Мар ко ва.

За ме ча ние 5.11. В при во ди мой и пе ри о ди че с кой це пи Мар ко ва
нет фи наль ных ве ро ят но с тей, так как с те че ни ем вре ме ни за ви си -
мость от на чаль но го со сто я ния не про па дет.

За ме ча ние 5.12. Слу чай а) те о ре мы от но сит ся толь ко к це пям
Мар ко ва с бес ко неч ным чис лом со сто я ний. Это сле ду ет из ут верж -
де ния при ме ра 6 из па ра гра фа 5.1 (ко неч ная цепь Мар ко ва не со -
дер жит ну ле вых со сто я ний и не мо жет со сто ять толь ко из не воз -
врат ных со сто я ний).

За да ча 5.10. Да на ма т ри ца од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей
це пи Мар ко ва

Ис сле до вать цепь на ста ци о нар ность и эр го дич ность и най ти со от -
вет ст ву ю щие рас пре де ле ния, ес ли они есть.

Ре ше ние
Име ем ко неч ную не при во ди мую цепь Мар ко ва; все ее со сто я ния —

воз врат ные не ну ле вые не пе ри о ди че с кие. Сле до ва тель но, по те о ре ме
со ли дар но с ти 2 (см. за ме ча ние 3) су ще ст ву ют фи наль ные и ста ци о нар -
ные ве ро ят но с ти, ко то рые сов па да ют и на хо дят ся из си с те мы урав не -
ний

pj = pi pij, j = 1, 2, 3,

т.е.

От сю да име ем век тор фи наль ных ве ро ят но с тей, сов па да ю щий
с век то ром ста ци о нар ных ве ро ят но с тей {1/3, 1/3, 1/3}. Тог да ма т ри ца
фи наль ных ве ро ят но с тей π име ет вид

До ка жем часть по след ней те о ре мы в фор ме ут верж де ния.
Ут верж де ние 5.6. Ес ли цепь Мар ко ва эр го дич на, то у си с те мы

урав не ний для фи наль ных ве ро ят но с тей (p1, …, pm)P = (p1, …, pm)
все гда есть ре ше ние, име ю щее ве ро ят но ст ный смысл.
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До ка за тель ст во. Для бе зус лов ных ве ро ят но с тей вер но, что

(p1(n – 1), …, pm(n – 1))P = (p1(n), …, pm(n)).

Ес ли цепь эр го дич на, то от сю да при n � 
 сле ду ет, что

(π1, …, πm)P = (π1, …, πm),

при чем πi = 1, зна чит, ре ше ние (π1, …, πm) да ет фи наль ные ве ро ят но с ти.

При зна ки эр го дич но с ти це пи Мар ко ва

Пусть E — k-мер ная еди нич ная ма т ри ца. Тог да ха рак те ри с ти че -
с кой ма т ри цей для це пи Мар ко ва P с k со сто я ни я ми бу дем на зы -
вать ма т ри цу ви да

Этой ма т ри це со от вет ст ву ет ха рак те ри с ти че с кое урав не ние

| P – λE | = 0, (5.2)
его кор ни — ха рак те ри с ти че с кие чис ла.

Оче вид но, что λ = 1 — все гда ха рак те ри с ти че с кое чис ло. Это
про ве ря ет ся при не по сред ст вен ной под ста нов ке в фор му лу (5.2):

Ра вен ст во ста но вит ся оче вид ным, ес ли к пер во му столб цу при -
ба вить все ос таль ные, и тог да он ста но вит ся ну ле вым.

Те о ре ма 5.4. Ес ли все кор ни ха рак те ри с ти че с ко го урав не ния (5.2),
кро ме од но го, мень ше 1, то су ще ст ву ет

т.е. тог да цепь Мар ко ва — эр го ди че с кая.
За ме ча ние 5.13. Ес ли цепь Мар ко ва со дер жит не сколь ко клас -

сов су ще ст вен ных со сто я ний, то она не эр го дич на, так как для нее
L = 1 яв ля ет ся кор нем, крат ность ко то ро го боль ше 1 (его крат ность
сов па да ет с чис лом клас сов су ще ст вен ных со сто я ний це пи) (см.
кри те рий при во ди мо с ти це пи Мар ко ва).
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Рис. 5.6. Цепь Мар ко ва для за да чи 5.12

Ре ше ние
Здесь ма т ри ца P име ет вид

Ма т ри ца P не име ет столб ца из стро го по ло жи тель ных эле мен тов.
По ка жем, что та кой стол бец есть в P2 и что это, на при мер, вто рой стол -
бец.
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За ме ча ние 5.14. Ко неч ная цепь Мар ко ва эр го дич на тог да и толь ко
тог да, ког да она пред став ля ет один класс су ще ст вен ных со сто я ний.

За да ча 5.11. Про ве рить (по те о ре ме 5.4) эр го дич ность це пи Мар ко -
ва с ма т ри цей пе ре ход ных ве ро ят но с тей P из при ме ра 2.

Ре ше ние
Со ста вим ха рак те ри с ти че с кое урав не ние

ко то рое сво дит ся к урав не нию λ(λ2 – 1,25λ + 0,25) = 0, от ку да λ1 = 0;
λ2 = 0,25, λ3 = 1.

Та ким об ра зом, ус ло вия из те о ре мы 5.4 вы пол не ны, и цепь Мар ко -
ва эр го дич на.

Те о ре ма 5.5 (эр го ди че с кая те о ре ма Мар ко ва — Берн штей на).
Пусть у ма т ри цы P (од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей це пи
Мар ко ва) име ет ся один стол бец, со сто я щий из по ло жи тель ных
эле мен тов, тог да цепь — эр го ди че с кая.

Те о ре ма 5.6 (обоб щен ная эр го ди че с кая те о ре ма). Ес ли в ма т -
ри це P нет столб ца из стро го по ло жи тель ных эле мен тов, но он есть
в лю бой сте пе ни ма т ри цы P k (k — це лое по ло жи тель ное чис ло), то
цепь — эр го ди че с кая.

Для ил лю с т ра ции те о рем 5.4—5.6 рас смо т рим сле ду ю щую за да чу.

За да ча 5.12. Про ве рить на эр го дич ность цепь Мар ко ва, опи сы ва ю -
щую слу чай ное блуж да ние, за да ва е мое схе мой (рис. 5.6).
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За да ние 5.5. Да на цепь Мар ко ва с ма т ри цей P:

Най ти фи наль ные и ста ци о нар ные ве ро ят но с ти, ес ли они есть.
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За да ние 5.7. Про ве рить по те о ре ме 5.6 на эр го дич ность цепь Мар -
ко ва с дан ной ма т ри цей P пе ре ход ных ве ро ят но с тей:
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За да ние 5.6. Эр го дич ны ли це пи Мар ко ва со сле ду ю щи ми ма т ри -
ца ми пе ре ход ных ве ро ят но с тей P:
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За да ча 5.13 (мо дель Эрен фе с та для про цес са диф фу зии).
По двум ре зер ву а рам B и C рас пре де ле но A мо ле кул. На каж дом ша ге
на угад вы бран ная мо ле ку ла пе ре ме ща ет ся в дру гой ре зер ву ар. Со сто -
я ние си с те мы оп ре де ля ет ся чис лом мо ле кул в ре зер ву а ре B. Ис сле до -
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В этом мож но убе дить ся не по сред ст вен ным воз ве де ни ем в ква д рат
ма т ри цы P. Сде ла ем это про ще. Кон крет ные зна че ния эле мен тов ма т -
ри цы P не важ ны, важ на лишь их по ло жи тель ность. По это му до ста точ но
про сто по ка зать, что за два ша га из лю бо го со сто я ния воз мож но пе рей -
ти во вто рое, т.е. на до ука зать пу ти пе ре хо дов из всех со сто я ний во вто -
рое со сто я ние. Ука жем их: 1 � 2 � 2; 2 � 2 � 2; 3 � 2 � 2; 4 � 3 � 2.

Убе дим ся те перь в эр го дич но с ти це пи по ха рак те ри с ти че с ким чис -
лам, ко то рые здесь при ни ма ют сле ду ю щие зна че ния: λ1 = 1; λ2 = 3/4;
λ3 = 1/4; λ4 = 0, что по те о ре ме 2 до ка зы ва ет эр го дич ность це пи.

Най дем фи наль ные ве ро ят но с ти, сов па да ю щие со ста ци о нар ны ми,
из си с те мы урав не ний









π1 = 0,5π1 + 0,25π2,
π2 = 0,5π1 + 0,5π2 + 0,25π3,
π3 = 0,25π2 + 0,5π3 + 0,5π4,
π4 = 0,25π3 + 0,5π4,
π1 + π2 + π3 + π4 = 1.



140

вать на эр го дич ность и най ти ста ци о нар ное рас пре де ле ние, ес ли оно
есть (эту мо дель мож но ин тер пре ти ро вать как слу чай ное блуж да ние
по це ло чис лен ным точ кам от рез ка с от ра жа ю щи ми эк ра на ми).

Ре ше ние
Цепь — пе ри о ди че с кая с пе ри о дом d = 2. По это му фи наль ных ве ро -

ят но с тей нет. Вы пи шем ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей и си с те му
урав не ний для на хож де ния ста ци о нар но го рас пре де ле ния:

Не по сред ст вен ной под ста нов кой лег ко про ве рить, что νk = C k
A/2A.

Это би но ми аль ное рас пре де ле ние, по это му по лу чен ный ре зуль тат
мо жет быть ин тер пре ти ро ван сле ду ю щим об ра зом: ка ко во бы ни бы ло
на чаль ное чис ло мо ле кул в ре зер ву а ре B, че рез до ста точ но дол гое вре -
мя ве ро ят ность на хож де ния в нем ров но k мо ле кул та кая же, как ес ли
бы A мо ле кул бы ли рас пре де ле ны слу чай но, при чем ве ро ят ность для
каж дой мо ле ку лы по пасть в ре зер ву ар B рав на 1/2.

За да ча 5.14. Име ет ся по m бе лых и чер ных ша ров, ко то рые слу чай -
ным об ра зом раз ло же ны по двум ур нам, по m ша ров в каж дой. На каж -
дом ша ге два ша ра, взя тые из раз ных урн, ме ня ют ся ме с та ми. Со сто я -
ние си с те мы оп ре де ля ет ся чис лом бе лых ша ров в пер вой ур не. Най ти
фи наль ные ве ро ят но с ти, ес ли они есть.

Ре ше ние
Вы пи шем граф пе ре хо дов из со сто я ния Ei за один шаг:

i = 1, ..., m – 1: E0 E1; Em Em–1;

�
Ei–1 c ве ро ят но с тью Pi, i–1 = P(БЧ) = · = 

2

;

Ei � Ei с ве ро ят но с тью Pi, i = P(ББ) + P(ЧЧ) = 2 · = ;

�
Ei+1 с ве ро ят но с тью Pi, i+1 = P(ЧБ) = 

2
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ν2 = (1 – 1/A)ν1 + 3ν3/A,
ν3 = (1 – 2/A)ν2 + 4ν4/A,
...............................................
νk = [1 – (k – 1)/A]νk–1 + (k + 1)νk+1/A,
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νA = νA–1/A.
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Тог да ма т ри ца од но ша го вых пе ре ход ных ве ро ят но с тей P име ет вид

Все со сто я ния со об ща ю щи е ся — цепь Мар ко ва не при во ди мая, не -
пе ри о ди че с кая, все со сто я ния — воз врат ные не ну ле вые, т.е. эр го ди че с -
кие. Тог да по те о ре ме со ли дар но с ти 2 су ще ст ву ют фи наль ные ве ро ят -
но с ти, оп ре де ля е мые из си с те мы урав не ний

Не труд но (по ин дук ции) про ве рить, что πk = (C k
m)2π0. Тог да 

π0 (C i
m)2 = 1.

От сю да (ис поль зо ва но свой ст во (C i
m)2 = C m

2m): π0 = .

Сле до ва тель но, πk = . Та ким об ра зом, фи наль ная ве ро ят -

ность π та ко ва же, ка ко ва ве ро ят ность то го, что в вы бор ке ров но k бе -
лых ша ров, ес ли бы из 2m ша ров (сре ди ко то рых по m бе лых и чер ных)
из влек ли на угад m ша ров, т.е. фи наль ные ве ро ят но с ти име ют ги пер ге о -
ме т ри че с кое рас пре де ле ние и сов па да ют со ста ци о нар ны ми.

За да ча 5.15. За да но слу чай ное блуж да ние на от рез ке [1; a] по схе -
ме, изо б ра жен ной на рис. 5.7.

Най ти фи наль ные и ста ци о нар ные ве ро ят но с ти, ес ли они есть.
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Рис. 5.7. Схе ма слу чай но го блуж да ния для зада чи 5.15

Рис. 5.8. Схема к заданию 5.8
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Ре ше ние
В P a = P(a) пер вый стол бец со сто ит из стро го по ло жи тель ных эле -

мен тов, так как за a ша гов мож но из лю бо го со сто я ния по пасть в пер -
вое. Сле до ва тель но, цепь Мар ко ва — эр го ди че с кая. Все со сто я ния этой
не при во ди мой це пи не пе ри о ди че с кие, воз врат ные, не ну ле вые, т.е. эр -
го ди че с кие.

Фи наль ные и ста ци о нар ные ве ро ят но с ти сов па да ют и на хо дят ся из
си с те мы урав не ний

По ин дук ции не труд но про ве рить, что πk = 
k–1

π1, по это му

от сю да сле до ва тель но, а зна чит,

{πk} — ис ко мые фи наль ные и ста ци о нар ные ве ро ят но с ти.

За да ние 5.8. Рас смо т реть ана ло гич ное слу чай ное блуж да ние по
схе ме, изо б ра жен ной на рис. 5.8.
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Кон троль ные во про сы и за да ния
1. При ве ди те кри те рий при во ди мо с ти це пи Мар ко ва.
2. Ка ко ва клас си фи ка ция со сто я ний ко неч ной це пи Мар ко ва?
3. При ве ди те до ка за тель ст во урав не ния Кол мо го ро ва — Чеп ма на.
4. При ве ди те при мер при ме не ния те о ре мы со ли дар но с ти 1.
5. При ве ди те при мер при ме не ния те о ре мы со ли дар но с ти 2.
6. Ка ко вы при зна ки эр го дич но с ти це пи Мар ко ва? При ве ди те при ме ры.
7. При ве ди те при ме ры на хож де ния фи наль ных и ста ци о нар ных ве ро -

ят но с тей.
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Гла ва 6 
ВЕТВЯЩИЕСЯ И ПУАССОНОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ос нов ные по ня тия те о рии вет вя щих ся про цес сов и те о ре мы о них;
• оп ре де ле ния пу ас со нов ско го про цес са и его прак ти че с кое ис поль зо -

ва ние;
уметь
• ре шать за да чи оп ре де ле ния ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей вет -

вя ще го ся про цес са и ве ро ят но с ти его вы рож де ния;
• на хо дить ха рак те ри с ти ки пу ас со нов ско го про цес са (по то ка) и ве ро -

ят но с ти его со сто я ний;
вла деть
• ме то дом про из во дя щих функ ций для ана ли за вет вя щих ся про цес -

сов;
• на вы ка ми ана ли за пу ас со нов ских по то ков.

В гла ве вво дит ся по ня тие вет вя ще го ся про цес са как ви да мар -
ков ско го про цес са. Оп ре де ля ет ся про из во дя щая функ ция в ка че ст -
ве ин ст ру мен та изу че ния вет вя щих ся про цес сов. В ее тер ми нах на -
хо дят ся вид ма т ри цы его пе ре ход ных ве ро ят но с тей и мо мен ты
(ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия) чис лен но с ти n-го по ко ле -
ния вет вя ще го ся про цес са. Ис сле ду ет ся во прос об ус ло вии вы рож -
де ния про цес са. Раз би ра ет ся мно го при ме ров ис сле до ва ния вет вя -
щих ся про цес сов. Да ны два оп ре де ле ния пу ас со нов ско го про цес са,
и до ка за на их эк ви ва лент ность. Об суж де ны его оп ре де ля ю щие
свой ст ва, та кие как не за ви си мость при ра ще ний, од но род ность
(ста ци о нар ность) и ор ди нар ность; рас смо т ре ны не ко то рые дру гие
свой ст ва в фор ме ра зо бран ных те о ре ти че с ких за дач.

6.1. Вет вя щи е ся про цес сы

Оп ре де ле ние 6.1. Вет вя щий ся про цесс — це ло чис лен ный мар ков-
ский про цесс с дис крет ным вре ме нем — про цесс раз мно же ния и ги-
бе ли ча с тиц, в ко то ром ча с ти цы раз ви ва ют ся не за ви си мо друг от дру га.
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Пусть ко ли че ст ва по рож де ний j-й ча с ти цы V = Vj в лю бом по ко -
ле нии не за ви си мы и оди на ко во рас пре де ле ны с про из во дя щей
функ ци ей

ϕνj
(S) = ϕ(s) = P(Vj = V = k)sk,

где Vj = V — слу чай ное чис ло по рож де ний од ной j-й ча с ти цы;

pk = P(V = k) 	 0, k = 0, 1, ...; pk = 1.

Со сто я ние про цес са на n-м ша ге оп ре де ля ет ся чис лен но с тью n-

го по ко ле ния Xn; Xn+1 = Vj, т.е. со сто я ние про цес са на (n + 1)-м

ша ге за ви сит толь ко от со сто я ния про цес са на n-м ша ге и зна че ний
СВ Vj, j = 1, 2, ... .

Вве дем про из во дя щую функ цию ϕn(S) = P(Xn = k)sk для чис -

лен но с ти n-го по ко ле ния Xn.
1.�До ка жем мар ко вость вет вя ще го ся про цес са.
До ка за тель ст во

= {Обо зна чим со бы тия V1 + ... Vik–1
= 1 че рез Ak, k = 1, 2, ...; A0 : {V1 = ii0

}, тог да

An+1 ⊂ An ⊂ ... ⊂ A1 ⊂ A0} =

что и до ка зы ва ет мар ковость про цес са.

2.�Най дем ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей Р вет вя ще го ся про-
цес са, ес ли из ве ст но, что X0 = 1 и P{Vj = k} = pk = P{X1 = 1}; pk 	 0.

Име ем

pk = 1; pij(Xn = j / Xn–1 = i) = P{V1 + ... + Vi = j} = P{X1 = j / X0 = i},

а это оз на ча ет од но род ность мар ков ско го про цес са.
Ну ле вая стро ка ис ко мой ма т ри цы Р пе ре ход ных ве ро ят но с тей

вет вя ще го ся про цес са со сто ит из ве ро ят но с ти пе ре хо да ча с тиц из
по гло ща ю ще го со сто я ния 0, и по это му есть (1, 0, ..., 0). Пер вая стро -
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ка этой ма т ри цы да ет ве ро ят но с ти пе ре хо да ча с тиц из со сто я ния 1
во все дру гие со сто я ния и по лу ча ет ся из раз ло же ния в ну ле (ряд
Мак ло ре на) по сте пе ням s про из во дя щей функ ции ϕ(s) = ϕ1(s):

От сю да по лу ча ем, что p1j = .

Вто рая стро ка ма т ри цы Р да ет ве ро ят ность пе ре хо да ча с тиц из
со сто я ния 2 во все ос таль ные со сто я ния и по лу ча ет ся ана ло гич но
пер вой стро ке из про из во дя щей функ ции ϕ2(s) = ϕν1

(s)ϕν2
(s) = ϕ2(s)

(так как X = V1 + V2, где V1 и V2 — не за ви си мые оди на ко во рас пре -
де лен ные СВ):

От сю да по лу ча ем, что p2j = , и из ана ло гич ных со об ра -

же ний на хо дим вы ра же ние для эле мен та i-й стро ки ма т ри цы P:

pij = , т.е. ма т ри ца Р най де на.

За ме ча ние. Из ана ло гич ных со об ра же ний не труд но по лу чить
ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей вет вя ще го ся про цес са за n ша -
гов, ес ли X0 = 1, ис хо дя из ра венств

От сю да по лу ча ем, что pij(n) = .

3.�До ка жем фор му лу

ϕn+1(s) = ϕn(ϕ(s)). (6.1)

До ка за тель ст во

Фор му ла (6.1) вер на при лю бом зна че нии на чаль ной по пу ля ции.
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4.�До ка жем, что при X0 = 1 вер на фор му ла

ϕn+1(s) = ϕ(ϕn(s)). (6.2)

До ка за тель ст во. Про во дим по ин дук ции. Сна ча ла про ве рим пра виль -
ность фор му лы при не ко то рых ча ст ных зна че ни ях n:

При n = 1 по фор му ле (6.1) име ем

ϕ2(s) = ϕ1(ϕ(s)) = ϕ(ϕ2(s)) = ϕ(ϕ1(s)),

так как ϕ(s) = ϕ1(s) при X0 = 1.
При n = 2 по фор му ле (6.1) и ре зуль та ту пре ды ду щей стро ки по лу ча ем

ϕ3(s) = ϕ2(ϕ(s)) = ϕ1(ϕ(ϕ(s))) = ϕ(ϕ1(ϕ(s))) = ϕ(ϕ2(s)).

Пусть те перь фор му ла (6.2) вер на до n = k, т.е. ϕk(s) = ϕ(ϕk–1(s)), тог да
от сю да, ис поль зуя фор му лу (6.1), име ем

ϕk+1(s) = ϕk(ϕ(s)) = ϕ(ϕk–1(ϕ(s))) = ϕ(ϕk(s)).

Та ким об ра зом, фор му ла (6.2) ус та нов ле на в слу чае X0 = 1 , что бы ло
ис поль зо ва но при ее вы во де. По это му при дру гих на чаль ных ус ло ви ях за -
ви си мость про из во дя щих функ ций чис лен но с тей по ко ле ний вет вя ще го ся
про цес са долж на быть по лу че на от дель но.

5.�До ка жем, что ес ли X0 — СВ с про из во дя щей функ ци ей ψ(s),
то вер на фор му ла

ϕn+1(s) = ψ(ϕ(ψ–1(ϕn(s)))). (6.3)

От сю да, в ча ст но с ти, при X0 = i0 (ψ(s) = si0) бу дет сле до вать, что

ϕn+1(s) = (ϕ(ϕn(s))1/i 0)i0.

До ка за тель ст во. Для до ка за тель ст ва фор му лы (6.3) ус та но вим ра вен -
ст ва

ϕ0(s) = ψ(s);  ϕ1(s) = ϕ0(ϕ(s)) = ψ(ϕ(s)).

Те перь с ис поль зо ва ни ем их и фор му лы (6.1) по лу ча ем

ϕ2(s) = ϕ1(ϕ(s)) = ψ(ϕ(ϕ(s))).

По ин дук ции до ка жем, что , пред по ла гая, что

.�С уче том это го пред по ло же ния и фор му лы (6.1)

по лу ча ем

Тог да от ку да и сле ду ет фор му ла (6.3).

6.�Ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия.
В об щем слу чае за да ния на чаль но го со сто я ния, рас смо т рен ном

в п. 5, по лу чим вы ра же ния для ма те ма ти че с ко го ожи да ния и дис -
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пер сии чис лен но с ти n-го по ко ле ния, обо зна чен ных со от вет ст вен но
как MX и DX.

В си лу не за ви си мо с ти раз ви тия ча с тиц чис лен ность n-го по ко -
ле ния

Xn = Xnk
, (6.4)

где Xnk
— чис лен ность n-го по ко ле ния, на чав ше го ся с од ной k-й ча -

с ти цы, и {Xnk
} — не за ви си мые, оди на ко во рас пре де лен ные СВ.

Пред став ле ние (6.4) поз во ля ет лег ко най ти мо мен ты чис лен но с ти
n-го по ко ле ния как сум мы слу чай но го чис ла не за ви си мых оди на -
ко во рас пре де лен ных слу чай ных сла га е мых ме то дом про из во дя -
щих функ ций.

Рас смо т рим от дель но кон ст рук цию Z = Xi, где {Xi} — не за ви -

си мые це ло чис лен ные оди на ко во рас пре де лен ные СВ; Y — це ло -
чис лен ная СВ.

Пусть ϕX(s), ϕY(s) — про из во дя щие функ ции со от вет ст вен но СВ
{Xi} и Y. Тог да

От сю да по лу ча ем

Фор му лы (6.5) и (6.6) сво дят за да чу на хож де ния мо мен тов чис -
лен но с ти n-го по ко ле ния, на чав ше го ся со слу чай но го чис ла X ин -
ди ви ду у мов, к ана ло гич ной за да че, ког да X0 = 1.�По это му най дем
MXn и DXn, ког да X0 = 1.�Обо зна чим MX1 = m; DX1 = σ2.�Тог да
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При n = 0 MX1 = MX0 = m; при n = 1 MX2 = MX1 · m = m2; пред по -
ло жим, что MXn = mn.�Тог да с уче том (6.7) MXn+1 = MXn · m = mn+1,
т.е. до ка за но, что при X0 = 1 MXn = mn. Дис пер сия

обо зна чим L = ϕ��(1); тог да

Те перь по фор му лам (6.5) и (6.6), ис поль зуя пред став ле ние
(6.4) для Xn, в слу чае, ког да X0 — СВ с за дан ной про из во дя щей
функ ци ей ψ(s), мож но по лу чить MXn и DXn:

Ве ро ят ность вы рож де ния

Пусть X0 — СВ с про из во дя щей функ ци ей ψ(s) = ϕ0(s); gn =
= P{Xn = 0} —�ве ро ят ность то го, что вы рож де ние (т.е. пер вое по яв -
ле ние по ко ле ния ну ле вой чис лен но с ти) про изой дет не поз же n-го
по ко ле ния. Тог да gn = ϕn(0) и по фор му ле (6.3)

gn+1 = ϕn+1(0) = ψ(ϕ(ψ–1(ϕn(0)))) = ψ(ϕ(ψ–1(gn))). (6.8)

По сле до ва тель ность {gn} при n � 
 име ет пре дел как не убы ва -
ю щая (это по сле до ва тель ность ве ро ят но с тей вло жен ных со бы тий)
и ог ра ни чен ная еди ни цей. Пе ре хо дя к пре де лу в фор му ле (6.8), по -
лу чим урав не ние для ве ро ят но с ти вы рож де ния
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h = ψ(ϕ(ψ–1(h))), (6.9)

где h = gn.

При X0 = i0 урав не ние для ве ро ят но с ти вы рож де ния при мет вид

Ос та лось ре шить во прос о том, ка кой из кор ней урав не ния
(6.9) яв ля ет ся ве ро ят но с тью вы рож де ния. Ока зы ва ет ся, что это
на и мень ший по ло жи тель ный ко рень дан но го урав не ния. До ка жем
это.

Ес те ст вен но счи тать, что g0 = P{X0 = 0} = 0.
Пусть s0 — лю бой по ло жи тель ный ко рень урав не ния (6.9). По ло-

жи тель ный ко рень урав не ния (6.9) все гда есть, так как не по сред ст -
вен ной под ста нов кой убеж да ем ся, что h = 1 — все гда ко рень урав не-
ния (6.9). Ут верж де ние бу дет до ка за но, ес ли для лю бо го по ло жи -
тель но го кор ня s урав не ния (6.9) бу дет ус та нов ле но, что gn 
 s0.

Из фор му лы (6.8) име ем gn+1 = ψ(ϕ(ψ–1(gn))), а так как по сле до -
ва тель ность {gn} — не убы ва ю щая, то и функ ция ψ(ϕ(ψ–1(gn))) — то -
же не убы ва ю щая, тог да

g1 = ψ(ϕ(ψ–1(g0))) 
 ψ(ϕ(ψ–1(s0))) = s0.

Пред по ло жив, что gn 
 s0, до ка жем по ин дук ции, что и gn+1 
 s0:

gn+1 = ψ(ϕ(ψ–1(gn))) 
 ψ(ϕ(ψ–1(s0))) = s0, ч.т.д.

При ве дем (без до ка за тель ст ва) сле ду ю щую важ ную те о ре му.
Те о ре ма 6.1 (о вы рож де нии). Ес ли m 	 1, то ве ро ят ность то го,

что про цесс обо рвет ся до n-го по ко ле ния, h 1 (т.е. ве ро ят ность

вы рож де ния h = 1 при m 
 1). Ес ли m > 1, то су ще ст ву ет един ст -
вен ный ко рень, мень ший еди ни цы, урав не ния  ϕ(s) = s.

За ме ча ние. 1 – h — ве ро ят ность бес ко неч но го про дол же ния про -
цес са.

Оп ре де ле ние 6.2. Вет вя щи е ся про цес сы на зы ва ют ся до кри ти -
че с ки ми, ес ли m = 1, ϕn(1) > 0 (по след нее ус ло вие оз на ча ет до пре -
дель ную не вы рож ден ность про цес са) и над кри ти че с ки ми, ес ли m
> 1.

За да чи

При ве дем за да чи на ана лиз кон крет ных си ту а ций, ог ра ни чи ва -
ясь слу ча ем X0 = 1, что поз во лит без гро мозд ких вы кла док про ил -
лю с т ри ро вать суть при ве ден ных те о ре ти че с ких ре зуль та тов.

�n�
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Пе ре ход к бо лее об ще му слу чаю за да ния за ко на рас пре де ле ния
раз ме ра на чаль ной по пу ля ции по сле все го ска зан но го не дол жен
вы зы вать прин ци пи аль ных труд но с тей.

За да ча 6.1. Да но: X0 = 1;

Най ти пер вые три стро ки ма т ри цы P = P(1), пер вые две стро ки ма -
т ри цы P(2), MXn, DXn и ве ро ят ность вы рож де ния h из урав не ния вы -
рож де ния.

Ре ше ние

ϕ(s) = 0,5(1 + s2); ϕ2(s) = ϕ(ϕ(s)) = 0,5(1 + 0,25(1 + s2)2;

m = ϕ�(1) = 1; MXn = mn = 1; σn
2 = DXn = nσ2,

где σ2 = ϕ��(1) + ϕ�(1) – (ϕ�(1))2 = 1 + 1 – 1 = 1 � DXn = n.
Ве ро ят ность вы рож де ния на хо дит ся из урав не ния s = ϕ(s) (см. фор -

му лу (6.10) при i0 = 1): 0,5(1 + s2) = s � s1, 2 = 1 � h = 1 (тот же ре зуль -
тат для h име ем из те о ре мы 6.1);

За да ча 6.2. Да но: X0 = 1; b = 1 – a;

Най ти ϕ(s), ϕ2(s), MXn, DXn, урав не ние вы рож де ния и ве ро ят ность
вы рож де ния h.

Ре ше ние

ϕ(s) = a + bsk; ϕ2(s) = ϕ(ϕ(s)) = a + b(a + bsk)k;

m = ϕ�(1) = kb; ϕ��(1) = k(k – 1)b;  σ2 = ϕ��(1) + ϕ�(1) – (ϕ�(1))2 = k2b(1 – b).

а)�m = kb = 1; MXn = mn = 1; σ2 = k – 1; DX = n(k – 1); 
урав не ние вы рож де ния bsk – s + a = 0 � h = 1.
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б)�m = kb > 1; MX = (kb)n 
; σ2 = k2b(1 – b);

урав не ние вы рож де ния bsk – s + a = 0.
Най дем, в ча ст но с ти, ве ро ят ность вы рож де ния при k = 2. В этом

слу чае

в)�m = kb < 1; MXn = (kb)n 0; DXn 0; h = 1 (по те о ре ме 6.1).

За да ча 6.3. Да но: X0 = 1; X1 = V рас пре де ле но по Пу ас со ну с па ра -
ме т ром λ.

Най ти ϕ(s), ϕ2(s), MXn, DXn, урав не ние и ве ро ят ность вы рож де ния h.
Ре ше ние

a) λ�= 1; MXn = 1; DXn = nL; h = 1 (по те о ре ме 6.1).

б) λ � 1; MXn = λn; DXn = ; при λ > 1 MXn 
; DXn 
;

h < 1.�Так как h есть на и мень ший по ло жи тель ный ко рень урав не ния
вы рож де ния ϕ(s) = s, она на хо дит ся из урав не ния s = exp[–λ(1 – s)], т.е.
при хо дит ся ре шать (транс цен дент ное) урав не ние вы рож де ния (про ще
ис кать ко рень гра фи че с ки).

В слу чае L < 1 h = 1.

За да ча 6.4. Да но: ϕ(s) = as2 + bs + c, a, b, c > 0, a + b + c = 1, h < 1.

До ка зать, что h = .

Ре ше ние (до ка за тель ст во)

ϕ(1) = m > 1, или 2a + b > 1, или a + b > 1 – a � 1 – a < 1 – c � < 1.

Урав не ние вы рож де ния: s = as2 + bs + c, или as2 + (b – 1)s + c =

= (s – 1)(as + c) = 0 � (так как до ка за но, что < 1) h = .

За да ча 6.5. До ка зать, что при X0 = 1 и m < 1 M Xk = .

Ре ше ние (до ка за тель ст во)

MXn = mn;  M Xk = M mk = .
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За да ча 6.6. Да но: V — бер нул ли ев ская СВ и X0 = 1.�Най ти: а) ϕn(s);
б) ве ро ят ность вы рож де ния h и рас пре де ле ние вре ме ни до вы рож де -
ния; в) про из во дя щую функ цию об ще го чис ла R ча с тиц в пер вых n по -
ко ле ни ях.

Ре ше ние
а) Φ1(s) = ϕn(s);

пред по ло жим по ин дук ции, что ϕn–1(s) = pn–1s – pn–1 + 1, тог да

ϕn(s) = ϕn–1(ϕ(s)) = pn–1(ps – p + 1) – pn–1 + 1 = pns – pn + 1.

б)�Вы пи шем урав не ние для ве ро ят но с ти вы ра же ния: ph + 1 – p = h �
� h = 1 — ве ро ят ность вы рож де ния; t = min{n: Xn = 0}, V рас пре де ле на
по В(1, р), от сю да сле ду ет, что P{t = n} = p(1 – p)n.

в)�P{R = k} = pn–1q при k 
 n; P{R = n + 1} = pn, где q = 1 – p, по это му
ис ко мая про из во дя щая функ ция

6.2. Пу ас со нов ские про цес сы (по то ки)

Рас смо т рим слу чай ный про цесс ξ(t) с не пре рыв ным вре ме нем
t ∈ T = (0, 
) с дис крет ным мно же ст вом со сто я ний S. При фик си -
ро ван ном t ξ(t) — зна че ние про цес са — чис ло на ступ ле ний не ко то -
ро го со бы тия за вре мя t (от ну ле во го мо мен та).

6.2.1. Оп ре де ле ния пу ас со нов ско го про цес са

Да дим два оп ре де ле ния пу ас со нов ског про цес са.
Оп ре де ле ние 6.3. Пу ас со нов ский про цесс — это це ло чис лен -

ный про цесс с не пре рыв ным вре ме нем, об ла да ю щий сле ду ю щи ми
свой ст ва ми:

1)�чис ла на ступ ле ний со бы тия в не пе ре се ка ю щих ся ин тер ва лах
вре ме ни не за ви си мы (т.е. от сут ст вие по след ст вия или не за ви си -
мость при ра ще ний);

2)�СВ ξ(t + t0) – ξ(t) за ви сит от t и не за ви сит от t0 (т.е. од но род -
ность или ста ци о нар ность);

3)�ес ли p(∆t), где ∆t — ма лый про ме жу ток вре ме ни, — ве ро ят -
ность то го, что за вре мя ∆t про изой дет хо тя бы од но со бы тие, то:

a) p(∆t) = λ∆t + o(∆t) при ∆t � 0, где λ — const > 0;
б) P(ξ(t + ∆t) – ξ(t) 	 2) = o(∆t) (т.е. ор ди нар ность).
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Ор ди нар ность по то ка со бы тий оз на ча ет, что чис ло со бы тий,
про ис хо дя щих за ма лое вре мя, про пор ци о наль но это му вре ме ни,
а ве ро ят ность по яв ле ния за ма лое вре мя бо лее од но го со бы тия есть
ма лое бо лее вы со ко го по ряд ка, чем это вре мя.

Оп ре де ле ние 6.4. Пу ас со нов ский про цесс — это це ло чис лен -
ный про цесс с не пре рыв ным вре ме нем, об ла да ю щий сле ду ю щи ми
свой ст ва ми:

1)�не за ви си мость при ра ще ний;
2)�од но род ность;

3) P(ξ(t) = m) = � .

По ка жем эк ви ва лент ность оп ре де ле ний 6.3 и 6.4 пу ас со нов ско -
го про цес са.

1.�Пусть вы пол не но оп ре де ле ние 6.3. Тог да n – 1 точ ка ми ра зо -
бьем ин тер вал (0; t) на n рав ных ча с тей ∆1, ..., ∆n так, что бы ∆i бы ли

ма лы (n — ве ли ко). ξ(t) = ξ(∆i), где ξ(∆i) не за ви си мы, так как ∆i

не пе ре се ка ют ся, ∆i = . Най дем ϕ(s) — про из во дя щую функ цию

СВ ξ(t) при фик си ро ван ном зна че нии t.
По свой ст вам 1—3 оп ре де ле ния 6.3 ϕ(s) = (ϕn(s))n, где 

сле до ва тель но,

—�это про из во дя щая функ ция пу ас со нов ско го за ме на с па ра ме т ром
λt, что и до ка зы ва ет вы пол не ние оп ре де ле ния 6.4.

Най дем ϕ(t) и g(t) — ха рак те ри с ти че с кую функ цию для пу ас со -
нов ско го за ко на с па ра ме т ра ми λt:

Пусть вы пол не но оп ре де ле ние 6.4. Тог да для вы пол не ния ус ло -
вий оп ре де ле ния 6.3 до ста точ но по ка зать, что име ет ме с то ор ди -
нар ность по то ка. Ис поль зуя по ст ро ен ные вы ше ∆i, име ем (по свой -
ст ву 3 оп ре де ле ния 6.4):
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что оз на ча ет ор ди нар ность по то ка со бы тий.

6.2.2. Свой ст ва пу ас со нов ских про цес сов

1.�До ка жем сле ду ю щее ут верж де ние.
Ут верж де ние 6.1. Вре мя меж ду дву мя со сед ни ми со бы ти я ми

в пу ас со нов ском по то ке име ет экс по нен ци аль ное рас пре де ле ние.

До ка за тель ст во. Пусть Ti — вре мя на хож де ния пу ас со нов ско го про -
цес са в со сто я нии Ei, где Ei — i со бы тий за вре мя (0; t) в по то ке. Тог да

а это функ ция рас пре де ле ния экс по нен ци аль но го за ко на, ч.т.д.

За ме ча ние 6.1. Из то го, что Ti ~ E(λ), сле ду ет, что MTi = — сред-

нее вре мя пре бы ва ния в каж дом со сто я нии пу ас со нов ско го про цес-
са, а ω = 1/MTi = λ — сред нее чис ло со бы тий по то ка в еди ни цу вре ме ни.

При λ = 0 про цесс на всег да ос та ет ся в дан ном со сто я нии (это со -
сто я ние — по гло ща ю щее), при λ = 
 про цесс мгно вен но ухо дит из
дан но го со сто я ния. По это му для пу ас со нов ско го про цес са счи та ем,
что 0 < λ < 
.

2.�Про шлое пу ас со нов ско го про цес са при ус ло вии на сто я ще го.
Да но u < t, k < n, ξ(t) — пу ас со нов ский про цесс. Тог да

а это би но ми аль ное рас пре де ле ние B(n, p = u/t).
3.�Про вер ка: яв ля ет ся ли про цесс пу ас со нов ским?

За да ча 6.7. Да но ξ1 = ξ1(t) и ξ2 = ξ2(t) — два не за ви си мых пу ас со -
нов ских про цес са с па ра ме т ра ми λ1 и λ2 со от вет ст вен но. Оп ре де лить,
яв ля ет ся ли про цесс η = η(t) = ξ1(t) + ξ2(t) пу ас со нов ским.
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Ре ше ние
Про ве рим вы пол не ние ус ло вий, на при мер, оп ре де ле ния 11.2 пу ас -

со нов ско го про цес са. Име ем

ϕη(s) = ϕξ1
(s)ϕξ2

(s) = eλ1t(s–1)eλ2t(s–1) = e(λ1+λ2)t(s–1),

что оз на ча ет вы пол не ние ус ло вия 3.
Про ве рим по сту лат о не за ви си мо с ти при ра ще ний. Возь мем три

близ ких мо мен та вре ме ни t1, t2, t3. Тогда ξ(∆1) = ξ(t2) – ξ(t1) — при ра ще -
ние про цес са на ин тер ва ле ∆1, а ξ(∆2) = ξ(t3) – ξ(t2) — при ра ще ние про -
цес са на ин тер ва ле ∆2.

По по ст ро е нию ин тер ва лы ∆1 и ∆2 не пе ре се ка ют ся. По ка жем, что

P(ξ(∆1) = l), ξ(∆2) = k) = P(ξ(∆1) = l)P(ξ(∆2) = k).

Име ем

Ста ци о нар ность про цес са ξ(s) оче вид на, так как он име ет рас пре де -
ле ние Пу ас со на с па ра ме т ром λt и оп ре де ля ет ся толь ко дли ной ин тер -
ва ла (0; t), а не его рас по ло же ни ем на оси вре ме ни.

За да ча 6.8. Яв ля ют ся ли пу ас со нов ски ми: а) раз ность двух пу ас со -
нов ских про цес сов ξ1(t) и ξ2(t) с па ра ме т ра ми λ1 и λ2; б) сум ма пу ас со -
нов ско го про цес са с кон стан той ξ1(t) + k?

Ре ше ние
а)�Най дем про из во дя щую функ цию СВ ξ(t) = ξ1(t) – ξ2(t):

ϕξ1(t)–ξ2(t)(s) = ϕξ1(t)(s)ϕξ2(t)(–s) = eλ1t(s–1)eλ2t(–s–1) = e(λ2–λ1)t(s–1) = e2λ2ts,

а это не про из во дя щая функ ция пу ас со нов ско го за ко на � ξ(t) — не пу -
ас со нов ский про цесс.

б) ξ(t) = ξ1(t) + k � ϕξ(t)(s) = ϕξ1(t)+k(s) = skeλ1t(s–1), а это не про из во дя -
щая функ ция пу ас со нов ско го за ко на � ξ(t) — не пу ас со нов ский про -
цесс.
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4.�Про ре жи ва ние пу ас со нов ско го по то ка.

За да ча 6.9. Пусть ξ(t) — пу ас со нов ский по ток с па ра ме т ром λt; с ве-
ро ят но с тью p со бы тие ос тав ля ем в по то ке и с ве ро ят но с тью q = 1 – p —
вы бра сы ва ем. Най ти для ре зуль ти ру ю ще го по то ка η(t) P(η(t) = m).

Ре ше ние

� η(t) — пу ас со нов ский по ток с па ра ме т ром λtp (ис ход ный пу ас со нов -
ский по ток ξ(t) имел па ра метр λt).

За да ча 6.10. Пусть ξ1(t) и ξ2(t) — не за ви си мые пу ас со нов ские про -
цес сы с па ра ме т ра ми со от вет ст вен но λ1 и λ2. Най ти P(X) = P(ξ1(t) = 
= k / ξ1(t) + ξ2(t) = n).

Ре ше ние

а это би но ми аль ная ве ро ят ность B n, p = (при λ1 = λ2 име ем СВ

X ~ B(n, 0,5)).

5.�Ха рак те ри за ци он ное свой ст во пу ас со нов ско го по то ка — не -
ста ре ние.

Ут верж де ние 6.2. Ес ли про ме жу ток вре ме ни T меж ду со бы ти я -
ми пу ас со нов ско го по то ка, рас пре де лен ный по за ко ну E(λ), уже
длит ся не ко то рое вре мя τ, то рас пре де ле ние ос тав ше го ся про ме -
жут ка (T – τ) име ет та кое же рас пре де ле ние, как и СВ T.

До ка за тель ст во

т.е. тот же за кон рас пре де ле ния, что и для T.
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6.�От сут ст вие по сле дей ст вия.

Да но: СВ T ~ E(λ), т.е. FT(t) = Тог да

срав ни вая со от но ше ния, по лу ча ем, что:
1)�P(T > x + y / T > y) = P(T > x);
2) P(T > x + y ) = P(T > y)P(T > x).
Эти со от но ше ния име ют смысл от сут ст вия по след ст вия при

экс по нен ци аль ном рас пре де ле нии про ме жут ков меж ду со бы ти я ми
по то ка.

7.�На сто я щее (в пу ас со нов ском про цес се) при ус ло вии про шло -
го. Пусть u < t, k < n, тог да

т.е. сно ва по лу ча ем пу ас со нов ское рас пре де ле ние.

За да ча 6.11. На те ле фон ную стан цию по сту па ет пу ас со нов ский по -
ток вы зо вов. Сред нее чис ло вы зо вов за час рав но 30. Най ти P(X) — ве -
ро ят ность то го, что за ми ну ту по сту пит не ме нее двух вы зо вов.

Ре ше ние

За да ча 6.12. Сред нее чис ло те ле грамм в час рав но трем. а) Ка ко ва
ве ро ят ность то го, что за 4 ч под ряд не по сту пит ни од ной те ле грам мы?
б) Ка ко во рас пре де ле ние мо мен та T по ступ ле ния пер вой те ле грам мы?

Ре ше ние
а) λ = 3; t = 4; λt = 12; P{ξ(t) = 0} = e–λt = e–12;
б)�из ве ст но, что T = ~ E(λ) �

� fT(t) = 


3e–3t, t 	 0,
0, t < 0.
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Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Дай те оп ре де ле ние вет вя ще го ся про цес са.
2. При ве ди те до ка за тель ст во мар ко во с ти вет вя ще го ся про цес са.
3. Вы пи ши те ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей вет вя ще го ся про цес са

(в об щем ви де).
4. Че му рав но ве ро ят но ст ное рас пре де ле ние по пу ля ции на n-м ша ге при

за дан ной чис лен но с ти пер во го по ко ле ния?
5. Че му рав ны мо мен ты чис лен но с ти n-го по ко ле ния?
6. Вы ве ди те урав не ние ве ро ят но с ти вы рож де ния.
7. До ка жи те те о ре му о вы рож де нии про цес са.
8. При ве ди те при ме ры ис сле до ва ния вет вя щих ся про цес сов.
9. До ка жи те эк ви ва лент ность двух оп ре де ле ний пу ас со нов ско го про -

цес са.
10. Ка ко во ме с то пу ас со нов ских про цес сов в клас си фи ка ции слу чай -

ных про цес сов?
11. Ка ко во рас пре де ле ние вре ме ни ожи да ния меж ду со бы ти я ми пу ас -

со нов ско го по то ка?
12. Ка ко во про шлое пу ас со нов ско го про цес са при фик си ро ван ном на -

сто я щем?
13. При ве ди те при ме ры про вер ки, яв ля ет ся ли про цесс пу ас со нов ским.
14. Что пред став ля ет со бой про ре жи ва ние пу ас со нов ско го про цес са?
15. Опи ши те ха рак те ри за ци он ное свой ст во пу ас со нов ско го по то ка

(не ста ре ние).
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Гла ва 7 
ОДНОРОДНЫЕ ЦЕПИ МАРКОВА 
С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

И КОНЕЧНЫМ МНОЖЕСТВОМ СОСТОЯНИЙ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ос нов ные по ня тия те о рии мас со во го об слу жи ва ния и ана ли за раз -

лич ных си с тем мас со во го об слу жи ва ния (СМО);
уметь
• про во дить рас че ты ха рак те ри с тик СМО и ста ци о нар но го и до ста ци -

о нар но го рас пре де ле ний ее со сто я ний;
вла деть
• ме то да ми ана ли за СМО.

Для од но род ных це пей Мар ко ва с не пре рыв ным вре ме нем и ко -
неч ным мно же ст вом со сто я ний в гла ве вво дят ся ос нов ные по ня -
тия, та кие как ин тен сив ность по то ка со бы тий, ма т ри ца пе ре ход ных
ве ро ят но с тей для од но род ных по то ков со бы тий, си с те мы мас со во -
го об слу жи ва ния (СМО), си с те мы урав не ний Кол мо го ро ва для ве -
ро ят но с тей ее со сто я ний в до ста ци о нар ном и ста ци о нар ном ре жи -
мах. При ве де но мно го при ме ров рас че тов для раз лич ных СМО.

7.1. Ос нов ные по ня тия

По ток со бы тий — это по сле до ва тель ность со бы тий, на сту па ю -
щих в слу чай ные мо мен ты вре ме ни. Пу ас со нов ский по ток со бы -
тий — это ста ци о нар ный ор ди нар ный по ток без по след ст вия (см.
гл. 6).

Бу дем рас сма т ри вать си с те мы — слу чай ные про цес сы ξ(t), ко -
то рые с те че ни ем вре ме ни t мо гут ме нять свои со сто я ния, чис ло ко -
то рых ко неч но.

Бу дем пред по ла гать, что ес ли в мо мент вре ме ни s си с те ма на хо -
дит ся в со сто я нии Ei, i = 1, ..., n, то не за ви си мо от сво е го по ве де ния
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до это го мо мен та s она че рез вре мя t с ве ро ят но с тью pij(t) пе ре хо дит
в со сто я ние Ej, т.е.

pij(t) = P{ξ(s + t) = Ej / ξ(s) = Ei}, (7.1)

где ξ(t) — со сто я ние про цес са в мо мент вре ме ни t. Тог да все по то -
ки со бы тий, пе ре во дя щие си с те му из од но го со сто я ния в дру гое,
яв ля ют ся пу ас со нов ски ми. Эта мо дель яв ля ет ся од но род ным мар -
ков ским про цес сом, ве ро ят но с ти pij(t) — пе ре ход ные ве ро ят но с ти
про цес са, а {Pi

(0)} = {P(ξ(0) = Ei)}, i = 1, 2, ... — его на чаль ные ве ро ят -
но с ти.

Со от но ше ние (7.1) на зы ва ет ся еще ста ци о нар но с тью пе ре ход -
ных ве ро ят но с тей.

Ин тен сив ность по то ка со бы тий

Оп ре де ле ние 7.1. Плот но с тью, или ин тен сив но с тью, по то ка
(про цес са) на зы ва ет ся сред нее чис ло со бы тий в еди ни цу вре ме ни.

В ча ст но с ти, пу ас со нов ский (или про стей ший) по ток ста ци о на -
рен и все его ха рак те ри с ти ки не за ви сят от вре ме ни, т.е. его ин тен -
сив ность по сто ян на. Най дем ин тен сив ность λ(t) пу ас со нов ско го

по то ка ξ(t), т.е. , где Х — чис ло со бы тий за вре мя t:

Ин тен сив ность пу ас со нов ско го по то ка мож но най ти по-дру -
гому. Из ве ст но (см. па ра граф 6.2), что ин тер ва лы вре ме ни Y
между со бы ти я ми пу ас со нов ско го по то ка рас пре де ле ны по экс по -
нен ци аль но му за ко ну с ма те ма ти че с ким ожи да ни ем MY = 1/λ, от -
ку да сле ду ет, что 1/MY — сред нее чис ло со бы тий в еди ни цу вре -
ме ни, тог да это и есть ин тен сив ность (плот ность) по то ка λ(t) =
= 1/MY = λ.

Ес ли со бы тия об ра зу ют пу ас со нов ский по ток, то чис ло Х со бы -
тий, по па да ю щих на лю бой уча с ток вре ме ни (t0, t0 + τ), рас пре де ле -
но по за ко ну Пу ас со на

где λ — ма те ма ти че с кое ожи да ние чис ла со бы тий на ин тер ва ле

(t0, t0 + τ): λ = λ(t)dt, λ(t) — плот ность по то ка со бы тий. Ес ли

λ(t) = const, то чис ло со бы тий на уча ст ке дли ной τ есть λτ.

t0+τ

∫
t0

  ( )
!

,p P X m
m

em

m

= = =
λ λ−

  ( )
( )

!
( )

( )
( )!

(λ λ λλ λ λt
MX

t t
k

k
k

e e t
k

k
e

k

k
t t

k

k

= = = =
1

11 1=

∞
− −

=

∞
−∑ ∑ −

tt tt te) .λ λλ =

MX
–––

t



162

Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей P(t) 
од но род но го по то ка со бы тий

Со ста вим ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей ви да P(t) = (pij(t)),
где pij(t) оп ре де ле ны по фор му ле (7.1).

Свой ст ва ма т ри цы P(t):
1) pij(t) 	 0;
2) Σpij(t) = 1;

3) pij(s + t) = pik(s)pkj(t), или в ма т рич ной фор ме P(s + t) =

= P(s)P(t) — это урав не ние Кол мо го ро ва — Чеп ме на (муль ти ка тив -
ность);

4)�не пре рыв ность в ну ле:

5)�диф фе рен ци ру е мость в ну ле:

где Λ — ин фи ни те зи маль ная ма т ри ца, т.е. ма т ри ца, у ко то рой 

λij = 0, — это сле ду ет из сто ха с тич но с ти ( pij(t) = 1) ма т ри цы

P(t). Най дем, в ча ст но с ти, вид ма т ри цы Λ пу ас со нов ско го по то ка:
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Лю бой не ди а го наль ный эле мент ин фи ни те зи маль ной ма т ри цы
Λ(pij(t)) при i � j (ин тен сив ность или точ ность по то ка, пе ре во дя ще -

го си с те му из со сто я ния Ei в со сто я ние Ej) есть λij, i � j = .

Си с те мы мас со во го об слу жи ва ния

Ча с то при хо дит ся иметь дел с си с те ма ми, пред наз на чен ны ми
для мно го ра зо во го ис поль зо ва ния при ре ше нии од но тип ных за дач.
Воз ни ка ю щие при этом про цес сы по лу чи ли на зва ние про цес сов об-
слу жи ва ния, а си с те мы — си с тем мас со во го об слу жи ва ния (СМО).
Глав ная их осо бен ность — на ли чие слу чай но с ти.

Оп ре де ле ние 7.2. Си с те ма мас со во го об слу жи ва ния — со во -
куп ность пунк тов (ка на лов, стан ций, при бо ров), на ко то рые в слу -
чай ные мо мен ты вре ме ни по сту па ют за яв ки на об слу жи ва ние, под -
ле жа щие удов ле тво ре нию. При этом вре мя их удов ле тво ре ния
так же слу чай но. При ме ра ми та ких си с тем слу жат те ле фон ная сеть,
ма га зин, па рик ма хер ская и т.д.

В CMО об слу жи ва е мый объ ект на зы ва ют тре бо ва ни ем. В об щем
слу чае под тре бо ва ни ем обыч но по ни ма ют за прос на удов ле тво ре ние
не ко то рой по треб но с ти, на при мер раз го вор с або нен том, по куп ку
би ле та, по лу че ние ма те ри а лов. Сред ст ва, об слу жи ва ю щие тре бо ва -
ния, на зы ва ют ся ка на ла ми об слу жи ва ния. На при мер, к ним от -
но сят ся ка на лы те ле фон ной свя зи, по са доч ные по ло сы, би лет ные
кас си ры. Пред ме том те о рии СМО яв ля ет ся ус та нов ле ние за ви си -
мо с ти меж ду фак то ра ми, оп ре де ля ю щи ми функ ци о наль ные воз -
мож но с ти си с те мы мас со во го об слу жи ва ния, и эф фек тив но с тью ее
функ ци о ни ро ва ния.

Ос нов ной за да чей те о рии СМО яв ля ет ся изу че ние ре жи ма функ-
ци о ни ро ва ния об слу жи ва ю щей си с те мы и ис сле до ва ние яв ле ний,
воз ни ка ю щих в про цес се об слу жи ва ния. Од ной из важ ней ших ха -
рак те ри с тик об слу жи ва ю щей си с те мы яв ля ет ся вре мя пре бы ва ния
тре бо ва ния в оче ре ди. Оче вид но, что это вре мя мож но со кра тить за
счет уве ли че ния ко ли че ст ва об слу жи ва ю щих ус т ройств. Од на ко
каж дое до пол ни тель ное ус т рой ст во тре бу ет оп ре де лен ных ма те ри -
аль ных за трат. Та ким об ра зом, в те о рии СМО воз ни ка ют за да чи
оп ти ми за ции: ка ким об ра зом до стичь оп ре де лен но го уров ня об -
слу жи ва ния (мак си маль но го со кра ще ния оче ре ди или по терь тре -
бо ва ний) при ми ни маль ных за тра тах, свя зан ных с про сто ем об слу -
жи ва ю щих ус т ройств.

Ос нов ны ми эле мен та ми СМО яв ля ют ся:
• вхо дя щий по ток тре бо ва ний;
• оче редь тре бо ва ний;

pij(t)
———

∆t
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• об слу жи ва ю щие ус т рой ст ва (ка на лы);
• вы хо дя щий по ток тре бо ва ний.
Вхо дя щий по ток тре бо ва ний пред став ля ет со бой со во куп ность

тре бо ва ний, ко то рые по сту па ют в си с те му и нуж да ют ся в об слу жи -
ва нии. Он изу ча ет ся с це лью ус та нов ле ния за ко но мер но с тей это го
по то ка и даль ней ше го улуч ше ния ка че ст ва об слу жи ва ния. В боль -
шин ст ве слу ча ев вхо дя щий по ток не управ ля ем и за ви сит от ря да
слу чай ных фак то ров. Чис ло тре бо ва ний, по сту па ю щих в еди ни цу
вре ме ни, — слу чай ная ве ли чи на. Слу чай ной ве ли чи ной яв ля ет ся
так же ин тер вал вре ме ни меж ду со сед ни ми по сту па ю щи ми тре бо -
ва ни я ми. Од на ко сред нее ко ли че ст во тре бо ва ний, по сту пив ших
в еди ни цу вре ме ни, и сред ний ин тер вал вре ме ни меж ду со сед ни ми
по сту па ю щи ми тре бо ва ни я ми пред по ла га ют ся за дан ны ми.

Сред нее чис ло тре бо ва ний, по сту па ю щих в си с те му мас со во го
об слу жи ва ния за еди ни цу вре ме ни, яв ля ет ся ин тен сив но с тью по -
то ка со бы тий.

Для мно гих ре аль ных про цес сов по ток тре бо ва ний до ста точ но
хо ро шо опи сы ва ет ся за ко ном рас пре де ле ния Пу ас со на.

По ха рак те ру об слу жи ва ния СМО клас си фи ци ру ют ся сле ду ю щим
об ра зом: си с те мы с от ка за ми (тре бо ва ние, по сту пив шее в мо мент, ког -
да все ка на лы за ня ты, по лу ча ет от каз, по ки да ет си с те му и в даль -
ней шем про цес се об слу жи ва ния не уча ст ву ет; дру гое на зва ние —
си с те мы с по те ря ми); си с те мы с оче ре дью (с ожи да ни ем — упо ря -
до чен ным и не упо ря до чен ным, слу чай ным и т.д.). Та кие си с те мы
де лят ся да лее на си с те мы с не о гра ни чен ным ожи да ни ем и ог ра ни -
чен ным (пре дель ной дли ной оче ре ди, вре ме нем и др.) ожи да ни ем.

По ко ли че ст ву об слу жи ва ю щий ус т ройств СМО де лят ся на од -
но ка наль ные и мно го ка наль ные.

Урав не ние Кол мо го ро ва

Оп ре де ле ние 7.3. Урав не ни ем Кол мо го ро ва на зы ва ется урав -
не ние

P �(t) = = =

= P(t) = ΛP(t). (7.2)

Это ма т рич ная за пись со от вет ст ву ю щей си с те мы урав не ний
для ве ро ят но с тей со сто я ний СМО. Оно ре ша ет ся при на чаль ном
ус ло вии P(0) = E стан дарт ны ми ме то да ми те о рии обык но вен ных
диф фе рен ци аль ных урав не ний.

P(∆t) – E
——————

∆t
lim
∆t�0

P(t)P(∆t) – P(t)
———————————

∆t
lim
∆t�0

P(t + ∆t) – P(t)
——————————

∆t
lim
∆t�0



Рис. 7.1. Граф пе ре хо дов для СМО за да чи 7.1

Ре ше ние
По ка жем, как со ста вить урав не ния (7.2) по смыс лу с ис поль зо ва ни-

ем фор му лы пол ной ве ро ят но с ти ФПВ и по пра ви лу, при ве ден но му вы ше.
По ФПВ име ем для 1-го урав не ния си с те мы (7.2)

P1(t + ∆t) = P1(t)(1 – λ12∆t + o(∆t)) + P1(t)(1 – λ13∆t + o(∆t)) +

+ P2(t)(λ21∆t + o(∆t)) + P3(t)(λ31∆t + o(∆t));

от сю да по лу ча ем

=

= P1(t)(–λ12) + P1(t)(–λ13) + P2(t)λ21 + P3(t)λ31 = P �1(t),

или окон ча тель но P �1(t) = –(λ12 + λ13)P1(t) + λ21P2(t) + λ31P3(t).
Ана ло гич но ос таль ные урав не ния из (7.2) по лу ча ем в ви де
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Ес ли в урав не нии (7.2) по ло жить P �(t) = 0, то из не го на хо дит ся
ста ци о нар ное рас пре де ле ние ве ро ят но с тей всех со сто я ний си с те мы.

За ме че но, что со став ле ние урав не ний (7.2) мож но про из во дить
по гра фу со сто я ний, на ре б рах ко то рых ука за ны ин тен сив но с ти пе -
ре хо дов и их на прав ле ния в со от вет ст вии с пра ви лом: в ле вой ча с -
ти k-го урав не ния сто ит P �k, а в пра вой — столь ко сла га е мых, сколь -
ко со сто я ний с ним свя за но в гра фе, при чем со зна ком «+», ес ли
со сто я ние Ek пе ре хо дит в не го, и со зна ком «–», ес ли оно пе ре хо дит
в со сто я ние Ek. Каж дое сла га е мое име ет вид про из ве де ния ин тен -
сив но с ти пе ре хо да по дан ной стрел ке на ве ро ят ность со сто я ния,
из ко то ро го эта стрел ка ис хо дит.

7.2. Ре ше ние за дач по си с те мам мас со во го об слу жи ва ния
За да ча 7.1. Дан граф пе ре хо дов из со сто я ния в со сто я ние с ука за -

ни ем ин тен сив но с ти пе ре хо дов в си с те ме мас со во го об слу жи ва ния
(СМО) с пу ас со нов ским по то ком со бы тий (рис. 7.1).

Со ста вить урав не ния (7.2).



Рис. 7.2. Граф пе ре хо дов для СМО за да чи 7.2
Ре ше ние
Си с те ма урав не ний (7.2) лег ко вы пи сы ва ет ся по пра ви лу:

Ре шим по лу чен ную си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний для
на хож де ния ве ро ят но с тей всех со сто я ний си с те мы:

P �0(t) = –(λ + µ)P0(t) + µ, так как P0(t) + P1(t) = 1;

—�это ста ци о нар ные ве ро ят но с ти со сто я ний E0 и E1: (π0, π1).

Ста ци о нар ное рас пре де ле ние так же мож но по лу чить при рав ни -
ва ни ем P �0(t) и P �1(t) ну лю, т.е. ес ли π — ста ци о нар ное рас пре де ле -
ние, а Λ — ма т ри ца ин тен сив но с ти пе ре хо дов из со сто я ния в со сто я-
ние, то ма т рич ное урав не ние для оп ре де ле ния π и ме ет вид π(t)Λ = 0.
Дей ст ви тель но, име ем в при ме ре 7.2:
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Ту же си с те му урав не ний по лу ча ем сра зу по пра ви лу, что не по сред -
ст вен но про ве ря ет ся.

За да ча 7.2. Для ил лю с т ра ции со став ле ния и ре ше ния си с те мы
урав не ний (7.2) и на хож де ния ста ци о нар ных ве ро ят но с тей при ве дем
од но ка наль ную СМО с от ка за ми, с пу ас со нов ски ми по то ка ми со бы -
тий, опи сы ва е мую сле ду ю щим гра фом пе ре хо дов (рис. 7.2), где E0 —
си с те ма сво бод на, E1 — си с те ма за ня та.

Вы пи сать урав не ния (7.2) и най ти ве ро ят но с ти со сто я ний.



Рис. 7.3. Граф пе ре хо дов для СМО за да чи 7.3
Ре ше ние
Урав не ния (7.2) име ют вид
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что сов па да ет с по лу чен ным вы ше ре зуль та том.

Задача 7.3. Да на од но ка наль ная СМО с пу ас со нов ским по то ком
со бы тий и гра фом пе ре хо дов, изо б ра жен ным на рис. 7.3. Со ста вить си -
с те му урав не ний для на хож де ния ве ро ят но с тей всех со сто я ний и най -
ти ста ци о нар ное рас пре де ле ние (ма т ри цу Λ).
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За да ние 7.1. Да на од но ка наль ная СМО (обоб щен ный цик ли че с -
кий про цесс) с пу ас со нов ски ми по то ка ми со бы тий и гра фом пе ре хо дов
(рис. 7.4). Со ста вить си с те му урав не ний для на хож де ния ве ро ят но с тей
всех со сто я ний и най ти ста ци о нар ное рас пре де ле ние (ма т ри цу Λ).

Рис. 7.4. Граф переходов к заданию 7.1

Рис. 7.5. Граф пе ре хо дов для СМО за да чи 7.4
Ре ше ние
Оче редь име ет m мест. Обо зна чим λ + µ = ν. Тог да

Си с те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний (7.2) име ет сле ду ю щий
вид (ну ле вое со сто я ние — от сут ст вие в оче ре ди за явок, (m + 1)-е —
в оче редь по сту па ет (m + 1)-я за яв ка):

от сю да сле ду ет си с те ма для на хож де ния ста ци о нар но го рас пре де ле ния
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За да ча 7.4. Да на од но ка наль ная СМО с ожи да ни ем, пу ас со нов -
ским по то ком со бы тий (λ — ин тен сив ность по то ка за явок, µ — ин тен -
сив ность по то ка об слу жи ва ния), с гра фом пе ре хо дов, изо б ра жен ным
на рис. 7.5. Со ста вить си с те му урав не ний для на хож де ния ве ро ят но с -
тей всех со сто я ний и най ти ста ци о нар ное рас пре де ле ние (ма т ри цу Λ).
Оче редь име ет m мест, а ос таль ные за яв ки про па да ют.



Рис. 7.6. Граф пе ре хо дов для за да чи 7.5

Си с те ма урав не ний (7.2) име ет вид 

�

� P0(0) = e–λ0 + c = 1 + c = 1 � c = 0 � P0(t) = e–λt.

За да ча 7.6. Ве ро ят ность бак те рии раз де лить ся на двое за вре мя ∆t
(∆t � 0) рав на a∆t + o(∆t) и не за ви сит от чис ла бак те рий и пред ше ст -
ву ю щих де ле ний. Со ста вить си с те му урав не ний для на хож де ния ве ро -
ят но с ти то го, что в мо мент t бу дет i бак те рий, ес ли в на чаль ный мо мент
бы ла од на бак те рия, т.е. P0(1).

Ре ше ние
Со ста вим диф фе рен ци аль ные урав не ния (7.2) для ве ро ят но с тей

со сто я ний — чи сел бак те рий. Pi(t) — ве ро ят ность то го, что к мо мен ту t
бу дет i бак те рий.





P �0(t) = –λP0(t),
P0(0) = 1 — начальное условие
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Обо зна чим ρ = �

� cта ци о нар ное рас пре де ле ние

За да ча 7.5. Мо ле ку ла, ис пы тав шая столк но ве ние в мо мент вре ме -
ни t = 0 с дру гой мо ле ку лой и не имев шая дру гих столк но ве ний до мо -
мен та t, ис пы ты ва ет столк но ве ние в ин тер ва ле (t, t + ∆t) с ве ро ят но с -
тью, рав ной λ∆t + o(∆t). Най ти ве ро ят ность то го, что вре мя меж ду
дву мя столк но ве ни я ми боль ше t.

Ре ше ние
Име ем два со сто я ния си с те мы: E0 — за вре мя t мо ле ку ла не име ла

столк но ве ний, и E1 — за вре мя t мо ле ку ла име ла столк но ве ния. Плот -
ность пе ре хо да из со сто я ния E0 в со сто я ние E1 за да на и рав на λ. Граф
пе ре хо да пред став лен на рис. 7.6.
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По ФПВ имеем:

Ина че, име ем си с те му урав не ний (7.2)

Кон троль ные во про сы и за да ния
1. В чем за клю ча ет ся по ня тие по то ка со бы тий и его ин тен сив но с ти?
2. Объ яс ни те смысл урав не ния Кол мо го ро ва — Чеп ме на.
3. Ка ко вы свой ст ва ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей од но род но го

по то ка со бы тий?
4. При ве ди те оп ре де ле ние и клас си фи ка цию СМО.
5. При ве ди те пра ви ло со став ле ния си с те мы урав не ний для ве ро ят но с -

тей со сто я ний СМО по гра фи ку пе ре хо дов из со сто я ния в со сто я ние.
6. Опи ши те про ве де ние ана ли за СМО с пу ас со нов ским по то ком со бы -

тий (за явок и об слу жи ва ния). Ука жи те ста ци о нар ное рас пре де ле ние ве -
ро ят но с тей со сто я ний си с те мы.

7. Опи ши те про ве де ние ана ли за СМО с пу ас со нов ски ми по то ка ми со -
бы тий с ожи да ни ем. Ука жи те ста ци о нар ное рас пре де ле ние ве ро ят но с тей
со сто я ний си с те мы.

За да ние 7.2. Чис лен но ре ши те за да чу 7.6 для i = 3.

Pi(t) = –iaPi(t) + (i – 1)aPi(t),
P1(0) = 1;  P2(0) = 0,  i � 1.





P t t P a t P C a t

P C

t t

t
i i

i
i i

i

i i

( ( )( ( )

( )

) ) ( )+ − + − +
+

− −
−

− −

∆ ∆ ∆= 1 11 1
1 1

2

 

22
2 2 2

1

1

1 1 1( ( ( )( ( )) ) ... ) ( ) ;

(

a t a t P ia t i a tP

P

t ti
i i∆ ∆ ∆ ∆− + − + −

′

−
−C

tt
P t t P t

t
P a t i a tPt

t

t

i i

) lim
( ) ( )

lim
) ( )( )(

= =

=

∆

∆

∆
∆

∆ ∆
f

f

0

0

1 1

+ −

− + − −11 1
( ) ( )

( ) ( ).( )
t t

t t
P

t
iaP i aPi

i i

−
− + −

∆
=



171

Гла ва 8 
ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

И ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ос нов ные оп ре де ле ния и смысл чис ло вых ха рак те ри с тик слу чай ных

про цес сов;
• ка но ни че с кие и спе к т раль ные раз ло же ния слу чай ных про цес сов;
уметь
• вы чис лять чис ло вые ха рак те ри с ти ки слу чай ных про цес сов;
• ана ли зи ро вать про цес сы на их ста ци о нар ность в ши ро ком и уз ком

смыс ле;
вла деть
• ме то да ми ана ли за слу чай ных про цес сов по их чис ло вым ха рак те ри с -

ти кам.

В гла ве вво дят ся и об суж да ют ся свой ст ва ос нов ных чис ло вых
ха рак те ри с тик слу чай ных про цес сов (ма те ма ти че с ко го ожи да ния,
дис пер сии и кор ре ля ции). Оп ре де ля ют ся по ня тия ста ци о нар но с ти
про цес са в ши ро ком и уз ком смыс ле в свя зи со зна че ни я ми его чис ло -
вых ха рак те ри с тик. Об суж да ет ся ка но ни че с кое раз ло же ние слу чай-
но го про цес са, его по лу че ние и прак ти че с кий смысл. Раз би ра ет ся
боль шое чис ло чис ло вых при ме ров вы чис ле ния ха рак те ри с тик
про цес сов, по лу че ние ка но ни че с ких раз ло же ний.

Изу ча ют ся ли ней ные од но род ные пре об ра зо ва ния слу чай ных
про цес сов, от ве ча ю щие ре аль ным прак ти че с ким си ту а ци ям, с вы -
чис ле ни ем их чис ло вых ха рак те ри с тик. Вво дит ся по ня тие спе к т -
раль но го раз ло же ния слу чай но го про цес са.
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8.1. Оп ре де ле ние ос нов ных ха рак те ри с тик 
слу чай ных про цес сов и их свой ст ва

Пусть X(t) — слу чай ная функ ция от t или слу чай ный про цесс,
t — вре мя. При фик си ро ван ном t X(t) — слу чай ная ве ли чи на с за -
ко ном рас пре де ле ния F(x, t) = P{X(t) < x, t — фик си ро ва но}.

Ха рак те ри с ти ки слу чай ных функ ций

Обо зна чим че рез [X(t)] зна че ния слу чай ной функ ции X(t) для
фик си ро ван но го зна че ния t.

Оп ре де ле ние 8.1. Ма те ма ти че с ким ожи да ни ем слу чай ной
функ ции X(t) на зы ва ет ся не слу чай ная функ ция MX(t), ко то рая
при каж дом зна че нии ар гу мен та t рав на ма те ма ти че с ко му ожи да -
нию со от вет ст ву ю ще го се че ния слу чай ной функ ции, т.е. зна че ния
MX(t) при фик си ро ван ном зна че нии t: MX(t) = M[X(t)].

Оп ре де ле ние 8.2. Дис пер си ей слу чай ной функ ции X(t) на зы -
ва ет ся не слу чай ная функ ция DX(t), зна че ние ко то рой для каж до го
зна че ния ар гу мен та t рав но дис пер сии со от вет ст ву ю ще го се че ния
функ ции: DX(t) = D[X(t)]; σX(t) = .

Оп ре де ле ние 8.3. Кор ре ля ци он ной функ ци ей слу чай ной
функ ции X(t) на зы ва ет ся не слу чай ная функ ция двух ар гу мен тов
KX(t1, t2), ко то рая рав на кор ре ля ци он но му мо мен ту со от вет ст ву ю -
ще го се че ния слу чай ной функ ции:

KX(t1, t2) = M[X(t1) – MX(t1)(X(t1) – MX(t2)] .

При t1 = t2 KX(t1, t1) = DX(t1).
Нор ми ро ван ная кор ре ля ци он ная функ ция:

rX(t1, t2) = .

Свой ст ва ха рак те ри с тик слу чай ных функ ций

1.�Ес ли Y(t) = X(t) + ϕ(t), где ϕ(t) — не слу чай ная функ ция, то

MY(t) = MX(t) + ϕ(t); KY(t1,t2) = KX(t1, t2).

2.�Ес ли Y(t) = ϕ(t)X(t), где ϕ(t) — не слу чай ная функ ция, то

MY(t) = ϕ(t)MX(t); KY(t1,t2) = ϕ(t1)ϕ(t2)KX(t1, t2),

из че го сле ду ет, что DY(t) = ϕ2DX(t). Ес ли ϕ(t) = c — const, то KY(t) =
= c2KX(t1, t2), из че го сле ду ет, что DY(t) = c2DX(t).

3.�Цен т раль ный мо мент оп ре де ля ет ся по фор му ле µ = µ(t) =
= X(t) – MX(t), тог да

Mµ(t) = 0, Kµ(t1, t2) = KX(t1, t2).

KX(t1, t2)————————
σX(t1)σX(t2)

D tX ( )
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4.�Нор ми ров ка XN = XN(t) оп ре де ля ет ся по фор му ле

XN(t) = .

Тог да KXN
(t1, t2) = = rX(t1, t2).

8.2. Ста ци о нар ность слу чай ных про цес сов

Оп ре де ле ние 8.4. Слу чай ная функ ция X(t) на зы ва ет ся ста цио-
нар ной (или ста ци о нар ной в ши ро ком смыс ле), ес ли ее ма те ма -
ти че с кое ожи да ние MX(t) = mX — const, а кор ре ля ци он ная функ ция
за ви сит толь ко от раз но сти меж ду сво и ми ар гу мен та ми t1 и t2, т.е.
от τ = t2 – t1: KX(t1, t2) = kX(t2 – t1) = kX(τ).

Свой ст ва ха рак те ри с тик ста ци о нар ной функ ции:
1)�из сим ме т рии KX(t1, t2) = KX(t2, t1) сле ду ет, что kX(τ) = kX(–τ),

т.е. кор ре ля ци он ная функ ция ста ци о нар ной слу чай ной функ ции
чет на от но си тель но зна че ния τ;

2) DX(t) = RX(t, t) = kX(0) = const.
Оп ре де ле ние 8.5. Слу чай ная функ ция или про цесс X(t) на зы -

ва ет ся ста ци о нар ным в уз ком смыс ле, ес ли все ее n�мер ные за ко -
ны Fn(x1, …, xn; t1, …, tn)�не из ме ня ют ся от сдви га по оси t всех вре -
мен ных мо мен тов t1, …, tn на од ну и ту же ве ли чи ну, т.е. за ви сят
толь ко от вза им но го рас по ло же ния этих мо мен тов.

У ста ци о нар но го в уз ком смыс ле про цес са X(t) ма те ма ти че с кое
ожи да ние и дис пер сия — const, а кор ре ля ция KX(t1, t2)�за ви сит
лишь от τ = t1 – t2.

Из оп ре де ле ний 8.4 и 8.5 сле ду ет, что из ста ци о нар но с ти в уз -
ком смыс ле сле ду ет ста ци о нар ность в ши ро ком смыс ле, но не на -
обо рот.

За ме ча ние. Для ста ци о нар ных нор маль ных про цес сов по ня тия
ста ци о нар но с ти в ши ро ком и уз ком смыс ле сов па да ют.

8.3. За да чи на на хож де ние чис ло вых ха рак те ри с тик 
слу чай но го про цес са

За да ча 8.1. Пусть ξ(t) = Xcos λt + Ysin λt, где X и Y — не кор ре ли ро -
ван ные СВ, λ — const, MX = MY = 0, DX = DY = 1. Най ти Mξ(t), Dξ(t), Kξ(t1, t2).
Про ана ли зи ро вать ста ци о нар ность про цес са ξ(t) в ши ро ком смыс ле.

Ре ше ние
Mξ(t) = MXcos λt + MYsin λt = 0; Dξ(t) = M(ξ(t) – Mξ(t))2 =

= M(ξ(t))2 = M(X2cos2λt + 2XYcos λt sin λt + Y 2sin2λt) =

= cos2λtMX2 + 2cos λt sin λtMXY + sin2λtMY 2 = DXcos2λt + DYsin2λt =1;

KX(t1, t2)————————
σX(t1)σX(t2)

X(t) – MX(t)
————————

σX(t)
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Kξ(t1, t2)�= M(ξ(t1), ξ(t2)) =

= M[X2cos λt1 cos λt2 + XY(cos λt1 sin λt2 + cos λt2 sin λt1)�+

+ Y2sin λt1 sin λt2]�= cos λt1 cos λt2 MX2 +

+ (cos λt1 sin λt2 + cos λt2 sin λt1)MXY + sin λt1 sin λt2 MY 2 = cos λ(t1 – t2),

т.е. Kξ(t1, t2) за ви сит лишь от раз но сти t1 – t2, зна чит, про цесс ста ци о на -
рен в ши ро ком смыс ле.

За да ча 8.2. Пусть ξ(t) = bkξk(t); ξk(t) = Xkcos λkt + Yksin λkt;

bk
2 = 1; MXk = MYk = 0; DXk = DYk = 1; k = 1, …, n; MXiXj = MYiYj = 0,

i, j = 1, …, n; при i � j MXiXj = 0. Най ти Mξ(t), Dξ(t), Kξ(t1, t2).
Ре ше ние

Mξ(t) = bkMξk(t) = 0; Dξ(t) = bk
2Dξk(t) = bk

2 = 1;

так как MXiXj = MYiYj = 0; i � j, MXiXj = 0, т.е. Kξ(t1, t2) за ви сит лишь от
раз но сти (t1 – t2)), зна чит, про цесс ста ци о на рен в ши ро ком смыс ле.

За да ча 8.3. Най ти Mξ(t), Dξ(t), Kξ(t1, t2), где ξ(t) = Xt + Ysin t, MX = 1;

MY = –1, KXY = .

Ре ше ние
Mξ(t) = tMX + sin t MY = t – sin t;

Kξ(t1, t2) = M(ξ(t1) – Mξ(t1))(ξ(t2) – Mξ(t2)) =

= M(Xt1 + Ysin t1 – t1MX – sin t1MY)(Xt2 + sin t2 – t2MX – sin t2MY) =

= M((X – MX)t1 + (Y – MY)sin t1)(X – MX)t2 + (Y – MY)sin t2) =

= t1t2M(X – MX)2 + t1sin t2M(X – MX)(Y – MY) +

+ t2sin t1M(X – MX)(Y – MY) + sin t1 sin t2M(Y – MY)2 =

= 2t1t2 + 3sin t1 sin t2 + t1sin t2 + t2sin t1;

Dξ(t) = Kξ(t, t) = 2t2 + 3sin2t + 2tsin t.

За да ча 8.4. Най ти Mξ(t), Dξ(t), Kξ(t1, t2), ес ли ξ(t) — пу ас со нов ский
про цесс с па ра ме т ром λ.
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Ре ше ние

P{ξ(t) = n} = ; n = 0, 1, 2, …;

Mξ(t) = = e–λt = e–λtλteλt = λt;

Kξ(t1, t2) = M(ξ(t1) – Mξ(t1))(ξ(t2) – Mξ(t2)) =

= Mξ(t1)ξ(t2) – λt2Mξ(t1) – λt1Mξ(t2) + λt1t2 =

= Mξ(t1)ξ(t2) – 2λ2t1t2 + λ2t1t2 = Mξ(t1)ξ(t2) – λ2t1t2.

Ос та ет ся вы чис лить Mξ(t1)ξ(t2). Пусть t1 < t2, тог да P(ξ(t2) = m,
ξ(t1) = n) = 0 при m = n; а при m > n

P(ξ(t2) = m, ξ(t1) = n) = P(ξ(t1) = n, ξ(t2) = m) =

= P(ξ(t1) = n)P(ξ(t2 – t1) = m – n);

Kξ(t1, t2)�= λ2t1t2 + λt1 – λ2t1t2 = λt1 при t1 < t2.

Ана ло гич но при t2 < t1 Kξ(t1, t2) = λt2, от сю да по лу ча ем об щую фор -
му лу: Kξ(t1, t2) = λ min(t1, t2). Тог да Dξ(t) = Kξ(t, t) = λ min(t, t) = λt.

За да ча 8.5. Пусть ξ(t) — слу чай ный про цесс, ко то рый при ни ма ет
зна че ния +1 и –1 по пе ре мен но в мо мен ты на ступ ле ния со бы тий в пу -
ас со нов ском по то ке с па ра ме т ром λ. Най ти Mξ(t), Dξ(t), Kξ(t1, t2).

Ре ше ние
Mξ(t) = 0 оче вид но по ус ло вию, так как се че ние слу чай ной функ -

ции ξ име ет за кон рас пре де ле ния
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Тог да Dξ(t) = (–1)2 + 12 = 1; Kξ(t1, t2) = Mξ(t1)ξ(t2).

Пусть t1 < t2, тог да ξ(t1)ξ(t2) = –1.
Обо зна чим τ = t2 – t1, P1 — ве ро ят ность чет но го, а P2 — не чет но го чи -

сел со бы тий за вре мя τ. Тог да

P1 = e–λτ = e–λτ ; P2 = e–λτ = e–λτ .

Из это го сле ду ет, что

Kξ(t1, t2) = Mξ(t1)ξ(t2) = P1 – P2 = e–λτ = e–2λτ,

так как СВ ξ(t1)ξ(t2) име ет в се че нии рас пре де ле ние

Ана ло гич но, при t2 < t1 Kξ(t1, t2) = e–2λ(–τ). Объ е ди няя слу чаи t1 < t2

и t2 < t1, по лу ча ем окон ча тель но, что Kξ(t1, t2)�= e–2λ| τ |. От сю да сле ду ет,
что Dξ(t) = Kξ(t, t) = e–2λ0 = 1, что бы ло по лу че но ра нее.

За да ча 8.6. Най ти ма те ма ти че с кое ожи да ние, дис пер сию и кор ре -
ля ци он ную функ цию си ну со и ды по сто ян ной ча с то ты ω со слу чай ной
амп ли ту дой X, ес ли MX = 1, DX = 0,2, X(t) = X sin ωt.

Ре ше ние 
MX = sin ωt;

KX(t1, t2) = M((X(t1) – MX(t1))(X((t2) – MX((t2)) =

= M(X sin ωt1 – sin ωt1)(X sin ωt2 – sin ωt2) = sin ωt1sin ωt2M(X – MX) =

= sin ωt1sin ωt2DX = 0,2sin ωt1sin ωt2.

За да ча 8.7. Пусть X(t) и Y(t) — две слу чай ные функ ции: X(t) =
= V1cos ω1t + V2sin ω2t; Y(t) = U1cos ω2t + U2sin ω2t; MU1 = MU2 = MV1 =
= MV2 = 0, DV1 = DV2 = 1; DU1 = DU2 = 4; для слу чай ных ве ли чин V1, V2,

U1, U2, (r) = .

Най ти KXY(t1, t2) при t1 = 0, t2 = 1.
Ре ше ние

KXY(t1, t2) = M(X(t1) – MX(t1))(Y(t2) – MY(t2)) =

= M(V1cos ω1t1 + V2sin ω2t2)(U1cos ω2t2 + U2sin ω2t2)) =

= cos ω1t1 cos ω2t2MV1U1 + cos ω1t1 sin ω2t2MV1U2 +

+ sin ω1t1 cos ω2t2MV2U1 + sin ω1t1 sin ω2t2MV2U2 =

= cos ω1t1 cos ω2t2 – sin ω1t1 sin ω2t2 = cos(ω1t1 + ω2t2),
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так как

MV1U1 = K13 = r23 = 2r13 = 1; MV1U2 = K14 = r14 = 0;

MV2U1 = K23 = r23 = 0; MV2U2 = K24 = r24 = –1.

При t1 = 0, t2 = 1 KXY(t1, t2) = cos ω2.

8.4. Ка но ни че с кое раз ло же ние слу чай но го про цес са

Оп ре де ле ние 8.6. Про стей шей слу чай ной функ ци ей (про цес -
сом) на зы ва ет ся функ ция ви да X(t) = Xϕ(t), где X — слу чай ная ве -
ли чи на, а ϕ(t) — не слу чай ная функ ция. Все ре а ли за ции X(t) мо гут
быть сов ме ще ны пу тем из ме не ния мас шта ба по оси ор ди нат (при
этом ось аб сцисс — од на из ре а ли за ций X(t)). MX(t) = MXϕ(t) =
= ϕ(t)MX.

При MX = 0 про стей шая слу чай ная функ ция на зы ва ет ся эле -
мен тар ной (ЭСФ). Оп ре де лим кор ре ля цию ЭСФ:

KX(t1, t2) = M(X(t1)X(t2)) = ϕ(t1)ϕ(t2)MX2 = ϕ(t1)ϕ(t2)DX.

Оп ре де ле ние 8.7. Ка но ни че с ким раз ло же ни ем слу чай ной
функ ции X(t) на зы ва ет ся вся кое пред став ле ние X(t) в ви де сум мы
ее ма те ма ти че с ко го ожи да ния и вза им но не кор ре ли ро ван ных эле -
мен тар ных функ ций, т.е. в ви де

X(t) = MX(t) + Ukϕk(t), (8.1)

где Uk — слу чай ные ве ли чи ны с дис пер си я ми Dk — ко эф фи ци ен ты
ка но ни че с ко го раз ло же ния; ϕk(t) — ко ор ди нат ные функ ции.

Ка но ни че с кие раз ло же ния слу чай ных функ ций удоб ны для вы -
пол не ния раз лич ных опе ра ций над ни ми, так как в ра вен ст ве (8.1)
уча ст ву ют лишь слу чай ные ве ли чи ны в ка че ст ве ко эф фи ци ен тов
раз ло же ния, а за ви си мость от t оп ре де ля ет ся толь ко не слу чай ны -
ми функ ци я ми. Та ким об ра зом, опе ра ции над слу чай ной функ ци -
ей X(t) по фор му ле (8.1) сво дят ся к со от вет ст ву ю щим опе ра ци ям
над обыч ны ми в ма те ма ти че с ком ана ли зе не слу чай ны ми функ ци я -
ми ϕk(t).

Оп ре де ле ние 8.8. Ком плекс ной слу чай ной функ ци ей на зы ва -
ет ся функ ция

Z(t) = X(t) + iY(t),

где X(t) и Y(t) — дей ст ви тель ные слу чай ные функ ции от дей ст ви -
тель но го ар гу мен та t. Тог да ма те ма ти че с кое ожи да ние

MZ(t) = MX(t) + iMY(t);
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дис пер сия

DZ(t) = M(Z(t) – MZ(t))2;

ес ли слу чай ные функ ции X(t) и Y(t) не кор ре ли ро ва ны, то DZ(t) =
= DX(t) + DY(t); кор ре ля ция слу чай ной функ ции Z(t)

KZ(t1, t2) = KX(t1, t2) + KY(t1, t2) + i(KX(t1, t2) + KY(t1, t2));

ес ли слу чай ные функ ции X(t) и Y(t) не кор ре ли ро ва ны, то

KZ(t1, t2) = KX(t1, t2) + KY(t1, t2).

Ес ли слу чай ная функ ция X(t) име ет ка но ни че с кое раз ло же ние
(8.1) и дей ст ви тель на, то кор ре ля ци он ная функ ция име ет вид

KX(t1, t2) = Dkϕk(t1)ϕk(t2). (8.2)

Ес ли слу чай ная функ ция X(t) име ет ка но ни че с кое раз ло же ние
(8.1) и ком плекс на, то кор ре ля ци он ная функ ция име ет вид

KX(t1, t2) = Dkϕk(t1) , (8.3)

где — ком плекс ная со пря жен ная ве ли чи на с ϕk(t2). Раз ло же -
ния (8.2) и (8.3) на зы ва ют ся ка но ни че с ки ми раз ло же ни я ми кор -
ре ля ци он ной функ ции в ука зан ных слу ча ях.

Рассмо т рим за да чи, ис поль зу ю щие ка но ни че с кое раз ло же ние.

За да ча 8.8. Слу чай ная функ ция X(t) за да на ка но ни че с ким раз ло -
же ни ем X(t) = t – 3cos t + u(t + cos t) + v cos 2t, Du = 1; Dv = 2. Най ти
MX(t), DX(t), KX(t1, t2).

Ре ше ние
Из раз ло же ния (8.1) сле ду ет, что MU = MV = 0, MX(t) = t –  3cos t;

по фор му ле (8.2)

DX(t) = Dkϕk
2(t) = 1(1 + cos t)2 + 2(cos 2t)2 = (1 + cos t)2 + 2cos22t;

KX(t1, t2) = (t1 + cos t1)(t2 + cos t2) + 2cos2t1 cos2t2.

За да ча 8.9. За да на слу чай ная функ ция X(t) = X1t + X2sin t, где слу -
чай ный век тор (X1, X2) име ет ма те ма ти че с кое ожи да ние (+1, –1) и кор -

ре ля ци он ную ма т ри цу . По ст ро ить ка но ни че с кое раз ло же ние

X(t), най ти MX(t), DX(t) и KX(t1, t2).
Ре ше ние
Име ем MX(t) = MX1t + MX2cos 2t = t – sin t. Най дем ка но ни че с кое

раз ло же ние слу чай ной функ ции X(t). Пред ста вим X(t) в ви де

X(t) = (X1 – 1)t + (X2 + 1)sin t + t – sin t = Ut + Vsin t + MX(t),

2 1
1 3


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где X1 – 1 = U, X2 + 1 = aU + V, MX(t) = t – sin t, при чем MU = MV = 0,
DU = DX1 = 2. Под бе рем так же зна че ние a, что бы MUV = 0:

M(x1 – 1)(x2 + 1) = M(U (aU + V)) = aMU2 + MUV =

= a(DU + (MU)2) + MUV = 2a,

так как MU = MUV = 0, или

MX1X2 – MX2 + MX1 – 1 = Kx1x2
+ MX1X2 + 1 + 1 – 1 = 1 – 1 + 1 + 1 – 1 = 2a,

от ку да a = , т.е. X1 – 1 = U; X2 + 1 = U + V. Тог да

X(t) = t – sin t + Ut + + V sin t = t – sin t + U t + sin t + Vsin t

—�ис ко мое ка но ни че с кое раз ло же ние, из ко то ро го по фор му ле (8.2)
име ем

KX(t1, t2) = DU t1 + sin t1 t2 + sin t2 + DVsin t1 sin t2,

где DU = 2,

DV = D x2 + 1 – = D x2 + 1 – = D x2 – + =

= D x2 – = Dx2 + D – 2 KX1X2
= 3 + 2 – 1 = 2,5,

по это му по лу ча ем, что

KX(t1, t2) = 2 t1 + sin t1 t2 + sin t2 + 2,5 sin t1 sin t2,

от ку да

DX(t) = KX(t, t) = 2 t1 + sin t1

2

+ 2,5sin2t.

За да ча 8.10. Да на слу чай ная функ ция X(t) = t – 3cos t + u(t + cos t) +
+ vcos 2t, DU = 1, DV = 2. Най ти MX(t), DX(t) и KX(t1, t2).

Ре ше ние
По фор му ле (12.1) MX(t) = t – 3cos t, KUV = 0.�Тог да по фор му ле

(8.2)
DX(t) = (t + cos t)2 + 2(cos 2t)2;

KX(t1, t2) = (t1 + cos t1)(t2 + cos t2) + 2cos t1 cos t2.

8.5. Ли ней ные од но род ные пре об ра зо ва ния

На прак ти ке ча с то воз ни ка ет за да ча на хож де ния ха рак те ри с -
тик пре об ра зо ван ной слу чай ной функ ции X(t), т.е. но вой слу чай -
ной функ ции Y(t) = A{X(t)}, где А — опе ра тор пре об ра зо ва ния слу -

1
–
2

1
–
2




1
–
2







1
–
2







1
–
2




1
–
4

1
–
2

x1—
2




x1—
2




1
–
2

x1—
2










x1 + 1
————

2






u
–
2







1
–
2







1
–
2




1
–
2







U
—
2









180

чай ной функ ции. Опе ра тор А мо жет иметь лю бой вид: ум но же ние
на не слу чай ную функ цию, диф фе рен ци ро ва ние, ин те г ри ро ва ние
и т.д.

Опе ра то ры А де лят ся на ли ней ные и не ли ней ные. Ли ней ные
пре об ра зо ва ния де лят ся на од но род ные и не од но род ные.

Оп ре де ле ние 8.9. Ли ней ным од но род ным пре об ра зо ва ни ем
(обо зна ча ет ся бук вой L0) на зы ва ем пре об ра зо ва ние, об ла да ю щее
сле ду ю щи ми свой ст ва ми:

1)�L0{X1(t) + X2(t)} = L0{X1(t)} + L0{X2(t)};
2)�L0{CX(t)} = CL0{X(t)}; L0(0) = 0.
При ве дем при ме ры ли ней ных од но род ных опе ра то ров:
а)�ум но же ние на не слу чай ную функ цию f1(t): Y(t) = f1(t)X(t);

б)�диф фе рен ци ро ва ние: Y(t) = ;

в)�ин те г ри ро ва ние: Y(t) = X(t)dt;

г)�ин те г ри ро ва ние с за дан ным ве сом: Y(t) = X(t)ϕ(t)dt.

Ли ней ные опе ра то ры не од но род ны (обо зна ча ют ся бук вой L),
ес ли они со сто ят из ли ней ных опе ра то ров с при бав ле ни ем не слу -
чай ной функ ции, т.е.

L{X(t)} = L0{X(t)} + ϕ(t).

При ме ры ли ней ных не од но род ных опе ра то ров:
а)�Y(t) = f1(t)X(t) + f2(t);

б)�Y(t) = + f(t);

в)�Y(t) = X(t)dt + f(t).

Чис ло вые ха рак те ри с ти ки при ли ней ных пре об ра зо ва ни ях

1.�Ум но же ние слу чай ной функ ции на не слу чай ную.
Пусть слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) и KX(t1, t2), Y = f(t)X(t),

где f(t) — не слу чай ная функ ция. Най дем MY(t), KY(t1, t2):

MY(t) = f(t)MX(t);

KY(t1, t2) = M((X(t1)f(t1) – f(t1)MX(t1))(X(t2)f(t2) – f(t2)MX(t2))) =

= f(t1)f(t2)KX(t1, t2).

Ес ли f(t) = C — const, то MY(t) = CMX(t); KY(t1, t2) = C2KX(t1, t2).

t

∫
0

dx(t)
————

dt

t
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0

t

∫
0

dX(t)
————

dt
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Оп ре де ле ние 8.10. Слу чай ная функ ция X(t) на зы ва ет ся не пре -
рыв ной, ес ли для лю бо го зна че ния ар гу мен та t и для лю бо го сколь
угод но ма ло го зна че ния ε > 0 вы пол ня ет ся ра вен ст во

P(| X(t + ∆t) – X(t) | > ε) = 0.

2.�Про из вод ная от слу чай ной функ ции.
Пусть слу чай ная функ ция X(t) не пре рыв на, для нее су ще ст ву ет

про из вод ная и она име ет MX(t) и KX(t1, t2), Y = . Най дем
MY(t) и KY(t1, t2):

MY(t) = M =

= M = ,

т.е. опе ра ции ма те ма ти че с ко го ожи да ния и диф фе рен ци ро ва ния мож-
но ме нять ме с та ми;

KY(t1, t2) = .

За да ча 8.11. Слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) = Asin t

и KX(t1, t2) = DX(t)e–β(t1–t2)2

; Y(t) = . Най ти MY(t), DY(t), KY(t1, t2).

Ре ше ние

MY(t) = MX(t) = αAcos αt;

KY(t1, t2) = = 2DX(t)βe–β(t1–t2)2

[1 – 2β(t1 – t2)];

DY(t) = 2βDX(t).

3.�Ин те г рал от слу чай ной функ ции.
Пусть слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) и KX(t1, t2), Y(t) =

= X(t)dt. Тог да

MY(t) = MX(t)dt,

т.е. опе ра ции ин те г ри ро ва ния и ма те ма ти че с ко го ожи да ния мож но
ме нять ме с та ми;

KY(t1, t2) = KX(s1, s2)ds1s2.
t1

∫
0

t2

∫
0

lim
∆t�0

dX(t)
————

dt

t

∫
0

t

∫
0

∂2KX(t1, t2)
———————

∂t1∂t2

d
––
dt

dx(t)
————

dt

∂2KX(t1, t2)———————
∂t1∂t2

dMX(t)
—————

dt

MX(t + ∆t) – MX(t)
—————————————

∆t
lim
∆t�0

X(t + ∆t) – X(t)
——————————

∆t
lim
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За да ча 8.12. Слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) = 2t + 3,

KX(t1, t2) = cos t1 cos t2, Y(t) = X(s)ds. Най ти MY(t) и KY(t1, t2).

Ре ше ние
Y(t) — слу чай ная функ ция — ре зуль тат при ме не ния ум но же ния на

не слу чай ную функ цию и ин те г ри ро ва ния, тог да

4.�Сло же ние слу чай ных функ ций.
Пусть X(t) и Y(t) — слу чай ные функ ции, име ю щие ма те ма ти че -

с кие ожи да ния MX(t) и MY(t) и кор ре ля ции KX(t1, t2) и KY(t1, t2),
Z(t) = X(t) + Y(t). Тог да

MZ(t) = MX(t) + MY(t);
KZ(t) = KX(t1, t2) + KY(t1, t2) + KXY(t1, t2) + KXY(t2, t1).

Ес ли слу чай ные функ ции X(t) и Y(t) не кор ре ли ро ва ны, то

KZ(t1, t2) = KX(t1, t2) + KY(t1, t2).

Ес ли слу чай ная функ ция X(t) за да на ка но ни че с ким раз ло же ни -

ем X(t) = MX(t) + Ukϕk(t) и Y = L{X(t)}, то слу чай ную функ цию

Y(t) то же мож но пред ста вить в ви де ка но ни че с ко го раз ло же ния

Y(t) = MY(t) + Ukψk(t),

где MY(t) = L{MX(t)}, ψk(t) = L0{ϕk(t)}.

За да ча 8.13. Слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) = t2 – 1
и KX(t1, t2) = 2e–α(t2–t1)2

. Най ти MY(t) и KY(t1, t2), где Y(t) = tX(t) + t2 + 1,

MZ(t) и KZ(t1, t2), где Z(t) = 2t + (1 – t)2 и MU(t) и KU(t1, t2), где

U(t) = + 1.

Ре ше ние

MY(t) = tMX(t) + t2 + 1= t(t2 – 1) + t2 + 1 = t3 + t2 – t + 1;

KY(t1, t2) = t1t2e–α(t2–t1)2

;   MZ(t) = 2t + (1 – t)2 = 1 – 2t + 5t2;
dMX(t)
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dt
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KZ(t1, t2) = 4t1t2 = –α16t1t2[(t2 – t1)e–α(t2–t1)2

– 2α(t2 – t1) –

– e–α(t2–t1)) = 16αt1t2e
–α(t2–t1)2

(–2α(t2 – t1)
2 + 1);

MU(t) = + 1 = 3;

KU(t1, t2) = = 4αe–α(t2–t1)2

(1 – 2α(t2 – t1)
2) =

= 8α2e–α(t2–t1)2

[3 + 4α2(t2 – t1)
4 – 12α(t2 – t1)

2].

За да ча 8.14. Слу чай ная функ ция X(t) име ет ха рак те ри с ти ки

MX(t) = 0, KX(t1, t2) = , Y(t) = X(s)ds. Най ти MY(t), KY(t1, t2).

Ре ше ние

MY(t) = MX(s)ds = 0;

= t1arctg t1 + t2arctg t2 – (t1 – t2)arctg(t1 – t2) – .

За да ча 8.15. За да ны две слу чай ные функ ции X(t) и Y(t) с ха рак те -
ри с ти ка ми MX(t) = t2; MY(t) = 1; KX(t1, t2) = eα1(t1+t2); KY(t1, t2) = eα2(t2–t1)2

.
Най ти ха рак те ри с ти ки слу чай ной функ ции Z(t) = X(t) + tY(t) + t2

в слу ча ях:
а)�KXY(t1, t2) = 0;
б)�KXY(t1, t2) = ae–α(t2–t1).
Ре ше ние
а)�MZ(t) = MX(t) + tMY(t) + t2 = 2t2 + t;
KZ(t1, t2) = KX(t1, t2) + t1t2KY(t1, t2) = eα1(t1+t2) + t1t2e

α2(t2–t1)2

;
б)�MZ(t) то же;
KZ(t1, t2) = KX(t1, t2) + KY(t1, t2)t1t2 + t2KXY(t1, t2) + t1KXY(t1, t2) =

= eα1(t1+t2) + t1t2e
α2(t2–t1)2

+ а(t1 + t2)e–α| t2–t1 |.

8.6. Спе к т раль ное раз ло же ние слу чай ной функ ции

Оп ре де ле ние 8.11. Спе к т раль ным раз ло же ни ем на зы ва ет ся
ка но ни че с кое раз ло же ние ста ци о нар ной слу чай ной функ ции ви да
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X(t) = MX(t) + (Ukcos ωkt + Vksin ωkt), (8.4)

где Uk, Vk , k = 0, 1, …, — цен т ри ро ван ные (т.е. MUk = MVk = 0), не кор -
ре ли ро ван ные слу чай ные ве ли чи ны с по пар но рав ны ми дис пер си -
я ми, т.е. DUk = DVk = Dk.

Спе к т раль но му раз ло же нию (8.4) слу чай ной функ ции X(t) со от -
вет ст ву ет сле ду ю щее раз ло же ние в ряд ее кор ре ля ци он ной функ ции:

KX(τ) = KX(t1 – t2) = Dkcos ωk(t1 – t2) =

= Dk(cos ωkt1 cos ωkt2 + sin ωkt1 sin ωkt2);

DX(t) = (cos2ωkt + sin2ωkt)Dk = Dk,

т.е. дис пер сия ста ци о нар ной слу чай ной функ ции рав на сум ме дис -
пер сий всех слу чай ных гар мо ник ее спе к т раль но го раз ло же ния.

Оп ре де ле ние 8.12. Спе к т раль ной плот но с тью SX(ω) ста ци о -
нар ной функ ции X(t) на зы ва ет ся пре дел от но ше ния дис пер сии,
при хо дя щей ся на дан ный ин тер вал ча с тот (т.е. раз брос ча с тот вну -
т ри дан но го ин тер ва ла или сред ний ква д рат от кло не ния ча с тот из
дан но го ин тер ва ла от сво е го сред не го зна че ния), к дли не это го ин -
тер ва ла при его стрем ле нии к ну лю. Спе к т раль ная плот ность
и кор ре ля ция свя за ны пре об ра зо ва ни ем Фу рье ви да

SX(ω) = KX(τ)cos ωτ dτ,

где τ = t2 – t1; KX(τ) — кор ре ля ци он ная функ ция, KX(τ) = SXcos ωτdω

(DX(t) = KX(0) = SX(ω)dω) [4].

Та ким об ра зом, SX(t) и KX(τ)�свя за ны меж ду со бой пре об ра зо ва -
ни я ми Фу рье. В ком плекс ной фор ме пре об ра зо ва ния Фу рье, свя -
зы ва ю щие спе к т раль ную плот ность и кор ре ля ци он ную функ цию,
име ют вид

где S *
X(ω)�= SX(ω) (SX(ω) и S *

X(ω) — дей ст ви тель ные не от ри ца тель-

ные чет ные функ ции).
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За да ча 8.16. Слу чай ная функ ция X(t) име ет MX(t) = 0; KX(τ) =
= DXe–α| τ |. Най ти ее спе к т раль ную плот ность S *

X(ω).
Ре ше ние

За да ча 8.17. X(t) — ста ци о нар ный слу чай ный про цесс на от рез ке
[0; a].

Най ти спе к т раль ную плот ность.
Ре ше ние

За да ча 8.18. Слу чай ная функ ция (те ле граф ный сиг нал) X(t) име ет
кор ре ля ци он ную функ цию KX(τ) = a2e–2λ| τ |. Най ти ее спе к т раль ную
плот ность SX(ω).

Ре ше ние

За да ча 8.19. Ста ци о нар ный слу чай ный про цесс X(t) име ет кор ре -
ля ци он ную функ цию

Най ти спе к т раль ную плот ность про цес са X(t).
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Ре ше ние

Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Что та кое ка но ни че с кое раз ло же ние слу чай ной функ ции и в чем

пре иму ще ст во та ко го ее пред став ле ния?
2. Как рас счи ты ва ют ся мо мен ты ком плекс ной слу чай ной функ ции?

При ве ди те при ме ры.
3. Что та кое ли ней ное од но род ное пре об ра зо ва ние слу чай ной функ -

ции? При ве ди те при ме ры ли ней ных од но род ных опе ра то ров.
4. Как рас счи ты ва ют ся чис ло вые ха рак те ри с ти ки при ли ней ных пре -

об ра зо ва ни ях? При ве ди те при ме ры.
5. Что та кое спе к т раль ное раз ло же ние слу чай ной функ ции и как оп ре -

де ля ют ся ее мо мен ты?
6. Ка ко ва связь кор ре ля ци он ной функ ции и спе к т раль ной плот но с ти

слу чай ной функ ции?
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Рис. П.1. Об ласть 1 
для слу чай ной точ ки

Рис. П.2. Об ласть 2 
для слу чай ной точ ки

Рис. П.3. Об ласть 3 
для слу чай ной точ ки

4.�P(ξ = k) = P(η = k) = pkk–1, k = 1, 2, ..., p + q = 1 и СВ ξ, η не за -
ви си мы. Най ти P(ξ = k / ξ > η). (Ука за ние: P(ξ > η) = P(ξ < η).)

5.�P(ξ = n) = P(η = n) = ; СВ ξ, η не за ви си мы. Най ти P(ξ = n/ ξ > η).

6.�СВ X1 ~ R[0; 1]; при X = x1 СВ X2 ~ R[0; x1], ...; при Xn–1 = xn–1

СВ Xn ~ R[0; xn–1]. Най ти MXn.
7.�СВ ξ, η не за ви си мы. P(ξ = k) = P(η = k) = pqk, k = 0, 1, 2, ...,

p + q = 1. Най ти P(ξ = k / ξ + η = l) и M(ξ / ξ + η = l).

8. f(x, y) = R exp – – + — плот ность дву мер но го нор -

маль но го за ко на. Най ти R и урав не ния ли ний ре г рес сии.
9.�СВ X1 ~ E(λ); при X1 = x1 СВ X2 E(λ/x1), ...; при Xn–1 = xn–1 СВ

Xn ~ E(λ/xn–1). Най ти MXn.




x 2

––
4

xy
––
3

2y2

——
9


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1
––
2n

При ло же ние 1

Задачи для самостоятельного решения 

Раз дел I

Гла ва 1

1.�Слу чай ная точ ка (X, Y) ~ R[D] (рис. П.1). Най ти урав не ния
ли ний ре г рес сий.

2.�Слу чай ная точ ка (X, Y) ~ R[D] (рис. П.2). Най ти урав не ния
ли ний ре г рес сий.

3.�Слу чай ная точ ка (X, Y) ~ R[D] (рис. П.3). Най ти урав не ния
ли ний ре г рес сий.



10.�СВ X и Y не за ви си мы, X ~ N(0, σ = 1/ ) , Y ~ R[0; 1]. Най -
ти f(x, y), F(x, y) и урав не ния ли ний ре г рес сии.

11.�СВ X ~ R[a; a + 1], a > 0; при X = x СВ Y ~ R[x1; 1]. Най ти ре -
г рес сию СВ X по Y.

12.�СВ ξ1, ..., ξn не за ви си мы и оди на ко во рас пре де ле ны по за ко -
ну B(n, p). Най ти M(ξ1 + ... + ξk / ξ1 + ... + ξN = M) при k < N. (Ука за -

ние: ес ли P(X = l) = C l
aCb

k–p/C k
a+b, то MX = k.)

13.�СВ X ~ R[0; 1]; при X = x СВ Y ~ R[x; 2x]. Най ти урав не ния
ли ний ре г рес сии.

14.�СВ ξ1, ..., ξn не за ви си мы и оди на ко во рас пре де ле ны по за ко -
ну Π(λ). Най ти P(ξ1 + ... + ξn = m / ξ1 + ... + ξN = K) при n < N.

15.�По ми ше ни про из ве де но два не за ви си мых вы ст ре ла. СВ X —
чис ло по па да ний, СВ Y — чис ло про ма хов. Най ти F(x, y) и M(X/Y).

16.�Най ти плот ность сов ме ст но го рас пре де ле ния k
й, l
й и m
й
(1 
 k < l < m 
 n) по ряд ко вых ста ти с тик.

17.�СВ Y ~ R[a; b]. Най ти функ цию рас пре де ле ния и плот ность
рас пре де ле ния раз ма ха вы бор ки.

18.�Най ти плот ность сов ме ст но го рас пре де ле ния всех чет ных
по ряд ко вых ста ти с тик при чет ном объ е ме вы бор ки n.

19.�Най ти сов ме ст ное рас пре де ле ние пер вых r по ряд ко вых ста -
ти с тик: а) СВ X ~ R[a; b]; б) СВ X ~ E(λ).

20.�Слу чай ные ве ли чи ны X и Y име ют со от вет ст вен но функ ции
рас пре де ле ния F1(x) и F2(y); Y = ϕ(x), где ϕ(x) — мо но тон но: а) воз -
ра с та ю щая, б) убы ва ю щая функ ция. Най ти вид функ ции ϕ(x).

21.�X — СВ не пре рыв но го ти па с функ ци ей рас пре де ле ния
F(x).�Най ти за кон рас пре де ле ния СВ Y = F(x).

22.�Смо де ли ро вать 20 бро са ний иг раль ной ко с ти. По ст ро ить
ста ти с ти че с кий ряд, ва ри а ци он ный ряд чис ла вы пав ших оч ков, по -
ст ро ить по ли гон ча с тот, эм пи ри че с кую функ цию рас пре де ле ния,
вы бо роч ную сред нюю и вы бо роч ную дис пер сию.

23.�Смо де ли ро вать 20 раз по 20 зна че ний СВ X ~ R[3; 8]. По стро -
ить эм пи ри че с кую функ цию рас пре де ле ния тре ть ей по ряд ко вой
ста ти с ти ки.

24.�Смо де ли ро вать 50 зна че ний СВ X ~ N(5, 2). Най ти вы бо роч -
ные мо мен ты x и S1

2.

Гла ва 2

25.�СВ X ~ R[0; θ]. Для τ(θ) = θ срав нить по ква д ра тич но му ри с -
ку сле ду ю щие оцен ки для τ(θ): t1 = 2x1, t2 = 2x, t3 = x(n).�Ис сле до вать
оцен ки на не сме щен ность. В слу чае ли ней но с ти сме ще ния под пра -
вить оцен ки.

a
———
a + b

  2π
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26.�Ис сле до вать на не сме щен ность оцен ки и x(n) + x(1)

со от вет ст вен но для се ре ди ны и дли ны от рез ка [a; b], ес ли СВ X ~
~ R[a; b]. Сме щен ные оцен ки под пра вить.

27.�СВ X ~ Γθ, α, где θ не из ве ст но, а α — из ве ст но, с плот но с тью

рас пре де ле ния f(x; α, θ) = , x 	 0, α, θ > 0.�В ка че ст ве оцен -

ки для θ пред ла га ет ся .�Ис сле до вать оцен ку на сме щен -

ность. В слу чае сме щен но с ти под пра вить ее. (Ука за ние: xi ~ Γθ, nα.)

28.�СВ X ~ R[θ; 1], где θ не из ве ст но. Сме ще на ли оцен ка = x(1)

для θ? В слу чае сме ще ния под пра вить оцен ку .
29. x� = (x1, … , xn) — вы бор ка зна че ний СВ X. Для дис пер сии СВ X

взя та оцен ка .�Сме ще на ли она?

30.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x) = eθ–x, x > θ. Про -
ве рить оцен ку = x(1) для па ра ме т ра θ на сме щен ность. В слу чае
сме щен но с ти под пра вить ее.

31.�В ка че ст ве оцен ки для MX2 взя та .�Сме ще на

ли она? В слу чае сме щен но с ти под пра вить ее.
32.�В ка че ст ве оцен ки для дис пер сии взя та оцен ка

.�Ка ким долж но быть k, что бы оцен ка бы ла

не сме щен ной, ес ли ма те ма ти че с кое ожи да ние MX = m из ве ст но.
33.�Най ти до ста точ ные ста ти с ти ки дву мя спо со ба ми: по кри те -

рию фак то ри за ции и по па ра ме т рам экс по нен ци аль но го се мей ст ва
для сле ду ю щих се мейств рас пре де ле ний: а) СВ X ~ B(1, θ); б) СВ
X ~ G(θ); в) СВ X ~ N(θ, σ); СВ X ~ Γα, θ; д) СВ X ~ N(a, θ = σ), где
θ — не из ве ст ный па ра метр рас пре де ле ний.

34.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x) = θ(θx)k–1e–θx/(k – 1)!,
x > 0, θ > 0.�Най ти до ста точ ную ста ти с ти ку для дан но го се мей ст ва
рас пре де ле ний с не из ве ст ным па ра ме т ром θ.

35.�СВ X ~ R[–3θ + 1; 3θ + 3]. До ка зать, что ста ти с ти ка
T = (x(1), x(n)) до ста точ на, но не пол на.

36.�СВ X ~ B(1, θ), где θ — не из ве ст ный па ра метр. По ка зать, что

ста ти с ти ка S = s1 = x1; s2 = xi; s3 = xi до ста точ на, но не пол на.
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37.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x) = , 0 < x < θ,

θ — не из ве ст ный па ра метр. Най ти до ста точ ную ста ти с ти ку.
38.�СВ X ~ B(1, θ), где па ра метр θ не из ве с тен. Най ти до ста точ -

ную ста ти с ти ку и про ве рить ее до ста точ ность по оп ре де ле нию.
39.�СВ X ~ N(µ, θ = σ), где θ — не из ве ст ный па ра метр,

S = s1 = (xi – µ)2; s2 = (xi – µ)2; s3 = (xi – µ)2 .

По ка зать, что ста ти с ти ка S до ста точ на, но не пол на.
40.�Для се мейств рас пре де ле ний B(1, θ), где θ — не из ве ст ный па-

ра метр, улуч шить оцен ку = x1 для τ(θ) = θ по те о ре ме Блэ ку эл ла.
41.�Для се мейств рас пре де ле ний B(1, θ), где θ — не из ве ст ный

па ра метр, най ти, для ка ких функ ций от θ оп ти маль ны ми оцен ка ми

яв ля ют ся сле ду ю щие: а) 2 ; б) , где r = xi.

42.�Для ка ких функ ций от не из ве ст ных па ра ме т ров θ1 и θ2

при СВ X ~ R[θ1; θ1] бу дут оп ти маль ны ми оцен ки: а) и

б) (x(n) – x(1))?

43.�СВ X ~ N(µ, θ), где θ — не из ве ст но, µ — из ве ст но. По кри те -
рию най ти эф фек тив ную оцен ку для τ(θ) = θ2 и ее дис пер сию.

44.�СВ X ~ B(m, θ), где θ — не из ве ст но, m — из ве ст но. Най ти ни ж -
нюю гра ни цу дис пер сий не сме щен ных оце нок для τ(θ) = e–θ по не -
ра вен ст ву Рао — Кра ме ра.

45.�СВ X ~ Ge(θ), где θ — не из ве ст ный па ра метр. Най ти ни жнюю
гра ни цу дис пер сий не сме щен ных оце нок для τ(θ) = θ2 по не ра вен -
ст ву Рао — Кра ме ра.

46.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x) = eθ–x, x 	 0. Со -

сто я тель на ли оцен ка = x(1) – для τ(θ) = θ?

47.�СВ X ~ B(m, θ), где θ — не из ве ст но, m — из ве ст но. По кри те -
рию эф фек тив но с ти най ти эф фек тив ную оцен ку для τ(θ) = 2θ + 1
и ее дис пер сию.

48.�СВ X ~ B(1, θ), где θ — не из ве ст но. Най ти ни жнюю гра ни цу
дис пер сий не сме щен ных оце нок для τ(θ) = θ(1 – θ) по не ра вен ст ву
Рао — Кра ме ра.

49.�СВ а) X ~ B(1, θ) и  б) X ~ Π(θ), где θ — не из ве ст но. Най ти
дис пер сии эф фек тив ных оце нок для τ(θ) = θ све де ни ем к ви ду ЭС
по фор му ле для ЭС.
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50.�СВ X ~ B(m, θ), где θ — не из ве ст но, m — из ве ст но. Для функ -

ций па ра ме т ра θ ви да τ1 = θ, τ2 = 3θ – 2, τ3 = 3 – су ще ст ву ют ли

эф фек тив ные оцен ки? Ес ли да, вы чис лить их дис пер сии.
51.�СВ X ~ R[θ + 1; 3θ + 4]. Най ти ОММ и ОМП для па ра ме т ра θ.
52.�СВ X ~ Γα, λ. Счи тая па ра метр λ из ве ст ным, най ти ОММ

и ОМП для па ра ме т ра λ.
53.�СВ X ~ R[2θ1 – 1; 5θ2 + 3]. Най ти ОММ и ОМП для па ра ме -

т ра θ = (θ1, θ2).
54.�СВ X ~ R[θ – m; θ + m], где θ — не из ве ст но, m — из ве ст но.

Най ти ОММ и ОМП для па ра ме т ра θ.
55.�По ст ро ить до ве ри тель ный ин тер вал для па ра ме т ра θ с уров нем

до ве рия γ в слу ча ях: а) СВ X ~ R[аθ – b; cθ + d]; б) X ~ E(аθ + b).
56.�Най ти ми ни маль ный объ ем вы бор ки, при ко то ром с на деж -

но с тью 0,975 точ ность ма те ма ти че с ко го ожи да ния а по вы бо роч -
ной сред ней x, δ = 0,4, ес ли X ~ N(a, σ), σ = 1,5.

Гла ва 3

57.�СВ X ~ B(1, θ). Про во дит ся че ты ре на блю де ния зна че ний СВ X
x� = (x1, x2, x3, x4). Про ве ря ет ся ос нов ная ги по те за H0: θ = 0,1 про тив аль -

тер на ти вы H1: θ = 0,4. Пусть по ст ро ен кри те рий

Най ти ве ро ят но с ти оши бок пер во го и вто ро го ро да (α и β) и мощ -
ность кри те рия W. При n = 10 и α = 0,05 по ст ро ить ана ло гич ный
кри те рий и най ти β и мощ ность.

58.�СВ X ~ R[а; b]. Пред ло жить кри те рий про вер ки ги по тез H0:
(a = 0, b = 2) про тив аль тер на ти вы H1: (a = 1, b = 3), для ко то ро го
ве ро ят но с ти оши бок пер во го и вто ро го ро дов стре мят ся к ну лю
при n � 
 (n — объ ем вы бор ки).

59.�Рас счи тать мощ ность кри те рия Ней ма на — Пир со на для раз -
ли че ния про стых ги по тез о па ра ме т рах за ко нов рас пре де ле ния на -
блю да е мой СВ X при за дан ном раз ме ре кри те рия α = 0,05 в слу ча ях:
а) СВ X ~ Π(λ); H0: (λ = λ0 = 3); H1: (λ = λ1 = 4); б) СВ X ~ N(µ, σ = 1);
H0: (µ = µ0 = 2); H1: (µ = µ1 = 1,8); в) СВ X ~ B(1, p); H0: (p = p0 = 0,4);
H1: (p = p1 = 0,5); г) СВ X ~ B(m, p), m = 5; H0: (p = p0 = 0,6); H1: (p =
= p1 = 0,7); д) СВ X ~ N(0, σ); H0: (σ = σ0 = 1); H1: (σ = σ1 = 2).

Раз дел II

Гла ва 4

1.�N ну ме ро ван ных ша ров слу чай ным об ра зом раз ме ще ны по
двум ур нам. На каж дом ша ге шар со слу чай но вы бран ным но ме ром
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пе ре кла ды ва ют в дру гую ур ну. Со сто я ние про цес са оп ре де ля ет ся
чис лом ша ров в пер вой ур не. На пи сать ма т ри цу пе ре ход ных ве ро -
ят но с тей P про цес са. Для N = 3 вы пи сать ма т ри цы P и P(2) из ве -
ро ят но ст ных со об ра же ний.

2.�Из таб ли цы чи сел от 1 до m вы би ра ют на угад чис ла по од но -
му с воз вра ще ни ем. Си с те ма на хо дит ся в со сто я нии Ek, ес ли k — на и -
боль шее вы бран ное к это му ша гу чис ло. По ст ро ить ма т ри цу пе ре -
ход ных ве ро ят но с тей P про цес са. Для m = 4 вы пи сать ма т ри цы P
и P(2). Объ яс нить P(2) из ве ро ят но ст ных со об ра же ний.

3.�Ша ры слу чай ным об ра зом раз ме ща ют по од но му по а ящи кам
рав но ве ро ят но. Си с те ма на хо дит ся в со сто я нии Ek на i
м ша ге, ес ли
по сле раз ме ще ния i ша ров ока жет ся k за ня тых ящи ков. Най ти ма -
т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей P про цес са. Для а = 3 вы пи сать
ма т ри цы P и P(2).

4.�На сто ян ку так си рав но мер но при бы ва ют ма ши ны че рез не -
ко то рую еди ни цу вре ме ни. Ес ли пас са жи ров нет, ма ши на уез жа ет.
Си с те ма на хо дит ся в со сто я нии Ek, ес ли в оче ре ди k пас са жи ров.
Ве ро ят ность то го, что за еди ни цу вре ме ни в оче редь вста нут еще k

пас са жи ров: P(ξ = k) = ak, ak � 0; ak = 1.�На пи сать ма т ри цу P пе -

ре ход ных ве ро ят но с тей про цес са. По ка зать, что это цепь Мар ко ва.
5.�Си с те ма на хо дит ся в со сто я нии Ek в мо мент вре ме ни n, ес ли

по след няя не уда ча бы ла в (n – k)
м ис пы та нии. В каж дом опы те ве -
ро ят ность ус пе ха есть p, а не ус пе ха q; p + q = 1. На пи сать ма т ри цу
P пе ре ход ных ве ро ят но с тей про цес са, а так же P(2) и P(3).

6.�Ав то ма ши на пе ре во зит гру зы меж ду 2m пунк та ми по коль це вой
трас се. Гру зы пе ре во зят толь ко в со сед ние пунк ты: в пре ды ду щий
с ве ро ят но с тью q и в по сле ду ю щий с ве ро ят но с тью p (p + q = 1).
По ка зать, что дви же ние ма ши ны уп рав ля ет ся це пью Мар ко ва с ма -
т ри цей P. Вы пи сать ма т ри цы P и P(2) при m = 2.

Гла ва 5

7.�Цепь Мар ко ва за да на ма т ри цей пе ре ход ных ве ро ят но с тей

Дать клас си фи ка цию со сто я ний це пи. Най ти пре дель ную ма т -
ри цу, ес ли она су ще ст ву ет.

8.�Блуж да ние ча с ти цы про ис хо дит по схе ме, изо б ра жен ной на
рис. П.4. На пи сать ма т ри цу пе ре ход ных ве ро ят но с тей P. Дать клас -
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Рис. П.4. Схе ма блуж да ния ча с ти цы
си фи ка цию со сто я ний це пи. Най ти ма т ри цу фи наль ных ве ро ят но -
с тей, ес ли она есть.

9.�Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей

Дать клас си фи ка цию со сто я ний це пи.
10.�Цепь Мар ко ва за да на ма т ри цей пе ре ход ных ве ро ят но с тей

Дать клас си фи ка цию со сто я ний це пи. Най ти пре дель ную ма т -
ри цу, ес ли она су ще ст ву ет.

11.�Ма т ри ца пе ре ход ных ве ро ят но с тей

Эр го дич на ли цепь Мар ко ва с ма т ри цей P? Най ти пре дель ную
ма т ри цу, ес ли она су ще ст ву ет.

12.�При ве с ти при мер це пи Мар ко ва со счет ным мно же ст вом со -
сто я ний, у ко то рой все со сто я ния не воз врат ные ну ле вые.

13.�До ка зать, что для ко неч ной не при во ди мой не пе ри о ди че с кой
це пи Мар ко ва с дваж ды сто ха с ти че с кой ма т ри цей ве ро ят но с тей

пе ре хо да фи наль ные ве ро ят но с ти рав ны , ..., , где m — по ря -

док ма т ри цы.
14.�По ка зать, что в не при во ди мой ко неч ной це пи Мар ко ва нет

ну ле вых со сто я ний.
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15.�По ка зать, что pij(n) и pjj(n) схо дят ся или рас хо дят ся од -

но вре мен но (pij(n) — ве ро ят ность пе ре хо да из со сто я ния Ei в со сто -
я ние Ej за n ша гов в це пи Мар ко ва).

16.�До ка зать, что все со сто я ния ко неч ной не при во ди мой пе ри о -
ди че с кой це пи Мар ко ва: а) мож но раз бить на d не пе ре се ка ю щих ся
под клас сов S0, S1, ..., Sd–1; б) с ве ро ят но с тью 1 из клас са Sk пе ре хо дим
за один шаг в класс Sk+1, k = 0, 1, …, d – 2, из клас са Sd–1 — в S0.

17.�По ка зать, что для пе ри о ди че с кой ко неч ной це пи Мар ко ва
по сле до ва тель ность сте пе ней ма т ри цы ве ро ят но с тей пе ре хо да P,
P 2, P 3, ..., P n мож но раз бить на d по сле до ва тель но с тей, та ких что
каж дая под пос ле до ва тель ность име ет пре дель ную ма т ри цу.

18.�По ка зать, что пе ри о ди че с кая ко неч ная цепь Мар ко ва не бу -
дет эр го ди че с кой.

19.�По ка зать, что раз ло жи мая цепь Мар ко ва не бу дет эр го ди че -
с кой, ес ли чис ло клас сов су ще ст вен ных со об ща ю щих ся со сто я ний
боль ше од но го.

20.�По ка зать, что по гло ща ю щая цепь Мар ко ва бу дет эр го ди че с -
кой, ког да она со дер жит толь ко од но по гло ща ю щее со сто я ние.

21.�Мож но ли оп ре де лить эр го ди че с кую цепь как цепь, все со -
сто я ния ко то рой эр го ди че с кие?

22.�Все гда ли у эр го ди че с кой це пи все со сто я ния эр го ди че с кие?
23.�Ког да ко неч ная эр го ди че с кая цепь Мар ко ва бу дет эр го ди че с кой?

24.�По ка зать, что pjj(n) есть ма те ма ти че с кое ожи да ние чис ла

воз вра ще ний в со сто я ние Ej.
25.�До ка зать, что для не пе ри о дич но с ти не при во ди мой це пи

Мар ко ва до ста точ но, что бы хо тя бы один ди а го наль ный эле мент
ма т ри цы пе ре ход ных ве ро ят но с тей был боль ше ну ля.

26.�До ка зать, что для эр го ди че с кой це пи Мар ко ва ус лов ные ве -
ро ят но с ти пе ре хо да в со сто я ние Ej из со сто я ния Ei за n ша гов с рос -
том n стре мят ся к бе зус лов ной ве ро ят но с ти че рез n ша гов быть
в со сто я нии Ej.

27.�До ка зать, что не при во ди мая пе ри о ди че с кая цепь Мар ко ва
не мо жет быть эр го ди че с кой.

28.�До ка зать, что для при во ди мой ко неч ной це пи Мар ко ва по -
гло ще ние од ним из за мк ну тых клас сов есть до сто вер ное со бы тие.

29.�До ка зать, что воз вра щен ное со сто я ние все гда су ще ст вен но.
30.�До ка зать, что в эр го ди че с кой це пи фи наль ные ве ро ят но с ти

для не су ще ст вен ных со сто я ний рав ны ну лю.
31.�До ка зать, что не су ще ст вен ные со сто я ния все гда не воз врат ны.
32.�До ка зать, что ко неч ная цепь Мар ко ва долж на со дер жать хо -

тя бы один за мк ну тый класс со сто я ний.
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33.�До ка зать, что лю бой за мк ну тый класс со сто я ний при во ди -
мой це пи Мар ко ва мож но рас сма т ри вать как не при во ди мую цепь
Мар ко ва.

34.�До ка зать, что в не при во ди мой це пи Мар ко ва нет ну ле вых
со сто я ний и все со сто я ния не мо гут быть не воз врат ны ми.

35.�До ка зать, что в ко неч ной це пи Мар ко ва су ще ст вен ное со сто -
я ние все гда воз врат но.

36.�До ка зать, что в ко неч ной це пи Мар ко ва не воз врат ные со сто -
я ния — не су ще ст вен ные.

37.�До ка зать, что цепь Мар ко ва, со сто я щая из бо лее чем од но го
за мк ну то го клас са, не мо жет быть эр го ди че с кой.

38.�К ка ко му ви ду мо жет быть при ве де на ма т ри ца пе ре ход ных
ве ро ят но с тей при во ди мой це пи Мар ко ва, со сто я щей из m за мк ну -
тых клас сов и l не су ще ст вен ных со сто я ний?

39.�До ка зать, что ес ли со сто я ние Ei воз врат но и со сто я ние Ej до -
сти жи мо из со сто я ния Ei, то со сто я ния Ei и Ej — со об ща ю щи е ся со -
сто я ния.

40.�До ка зать, что ес ли со сто я ние Ej воз врат ное, то все со сто я ния,
до сти жи мые из не го, об ра зу ют за мк ну тый класс со сто я ний.

41.�До ка зать, что для не при во ди мой не пе ри о ди че с кой ко неч ной
це пи Мар ко ва най дет ся не ко то рое n, та кое что все эле мен ты ма т ри -
цы P(n) боль ше ну ля.

42.�До ка зать, что ес ли для не при во ди мой ко неч ной це пи Мар -
ко ва су ще ст ву ет та кое n, что все эле мен ты ма т ри цы P(n) стро го по -
ло жи тель ны, то цепь не пе ри о ди че с кая.

43.�До ка зать, что со сто я ния за мк ну то го клас са су ще ст вен ных
со сто я ний име ют оди на ко вый пе ри од.

44.�До ка зать, что в ко неч ной це пи Мар ко ва по ряд ка n лю бое со -
сто я ние Ei или мо жет быть до стиг ну то из со сто я ния Ej за не бо лее
чем n ша гов, или во об ще не мо жет быть до стиг ну то.

45.�До ка зать, что в бес ко неч ной дваж ды сто ха с ти че с кой це пи
Мар ко ва все со сто я ния или ну ле вые, или не воз врат ные.

Гла ва 6

46.�{ξi} — вет вя щий ся про цесс, ξ0 = 1; P{ν = 0} = ; P{ν = 3} = .

Най ти ϕ1(s), ϕ2(s), Mξn, Dξn и ве ро ят ность вы рож де ния про цес са.
Най ти пер вые три стро ки ма т ри цы P и пер вые две стро ки ма т ри цы P(2).

47.�{ξi} — вет вя щий ся про цесс, ξ0 = 1; ν ~ B(n, p), n = 4, p = . Най -

ти ϕ1(s), ϕ2(s), Mξn, Dξn, ве ро ят ность вы рож де ния, пер вые две стро -
ки ма т риц P и P(2).

1
–
4

1
–
4

3
–
4
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48.�ξ1(t) и ξ2(t) — пу ас со нов ские про цес сы. Яв ля ет ся ли пу ас со -
нов ским про цесс: а) ξ(t) = ξ1(t) – ξ2(t); б) ξ(t) = ξ1(t) + C, где С —
const?

49.�Сред нее чис ло вы зо вов, по сту па ю щих в час на те ле фон ную
стан цию, рав но 30. Счи тая по ток вы зо вов пу ас со нов ским, оп ре де -
лить ве ро ят ность то го, что за ми ну ту по сту пит ме нее двух вы зо вов.
Вы пи сать плот ность рас пре де ле ния в по то ке.

50.�В пу ас со нов ском по то ке те ле грамм сред нее их чис ло в час
рав но 3. Най ти ве ро ят ность то го, что с 8 : 00 до 12 : 00 ча сов не по -
сту пит ни од ной те ле грам мы. Вы пи сать плот ность рас пре де ле ния
в по то ке.

Гла ва 7

51.�Фи зи че с кая си с те ма про хо дит че рез по сле до ва тель ность со -
сто я ний E0 � E1 � E2 � ..., при чем вре мя пре бы ва ния в со сто я нии
Ek име ет плот ность рас пре де ле ния λke

–λkx, x 	 0 (λk � λi при i � k).
На пи сать си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний для со сто я ний
си с те мы. Най ти ве ро ят ность Π0(t) то го, что в мо мент вре ме ни t си -
с те ма на хо дит ся в со сто я нии E0.

52.�Те ле фон ный узел име ет m ка на лов. Мо мен ты по ступ ле ния
вы зо вов об ра зу ют пу ас со нов ский по ток с па ра ме т ром λ. Ин тен сив -
ность об слу жи ва ния — µ. Со ста вить си с те му диф фе рен ци аль ных
урав не ний ве ро ят но с тей чи сел за ня тых ка на лов.

53.�Ав то ма ти че с кая те ле фон ная стан ция име ет че ты ре ли нии
свя зи, плот ность по то ка за явок — λ, а по то ка об слу жи ва ния — µ.
На пи сать си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний для ве ро ят но с -
тей чи сел за ня тых ка на лов, най ти их ста ци о нар ное рас пре де -
ление.

54.�По двум ли ни ям свя зи в один пункт по сту па ют два не за ви -
си мых пу ас со нов ских по то ка те ле грамм. Най ти ве ро ят ность то го,
что за вре мя t в пункт по сту пит n те ле грамм, ес ли па ра ме т ры по то -
ков λ1 и λ2.

Гла ва 8

55. Z(t) = ξ cos λt + η sin λt — слу чай ный про цесс; ξ и η — не кор -
ре ли ро ван ные СВ, mξ = mη = 0; Dξ = Dη = 1, λ — const. Най ти чис ло -
вые ха рак те ри с ти ки про цес са Z(t). Бу дет ли про цесс Z(t) ста ци о -
нар ным в ши ро ком смыс ле?

56. ξ(t) = ξ1(t) + i sin ξ2(t) — слу чай ный про цесс; а) ξ1(t) и ξ2(t) —
не кор ре ли ро ван ные слу чай ные функ ции с mξ1

= t2, mξ2
= 1, Kξ1

(t, s) =
= e–α1(t–s)2

, Kξ2
(t, s) = e2α2(t+s). Най ти mξ(t), Dξ(t) и Kξ(t, s); б) Kξ1ξ2

(t, s) =
= eβ(t+s)2

. Бу дет ли ξ(t) ста ци о на рен в ши ро ком смыс ле?
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57. X(t) = Ut + Vt2; а) U и V не кор ре ли ро ва ны, MU = 3, MV = 0,5;
DU = 1; DV = 0,05. Най ти MX(t), DX(t), KX(t, s). Ста ци о на рен ли

X(t)? б) U и V име ют кор ре ля ци он ную ма т ри цу . Най ти

MX(t), DX(t), KX(t, s).
58.�Ком плекс ная слу чай ная функ ция Z(t) = ξ(t) + i η(t), где

ξ(t) = (a + v)e–αt; η(t) = (b + u)e–βt, a и b — const. Слу чай ный век тор
(U, V) име ет ма те ма ти че с кое ожи да ние (0, 0) и кор ре ля ци он ную

ма т ри цу . Най ти ха рак те ри с ти ки слу чай ной функ ции Z(t).

59.�Слу чай ная функ ция ξ(t) име ет ха рак те ри с ти ки mξ(t) = t2 – 1,
Kξ(t, s) = 2e–α(s–t)2

. Оп ре де лить ха рак те ри с ти ки слу чай ной функ ции

η(t) = t ξ(t) + t2 + 1; Z(t) = 2t + (1 – t)2. Яв ля ют ся ли η(t) и Z(t)

ста ци о нар ны ми в ши ро ком смыс ле?

dξ(t)
———

dt

  1 1
2







  1 3
2






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При ло же ние 2

Работа в статистическом пакете программ «Статистика»

Мо де ли ро ва ние вы бо рок и их ста ти с ти че с кая об ра бот ка
За да ние 1. Смо де ли ро вать вы бор ки m � n (m — чис ло столб цов

(vairs), n — чис ло строк (cases)) с за дан ным за ко ном рас пре де ле ния.
Вы пол не ние
Путь: File New Data � таб ли ца 10 � 10.
Ес ли ее нуж но рас ши рить по стро кам или столб цам — щелк нуть

ле вой кноп кой «мы ши» по cases или vairs � add � в ок не how many
вве с ти ко ли че ст во до бав ле ний — OK (дру гой путь для рас ши ре ния
таб ли цы: copy � File � Nove � ука зать чис ло строк и столб цов) �
� за фик си ро вать за пол ня е мый стол бец ле вой кноп кой «мы ши» по
на зва нию vari (он ста нет чер ным) � ле вой кноп кой «мы ши» по на -
зва нию щелк нуть два ра за � в ок не Name за дать на зва ние столб ца
с пуль та (обыч но со кра щен ное на зва ние мо де ли ру е мо го рас пре де -
ле ния с но ме ром вы бор ки) � в ни жнем ок не Long name (Functions)
на брать опе ра цию мо де ли ро ва ния (см. [21]):

а)�ме то дом об рат ных функ ций задать на зва ние мо де ли ру е мо го
рас пре де ле ния (Rnd (1) и па ра ме т ры мо де ли ру е мо го рас пре де ле -
ния)

При мер: = V Normal (Rnd (1), 1; 2) — это рас пре де ле ние N(1, 2);

б)�ме то дом свя зи рас пре де ле ний (мер). Тог да фор му ла мо де ли -
ро ва ния вы ра жа ет ся че рез ра нее сфор му ли ро ван ные вы бор ки.

При мер: = N1 � 2 + N2 � 2 — по лу че ние вы бор ки из рас пре де ле ния
χ2 с дву мя сте пе ня ми сво бо ды, где N1 и N2 — вы бор ки из N(0, 1).

За да ние 2. По ст ро ить ва ри а ци он ный ряд. Вы чис лить сред нее
и стан дарт ное от кло не ния.

Вы пол не ние
Вы брать стол бец на блю де ний (щелк нув ле вой кноп кой «мы ши»

по за го лов ку) � Graph of Input Data � values / stats � в ок не 
values / stats : variable по явит ся ва ри а ци он ный ряд, сред нее (mean)
и стан дарт ное от кло не ние (SD).



За да ние 3. По ст ро ить ги с то грам му ча с тот.
Вы пол не ние
Ва ри ант 1. Путь: Graphs � 2D Graphs � Histograms � Quick �

� Variables � Select Variables of Histograms � вы де лить стол бец
(щелчком ле вой кнопкой «мы ши» по на зва нию) � OK � Advenced
� Graph Type � Regular � Fit Type � off � Intrevals � Auto — ста -
вим гал ку (ав то ма ти че с кий вы бор чис ла ин тер ва лов) или
Categories — чис ло ин тер ва лов � OK.

Ва ри ант 2. Щелч ком ле вой кноп кой «мы ши» по на зва нию вы де -
ля ем стол бец � Graphs � Histograms � Advenced � рас пре де ле ние,
ко то рое ожи да ет ся, на при мер Gamma � Standart � OK.

За да ние 4. По ст ро ить эм пи ри че с кую функ цию рас пре де ле ния.
Вы пол не ние
Ва ри ант 1. Путь: Graphs � 2D Graphs � Histograms � 2D

Histograms � Quick � Variables � Select Variables of Histograms �
� вы би ра ем стол бец � OK � Advenced � Graph Type � Regular �
� в Fit Type off или нуж ный нам тип � в Intrevals ста вим гал ку про -
тив Auto или чис ло ин тер ва лов в Categories � (в ме ню) Showing
Type cumulative � OK.

Ва ри ант 2. Щелч ком ле вой кноп кой «мы ши» по на зва нию вы де -
ля ем стол бец � Graphs � Histograms � Advenced � ожи да е мое
рас пре де ле ние, на при мер Gamma � Standart � cumulative � OK.

За да ние 5. По лу чить вы бо роч ные ха рак те ри с ти ки.
Вы пол не ние
Путь: Statistica � Basic Statistic / Tables � Discriptive Statistics

в фор мах гал ка ми вы би ра ем нуж ные ха рак те ри с ти ки, т.е. в Lactions,
valid N; variation, moments; Percentiles, ranges — mean — сред нее; Conf.
Limits for means — 95% до ве ри тель ные гра ни цы верх няя и ни ж няя
(с уров нем до ве рия 0,95), Sum — сум ма, varance — дис пер сия и т.д.
� Summary — по лу ча ем таб ли цу тре бу е мых ха рак те ри с тик.

За да ние 6. Про ве рить со гла сие вы бор ки с дан ным за ко ном рас -
пре де ле ния по кри те рию χ2 Пир со на с уров нем до ве рия 1 – α.

Вы пол не ние
Путь: Statistic Distribution Fitting � вы би ра ем тип рас пре де ле ния �

� в ок не Fitting Continuous Distributions ука зы ва ем имя столб ца
(про ве ря е мо го) � Plot of observed und expected distributions � по яв -
ля ет ся ри су нок ги с то грам мы, зна че ние χ2 и уро вень до ве рия γ, с ко -
то рым это зна че ние χ2 < кри ти че с ко го. Тог да ес ли γ < 1 – α, то ги -
по те за о со гла сии вы бор ки с дан ным рас пре де ле ни ем при ни ма ет ся
с уров нем до ве рия 1 – α.
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