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Àííîòàöèÿ

Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ëîðåíöåâî ñëîåíèå

êîðàçìåðíîñòè äâà, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, áûëî ðèìàíîâûì. Äàíî îïè-

ñàíèå ñòðóêòóðû íåðèìàíîâûõ òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêèõ ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé

êîðàçìåðíîñòè äâà ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîðåíöåâû ñëîåíèÿ, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, ðîñòêîâàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè
ñëîÿ.

Èññëåäóþòñÿ ëîðåíöåâû ñëîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè äâà íà ãëàäêèõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðà-
çèÿõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ), çàäàííîå N -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , íàçûâàåòñÿ ëî-
ðåíöåâûì, åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N (âîçìîæíî íåñâÿçíîì) çàäàíà ëîðåíöåâà ìåòðèêà gN ,
äëÿ êîòîðîé âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ êîîðäèíàò γij ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè
èçîìåòðèÿìè ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (N, gN).

Â [1] äàíî îïèñàíèå ñòðóêòóðû ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè äâà íà çàìêíóòûõ
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðåäïîëîæåíèè òðàíñâåðñàëüíîé ïîëíîòû ñëîåíèÿ. Â îòëè-
÷èå îò [1] ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåðíîñòü ñëîåâ ñëîåíèé (M,F ),
íå ïðåäïîëàãàåì êîìïàêòíîñòè ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , à òðàíñâåðñàëüíóþ ïîëíîòó
ñëîåíèé (M,F ) çàìåíÿåì áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ
(M,F ).

Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ ââåäåíî â [2] êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàç-
ìåðíîñòè q åñòü òàêîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ, äëÿ èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ êîòîðîãî îïðåäåëåí ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ â ñëîÿõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçóþò íàèáîëåå ãëóáîêî èçó÷åííûé êëàññ ñðå-
äè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèå,
âñå ñëîè êîòîðîãî êîìïàêòíû, íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì. Ð.À.Âîëàê [3] äîêàçàë, ÷òî ëþ-
áîå ïîëíîå êîìïàêòíîå G-ñëîåíèå êîíå÷íîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì. Â [4] îí ïîëó÷èë
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëíûõ êîìïàêòíûõ ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ òðàíñâåðñàëüíóþ
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Â [5] ýòîò ðåçóëüòàò ðàñ-
ïðîñòðàíåí íà ïîëíûå êîìïàêòíûå êàðòàíîâû ñëîåíèÿ.

Â [6] ïîëó÷åí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè êîíôîðìíûõ ñëîåíèé, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ïîëíîå
êîíôîðìíîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q, q ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå åãî ãðóïïû ãîëîíîìèè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí íà
ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ðàíãà îäèí [8].

Â [7, Òåîðåìà 5] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êàðòàíîâî ñëîåíèå òèïà g/h, ãäå ïîäàëãåáðà Ëè h
êîìïàêòíî âëîæåíà â àëãåáðó Ëè g, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ñëîåíèåì.

Íàìè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè
äâà.
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Òåîðåìà 1. Ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè,
äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðóïïà ãîëîíîìèè êàæäîãî åãî ñëîÿ êîíå÷íà è ëèáî òðèâèàëüíà, ëèáî èçîìîðôíà Z2 èëè
Z2 × Z2.

Ïóñòü (M,F ) � ïðîèçâîëüíîå ñëîåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ íà-
ñûùåííûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå êàêèõ-ëèáî ñëîåâ ýòîãî ñëîåíèÿ.

Ñëîé L ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòàáèëüíûì â ñìûñëå
Ýðåñìàíà è Ðèáà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî íàñûùåííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Wβ,
β ∈ J, ÷òî: 1) ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå fβ : Wβ → L, β ∈ J, ñëîè
êîòîðîãî äèôôåîìîðôíû q-ìåðíîìó äèñêó Dq è òðàíñâåðñàëüíû ñëîÿì ñëîåíèÿ (Wβ, FWβ

);
2) äëÿ γ ∈ J ñëåäû ýòèõ îêðåñòíîñòåé îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ñëîÿ f−1

γ (x) ðàññëîåíèÿ
fγ : Wγ → L â òî÷êå x ∈ L.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû ðàáîòû [9], îñíîâàííûå íà ñâîéñòâàõ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ðèìà-
íîâûõ ñëîåíèé, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Åñëè ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì, òî ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç
ñëåäóþùèõ òðåõ âîçìîæíîñòåé:

1) âñå ñëîè ñëîåíèÿ çàìêíóòû, ëîêàëüíî óñòîé÷èâû, à ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì äâóìåðíûì îðáèôîëäîì, íåòðèâèàëüíûå ãðóïïû îðáèôîëäíîñòè êîòîðîãî èçî-
ìîðôíû Z2 × Z2 èëè Z2;

2) çàìûêàíèÿ ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ) îáðàçóþò ðèìàíîâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíî-
ñòè îäèí, ïðè÷åì êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì
èñõîäíîãî ñëîåíèÿ;

3) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) âñþäó ïëîòåí â M, òî åñòü M � ìèíèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî.

Ñëîåíèå (M,F ), çàäàííîå N -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî
àíàëèòè÷åñêèì, åñëè N � âåùåñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, è âñå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ êîîðäèíàò γij, i, j ∈ J, � àíàëèòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ. Â ñëó÷àå,
êîãäà N � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H, à γij � îãðàíè÷åíèÿ íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà
ñäâèãîâ ïðîñòðàíñòâà G/H ýëåìåíòàìè ãðóïïû Ëè G, òî (M,F ) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëü-
íî îäíîðîäíûì ñëîåíèåì.

Ãðóïïà âñåõ èçîìåòðèéG ïñåâäîðèìàíîâîé ïëîñêîñòè E2
1 èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðî-

èçâåäåíèþ H n R2 ñâîèõ ïîäãðóïï H è R2, ãäå H � ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïïà ãðóïïû G
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, à R2 � íîðìàëüíûé äåëèòåëü â G, îáðàçîâàííûé ñäâèãàìè ïëîñêî-
ñòè. Êàê èçâåñòíî, ãðóïïà H èçîìîðôíà ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïå êâàäðàòíûõ ìàòðèö
âòîðîãî ïîðÿäêà O(1, 1).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà
äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàç-
ìåðíîñòè äâà, íå ÿâëÿþùååñÿ ðèìàíîâûì. Òîãäà åãî òðàíñâåðñàëüíàÿ ãàóññîâà êðèâèçíà
ïîñòîÿííà è (M,F ) ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûì G/H-ñëîåíèåì, ãäå G = HnR2,
H ∼= O(1, 1).

Íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîå íåðèìàíîâî ëîðåíöåâî
ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M. Òîãäà:

1) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå k : M̃ → M, ãäå M̃ = L0 × B,
B � ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, äèôôåîìîðôíîå ïëîñ-
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êîñòè R2, L0 � ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå ëþáîìó ñëîþ áåç ãîëîíîìèè, à èí-
äóöèðîâàííîå ñëîåíèå F̃ = k∗F = {L0 × {z} | z ∈ B} îáðàçîâàíî ñëîÿìè ïðîåêöèè

r : M̃ = L0 ×B → B;

2) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì χ : π1(M) → Iso(B) ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M) â
ãðóïïó èçîìåòðèé Iso(B) ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ B, ïðè÷åì ãðóïïà Ψ := χ(π1(M))

èçîìîðôíà ãðóïïå íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ k : M̃ → M ;

3) ðîñòêîâàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ L = L(x), x ∈ M , ñëîåíèÿ (M,F )
èçîìîðôíà êàê ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Ψb ãðóïïû Ψ â òî÷êå b ∈ r(k−1(x)) ⊂ B,
òàê è ãðóïïå M-ãîëîíîìèè HM(L, x) ýòîãî ñëîÿ.

Ãðóïïà Ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåîðåìå 4, íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè ñëî-
åíèÿ (M,F ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òðàíñâåðñàîòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîåíèÿ (M,F )
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè åãî ãëîáàëüíîé ãðóïïû ãîëîíîìèè. Â ÷àñòíîñòè, ñëîåíèå (M,F )
èìååò çàìêíóòûé ñëîé òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãëîáàëüíàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè Ψ
èìååò çàìêíóòóþ îðáèòó â ìíîãîîáðàçèè B.

Ïîñòðîåí ïðèìåð òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîãî íåðèìàíîâà ëîðåíöåâà ñëîåíèÿ
(M,F ) êîðàçìåðíîñòè äâà íà ÷åòûðåõìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M , ÿâëÿþùåãîñÿ
õàîòè÷åñêèì: ýòî ñëîåíèå èìååò âñþäó ïëîòíûé ñëîé, à òàêæå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
êîìïàêòíûõ ñëîåâ. Ïðè ýòîì ãðóïïà ãîëîíîìèè êàæäîãî êîìïàêòíîãî ñëîÿ èçîìîðôíà Z.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 16-01-00312-a) è Ïðî-
ãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò � 90) â 2017.
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Transversely analytical Lorentzian foliations of codimension two
with Ehresmann connection on n-dimensional manifolds

A.V. Bagaev, N.I. Zhukova

Abstract

We prove a criterion for Lorentzian foliations of codimension two with Ehresmann
connection to be Riemannian. A description of the structure of transverse analytic non-
Riemannian Lorentzian foliations of codimension two is given.

Keywords: Lorentzian foliation, Ehresmann connection, the germ holonomy group of a leaf.
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