МЕТОДИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ

О СВЯЗИ ДРЕЙФА СТОКСА И ВОЛНЫ ГЕРСТНЕРА

А.А. Абрашкин, Е.Н. Пелиновский

Обсуждаются свойства двумерных нелинейных потенциальных и завихренных волн на поверхности идеальной жидкости бесконечной глубины. Показано, что завихренность волны Герстнера в квадратичном приближении по амплитуде волны равна и противоположна по знаку завихренности дрейфового течения Стокса в поверхностном слое. Это позволяет интерпретировать классическую волну Стокса, получаемую в рамках потенциальной теории, как суперпозицию вихревой волны Герстнера и дрейфа Стокса. Предложена физическая интерпретация коэффициента нелинейности в нелинейном уравнении Шредингера, как допплеровского сдвига частоты на  усредненном по вертикали дрейфовом течении Стокса.  
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1. Введение

Гравитационные волны на воде – обязательная составляющая любого курса по теории нелинейных волновых процессов. Ее истоки неразрывно связаны с первыми примерами определения формы профиля стационарных волн конечной амплитуды, бегущих вдоль поверхности тяжелой жидкости. Волны Стокса и Герстнера – два классических примера волн на воде, имеющих разную физическую природу. Хотя волны Стокса более известны в физической литературе, мы начнем с волн Герстнера, являющихся точным решением уравнений вихревой гидродинамики [1]. Профилем стационарной герстнеровской волны является трохоида; частицы жидкости в волне движутся по окружностям, радиус которых экспоненциально убывает с глубиной (рис. 1). При максимальной амплитуде профиль описывается циклоидой с особенностью при вершине (угол заострения равен нулю градусов). Удивительно, что, несмотря на нелинейность, дисперсионное соотношение для волн Герстнера не включает амплитуду волны, и совпадает с линейным дисперсионным соотношением (мы будем всюду говорить о глубокой воде). Поскольку жидкие частицы движутся по окружности, дрейф жидких частиц в волне Герстнера отсутствует [1-3].
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Рис. 1. Профиль волны Герстнера (верхняя линия) и круговые траектории жидких частиц

Волна Стокса является уже решением уравнений потенциального движения жидкости [4]. Такие волны существуют при амплитудах (точнее, крутизнах) меньше критического значения. Предельная волна Стокса имеет угол 120 градусов при вершине. Нелинейность в волне Стокса проявляется в появлении обертонов и нелинейной поправке к дисперсионному соотношению. Стационарная волна Стокса неустойчива к плавным модуляциям ее огибающей, и этот эффект хорошо объясняется в рамках нелинейного уравнения Шредингера (НУШ), играющего фундаментальную роль в современной нелинейной физике [5-9]. Частицы жидкости в волне Стокса в линейном приближении также движутся по окружностям, затухающим вглубь экспоненциально, однако с увеличением амплитуды жидкая частица за один период смещается в направлении распространения волны (рис. 2). Усредненное горизонтальное движение жидких частиц  в потенциальной волне получило название дрейфа Стокса [2, 4]. Оно сдвиговое по глубине и, следовательно, является вихревым. Таким образом, хотя волна Стокса является потенциальной, она вызывает в среднем вихревое сдвиговое течение. В то же время вихревая волна Герстнера в среднем такого течения не вызывает.
Связь этих трех явлений обсуждается в настоящих методических заметках.
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Рис. 2. Профиль волны Стокса (верхняя линия) и незамкнутые траектории жидких частиц 

2. Дрейф Стокса

Напомним вкратце, как находится дрейф Стокса в квадратичном приближении по крутизне волны. Выберем систему координат так, чтобы ось 
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 была направлена вертикально вверх, а горизонтальная ось 
[image: image4.wmf]x

 лежала в плоскости невозмущенной поверхности жидкости, как показано на рис. 2. Уравнения двумерной гидродинамики идеальной несжимаемой жидкости, находящейся в поле силы тяжести, имеют вид:
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где 
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 - вектор скорости, оператор 
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 - двумерный градиент по декартовым переменным 
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 - время, 
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- давление, 
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- плотность, 
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 - ускорение свободного падения. Первое из них называют уравнением непрерывности, а второе – уравнением движения или уравнением Эйлера [10]. Считая движение потенциальным, можно ввести потенциал течения
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. Тогда уравнения (1)-(2) преобразуются в [2, 9, 11]: 
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Здесь
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- постоянное давление на свободной поверхности жидкости, выражение (4) называется интегралом Коши-Лагранжа. Задача определения волн на поверхности жидкости, таким образом, сводится к решению уравнению Лапласа (3), удовлетворяющему условию  постоянства давления на свободной, заранее неизвестной поверхности 
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, которое следует из уравнения (4). К нему следует добавить также кинематическое граничное условие:
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а также условие затухания возмущений вглубь
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Граничное условие для давления и кинематическое условие являются нелинейными и составляют основную трудность при аналитическом изучении волн на воде. Точных аналитических решений задачи (3)-(6) до сих пор не получено. Для решения этой задачи Дж. Стокс воспользовался методом последовательных приближений по малому параметру крутизны волны 
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,  k – волновое число, А – амплитуда волны. Решения, получаемые в рамках этого метода, получили название стоксовы разложения.

С точностью включительно до квадрата малого параметра (крутизны волны), потенциал волнового движения 
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и вертикальное смещение свободной поверхности 
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 установившегося волнового движения записываются следующим образом [2, 4]: 
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Это решение записано в лабораторной системе отсчета, волна бежит вправо с линейной фазовой скоростью 
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. Нелинейность приводит как к появлению второй гармоники (обертона), так и смещению среднего уровня воды вверх от нулевой отметки (
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). Следуя [2], мы записываем это слагаемое в левой части. 
Система (7) - (8) описывает волну Стокса в эйлеровых переменных 
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. Из уравнения (7) следует, что эйлерово поле скорости 
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 имеет следующий вид:
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Оно периодическое по времени, и потому среднее за период значение компонент скорости будет равно нулю. При этом, однако, как установил еще Дж. Стокс, сами жидкие частицы в среднем не остаются на месте, а смещаются  в направлении распространения волны (дрейф Стокса). Рассмотрим его подробнее.

Обозначим через 
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 скорость элемента жидкости, имевшего в момент 
[image: image34.wmf]0

=

t

 координату 
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 называют лагранжевыми координатами, а вектор 
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 лагранжевой скоростью. Положение элемента жидкости в последующие моменты времени определяется формулой
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Эйлерова скорость  
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, задаваемой соотношением (10), равна лагранжевой скорости 
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, то есть скорости частицы, пришедшей в точку 
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. Следовательно,
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здесь использовано разложение в ряд Тейлора; 
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обозначает оператор градиента по компонентам вектора 
[image: image46.wmf]0

r

r

. Поскольку рассматриваются малые (порядка 
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) скорости, то второе слагаемое в правой части выражения (10) будет порядка 
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. Это означает, что  лагранжевые и эйлеровые скорости с точностью до членов первого порядка малости совпадают:
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равно, как и эйлеровые и лагранжевые переменные: 
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. Заменяя в выражениях (9) эйлеровые координаты на лагранжевые и интегрируя их по времени, получим представление траекторий жидких частиц в линейном приближении [10]:
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то есть частицы жидкости описывают в линейных гравитационных волнах окружности вокруг точек 
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 с радиусом, экспоненциально убывающим вглубь жидкости.

А что будет в квадратичном приближении? Подставляя выражение (12) в интеграл правой части формулы (11), получим, что с точностью до второго порядка (в смысле разложения Стокса) лагранжевая скорость определяется соотношением (см. также [12]):
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Для ее вычисления надо опять заменить в представлении поля скорости (9) эйлеровые координаты на лагранжевые и подставить в равенство (14). Нас, однако, интересует не общее выражение для скорости, а лишь ее усредненное за период значение. Проводя необходимые вычисления и усредняя полученное выражение, получим, что 
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здесь угловые скобки – знак усреднения по периоду волны, а 
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- единичный вектор в положительном горизонтальном направлении. Помимо колебательного движения, жидкие частицы дрейфуют в направлении распространении волны со скоростью 
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. Такое плоскопараллельное течение получило название дрейфа Стокса. В эйлеровых переменных с учетом соотношения (10) оно записывается так:
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Течения (15), (16) являются сдвиговыми и, следовательно, обладают завихренностью. Но как тогда объяснить, что составной частью потенциальной волны Стокса является вихревой поток? На удивление, ни один из авторов, затрагивавших тему дрейфа Стокса, не комментировал этот факт. Обошел его и сам Джордж Габриель Стокс. Нам, однако, представляется, что данный методический вопрос нуждается в подробном анализе. Чтобы ответить на него, обратимся к другому волновому движению жидкости, фигурирующему в названии статьи.
3. Волна Герстнера

Решение для этой волны было получено чешским профессором Францем Иозефом фон Герстнером в 1804 году. В отличие от волны Стокса, волна Герстнера является точным решением уравнений гидродинамики (мы приведем его ниже). Оно уникально, поскольку является единственным точным решением полной системы уравнений гидродинамики для стационарных гравитационных волн на глубокой воде. Это решение менее известно, поскольку записывается в лагранжевых координатах. В гидродинамических задачах они используются крайне редко, так как содержат более сложный вид нелинейности по сравнению с уравнениями в эйлеровой форме. К примеру, в фундаментальном курсе “Гидродинамики” Ландау и Лифшица [10] уравнения гидродинамики в форме Лагранжа вообще не приводятся. Соответственно нет там упоминаний про волну Герстнера и дрейф Стокса.
Уравнения двумерной гидродинамики в лагранжевых переменных имеют следующий вид [2, 3, 13, 14]: 
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здесь 
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- координаты траектории жидкой частицы с лагранжевыми координатами 
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, нижние индексы означают дифференцирование по соответствующей переменной. Ось 
[image: image63.wmf]b

 направлена вверх, и 
[image: image64.wmf]0
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 соответствует свободной поверхности. Квадратные скобки обозначают якобиан. В системе уравнений (17)-(19) первое является уравнением непрерывности, а два других - уравнениями движения. 
Используя перекрестное дифференцирование, исключим давление из уравнений (18), (19) [2, 14]:
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Это уравнение эквивалентно уравнениям движения жидкости (18), (19), но оно включает в явном виде завихренность жидких частиц 
[image: image66.wmf]W

, которая в случае двумерных течений является функцией только лагранжевых координат.
Герстнеру удалось указать точное решение уравнений (17), (20). Непосредственной подстановкой можно убедиться, что им удовлетворяет следующая пара соотношений 
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Герстнеровское решение имеет в точности такой же вид, как и решение для линейной потенциальной волны (13). Дисперсионное уравнение для волны Герстнера 
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 совпадает с дисперсионным уравнением для линейных волн. Подчеркнем, что оно не зависит от амплитуды волны. Жидкие частицы в волне Герстнера тоже движутся по окружности. Но только значение амплитуды для волны Герстнера уже не малая, а конечная величина. Профилем герстнеровской волны служит трохоида. При значении 
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 (предельная величина амплитуды) волна имеет заострение в вершине, а ее форма описывается циклоидой. Угол при вершине предельной волны Герстнера равен нулю [2,3]. 
У волны Герстнера есть еще одно важное отличительное свойство. Она обладает завихренностью, которая  определяется равенством
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Разложим завихренность (22) в ряд по малому параметру 
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Из этого выражения видно, что в линейном приближении волна Герстнера не обладает завихренностью и, следовательно, полностью эквивалентна линейной потенциальной волне. Завихренность у волны Герстнера появляется только в квадратичном приближении. Или сформулируем это по-другому: слабое круговое движение жидких частиц порождает завихренность только во втором порядке по малому параметру крутизны волны. 
4. Волна Стокса в лагранжевом описании

Вернемся теперь к вопросу, поставленному в конце раздела 2. Как же внутри потенциальной волны Стокса может существовать сдвиговое вихревое течение? Согласно теореме Лагранжа, завихренность в идеальной однородной несжимаемой жидкости, находящейся под действием потенциальных сил, возникнуть не может. В рассматриваемой задаче о волнах на воде все условия этой теоремы выполнены. Значит, и в каждом из приближений суммарная завихренность течения должна обращаться в ноль. Эйлерова запись (7), (8) волны Стокса в квадратичном приближении не позволяет ясно продемонстрировать это. Но совсем другое дело, если использовать лагранжеву форма записи.
В лагранжевых переменных решение, полученное Стоксом для поверхностной гравитационной волны на глубокой воде, можно записать так [2, 15]:
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Движение жидких частиц, описываемое системой (24), представляет сумму колебательной и дрейфовой составляющих. Если выбрать достаточно малое значение амплитуды волны Герстнера, то колебательные движения жидких частиц в выражениях (21) и (24) будут совпадать. Отличие между волной Стокса и волной Герстнера в квадратичном приближении, таким образом, связано с наличием дрейфового слагаемого в потенциальной волне (дрейфа Стокса). Завихренность волны Герстнера в этом приближении равна  величине 
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 (смотри формулу (23)), а завихренность дрейфа Стокса определяется формулой
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то есть общая завихренность волны Стокса, как и положено, равна нулю. 
Это можно интерпретировать еще так. Движение жидких частиц в волне Стокса состоит из наложения двух потоков: вращательного по окружности (“герстнеровского”) и сдвигового (дрейфа Стокса). Каждый из этих потоков обладает завихренностью, но их суммарная завихренность равна нулю. 
Решение (24) было получено Стоксом [4], однако ни сам Стокс, ни другие исследователи, воспроизводившие его результат, не соотносили колебательную часть решения с волной Герстнера. В символической форме результат Стокса можно записать так:

                 Волна Стокса = волна Герстнера + дрейф Стокса.                             (25)
Несмотря на всю очевидность, данный результат в явном виде не формулировался в литературе. По всей видимости, это связано с тем, что решение для потенциала волны Стокса, как правило, записывается в эйлеровых переменных. Решения Стокса в лагранжевых координатах (24), напротив, высвечивает нашу символическую формулу (25). Подчеркнем, во-первых, ее неочевидность, а во-вторых, нетривиальность: в нелинейном приближении работает принцип суперпозиции течений.

Итак, между волнами Стокса, Герстнера и дрейфом Стокса имеется тесная связь. Но, как оказывается, одним этим примером она не исчерпывается. Неожиданно для авторов она нашла проявление также и в задаче о модуляционной неустойчивости волны Герстнера.
5. Нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) для волны Герстнера
Будем рассматривать распространение пакета гравитационных поверхностных волн в жидкости неограниченной глубины. Поскольку нам интересен случай волны Герстнера, будем считать, что распространяющаяся волна обладает слабой (порядка квадрата крутизны) завихренностью. 
Воспользуемся переменными Лагранжа. Введем комплексную координату траектории жидкой частицы 
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, черта – знак комплексного сопряжения. В новых переменных уравнения (17) и (20) примут следующий вид [14, 16, 17]:
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а система уравнений (18), (19) после несложных алгебраических преобразований сведется к одному уравнению
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В дальнейшем уравнения (26), (27) будут использоваться для нахождения комплексной координаты траекторий жидких частиц, а уравнение (28) – для определения давления в жидкости. Граничными условиями выступают условия непротекания на дне (
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) и постоянства давления на свободной поверхности (при 
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Воспользуемся методом многих масштабов. Функцию 
[image: image83.wmf]W

 представим так:
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где 
[image: image85.wmf]e

 - малый параметр крутизны волны. Представим неизвестные функции 
[image: image86.wmf]p

 и 
[image: image87.wmf]w

 в виде ряда по этому параметру
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В выражении для давления выделен отдельно член с гидростатическим давлением, 
[image: image89.wmf]0

p

- постоянное атмосферное давление на поверхности жидкости, которое можно сразу положить равным нулю. Завихренность 
[image: image90.wmf]W

 будем полагать квадратичной по параметру крутизны, как в волне Герстнера:
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Конкретный вид функции 
[image: image92.wmf]2
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, соответствующий волне Герстнера, имеет смысл записать позже, когда уже будет получено эволюционное уравнение третьего порядка. 
Подставим представления (29)-(31) в уравнения (26)-(28). В первом приближении решение имеет следующий вид:
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здесь и далее 
[image: image94.wmf]A

 - комплексная амплитуда волны, бегущей вправо. Функция 
[image: image95.wmf]1

y

 - действительная, и ее вид определяется при рассмотрении следующего приближения. Выражение (32) описывает волновое движение в лабораторной системе отсчета. Как и в стационарной потенциальной волне (24), оно состоит из колебательного движения жидких частиц по окружности и среднего течения.  
Мы не будем приводить подробного хода выкладок, а ограничимся указанием основных результатов в высших приближениях. Из решений второго приближения следует пара уравнений:
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здесь 
[image: image98.wmf](
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 - групповая скорость линейных гравитационных волн. Заметим, что первое слагаемое в уравнении (34) совпадает с выражением для дрейфа Стокса. Используя уравнения (33), (34), в третьем приближении приходим к следующему эволюционному уравнению: 
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Оно записано в системе отсчета, движущейся с групповой скоростью 
[image: image100.wmf]g
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Система (34), (35) представляет модифицированное нелинейное уравнение Шредингера для слабозавихренных волн. В общем случае оно требует специального исследования. Мы ограничимся его анализом применительно к волне Герстнера.
В представлении (29), (30) функция 
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 для волны Герстнера будет описываться выражениями, аналогичными соотношениям (21), только амплитуду 
[image: image102.wmf]A

 необходимо домножить на параметр 
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. Используя формулу для завихренности (27), найдем, что для волны Герстнера
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. Подставляя это выражение в уравнение (34), получим, что 
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. Эффективное сдвиговое течение, связанное с завихренностью герстнеровской волны (второе слагаемое в правой части уравнения (34)), в точности компенсирует Стоксов дрейф. Пакет слабонелинейных волн Герстнера, таким образом, в этом приближении не испытывает действия нелинейности, и эффект модуляционной неустойчивости для нее отсутствует. 
Это второй аспект связи волны Герстнера с дрейфом Стокса, касающийся уже нелинейного уравнения Шредингера. 

6. О физическом смысле коэффициента нелинейности в НУШ
В случае 
[image: image106.wmf]0
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 уравнение (35) переходит в классическое нелинейное уравнение Шредингера для потенциальных волн: 
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Для потенциальных волн на глубокой воде его впервые вывел Захаров, используя гамильтоновский формализм [5, 16]. Хасимото и Оно [17] и Дэви [18] независимо получили тот же результат с помощью метода многомасштабных разложений, а Юэн и Лэйк на основе метода усредненного лагранжиана [19]. Здесь мы указали путь вывода  НУШ в лагранжевых координатах.


Чтобы записать уравнение (36) в эйлеровых переменных, необходимо выразить горизонтальную лагранжевую координату 
[image: image108.wmf]a

 через горизонтальную эйлеровую координату
[image: image109.wmf]X

. Поскольку из соотношений (29), (30) следует, что
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то для перехода к эйлеровой форме записи следует просто заменить лагранжевую координату на соответствующую эйлеровую переменную (
[image: image111.wmf]l
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). Очевидно, что справедлива и обратная замена координата, поэтому все известные решения НУШ в эйлеровых переменных записываются аналогично и в лагранжевых. 
При выводе НУШ в предыдущем разделе отмечалось, что первое слагаемое в уравнении (34) совпадает с выражением для дрейфа Стокса, только амплитуда 
[image: image112.wmf]A

 в нем уже переменная величина. В случае нулевой завихренности волн (
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) только оно определяет вид функции 
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, а значит, и коэффициент нелинейности в НУШ; смотри уравнение (35). Вывод нелинейного уравнения Шредингера, как правило, дается формально, и представляется важным указать на связь одного из его членов с дрейфом Стокса. В литературе по волнам на воде этот момент, насколько нам известно, до сих пор не отмечался. 
Очень популярным в физике является эвристический вывод НУШ на основе нелинейного дисперсионного уравнения для волны Стокса. Напомним его. Нелинейное дисперсионное соотношение для волны Стокса получается в стоксовом разложении третьего порядка и имеет следующий вид [2, 4, 9]:
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Для узкого волнового пакета можно также разложить (37) в окрестности постоянного значения 
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, сохраняя члены второго порядка по возмущениям волнового числа и нелинейности. Тогда возмущения волнового числа 
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 и частоты 
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 удовлетворяют уравнению
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Рассматривая частоты и волновое число в (36) как операторы в соответствии с  
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получаем нелинейное уравнение Шредингера [20-23]:
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Это уравнение аналогично уравнению (36), если записать его в системе отсчета, движущейся с групповой скоростью вправо и провести замены
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Данный эвристический вывод явно указывает, что коэффициент нелинейности в НУШ совпадает с нелинейной поправкой к дисперсионному уравнению для линейных волн. Этот вывод хорошо известен, но воспроизводится здесь для полноты изложения.
Перепишем дисперсионное уравнение (37) в несколько другом виде
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здесь введена величина 
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, соответствующая нелинейной поправке к фазовой скорости. Из формулы (39) следует, что ее можно интерпретировать как поверхностное течение, обеспечивающее допплеровский сдвиг частоты. Эта скорость удовлетворяет соотношениям
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и имеет смысл объемного горизонтального расхода через поперечную площадку единичной длины, умноженного на 
[image: image126.wmf]k

. Учитывая, что величина дрейфовой скорости уменьшается экспоненциально с глубиной и существенна лишь в приповерхностном слое с толщиной порядка длины волны, то можно говорить, что она приближенно равна усредненной по вертикали скорости дрейфа Стокса. 
Напомним в связи с этим, что в волне Герстнера отсутствует дрейфовое движение жидких частиц (
[image: image127.wmf]0
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), и ее дисперсионное уравнение совпадает с дисперсионным уравнением линейных потенциальных волн. Поэтому, следуя эвристическому приему записи НУШ на основании только дисперсионного уравнения, можно было бы сразу же сказать, что нелинейность в нем будет отсутствовать. Однако причина этого оставалась бы неясной. Более того, указать ее, не записывая НУШ для слабозавихренных волн в лагранжевых переменных, как нам представляется, было бы крайне сложно.

7. Заключение

Настоящая методическая статья посвящена анализу классических примеров волн на глубокой воде. Обращается внимание, что в лагранжевом описании решение для потенциальной волны Стокса в квадратичном приближении представляется как наложение двух течений – вихревой волны Герстнера и дрейфа (сдвигового течения) Стокса. Завихренности этих течений одинаковы по модулю и противоположны по знаку. Выяснено, что этим же обстоятельством объясняется и отсутствие нелинейного члена в нелинейном уравнении Шредингера (НУШ) для волны Герстнера. Доказательство основано на выводе  НУШ для слабозавихренных волн в лагранжевых переменных. Показано, что коэффициент нелинейности в НУШ для потенциальных волн совпадает по величине с усредненным по вертикали дрейфом Стокса.
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