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Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ

Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn ïîñðåäñòâîì ðàñêðàøåííîãî

ãðàôà

c⃝ Å.ß. Ãóðåâè÷1, Ä.Ñ. Ìàëûøåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, çàäàííûõ íà ñôåðå Sn ðàçìåðíîñòè
n > 3 . Êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàñêðàøåííûé ãðàô
Γf , îñíàùåííûé àâòîìîðôèçìîì Pf è äàåòñÿ îïðåäåëåíèå èçîìîðôèçìà äâóõ òàêèõ ãðàôîâ.
Àíîíñèðóåòñÿ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà ãðàôîâ Γf ,Γf ′ â ñìûñëå äàí-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G , è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñóùåñòâîâàíèå
èçîìîðôèçìà òàêèõ ãðàôîâ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äèôôåîìîðôèçìû
Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ãðà-
ôîâ

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîñõîäèò ê ðàáîòàì À.
À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã. Ìàéåðà è Ì. Ïåéøîòî. À. À. Àí-
äðîíîâ è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí â 1937 ãîäó ââåëè ïîíÿòèå ãðóáîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è
ïîêàçàëè, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè ïîòîêà íà ïëîñêîñòè (äâó-
ìåðíîé ñôåðå) ñîñòîÿò â òðåáîâàíèè êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà íåáëóæäàþùèõ îðáèò, åãî ãè-
ïåðáîëè÷íîñòè è îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî. Â 1960 ãîäó Ñ. Ñìåéë
ââåë êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì, ïðè ýòîì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç
ñåäëà â ñåäëî, òðàíñôîðìèðîâàëîñü â áîëåå îáùåå óñëîâèå òðàíñâåðàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Òàêèå ñèñòåìû
ïîçäíåå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà íåáëóæ-
äàþùèõ îðáèò ïðèâîäèò ê èäåå ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òàêèõ
ñèñòåì ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å îïèñàíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ îðáèò â íåñóùåì
ìíîãîîáðàçèè. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåíåí Å. À. Ëåîíòîâè÷ è À. Ã. Ìàéåðîì äëÿ
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé è áûë
ðàçâèò â ðàáîòàõ Ì. Ïåéøîòî, À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî, à òàê æå ß. Ë. Óìàíñêîãî,
C. Þ. Ïèëþãèíà, â êîòîðûõ ðåøàëàñü àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 2, 3 è âûøå, à òàêæå Â. Ç. Ãðèíåñîì, À. Í. Áåçäåíåæíûõ
äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ îðáèò.

Êàê îêàçàëîñü, ýòà èäåÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàáîòàåò â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äèêî âëîæåííûìè
èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäåë. Ýòîò ôàêò ïîòðåáîâàë íîâîãî ÿçûêà äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ â êëàññå òàêèõ ñèñòåì. Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ïîëó÷åíà â öèêëå ðàáîò Õ. Áîíàòòè, Â. Ç. Ãðèíåñà, Î. Â. Ïî÷èíêè, Å. Â. Æóæîìû, Â.

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; egurevich@hse.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Í. Íîâãîðîä; dsmalyshev@hse.ru
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Ñ. Ìåäâåäåâà (ñì. äëÿ ññûëîê îáçîð [5]). Èäåÿ, ïðèâåäøàÿ ê óñïåøíîìó ðåøåíèþ ýòîé
çàäà÷è, ñîñòîèò â âûäåëåíèè ñâÿçíûõ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà è îïèñàíèÿ áëóæäàþùå-
ãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà (îáëàñòè îòòàëêèâàíèÿ
ðåïåëëåðà), ïðè ïîìîùè ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà � èíâàðèàíòà, îòðàæàþùåãî ñòðóêòó-
ðó ïðîñòðàíñòâà îðáèò è âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê.

Â ðàáîòàõ Â. Ç. Ãðèíåñà, Å. ß. Ãóðåâè÷, Â. Ñ. Ìåäâåäåâà [3], [4] áûë ñäåëàí ïåðâûé øàã â
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ Mn

ðàçìåðíîñòè áîëüøåé òðåõ (n ≥ 4 ) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïà-
ðàòðèñ îäíîìåðíî è íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàôîì
äèôôåîìîðôèçìà, êàê è â ñëó÷àå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, è ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 . Â ðàáîòå [6] ïðè ïîìîùè ñõåìû
äèôôåîìîðôèçìà áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ n -ìåðíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ïðåäëîæåíèè, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü èíâàðèàíòíûõ ìíãîîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàâíà 1 èëè (n− 1) .

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [3], [4], [6]. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ
G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn , n > 3 , íå
èìåþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó [6] (òåîðåìà 3),
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ñåäëîâîé ïåðèîäè-
÷åñêîé òî÷êè ïðîèçâîëüíîãî êàñêàäà f ∈ G èìåþò ðàçìåðíîñòü 1 è n− 1 .

Ïóñòü Ωf � íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , Ωi
f = {p ∈

Ωf | dim W u
p = i} , i ∈ {0, 1, n− 1, n} .

Äëÿ îïèñàíèÿ êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èäååé À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî è ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ðàñêðà-
øåííûé ãðàô, îñíàùåííûé àâòîìîðôèçìîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [7] (ñì. òåîðåìó 2.3), ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷å-
âûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ââîäèìîãî èíâàðèàíòà. Åñëè p � ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî
êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

p \ p (W u
p \ p ) áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé

( íåóñòîé÷èâîé ) ñåïàðàòðèñîé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç lsp ( lup ).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-
Ñìåéëà. Òîãäà:

1) Mn =
∪
p∈Ωf

W u
p =

∪
p∈Ωf

W s
p ;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf ìíîãîîáðàçèå W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ Mn ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf âåðíî ðàâåíñòâî cl lup \ (lup ∪ p) =
∪

q∈Ωf :W s
q ∩lup ̸=∅

W u
q

3.

Èç ïóíêòà 3 ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè
σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G çàìûêàíèå åå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W δ

σ ðàçìåðíîñòè
(n−1) ñîäåðæèò, êðîìå ñàìîãî ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, â òî÷íîñòè îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó.
Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñòîêîâîé â ñëó÷àå δ = u è èñòî÷íèêîâîé â ñëó÷àå δ = s . Òîãäà

3 Çäåñü cl lup îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà lup .
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ìíîæåñòâî cl W δ
σ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ðàçìåðíîñòè (n − 1) , ãëàäêîé âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå,

âîçìîæíî, îäíîé. Â ñèëó ðàáîò [2], [1], ýòà ñôåðà ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé
(÷òî êîíòðàñòèðóåò ñî ñëó÷àåì n = 3 )4. Îáúåäèíåíèå Lf =

∪
p∈Ω1

f

cl W s
p ∪

∪
q∈Ωn−1

f

cl W u
q

çàìûêàíèé âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè (n − 1) äåëèò ñôåðó Sn íà
k = |Ω1

f ∪ Ωn−1
f | + 1 êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè5. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ÷åðåç

D1, . . . , Dk è ïîëîæèì Df =
k∪
i∈1
Di .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàñêðàøåííûì ãðàôîì äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G áóäåì
íàçûâàòü ãðàô Γf ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî Γ0
f âåðøèí ãðàôà Γf èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Df , ìíîæåñòâî Γ1

f ðåáåð
èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Lf ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî èçîìîðôèçìà ξ : Γ0

f ∪ Γ1
f →

Df ∪ Lf ;

2) âåðøèíû vi, vj ñîåäèíåíû ðåáðîì ei,j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðøèíàì vi, vj îáëàñòè Di, Dj èìåþò îáùóþ ãðàíèöó;

3) ðåáðî ei,j èìååò öâåò s ( u ), åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèå W s
p ⊂ Lf

(W u
q ⊂ Lf ).

4) Ãðàô Γf îñíàùåí àâòîìîðôèçìîì Pf : Γ
0
f → Γ0

f òàêèì, ÷òî ξPf = fξ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ãðàôû Γf ,Γf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : Γ0

f → Γ0
f ′ òàêîé, ÷òî Pf ′ = ηPfη

−1 .

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû Γf ,Γf ′ èçîìîðôíû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñêðàøåííûé ãðàô îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì èíâàðèàíòîì äëÿ êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G , ïîñêîëüêó
ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ ãðàôîâ òàêèõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü Γf ,Γf ′ � ãðàôû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G ñ îäèíàêî-
âûì ÷èñëîì k âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîð-
ôèçìà ãðàôîâ Γf ,Γf ′ çà âðåìÿ O(n) .

Áëàãîäàðíîñòè
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 16-31-60008-ìîë-à-äê, 15-01-03687-a, 16-51-10005-Ko_a),
Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 14-41-00044), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-4819.2016.1,
Ïðîãðàììû Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò 98) è ëà-
áîðàòîðèè àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016

4 Côåðà Sn−1 ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé â Mn , åñëè ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå
âëîæåíèå h : Sn−1 × [−1;+1]→Mn òàêîå, ÷òî h(Sn−1 × {0}) = Sn−1.

5 Çäåñü |P | îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà P .
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On the topological classi�cation of Morse-Smale

di�eomorphisms on the sphere Sn via colored graphs

c⃝ E. Gurevich6, D. Malyshev7

Abstract.We consider a class G of orientation-preserving Morse-Smale di�eomorphisms without
heteroclinic intersections de�ned on the sphere Sn of dimension n > 3 . For every di�eomorphism
f ∈ G corresponding colored graph Γf , endowed by a automorphism Pf , is found. We also
give de�nition of isomorphism of such graphs. The result is stated that existing isomorphism of
graphs Γf ,Γf ′ is the neccesary and su�cient condition of topological conjugacy of di�eomorphisms
f, f ′ ∈ G , and thatan algorithm exists which recognizes this existence by linear time.

Key Words: structurally stable dynamical systems, Morse-Smale di�eomorphisms, topological
classi�cation, algorithm of recognizing an existence of an isomorphism of graphs

6 Associate professor of Fundamental Mathematics Department, National Research University Higher School
of Economics, egurevich@hse.ru

7 Professor of Department of Applied Mathematics and Informatics, National Research University Higher
School of Economics, Nizhny Novgorod; dsmalyshev@hse.ru

Zhurnal SVMO. 2016. V. 18, No. 4


