
ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА, 2014, том 33, № 7, с. 1–6

1

1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что “нефантомность” полимерной
цепи приводит к двум типам взаимодействий:
объемным взаимодействиям, исчезающим для
бесконечно тонких цепей, и топологическим вза!
имодействиям, действующим даже для цепей ну!
левой толщины. При достаточно высоких темпе!
ратурах (в “хорошем растворителе”) полимерная
молекула имеет сильно флуктуирующую клубко!
вую структуру без достоверного термодинамиче!
ского состояния. При температурах ниже некоторо!
го критического значения θ (в “плохом растворите!
ле”) полимер из N звеньев длины l коллапсирует в
слабо флуктуирующую глобулярную структуру
размера R ~ lN1/3. В классических работах [1, 2],
посвященных изучению перехода клубок–глобу!
ла без топологических взаимодействий, показа!
но, что конформация цепи в глобулярной фазе
подобна траектории броуновского случайного
блуждания. Однако при учете топологии, из!за
дополнительного отталкивания складок, укладка
цепи может оказаться иной [3]. В частности, для
незаузленных конформаций при температуре ни!
же θ!точки может существовать некоторая крити!
ческая длина g*, зависящая от температуры и объ!
емных взаимодействий, такая, что фрагменты це!
пи, превосходящие g*, коллапсируют. Для не
слишком коротких цепей эти g*!звенные участки
могут выступать в роли новых “мономерных бло!
ков” (или складок 1!го уровня). Участок цепи, со!
держащий несколько последовательных складок!
блоков, может коллапсировать “в собственном
объеме”, формируя складку 2!го уровня, затем

складки 2!го уровня образуют складку 3!го уров!
ня и т.д. (рис. 1а). Процесс иерархической уклад!
ки всей цепи завершится, когда все g*!звенные
участки цепи окажутся внутри одной общей
складки. Специфическая особенность такой
“складчатой” глобулы (ее называют еще “фрак!
тальной”) состоит в том, что если заузливание
складок на всех уровнях запрещено, то иерархи!
ческая структура складок не разрушается и явля!
ется термодинамически равновесной.

2. УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
СКЛАДЧАТОЙ КОНФОРМАЦИИ

Состояние звена цепи в складчатой конформа!
ции удобно характеризовать набором индексов,
который определяет, в какой именно складке 1!го
уровня (которая находится в определенной
складке 2!го уровня, а та в свою очередь – в опре!
деленной складке 3!го уровня и т.д.) расположено
данное звено. Такие наборы индексов можно со!
поставить с путями на древообразном графе (де!
реве Кэли) с индексом ветвления p, ведущими от
корня дерева к его “листьям” (узлам на границе
дерева). Множество “листьев” задает простран!
ство состояний для звеньев цепи в складчатой
конформации; каждый путь, ведущий от верши!
ны дерева к определенному “листу”, однозначно
описывает иерархию складок для соответствующе!
го звена цепи; и каждое поддерево представляет со!
бой складку определенного масштаба (рис. 1б).
Индекс ветвления p дерева Кэли задает число
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складок, вложенных в складку вышестоящего
уровня иерархии. 

Подчеркнем, что при описании складчатой
конформации древообразным графом конформа!
ция цепи определяется не расположением звеньев
цепи в пространстве, а вложениями складок, в ко!
торых находятся звенья цепи. Для любых двух зве!
ньев i и j всегда существует одна и только одна ми!
нимальная складка уровня γ, внутри которой зве!
нья i и j находятся в разных складках уровня γ – 1.
“Конформационным расстоянием” между зве!
ньями i и j в таком описании является масштаб
наименьшей складки, содержащей оба звена, или,
эквивалентно, масштаб наибольшей складки, со!
держащей только одно звено. Для самоподобной
иерархии складок (регулярно ветвящегося дерева
Кэли) масштаб любой складки определяется
только уровнем иерархии γ, к которому эта склад!
ка относится. Соответственно, уровень γ(i, j), к
которому относится наименьшая общая для зве!
ньев i и j складка, определяет расстояние между
звеньями i и j. Такое расстояние является ультра!
метрическим, т.е. подчиняется сильному нера!
венству треугольника. Заметим, что для регуляр!
но ветвящегося дерева складок масштаб складки
уровня γ (число “листьев” дерева, т.е. звеньев це!
пи, входящих в складку) равен pγ. Конформаци!
онное расстояние между звеньями от уровня
иерархии γ(i, j) также удобно определить как pγ(i, j).
В этом случае расстояние между двумя звеньями
просто равно масштабу наименьшей для них об!
щей складки. 

Таким образом, полимерная цепь в некоторой
заданной складчатой конформации может пони!
маться как цепь звеньев, расположенных в опре!
деленных точках ультраметрического простран)
ства. Если та или иная складчатая конформация

наделена вероятностной мерой, то конформацию
можно описать траекторией некоторого (модель!
ного) случайного процесса, протекающего в уль)
траметрическом пространстве. В простейшем
случае можно рассматривать ультраметрическое
случайное блуждание. 

Пусть ϕ(i, s) есть переходная вероятность уль!
траметрического случайного блуждания, т.е. ве!
роятность найти конец цепи длины s в состоянии
i (при условии, что начало цепи находится в напе!
ред заданном состоянии i0). Переходная вероят!
ность ϕ(i, s) определяет вероятностную меру всех
складчатых конформаций цепи длины s, концы
которых находятся в состояниях i0 и i соответ!
ственно. Пусть функция ϕ(i, s) есть переходная ве!
роятность однородного марковского процесса.
Подчиним ее уравнению Колмогорова–Феллера: 

(1)

где константы переходов  зависят
только от ультраметрического расстояния между
состояниями i и j [4] (p–αγ есть вероятность
“прыжка” на расстояние pγ, т.е. вероятность того,
что следующее по цепи звено перейдет в новую
складку уровня γ, а p–γ есть вероятность того, что
звено окажется в одном из состояний, возможных
в складке масштаба pγ). Нетрудно убедиться, что
матрица переходов W имеет блочно!иерархиче!
ский вид, подобный матрице Паризи [5]. Ненуле!
вые собственные значения матрицы W известны.
Для ультраметрического случайного блуждания
на континуальном неограниченном ультраметри!
ческом пространстве λγ = –p–αγ, γ = 1, 2, … (см.,
например, [4]). Поскольку все ненулевые соб!
ственные значения оператора правой части урав!

( , )
( ) ( , ) ( ) ( , ),

j i j i

d i s
w j i j s w i j i s

ds
≠ ≠

ϕ
= ϕ − ϕ∑ ∑

( 1)( ) ~w i j p− α+ γ

γ = 3

γ = 2
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B
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а б

Рис. 1. a – Иерархия стадий образования складчатой (фрактальной) глобулы. б – Представление состояний звеньев
цепи (1, 2, …) в виде дерева Кэли. Путь на дереве от корня (точка A) к листу (точка B) определяет иерархию складок, в
которых находится звено. 
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нения (1) отрицательны, это уравнение описыва!
ет конформации складчатой глобулы с хорошо
определенным основным состоянием. 

Рассмотрим вопрос об устойчивости складча!
той глобулы. Введем дополнительное отталкива!
ние между звеньями цепи в глобулярной фазе, за!
висящее от ультраметрического (конформацион!
ного) расстояния и температуры:

(2)

Используя р!адическое преобразование Фурье
нетрудно вычислить собственные значения опе!
ратора правой части уравнения (2):

(3)

Решение уравнения λγ = 0 определяет иерархию
критических температур T1 < T2 < T3 < … <Tmax,
при которых складки теряют устойчивость. При
T ≤ θ все (ненулевые) собственные значения λγ(T)
отрицательны и все складки устойчивы. Складки
последовательно разрушаются выше θ!точки: при
достижении минимальной критической температу!
ры T1 начинает разрушаться самая большая склад!
ка, но складки нижележащих уровней, из которых
была сформирована большая складка, остаются
устойчивыми. При достижении T2 > T1 начинают
разрушаться складки следующего уровня, но
складки нижележащих уровней сохраняют устой!
чивость, и т.д. до максимальной критической тем!
пературы, при которой разрушаются минимальные
складки 1!го уровня. При снижении температуры
иерархия складок формируется последовательно
уровень за уровнем соответственно прохождению
критических температур в обратном порядке.
Следует, однако, подчеркнуть, что рассуждения,
приведенные выше, справедливы только в случае,
когда конформационное пространство является
ультраметрическим, т.е. если топологические и/или
энергетические ограничения, способствующие
формированию устойчивой иерархии складок, не
снимаются во всей области температур. В против!
ном случае складки становятся неустойчивыми [6]
и цепь коллапсирует в обычную глобулу. 

В данной работе эти теоретические соображе!
ния были исходными для получения складчатой
глобулы при моделировании коллапса полимер!
ной цепи с использованием динамического кон!
тинуального метода Монте!Карло (см., напри!
мер, [7]). 

( , )
( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ).

j i j i

i j

d i s
w j i j s w i j i s

ds

T w i j i s
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≠

ϕ
= ϕ − ϕ +

− θ
+ ϕ

θ

∑ ∑

∑

1

1

1
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pTT p p p
p p

−

−αγ −αγ −α

γ α −

⎛ ⎞−− θλ = − + − +⎜ ⎟θ −⎝ ⎠

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ИЕРАРХИЧЕСКОГО 
КОЛЛАПСА ПОЛИМЕРНОЙ ЦЕПИ

Полимерная цепь была представлена в виде уз!
лов (центров приложения потенциалов), соеди!
ненных гибкими неразрывными связями. Взаи!
модействие между узлами определялось стан!
дартным набором потенциалов, учитывающим
жесткость цепи и объемные взаимодействия. К
стандартным потенциалам был добавлен блочно!
иерархический потенциал T вида матрицы Пари!
зи, моделирующий иерархию ограничений, фор!
мирующих ультраметрическое дерево состояний
для звеньев цепи. Модельный потенциал T дей!
ствовал между определенными (репрезентатив!
ными) узлами цепи. Представленные ниже мо!
дельные образцы складчатой структуры были полу!
чены для потенциалов T(γ) ~ γ–1, однако следует
подчеркнуть, что конкретная зависимость потен!
циала T от уровня иерархии γ не имеет принципиаль!
ного значения. Основная роль этого потенциала за!
ключалась в том, чтобы обеспечить достаточное вре!
мя жизни складок различного масштаба,
позволяющее рассматривать их как устойчивые
структурные субъединицы, формирующиеся по ходу
коллапса цепи. Этого же можно добиться, поместив
полимерную цепь, например, в центрально!симмет!
ричный стягивающий потенциал Ti ~ |Ri|, где Ri –
расстояние от i!го звена до центра масс структуры. 

Коллапс полимерной цепи в складчатую гло!
булу моделировался в замкнутой ячейке с исполь!
зованием стандартного алгоритма Метрополиса,
т.е. новая конформация цепи получалась из
предыдущей посредством случайного смещения в
объеме ячейки случайно выбранного узла цепи.
Типичный пример модельного образца складча!
той глобулы показан на рис. 2.

4. РЕЛАКСАЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СКЛАДЧАТОЙ ГЛОБУЛЫ

Релаксационные характеристики примеров
складчатых глобул, полученных описанными
выше способами, изучались в рамках модели эла!
стичной сети (см. например, [8]). Модель эластич!
ной сети строится следующим образом. Рассматри!
ваемую молекулярную структуру представляют в
виде ненаправленного графа (сети), а именно, в ви!
де некоторого набора узлов i = 1, 2, …, N, располо!
женных в пространстве, и ненаправленных эла!
стичных связей между ними, способных растяги!
ваться или сжиматься. Топология графа задается
матрицей смежности A, элемент которой aij равен
единице, если связь между узлами i и i есть, и ра!
вен нулю, если связи нет. Считается, что все связи
имеют один и тот же коэффициент упругости. В
сильно демпфированном приближении скорость
узла пропорциональна сумме упругих сил, дей!
ствующих на него со стороны связей. Динамиче!
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ские уравнения, описывающие релаксацию узлов
сети к равновесию, записываются в виде

(4)

где  это текущее положение i!го узла, а

 – его равновесное положение. При малых от!

клонениях от равновесия 
уравнение (1) можно линеаризовать:

где тензор напряжений Λij является элементом
матрицы линеаризациии Λ размера 3N × 3N си!
стемы динамических уравнений (4). Таким обра!
зом, в модели эластичной сети релаксация систе!
мы вблизи равновесия описывается суммой неза!
висимых нормальных мод:

( )(0) (0)

1

,
N

i ji
ij i j i j

i jj

d
a

dt
=

−

= − − −

−

∑
R RR

R R R R
R R

( )i t≡R R
(0)
iR

(0) (0) (0)
i i j i= −r R R R�

,i
ij j

j

d

dt
= −∑

r
rΛ

где λk > 0 и ek – ненулевые собственные значения
и собственные векторы матрицы Λ. Вдали от рав!
новесия релаксация системы описывается пол!
ной системой (4).

Для наших исследований особый интерес
представляет работа [8], в которой данная модель
была использована для изучения релаксацион!
ных свойств белков – молекулярных машин. Ока!
залось, что природные молекулярные машины
имеют два характерных признака: 1) широкую
спектральную щель, отделяющую одну–две са!
мые медленные релаксационные моды от осталь!
ных, и 2) низкоразмерное многообразие в много!
мерном динамическом пространстве системы с
большим притягивающим бассейном. Сразу по!
сле возбуждения природные молекулярные ма!
шины быстро релаксируют к низкоразмерному

3

1

( ) (0) exp( ),
N

i ki k k

k

t r t
=

= −λ∑r e

Рис. 2. Типичный пример модельного образца складчатой глобулы. 
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притягивающему многообразию, образованному
одной–двумя самыми медленными степенями
свободы, и затем, оставаясь на нем, медленно до!
стигают равновесия, реализуя при этом свою
функцию. Наличие/отсутствие у структуры имен!
но этих свойств рассматривалось нами как крите!
рий того, является ли данная структура молеку!
лярной машиной.

На рис. 3а представлены спектры собственных
значений матрицы линеаризации Λ равновесной
глобулы и складчатой глобулы, полученной мето!
дом коллапса в поле блочно!иерархического по!
тенциала. Хорошо видно, что в спектре складча!
той глобулы, в отличие от спектра равновесной
глобулы, имеется большая щель, отделяющая са!
мую медленную релаксационную моду от осталь!
ных (λ2/λ1 ≈ 7). Эта особенность находит свое от!
ражение и в динамическом поведении складчатой
структуры (рис. 3б) – вначале структура быстро
релаксирует к одномерному притягивающему
многообразию и затем, оставаясь на нем, медлен!
но смещается к равновесию. 

В изученных модельных образцах складчатых
глобул с динамическими свойствами молекуляр!

ной машины число выделенных медленных мод
было различным. В частности, для ряда образцов
наблюдались две и даже три выделенные медлен!
ные моды. Соответственно, низкоразмерное при!
тягивающее многообразие было для таких образ!
цов двухмерным или трехмерным. В некоторых
модельных образцах характерной для молекуляр!
ной машины релаксации не наблюдалось. Веро!
ятность образования складчатой глобулы со свой!
ствами молекулярной машины, оцененная нами
на 60 модельных образцах, составила величину,
примерно равную 0.1. 

Выделенная медленная мода и низкоразмер!
ное притягивающее динамическое многообразие
наблюдались и для модельных образцов складча!
тых структур, полученных в стягивающем цен!
трально!симметричном потенциале (рис. 4). Заме!
тим, что представленные на рис. 4б динамические
траектории стягиваются к нескольким (квази)ста!
ционарным состояниям (показаны точками), рас!
положенным на низкоразмерном притягиваю!
щем многообразии. Тем не менее общее релакса!
ционное поведение структуры остается таким же,
как и поведение образов складчатых структур, по!
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Рис. 3. Релаксационные характеристики складчатой структуры, полученной методом коллапса в иерархическом по!
тенциале: a – собственные значения матрицы линеаризации Λ образцов складчатой структуры (вверху) и равновесной
глобулы (внизу), отнесенные к наименьшему (ненулевому) собственному значению; б – трехмерное представление
релаксационных траекторий складчатой структуры относительно двух наиболее медленных релаксационных мод
(~δu12, ~δu13) и одной быстрой (~δu23). На вставке – проекция релаксационных траекторий на плоскость (~δu12, ~δu23).
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МЕШКОВ и др.

лученных при действии блочно!иерархического
потенциала. Вероятность образования складча!
тых структур со свойствами молекулярной маши!
ны в случае коллапса под действием центрально!
симметричного потенциала оказалась такой же,
как и случае коллапса под действием блочно!
иерархического потенциала. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, эластичные сети складчатых
(фрактальных) глобул, полученных методом иерар!
хического коллапса полимерной цепи и методом
коллапса полимерной цепи в стягивающем цен!
трально!симметричном поле, в некоторых случаях
имеют те же релаксационные свойства, которые ха!
рактерны именно для белковых молекулярных
машин. Вероятность образования складчатой
глобулы со свойствами молекулярной машины
при указанных выше условиях коллапса цепи
оценивается примерно как 0.1. 

Выше мы привели примеры модельных образ!
цов складчатой глобулы, которые демонстриро!
вали способность складчатой глобулы трансфор!
мировать энергию возмущения быстрых степеней
свободы в медленное направленное движение от!
носительно крупных структурных субъединиц. В
этом смысле приведенные модельные образцы не
являются полноценными молекулярными маши!
нами, поскольку не осуществляют какой!либо спе!

цифической функции. Однако их действие можно
ассоциировать с функцией двигателя, который
может быть использован в разнообразных моле!
кулярных машинах. 

Наконец, отметим, что возможность образова!
ния молекулярных машин за счет коллапса поли!
мерных цепей в складчатые глобулярные структу!
ры представляет несомненный интерес для пред!
биологической эволюции. Такие структуры могли
быть “первичными” молекулярными машинами,
на основе которых формировались “протоклет!
ки” и механизмы их естественного отбора. 
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Рис. 4. То же, что и на рис. 3, но в центрально!симметричном потенциале. 


