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ÓÄÊ 517.9

Ãðàôîâûé êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
íà ïîâåðõíîñòÿõ è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ åãî

ïðèìåíåíèÿ

c⃝ Â. Å. Êðóãëîâ1, Ä. Ñ. Ìàëûøåâ2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ÿ÷åéêè ñ îäèíàêîâûì ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé âíóòðè ÿ÷åéêè âîñõî-
äèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì À.À. Àíäðîíîâà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å.À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã. Ìàéåðà.
Òèïû ÿ÷ååê, êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, è èõ ïðèìûêàíèå äðóã ê äðóãó ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò
êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé. Åñ-
ëè â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóáîãî ïîòîêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò âûáðàòü ïî îäíîé òðàåêòîðèè,
òî ÿ÷åéêè ðàñïàäàþòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå èìåþò îäèí åäèí-
ñòâåííûé òèï. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ïðèâîäèò ê òðåõöâåòíîìó ãðàôó
À.À. Îøåìêîâà è Â.Â. Øàðêî, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì, à
ðåáðà � ñâÿçûâàþùèì èõ ñåïàðàòðèñàì. Èìè äîêàçàíî, ÷òî äâà òàêèõ ïîòîêà òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû è îïèñàí
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ. Îäíàêî, ïîñòðîåííûé àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèíàìèêà Ω -óñòîé÷èâûõ
ïîòîêîâ áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ îïèñàíà íà ÿçûêå ÷åòûðåõöâåòíûõ
ãðàôîâ è ïðèâåäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, Ω -óñòîé÷èâûé ïîòîê,
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê êà÷åñòâåííîìó èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñîñòîèò â âûäåëåíèè íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè
îáëàñòåé ñ ïðåäñêàçóåìûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÿ÷ååê. Òàêîé âçãëÿä íà íåïðåðûâíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå A.À. Àíäðîíîâà è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãè-
íà [1] 1937 ãîäà, â êîòîðîé îíè ðàññìîòðåëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v(x) (∗)

ãäå v(x) � C1 -âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå â êðóãå íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé áåç êîíòàêòà, è íàøëè êðèòåðèé ãðóáîñòè ñèñòåìû (*).

Â ðàáîòàõ E.À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À.Ã. Ìàéåðà [7], [8] ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå
îáùèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ êëàññèôèêàöèÿ òàêæå áûëà îñíîâàíà íà èäåÿõ î
âûäåëåíèè ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé, îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðûõ (ñõåìà
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òðàåêòîðèè. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ â îáîáùåíèè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íîâîãî òèïà äâèæåíèÿ � íåçàìêíóòàÿ ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ. Îòñóòñòâèå òàêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ áåç îñîáåííîñòåé íà 2-òîðå áûëà

1 Ñòóäåíò ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû

àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÍÍÃÓ; dsmalyshev@rambler.ru
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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äîêàçàíà À.Ã. Ìàéåðîì [9] â 1939 ãîäó. Â 1971 â ðàáîòå [14] Ì. Ïåéøîòî îáîáùèë ñõåìó
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
è ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîòîêîâ, èçó÷èâ âñå äîïóñòèìûå ÿ÷åé-
êè äëÿ íèõ è ââåäÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îáîáùàþùèé
ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Â 1976 ãîäó Ä. Íåéìàíîì è Ò. Î'Áðàéåíîì [11] íà ïðîèçâîëü-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëè ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîòîêè � ïîòîêè áåç
íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ îïèñàííûå âûøå
ïîòîêè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îíè ââåëè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ðåãóëÿð-
íûõ ïîòîêîâ � îðáèòàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
ïîòîêà, îñíàùåííîå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Â 1998 ãîäó À. À. Îøåì-
êîâ è Â. Â. Øàðêî [12] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì íà
ïîâåðõíîñòÿõ � òðåõöâåòíûé ãðàô è îïèñàëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè òà-
êèõ ãðàôîâ, êîòîðûé, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òî åñòü âðåìÿ åãî ðàáîòû íå
îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè4.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G , ñîñòîÿùèé èç Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ
f t áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ S . Êàæäîìó ïîòîêó ðàññìàòðèâàå-
ìîãî êëàññà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô è ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.

Èç êðèòåðèÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè [15] ñëåäóåò, ÷òî ïîòîêè êëàññà G èìåþò íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è íå
èìåþò öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

x1, . . . , xk, xk+1 = x1

ñî ñâîéñòâîì
W s

xi
∩W u

xi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ïðè ýòîì â êëàññå G ñèñòåìû ìîãóò áûòü êàê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, òàê è íåò, à
îïðåäåëÿåòñÿ ýòî îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñâÿçîê � ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî.
Óñëîâèå Ω -óñòîé÷èâîñòè âëå÷åò òîò ôàêò, ÷òî ñâÿçêè ïîòîêà èç êëàññà G íå îáðàçóþò
çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f t , Ω1

f t , Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ, ñ¼äåë, èñòî÷íèêîâ ïîòîêà f t ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè ìíîæåñòâî Ω1
f t ïóñòî, òî ïîòîê f t èìååò â òî÷íîñòè äâå íåïîäâèæíûå

òî÷êè: èñòî÷íèê è ñòîê, è îäíó ÿ÷åéêó, çàìûêàíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî âñåì íåñóùèì
ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê f t èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïîëîæèì

S̃ = S \ (Ω0
f t ∪W s

Ω1
ft
∪W u

Ω1
ft
∪ Ω2

f t).

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S̃ íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé. Ñîãëàñíî ðàáîòå [6], â ãðàíèöó
êàæäîé ÿ÷åéêè J âõîäèò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê α è åäèíñòâåííûé ñòîê ω , à âñÿ ÿ÷åéêà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåêòîðèé, èäóùèõ èç α â ω . Âûáåðåì îäíó òðàåêòîðèþ θJ â
êàæäîé ÿ÷åéêå J è áóäåì íàçûâàòü å¼ t -êðèâîé. Ïîëîæèì

T =
∪
J⊂S̃

θJ , S̄ = S̃\T .

4 Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî òðåõöâåòíûé ãðàô ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ, à â ðàáîòå
[3] ïðèâåäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü

Áóäåì íàçûâàòü c -êðèâûìè ñåïàðàòðèñû, ñîåäèíÿþùèå ñ¼äëà (ñâÿçêè), u -êðèâûìè �
íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè ñòîê, s -êðèâûìè � óñòîé-
÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè èñòî÷íèê. Áóäåì çàêðàøèâàòü íà
ðèñóíêàõ t -êðèâûå êðàñíûì öâåòîì, c -êðèâûå � æ¼ëòûì öâåòîì, u -êðèâûå � ñèíèì öâå-
òîì, à s -êðèâûå � çåë¼íûì. Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆
ìíîæåñòâà S̄ (ìû íàçûâàåì å¼ ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó äèñêó
è å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîé t -êðèâîé, îäíîé u -êðèâîé, îäíîé s -êðèâîé è êîíå÷íîãî
(âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà c -êðèâûõ (ñì. ðèñ. 1.1).

Íà ðèñóíêå 1.2 èçîáðàæ¼í ïîòîê èç êëàññà G è âñå åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè.

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Ïðèìåð ïîòîêà èç êëàññà G (ñâåðõó â öåíòðå) è åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t ∈ G . Ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå ïîòîêó f t ∈ G ãðàô Γf t ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1.3):

1) âåðøèíû ãðàôà Γf t âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;
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2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ, ÷òî
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è s -, t -, u - è
c -êðèâûìè;

3) ïðè íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîãî c -ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé âåðøèíû ãðà-
ôà Γf t , c -ð¼áðà ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ñîãëàñíî ïîðÿäêó ïîÿâëåíèÿ c -êðèâûõ ïðè
îáõîäå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïðèìåð ïîòîêà èç êëàññà G è åãî ãðàô

Äâà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôà Γf t è Γf ′t , ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêàì f t è f ′t èç êëàññà
G ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå âåðøèí è ðåáåð îäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû è ðåáðà äðóãîãî ãðàôà ñ
ñîõðàíåíèåì öâåòíîñòè âñåõ ð¼áåð è íóìåðàöèè c -ð¼áåð.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïîòîêè èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ
(â êàêîì-íèáóäü êëàññå ãðàôîâ) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè âðåìÿ åãî ðàáîòû îãðàíè-
÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Òàêîå îïðåäåëåíèå
ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè âîñõîäèò ê À. Êîáõýìó [2]. Ñòàíäàðòîì òðóäíîðåøàåìîñòè
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è [5]. Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà
ãðàôîâ íå èçâåñòåí äî ñèõ ïîð, ò. å. â êëàññå âñåõ ãðàôîâ äëÿ ýòîé çàäà÷è íå äîêàçàíà
íè ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, íè NP-ïîëíîòà. Âìåñòå ñ òåì, ìíîãîöâåòíûå ãðàôû
íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè îáùåãî âèäà, ïîñêîëüêó îíè âëîæèìû â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü, íà
êîòîðîé çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîòîêè êëàññà G . Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïîòîêàì èç êëàññà G , ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò � 98 ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìå-
òîäû â äèíàìèêå¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 15-
01-03689-à, 16-31-60008-ìîë_à_äê), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-4819.2016.1, ëàáîðàòîðèè
àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííîé Òåîðåìû 1.1.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûé â äîêàçàòåëüñòâå òåõíè÷åñêèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. ([13]) Ïîòîê f t èç êëàññà G â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè p ∈ Ωi

f t òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ïîòîêó at(x, y) =
((x

2
)t, (y

2
)t) ïðè i = 0 , bt(x, y) = ((x

2
)t, (2y)t) ïðè i = 1 èëè ct(x, y) = ((2x)t, (2y)t) ïðè

i = 2 .

Äîêàæåì, ÷òî ïîòîêè èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.

Ïóñòü f t ∈ G (f ′t ∈ G) è Γf t (Γf ′t) � ìíîãîöâåòíûé ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî ïîòîêó
f t (f ′t) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç πf t � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè è
ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè, à òàêæå ìåæäó ðåáðàìè s−, t−, s−, c− êðèâûìè ãðàôà Γf t è
ïîòîêà f t ñîîòâåòñòâåííî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîòîêè f t è f ′t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì h : S → S , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè f t â òðàåêòîðèè f ′t . Áóäåì ñ÷èòàòü,
íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f ′t ïîñòðîåíî ñ
ïîìîùüþ t -êðèâûõ T ′ = h(T ) . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h ïåðåâîäèò ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè
ïîòîêà f t â ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè ïîòîêà f ′t è èñêîìûé èçîìîðôèçì ξ : Γf t → Γf ′t

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ξ = πf ′thπ−1
f t .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ãðàôû Γf t è Γf ′t ïîòîêîâ f t è f ′t èçîìîðôíû ïîñðåäñòâîì ξ .
Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì h : S → S , îñóùåñòâëÿþùèé òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
ïîòîêîâ f t è f ′t .

Øàã 1. Ðàññìîòðèì ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü ∆ ∈ ∆f t . Îíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
èñòî÷íèê α , åäèíñòâåííûé ñòîê ω è n ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2, . . . , σn, n ∈ N , êîòîðûå ìû
ïîëîæèì ðàñïîëîæåííûìè íà ãðàíèöå â ïîðÿäêå íîìåðîâ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü ∆′ äëÿ ïîòîêà f ′t , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ∆′ = π−1
f ′t ξπf t . Èçî-

ìîðôèçì ξ îáåñïå÷èâàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí
ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿì ∆ è ∆′ , ñ ñîõðàíåíèåì íóìåðàöèè c -ð¼áåð, ÷òî âëå-
÷¼ò ó ∆′ íàëè÷èå â ãðàíèöå ðîâíî n − 1 øòóê c -êðèâûõ, òî åñòü êàê è ó îáëàñòè ∆ , è
ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå íîìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ð¼áåð òàê, ÷òî c -êðèâàÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ c -ðåáðó ñ ïåðâûì íîìåðîì, ëåæèò ñëåäîì çà u -êðèâîé. Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå
ó îáëàñòè ∆′ ðîâíî n øòóê ñ¼äåë σ′

1, σ
′
2, . . . , σ

′
n , ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïðè äâèæå-

íèè â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè; òàêæå ýòî îçíà÷àåò îäèíàêîâîå ðàñïîëîæåíèå c -êðèâûõ â
ãðàíèöå ∆ è â ãðàíèöå ∆′ .

Øàã 2. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì H∆ : cl(∆) → cl(∆′) , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòî-
êà f t , ëåæàùèå â cl(∆) â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t , ëåæàùèå â cl(∆′) , òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ íåêîòîðîé ñòîðîíû ℓ′ îáëàñòè ∆′ âûïîëíÿëîñü ℓ′ = π−1

f ′t ξπf t(ℓ) , ãäå ℓ � íåêîòîðàÿ
ñòîðîíà îáëàñòè ∆ .

Ïîëîæèì H∆(α) = α′ , H∆(ω) = ω′ , H∆(σi) = σ′
i , i = 1, n . Áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêà-

íèå ó÷àñòêà íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, îãðàíè÷åííîãî òî÷êàìè a è b , ÷åðåç la,b , à ÷åðåç λa,b
� åãî äëèíó, ïðè ýòîì ÷åðåç lα,ω ( lα′,ω′ ) âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü t -êðèâóþ, à ÷åðåç λα,ω
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(λα′,ω′ ) � å¼ äëèíó. Êðîìå òîãî, çàìûêàíèå íåêîòîðîé îãîâîð¼ííîé ðàíåå ñåêóùåé ó÷àñòêà,
îãðàíè÷åííîãî òî÷êàìè c è d , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç mc,d , à ÷åðåç µc,d � åãî äëèíó.
Îòìåòèì, ÷òî la,b = lb,a , mc,d = md,c , λa,b = λb,a , µc,d = µd,c . Äëÿ òî÷êè x òàêîé, ÷òî

x ∈ lα,ω , ïîëîæèì H∆(x) = x′ , ãäå x′ ∈ lα′,ω′ è λα′,x′ =
λα,xλα′,ω′

λα,ω
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå H∆ íà êàæäîé ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè.
Îïðåäåëèì òî÷êó Q ∈ lα,ω (Q′ ∈ lα′,ω′ ) òàê, ÷òî λα,Q = λQ,ω (λα′,Q′ = λQ′,ω′ ). Èç ýòîãî

îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî H∆(Q) = Q′ .
Øàã 3. Ïðîâåä¼ì ñåêóùèå îò íåïîäâèæíûõ òî÷åê äî òî÷êè Q , òðàíñâåðñàëüíûå âñåì

òðàåêòîðèÿì íàøåé îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
Îáîçíà÷èì uσ1 , uσ2 , . . . , uσn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê ω , σ1 ,

σ2, . . . , σn ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïëîñêîñòè R2 çàäàäèì ïîòîê bt(x, y) = ((x
2
)t, (2y)t) , äëÿ

êîòîðîãî (0, 0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Ïóñòü u = {(x, y) : x2 + y2 < 1} . Íà îñíîâàíèè Ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1. ó ëþáîãî ñåäëà σi ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, âíóòðè êîòîðîé f t ñîïðÿæ¼í
bt|u . Îáîçíà÷èì ÷åðåç uσ1 , uσ2 , . . . , uσn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê
σ1 , σ2, . . . , σn ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî f t|uσi

, ãäå i = 1, n , ñîïðÿæ¼í bt|u ïîñðåäñòâîì
ãîìåîìîðôèçìà Huσi

: uσi
→ u . Ïóñòü Z = {(x, y) ∈ R2 : |x| = |y|} ∩ u , ïðåäñòàâëÿþùèé

èç ñåáÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò îòðåçêà, ïåðåñåêàþùèõ òðàåêòîðèè bt

òðàíñâåðñàëüíî. Ïîëîæèì ζ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Z\{(0, 0)} òàêàÿ, ÷òî H−1
uσi

(ζ) ⊂ ∆ .

Äëÿ bt îòðåçîê ζ òðàíñâåðñàëåí åãî òðàåêòîðèÿì, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿì f t áóäåò òðàíñ-
âåðñàëüíî H−1

uσi
(ζ) . Âûáåðåì íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ ℓ∗ , êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå H−1

uσi
(ζ)

(ñì. ðèñ. 2.1). Îáîçíà÷èì ó÷àñòêè H−1
uσi

(ζ) , ñîåäèíÿþùèå σi è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ H−1
uσi

(ζ)
è ℓ∗ ÷åðåç ζi .

Íà ïëîñêîñòè R2 çàäàäèì ïîòîê at(x, y) = ((1
2
x)t, (1

2
y)t) , äëÿ êîòîðîãî (0, 0) � ñòîê. Â

ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.1. ó ñòîêà ω ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü uω è ãîìåîìîðôèçì Huω : uω →
u òàêèå, ÷òî f t|uω ñîïðÿæ¼í at|u ïîñðåäñòâîì Huω . Ïîñêîëüêó ∂u òðàíñâåðñàëüíà âñåì
òðàåêòîðèÿì at , ïîëó÷àåì, ÷òî ∂uω , ãîìåîìîðôíàÿ ∂u ïîñðåäñòâîì H−1

uω
, òîæå òðàíñ-

âåðñàëüíà òðàåêòîðèÿì f t . Âûáåðåì íåêîòîðûé ó÷àñòîê ∂uω , îäíèì êîíöîì ëåæàùèé íà
lα,ω , äðóãèì íà ℓ∗ , è ëåæàùèé âíóòðè íàøåé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè, íàçîâ¼ì åãî Sθℓ∗

(ñì. ðèñ. 2.1).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîñòðîåíèå H−1
uσi

(ζ) è Sθℓ∗

Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå Sθℓ∗ ñ lα,ω ÷åðåç A , à ñ ℓ∗ � ÷åðåç B . Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ ℓ∗ ñ H−1

uσi
(ζ) ÷åðåç Bi , ãäå i = 1, n . Ïåðåîáîçíà÷èì â ñîîòâåòñòâèè ñ îãîâîð¼ííûì

âûøå Sθℓ∗ ÷åðåç mA,B (ñìîòðèòå Ðèñ. 2.2).
Âûáåðåì t0 è ti òàê, ÷òî A = f t0(Q) è B = f ti(Bi) . Îïðåäåëèì ñåêóùóþ mBi,Q ,

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ òðàåêòîðèè, ôîðìóëîé mBi,Q = {f
µA,x
µA,B

ti+

(
1−

µA,x
µA,B

)
t0
(x) , ãäå

x ∈ mA,B} . Ïðè ýòîì mBi,Q ãëàäêî ñîåäèíÿåòñÿ ñ ζi , ïîýòîìó mσi,Q òîæå òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèè (ñìîòðèòå Ðèñ. 2.2).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ïîñòðîåíèå ñåêóùèõ
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Òàê ìû ïîëó÷èëè êîëè÷åñòâî ñåêóùèõ, ðàâíîå ÷èñëó ñåäëîâûõ òî÷åê íàøèõ ìíîãî-
óãîëüíûõ îáëàñòåé. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ñâîèìè êîíöàìè èìåþò ñåäëîâóþ
òî÷êó è òî÷êó Q � ñåðåäèíó t -êðèâîé ýòîé îáëàñòè.

Ïîâòîðèì âñå äåéñòâèÿ øàãà 3 äëÿ ïîòîêà f ′t , ïîìå÷àÿ øòðèõàìè âñå îáîçíà÷åíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ñäåëàííûì äëÿ ïîòîêà f t .

Øàã 4. Äîîïðåäåëèì H∆ âíóòðü ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè âñþäó.
Ñíà÷àëà ðàñïðîñòðàíèì H∆ íà ñåêóùóþ mσ1,Q . Ïîëîæèì äëÿ x ∈ mσ1,Q , ÷òî H∆(x) =

x′ , åñëè x′ ∈ mσ′
1,Q

′ è âûïîëíÿåòñÿ µQ′,x′ =
µQ,xmσ′

i
,Q

mσi,Q
. Ïåðåîáîçíà÷èì íàøè ñåêóùèå:

mσi,Q ≡ Si (mσ′
i,Q

′ ≡ S ′
i ) (ñì. ðèñ. 2.3).

Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé u -êðèâîé, t -êðèâîé è S1 . Âûáåðåì
t̃0 òàê, ÷òî x = f t̃0(x1) , ãäå x1 ∈ S1 . Òî÷êà x1 = H−1

∆ (x′1) , ãäå x′1 ∈ S ′
1 . Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî t̃′0 ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′t̃′0(x′1) è âûïîëíÿåòñÿ λx′,x′
1
=

λx,x1λω′,x′1
λω,x1

(ñì. ðèñ. 2.3).
Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé c -êðèâîé, Si è Si+1 . Âûáåðåì t̃i

òàê, ÷òî x = f−t̃i(x1) . Òîãäà ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′−t̃′i(x′1) äëÿ íåêîòîðîãî t̃′i

è âûïîëíÿåòñÿ λx′
i,x

′ =
λxi,xλx′

i
,x′

i+1

λxi,xi+1
, ãäå xi ∈ Si (x′i ∈ S ′

i ), xi+1 ∈ Si+1 (x′i+1 ∈ S ′
i+1 ), à

äëÿ íåêîòîðûõ ti ( t′i ) è ti+1 ( t′i+1 ) èìååò ìåñòî xi = f−ti(x1) (x′i = f ′−t′i(x′1) ) è xi+1 =

f−ti+1(x1) ( x′i+1 = f ′−t′i+1(x′1) ) (ñì. ðèñ. 2.3).

1
s

2
s

ns

a w

D

t

s

c

c

u

c

Q

1
S

2
S

nS

1
х

2
х

пх

х

1-пх

1-nS

1n-s

Ð è ñ ó í î ê 2.3

Ïðîäîëæåíèå ãîìåîìîðôèçìà âíóòðü îáëàñòè ∆

Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé s -êðèâîé, t -êðèâîé è Sn . Âûáåðåì
t̃n òàê, ÷òî x = f−t̃n(x1) . Òîãäà ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′−t̃′n(x′1) äëÿ íåêîòîðîãî

t̃′n è âûïîëíÿåòñÿ λx′
n,x

′ =
λxn,xλx′n,α′

λxn,α
, ãäå xn ∈ Sn (x′n ∈ S ′

n ) è äëÿ íåêîòîðîãî tn ( t′n )

èìååò ìåñòî xn = f−tn(x1) ( x′n = f ′−t′n(x′1) )( ñì. ðèñ. 2.3).
Èòàê, ìû îòîáðàçèëè ïîñðåäñòâîì H∆ ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü ∆ íà ìíîãîóãîëüíóþ

îáëàñòü ∆′ .
Øàã 5. Ìû ñòðîèëè H∆ , íà÷èíàÿ ñ îòîáðàæåíèÿ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè è

çàòåì íåïðåðûâíî ïðîäîëæàÿ ãîìåîìîðôèçì âíóòðü. Ïîñòðîèâ åãî íà ∆ , ïîëó÷àåì, ÷òî
íà íåêîòîðûõ ñòîðîíàõ ñìåæíûõ ñ íåé ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ãîìåîìîðôèçì óæå ñî-
çäàí, îäíàêî ýòî íå ñîçäà¼ò ïðîáëåìû äëÿ ñîçäàíèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, îòîáðàæàþùèõ ýòè
ñìåæíûå îáëàñòè äðóã íà äðóãà, è ðàâíûõ H∆ íà ñìåæíûõ ñ ∆ ñòîðîíàõ, ïîòîìó ÷òî
ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèå H∆ ñ åãî îïðåäåëåíèÿ íà ñòîðîíàõ ∆ . Ïîýòîìó ïîâòîðÿåì øàãè
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ñî âòîðîãî ïî ÷åòâ¼ðòûé äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé, ñâÿçàííûõ ïîñðåäñòâîì π−1
f t ξπf t è

èìåþùèõ îáùèå ñòîðîíû ñ ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè, íà êîòîðûõ ãîìåîìîðôèçì óæå
çàäàí.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h : S → S òàê, ÷òî h(x) = H∆(x), åñëè x ∈
cl(∆) .

3. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ
ïîòîêîâ êëàññà G

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 1.2. ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî àë-
ãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ ïîòîêîâ èç
êëàññà G . Äëÿ ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð ó ýòèõ ãðàôîâ ñîâïà-
äàþò, èíà÷å îíè çàâåäîìî íå èçîìîðôíû. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû ïîòîêîâ èç
G íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè îáùåãî âèäà, ïîñêîëüêó îíè âëîæèìû â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü,
íà êîòîðîé çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîòîêè êëàññà G . Èíûìè ñëîâàìè, ýòè ãðàôû
ìîæíî èçîáðàçèòü òàê, ÷òî èõ âåðøèíû � òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè, à ð¼áðà � æîðäàíîâû
êðèâûå è ð¼áðà íå ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííèõ ñâîèõ òî÷êàõ. Èíòåðåñ ê ýòîìó íàáëþäå-
íèþ âûçâàí ñóùåñòâîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðàçëè÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ
(ò. å. íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü, îðèåíòèðîâàííûõ è êðàòíûõ ð¼áåð), âëîæèìûõ â
çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. ([10]) Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà äâóõ n -
âåðøèííûõ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âëîæèì â ïîâåðõíîñòü ðîäà g ,
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(nO(g)) .

Ê ñîæàëåíèþ, ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåí¼í ê ðàñ-
ïîçíàâàíèþ èçîìîðôèçìà ãðàôîâ Γf t è Γf ′t , ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííû-
ìè. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷ó èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ ìîæíî ñâåñòè (ñ íåâûñîêîé
òðóäî¼ìêîñòüþ ñâåäåíèÿ) ê çàäà÷å èçîìîðôèçìà îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, âëîæèìûõ â ïî-
âåðõíîñòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå îïåðàöèè ñ ãðàôàìè � k -ïîäðàçáèåíèå ðåáðà
è (k1, k2) -ïîäðàçáèåíèå ðåáðà.

Îïåðàöèÿ k -ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà (a, b) ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óäàëèòü åãî èç
ãðàôà, äîáàâèòü âåðøèíû c1, . . . , ck è ð¼áðà (a, c1), (c1, c2), . . . , (ck, b) .

Îïåðàöèÿ (k1, k2) -ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà (a, b) ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óäà-
ëèòü åãî èç ãðàôà, äîáàâèòü âåðøèíû c1, c2, . . . , ck1 , v, u, w, d1, d2, . . . , dk2 è ð¼áðà
(a, c1), (c1, c2), . . . , (ck1 , v), (v, u), (u,w), (v, w), (v, d1), (d1, d2), . . . , (dk2 , b) .

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà Γf t ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îáûêíîâåííûé ãðàô Γ(f t)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãðàôå Γf t âûïîëíèì 1-ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî s -ðåáðà, 2-
ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî t -ðåáðà, 3-ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî u -ðåáðà. Ïóñòü e = (a, b) �
ïðîèçâîëüíîå c -ðåáðî ãðàôà Γf t , numa(e) è numb(e) � íîìåðà ðåáðà e â ìíîæåñòâàõ
c -ð¼áåð, ñîîòâåòñòâåííî èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì a è b . Âûïîëíèì (numa(e), numb(e)) -
ïîäðàçáèåíèå ðåáðà e . Ïîäîáíóþ îïåðàöèþ âûïîëíèì äëÿ âñåõ c -ð¼áåð ãðàôà Γf t (ñì.
ðèñ. 3.1).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïðèìåð ïîòîêà f t èç êëàññà G , åãî ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô Γf t è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

îáûêíîâåííûé ãðàô Γ(f t)

Ë å ì ì à 3.1. Ãðàôû Γf t è Γf ′t èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðô-
íû ãðàôû Γ(f t) è Γ(f ′t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî ãðàôó Γf t ãðàô Γ(f t) îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. Êàæäàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü ìíîæåñòâà ∆f t èìååò íå ìåíåå
òð¼õ ñòîðîí, è ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà Γf t èìååò íå ìåíåå òð¼õ ñîñåäåé â ýòîì ãðàôå.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ãðàôå Γ(f t) íèêàêàÿ âåðøèíà ãðàôà Γf t íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó òðå-
óãîëüíèêó. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γf t îáðàçóþò òå è òîëüêî òå âåðøèíû ãðàôà
Γ(f t) , êîòîðûå èìåþò íå ìåíåå òð¼õ ñîñåäåé è íå ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêàì. Óäàëèâ èç
ãðàôà Γ(f t) âñå âåðøèíû ãðàôà Γf t , ìû ïîëó÷èì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ ïîä-
ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóò¼ì, ëèáî ïóò¼ì, ê íåêîòîðîé âíóòðåííåé
âåðøèíå êîòîðîãî ¾ïðèñîåäèí¼í¿ òðåóãîëüíèê. Ýòè ñâÿçíûå ïîäãðàôû ÿâëÿþòñÿ èíäèêà-
òîðàìè íàëè÷èÿ ð¼áåð ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè ãðàôà Γf t . Åñëè ïîäãðàô
ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì, òî åãî äëèíà îïðåäåëÿåò öâåò èç ìíîæåñòâà {s, t, u} ó ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåáðà ãðàôà Γf t . Åñëè ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì ñ ¾ïðèñîåäèí¼ííûì¿ òðåóãîëüíèêîì, òî
îí ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó c -ðåáðó e = (a, b) ãðàôà Γf t . Â äàííîì ïîäãðàôå, óäàëèâ
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì äâà ïóòè, äëèíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþò íîìåðà e â ìíî-
æåñòâàõ c -ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì a è b ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì, ïî ãðàôó
Γ(f t) ãðàô Γf t âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà Γ(f t) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàô Γf t èìååò n âåð-
øèí è m ð¼áåð. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç m ð¼áåð ãðàôà Γf t ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
ïîäãðàôó ãðàôà Γ(f t) , ñîäåðæàùåìó íå áîëåå 2n+5 âåðøèí. Ïîýòîìó ãðàô Γ(f t) èìååò
íå áîëåå (2n+5)m âåðøèí è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåí ïî ãðàôó Γf t . Îòìåòèì,
÷òî ãðàô Γ(f t) âëîæèì â òó æå ïîâåðõíîñòü, ÷òî è ãðàô Γf t . Ïîýòîìó, ïî Ëåììå 6.1, èìååò
ìåñòî ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðà-
ôîâ ïîòîêîâ èç êëàññà G ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ,
âëîæåííûõ â ôèêñèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü. Îòñþäà è ïî Ïðåäëîæåíèþ 6.1 ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.2..
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The graph criterion for the topological equivalence of

Ω � stable �ows without periodic trajectories on surfaces

and e�cient algorithm for its application

c⃝ V. E. Kruglov5, D. S. Malyshev6, O. V. Pochinka7

Abstract. Studying of dynamics of �ows on surfaces by dividing a phase space into cells with same
limit behavior of trajectories within the cell goes back to the classical works of A.A. Andronov,
L.S. Pontryagin, E.A. Leontovich and A.G. Mayer. Types of cells (which are �nite in number)
and abutting each other fully determine the class of topological equivalence of a �ow with �nite
number of singular trajectories. If in each cell of the rough stream without periodic orbits we
select one trajectory, the cells fall into so-called triangular regions which has the same single type.
Combinatorial description of such a partition leads to a three-colored graph of A.A. Oshemkov and
V.V. Sharko. The vertices of this graph correspond to the triangular areas and edges correspond
to those separatrices that link them. A.A. Oshemkov and V.V. Sharko demonstrated that two
such �ow topologically equivalent if and only if their three-colored graphs are isomorphic and
an algorithm of distinction of three-colored graphs is described. However, their algorithm is not
e�ective in terms of graph theory. In this work the dynamics of Ω -stable �ows without periodic
trajectories on surfaces is described in terms of four-colored graphs and e�ective algorithm of
distinction of these graphs is given.
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