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УДК 537.86 
 

Н.В. Асеева, Е.М. Громов, В.В. Тютин
 
 

 

ДИНАМИКА СОЛИТОНОВ В СРЕДАХ С ВЫНУЖДЕННЫМ  

ПРОСТРАНСТВЕННЫМ РАССЕЯНИЕМ РАМАНА И НЕОДНОРОДНОСТЬЮ  

ДИСПЕРСИИ И ВНЕШНЕГО ПОТЕНЦИАЛА 
 

Национальный исследовательский университет  Высшая школа экономики  

 
Цель работы: Исследована динамика солитонов огибающей в рамках расширенного уравнения Шредингера 
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i  при учете кубичной нелинейности a ,  нелокальной нелиней-

ности (вынужденное пространственное рассеяние Рамана) m , плавной неоднородности дисперсии второго по-

рядка ( )xq  и неоднородности добавочного внешнего потенциала ( )xF .  

Научный подход: Исследование проведено как численно, так и аналитически. В аналитической теории шесть 

интегралов исходного модельного уравнения удалось свести к системе двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений, в которой анализировалась структура фазового пространства. 

Результат: Показано, что сдвиг вниз волнового числа из-за рассеяния Рамана компенсируется сдвигом волно-

вого числа вверх из-за неоднородности дисперсии второго порядка при увеличении линейной дисперсии второ-

го порядка, или при увеличении внешнего потенциала. Как аналитически, так и численно, найдены квазисоли-

тонные решения с малоизменяющимися спектром волнового числа, амплитудой и протяженностью. Такие со-

литоны существуют в результате равновесия эффектов вынужденного рассеяния Рамана и возрастания диспер-

сии второго порядка, или возрастания внешнего потенциала. Дано подробное описание режима динамического 

равновесия рассеяния Рамана и неоднородности среды, приводящее к периодическому изменению параметров 

солитона. В этом режиме аналитические и численные результаты взаимно согласованы.  

Новизна: Результаты исследования новы и могут иметь практическое приложение для оптических волоконных 

линий связи с индуцированным рассеянием Рамана, переменной дисперсией второго порядка и (или) перемен-

ным внешним потенциалом. 

 

Ключевые слова: расширенное уравнение Шредингера, солитон, нелокальная нелинейность, простран-

ственное вынужденное рассеяние Рамана, неоднородность, линейная дисперсия второго порядка, внешний  

потенциал. 

 

Введение 
 

В настоящее время велик интерес к солитонам благодаря их способности распростра-

няться на значительные расстояния, сохраняя свою форму, и переносить энергию без потерь. 

Солитонные решения предполагают интенсивные волновые поля при распространении в 

диспергирующих средах, присутствуют во многих нелинейных моделях и разных областях 

физики: оптические импульсы в волоконных линиях связи, электромагнитные волны в плаз-

ме, поверхностные волны на глубокой воде [1–4]. 

Распространение высокочастотных волновых пакетов достаточно малой интенсивно-

сти описываются во втором приближении теории дисперсии нелинейных волн. Базовым 

уравнением в этом порядке теории является нелинейное уравнение Шредингера (НУШ)  

[5–6], включающее как дисперсию второго порядка, так и кубичную нелинейность (фазовую 

самомодуляцию). Солитонное решение в этом случае существует в результате равновесия 

дисперсионного расплывания и нелинейного сжатия волнового пакета.  

Динамика высокочастотных волновых пакетов высокой интенсивности описывается в 

третьем порядке теории дисперсии нелинейных волн, учитывающем члены третьего порядка 

[1]: нелинейную дисперсию (само – укручение) [7], вынужденное рассеяние Рамана [8–10] и 

дисперсию третьего порядка. Базовым уравнение в этом порядке теории является нелинейное 

уравнение Шредингера третьего порядка (НУШ-3) [10–14]. В частности, в нелинейных сре-

                                                 
 Ó Асеева Н.В., Громов Е.М., Тютин В.В., 2012. 
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дах без вынужденного рассеяния Рамана, базовым является НУШ-3 без вынужденного рассе-

яния Рамана [19]. В [15–22] найдено солитоннное решение НУШ-3 без вынужденного рассе-

яния Рамана. Такие солитоны существуют в результате равновесия дисперсии второго по-

рядка и нелинейной дисперсии. В [23–24] найдены стационарные волны перепада в рамках  

НУШ-3 при наличии вынужденного рассеяния Рамана. Такие волны существуют в результа-

те равновесия нелинейной дисперсии и вынужденного рассеяния Рамана. Для локализован-

ных волновых пакетов (в т.ч. солитонов) учет вынужденного рассеяния Рамана приводит к 

переводу вниз спектра солитона [8–10], постоянному разрушению солитона во время его 

распространения.  

Вынужденное рассеяние Рамана во временном представлении описывает запаздыва-

ние нелинейного отклика и соответствует возбуждению внутренних временных квантовых 

колебаний частотой W  парой внешних высокочастотных полей частот 1w  и 2w : W=w-w 21 . 

Вынужденное рассеяние Рамана приводит к понижению частоты волнового пакета [8, 9]. 

Компенсация вынужденного рассеяния Рамана линейным излучением волнового поля из об-

ласти солитона рассмотрено в [25]. Компенсация вынужденного рассеяния Рамана в неодно-

родной среде рассмотрена в следующих случаях: в средах с периодической дисперсией вто-

рого порядка [26–27], в средах со смещением точки перегиба дисперсионной характеристики 

[28] и в оптических волокнах с уменьшающейся дисперсией [29].  

Вынужденное рассеяние Рамана в пространственном представлении (пространствен-

ное вынужденное рассеяние Рамана) описывает нелокальность нелинейного отклика среды и 

соответствует возбуждению внутренних пространственных квантовых колебаний с волно-

вым числом c  парой внешних волновых полей с волновыми числами 1k  и 2k : c=- 21 kk  

(например, кристаллическая среда с характерным внутренним пространственным масшта-

бом). Вынужденное пространственное рассеяния Рамана приводит к уменьшению волнового 

числа волнового пакета. В то же время, неоднородность дисперсии второго порядка приво-

дит к изменению волнового числа волнового пакета. В частности, в плавно неоднородных 

средах скорость изменения волнового числа описывается хорошо известным уравнением 

геометрической оптики  x¶w-¶=
·

/k , где ( )xw=w ,k  - закон линейной дисперсии. При неод-

нородной дисперсии второго порядка ( ) 22 / kq ¶-¶= wx  скорость изменения волнового числа 

пропорциональна градиенту дисперсии ( )( ) 2//
2

0kkqk -x¶¶=
·

 и при 0/ >x¶¶q  волновое чис-

ло возрастает. Равновесие пространственного вынужденного рассеяния Рамана и возрастаю-

щей дисперсии второго порядка приводит к стабилизации спектра волнового числа волново-

го пакета (в т.ч. - солитона) (рис. 1).  

 

  
 

Рис .1. Баланс уменьшения волнового числа вынужденным  

рассеянием Рамана и увеличения волнового числа возрастающей дисперсией  

второго порядка приводит к стабилизации спектра волнового числа солитона 

 

При дисперсионном соотношении ( ) ( ) ( )x-w=xw Fkk,  с добавочным внешним неод-

нородным потенциалом ( )xF  скорость изменения волнового числа пропорциональна гради-
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енту внешнего потенциала x¶¶=
·

/Fk  и при 0/ >x¶¶F  волновое число возрастает. Равновесие 

вынужденного пространственного рассеяния Рамана и возрастающего внешнего потенциала 

также приводит к стабилизации спектра волнового числа волнового пакета (в т.ч. – солитона). 

В данной работе рассмотрена динамика солитонов в средах с вынужденным простран-

ственным рассеянием Рамана и с неоднородностью как дисперсии второго порядка, так и 

внешнего потенциала. Найдено квазисолитонное решение с малыми периодическими измене-

ниями добавочного волнового числа, амплитуды и протяженности. Такой солитон существует 

в результате равновесия вынужденного пространственного рассеяния Рамана и возрастающей 

дисперсии второго порядка, или возрастающего внешнего потенциала. Получены условия ди-

намического равновесия вынужденного пространственного рассеяния Рамана и неоднородно-

сти среды, соответствующие периодическому изменению параметров солитона.  
 

Базовое уравнение и его интегралы 
 

Рассмотрим динамику высокочастотного волнового поля ( ) ( )x-wx iktitU exp,  в рам-

ках расширенного нелинейного уравнения Шредингера с нелокальной нелинейностью (вы-

нужденного пространственного рассеяния Рамана), неоднородностью дисперсии второго по-

рядка и неоднородностью внешнего потенциала:  

( ) ( ) ( ) 022

2

2

2

2

=x+
x¶

¶
m+a+

x¶
¶

x+
¶

¶
UF

U
UUU

U
q

t

U
i ,                                      (1) 

где использованы следующие обозначения при учете нелинейного дисперсионного закона 

( )2
, Ukw=w : 22 / kq ¶w-¶=  - параметр дисперсии второго порядка; ( )2

/ U¶w-¶=a  - параметр 

самомодуляции (кубичной нелинейности); m  - параметр нелокальной нелинейности (вынуж-

денного пространственного рассеяния Рамана).  

Уравнение (1) при нулевом условии на бесконечности 0®
±¥®x

U  имеет следующие 

интегралы: 

· скорость изменения “массы” (так называемые числа квантов) волнового поля 

òò
¥

¥-

+¥

¥-

x
x¶

¶
=x dUK

q
dU

dt

d 22

,                                                                                   (2) 

· скорость изменения импульса волнового поля 

òòòò
¥+

¥-

¥

¥-

¥

¥-

¥+

¥-

x
x¶

¶
+x

x¶
¶

x¶
¶

+x
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

x¶

¶m
-=x dU

F
d

Uq
d

U
dUK

dt

d 2

2
2

2

2

2

1

2

1

2
,                  (3) 

· скорость изменения квадрата модуля градиента волнового поля  

òòòò
¥+

¥-

¥+

¥-

¥

¥-

¥+

¥-

x
x¶

¶
a+x

x¶
¶

+x
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

x¶

¶
m-=x

x¶
¶

d
U

KdUK
F

d
U

Kd
U

dt

d
4

2

2
22

,        (4) 

· скорость изменения квадрата градиента интенсивности волнового поля  

( )
òò
¥+

¥-

¥

¥-

x
x¶

¶

x¶

¶
=x

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

x¶

¶
d

UKU
qd

U

dt

d
2

2

22
2

2

2 ,                                                         (5) 

· скорость изменения квадрата интенсивности волнового поля  

( )
òò
¥+

¥-

¥

¥-

x
x¶

¶
-=x d

UK
UqdU

dt

d
2

24
2 ,                                                                      (6) 
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· скорость перемещения ядра волнового поля 

òò
+¥

¥-

¥

¥-

x=xx dUqKdU
dt

d 22

,                                                                                     (7) 

где ( )j= iUU exp , x¶j¶= /K  - добавочное локальное волновое число волнового пакета.  

 

Аналитические результаты 
 

При аналитическом исследовании динамики солитонов примем, что масштаб про-

странственной неоднородности дисперсии второго порядка много больше масштаба огиба-

ющей солитона Uq LL >>  и будем приближенно считать пространственные изменения 

волнового числа в области центра «масс» солитона xx=x ò
¥

¥-

- dUN
21

, где x= ò
¥

¥-

dUN
2

) – 

линейная функция ( ) ( ) ( )( )x-x+=x tktktK 1, . При условии ( )( ) 0/, =¶¶ xxx tU  выразим 

мнимую часть уравнения (1):                 

( )
( ) ( )

( )
t

tU

tUq

tK

¶

x¶

xx
-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
x¶
x¶

x

,

,

2,
.                                                 (8) 

Пространственные изменения волнового числа солитона возникают из-за изменений ампли-

туды солитона во времени. Для солитоноподобного волнового пакета 

( ) ( ) ( ) ( )xaxx /,~ qtUtN , учитывая (2), (7), имеем 

( ) ( ) ( )
( ) ( )÷÷

ø

ö
çç
è

æ
x-x

x
x¢

-=x
q

q
tktK 1, ,                                                      (9) 

где ( ) ( )xx¶¶=x¢ /qq  - градиент дисперсии второго порядка в области центра «масс» волново-

го пакета. Приняв, что масштаб пространственной неоднородности внешнего потенциала 

много больше масштаба неоднородности огибающей волнового пакета UF LL >> , и при 

учете (9) система (2)–(7) принимает вид  

( ) ( )Ntkq
dt

dN
x¢= ,                                                                 (10) 

( ) ( ) ( ) ( )tkqF
N

Z
q

N

I

dt

tdk 2

2

1

2

1

2
x¢-¢+x¢+

m
-= ,                                       (11) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) M

q

q
kNtkFItk

dt

dZ

x
x¢

a+x¢+m-= ,                                       (12) 

( ) ( )Iqtk
dt

dI
x¢= 2 ,                                                                   (13) 

( ) ( )Mqtk
dt

dM
x¢= 2 ,                                                                (14) 

( ) ( )x=
x

qtk
dt

d
,                                                                      (15) 

где ( ) ( )xx¶¶=x¢ /FF  - градиент внешнего потенциала в центре «масс» волнового пакета; 
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ò
¥

¥-

xx¶¶= dUZ
2

/ , ( ) xx¶¶= ò
¥

¥-

dUI 22
/ , ò

+¥

¥-

x= dUM
4

. Состояние равновесия системы  

(10)–(15) существует при выполнении следующих условий:  

( ) ( ) 0,000 =x¢+x¢=m kNFZqI ,                                                      (16) 

где ( )00 NN = , ( )00 ZZ = , ( )00 II =  – начальные интегральные параметры волнового пакета. 

Соотношение (16) выполняется при условии ( ) ( ) 000 >x¢+x¢ NFZq . Для анализа динамики 

волнового пакета с неравновесными параметрами мы примем, что и дисперсия и потенциал 

являются линейными по пространству функциями ( ) const=¢=x¢ qq , ( ) const=¢=x¢ FF .При 

учете ( )( ) ( ) ( )xx¢-=x- qqkdtqd //1  и используя замену переменных 2/qt ¢=t , ( )00 / NqIp ¢m= , 

( ) ( )( )00 / NqM xa=xd , ( )00 MM = , qF ¢¢=s / , 
0/ NNn = , 0/ NZz = , 0/ MMm = , 0/ IIi = , си-

стема (10)–(15) приводится к виду 

kn
d

dn
=

t
,                                                                                               (17) 

2

22

1

2
k

n

z

n

ip

d

dk
-

s
++-=

t
,                                                                  (18) 

mknkkpi
d

dz
d+s+-=

t
,                                                                     (19) 

ki
d

di
2=

t
,                                                                                              (20) 

km
d

dm
2=

t
,                                                                                           (21) 

d-=
t
d

k
d

d
.                                                                                             (22) 

Величины n, z, m , i и d  в (17)–(22) связаны соотношениями   

( )0
22

d+s++-=
n

w
n

p

n

z
, 2ni = , 2nm = , 

n

0d
=d ,                                    (23) 

где 00 222 d-s-+= pzw , ( )0000 / NqMa=d . При учете (23) система (17)–(22) приводится 

к системе двух уравнений:  

244

3 2 l
+-+-=

t
k

n

w
n

p

d

dk
,                                                          (24) 

kn
d

dn
=

t
,                                                                                        (25) 

где 02 d+s=l . Первый интеграл системы (24)–(25) имеет вид  

( ) 00

2

0

223 222 d+-=-l-+ zkwnknpn .                                                   (26) 

Структура фазовой плоскости системы (24)–(25) определяется параметрами p , l  и w .  

 

Траектории волнового пакета 
 

На рис. 2 показаны на плоскости параметров ( )w,l  возможные виды фазовой плоско-

сти системы (24)–(25) при 0>p  (возрастающая дисперсия второго порядка).  

При 0>w  система (24)–(25) имеет состояние равновесия типа центр  
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p

w

pp
nk

333
,0

2

** 1
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ l
+

l
== .                                                  (27) 

Частота колебаний параметров волнового пакета в окрестности состояния равновесия (27) 

равна ( )( ) ( )
11 *0*

2 2/2 nnw d+s+=w . При 
î
í
ì

>

=

0

,0

l
w

 система (24)–(25) – состояние равноесия ти-

па центр ( )( )pnk 3/2,0 ** l==  и два седла ( )0,2/ ** =l±= nk , при pw3->l  – центр 

( )
1** ,0 nk =  и седло 

p

w

pp
nk

333
,0

2

** 2
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ l
-

l
== ,                                                    (28) 

при pw3-=l  – одно состояние типа седло-центр ( )( )pnk 3/,0 ** l== . При pw3-<l  

система не имеет состояний равновесия.  

 

 
 

Рис. 2. Виды фазовой плоскости системы (24)–(25)  

на плоскости параметров ( )w,l  при 0>p  

 

На рис. 3 показаны на плоскости параметров ( )w,l  различные виды фазовой плоско-

сти системы (24)–(25) при 0<p  (уменьшающая дисперсия второго порядка).  

При pw3--<l  система (24)–(25) имеет состояние равновесия типа седло ( )
2** ,0 nk =  и 

центр ( )
1** ,0 nk = , при 0<w  - седло ( )

2** ,0 nk = , при 
î
í
ì

<l

=

0

,0w
 - седло ( )

2** ,0 nk = , при 

î
í
ì

>l

=

0

,0w
 - два седла ( )0,2/ ** =l±= nk . При pw3-->l  система не имеет состояний рав-

новесия.  
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Рис. 3. Виды фазовой плоскости системы (24)–(25)  

на плоскости параметров ( )w,l  при 0<p  

 

Траектории солитона 
 

Рассмотрим траектории (26) для волнового пакета с нулевым начальным волновым 

числом 00 =k  и с огибающей, соответствующей солитонному решению: 

( ) ( )00

0

/cosh
0,

qA

A
tU

ax
==x ,                                                        (29) 

где ( )00 qq = . В этом случае, учитывая ( )0

2

000 3/2/ qAz a=d=  и 10 =n , уравнение (26) при-

водится к виду 

( ) 02 sss

22

s =-l+l-+ pknnp ,                                                (30) 

где ( )( )0

2

0s 3/2 qAa+s=l , ( )0

4

0s 15/8 qqAp ¢ma= .  

На рис. 4 на плоскости ( )nk,  показаны соответствующие солитону траектории (30) 

при различных значениях sp  и sl . При 02/ss >l=p  параметры начального волнового па-

кета (солитона) (29) совпадают с параметрами состояния равновесия и траектория солитона 

на плоскости ( )nk,  соответствуют начальной точке ( )1,0 00 == nk . Равновесная величина 

параметра SSRS *m  и амплитуда солитона *A  связаны следующим соотношением:  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+

a¢
a

=m FA
q

q
q

A 3
8

5 2

*

0

04

** .                                                  (31) 

Период осцилляций в окрестности состояния равновесия (31) в исходных величинах равен  

( )( )0

2

* 3/2

4

qqAFq
T

¢a+¢¢

p
= . 
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При ss0 l<< p  найдены локализованные траектории солитона. Они соответствуют динами-

ческому равновесию вынужденного пространственного рассеяния Рамана и возрастающей 

дисперсии второго порядка. Движение по этим траекториям происходит против часовой 

стрелки. Условие динамического равновесия (периодическое изменение параметров солито-

на) в исходных переменных имеет вид 

FA
q

qA
q

¢+
a¢<m

a
< 3

5

4
0 2

0

0

4

0

0

.                                                   (32) 

Наибольшее значение волнового числа солитона на локализованной траектории из уравнения 

(30) равно ( )ssssmax 2/ ppk -l-l= . При ss l=p  существует сепаратрисное решение: вол-

новое число стремится к 2/sl- . При 0s £p  волновое число солитона неограниченно воз-

растает из-за доминирования дисперсии второго порядка. При 
ss l>p  волновое число соли-

тона неограниченно убывает из-за доминирования вынужденного пространственного рассея-

ния Рамана.  

При 0s <l  траектории солитона не локализованы (рис. 4, б): при ss l<p  доминирует 

вынужденное пространственное рассеяние Рамана, и волновое число солитона неограничен-

но убывает; при ss l>p  доминирует дисперсия второго порядка, и волновое число солитона 

неограниченно возрастает. 

 

  
a  б 

Рис. 4. Траектории (30), соответствующие солитону при различных 
sl  и sp :  

a – 0s >l ; б – 0s <l  

 

Неоднородный потенциал 
 

При  0=¢q  система (10)–(15) приводиться к уравнению 

F
N

I

dt

dk ¢+
m

-=
2

1

2 0

0 .                                                     (33) 

При  ( ) 00* / INF
F

¢=m=m волновое число волнового пакета не меняется во времени. Это со-

ответствует равновесию между вынужденным рассеянием Рамана и возрастанием потенциа-

ла. При ( )
F*m>m  волновое число волнового пакета возрастает из-за доминирования вынуж-
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денного рассеяния Рамана; при ( )
F*m<m  волновое число волнового пакета убывает из-за до-

минирования неоднородного потенциала he.  
 

Численное моделирование 
 

Рассмотрим численно начальную задачу динамики волнового пакета 

( )
x

==x
cosh

1
0,tU                                                         (34) 

в рамках уравнения (1) при следующих значениях параметров: 1=a , ( ) qLq /1 x+=x , 

( ) FLF /x=x ,при различных значениях m , qL  и FL .    

 

Неоднородность дисперсии 
 

При ( ) 0=xF  и ( ) ( )qq
L8/5* =m  параметры исходного солитона (34) совпадают с па-

раметрами равновесия между вынужденным рассеянием Рамана и дисперсии второго поряд-

ка. В частности, при 20=qL : ( ) 32/1* =m
q . На рис. 5 показано распределение огибающей 

солитона U  в зависимости от x  в разлчные моменты времени при 32/1=m , 20=qL  и 

( ) 0=xF  в численном счете.  

  
 

Рис. 5. Результаты численного эксперимента. Распределение огибающей солитона U   

в различные моменты времени при 32/1=m , 20=qL  и ( ) 0=xF  

 

Динамика солитона характеризуется амплитудой линейного поля излучения при со-

хранении солитоноподобной формы импульса. При 32/1=m  локальное волновое число соли-

тона остается неизменным. Это соответствует равновесию между вынужденным простран-

ственным рассеянием Рамана и возрастающей дисперсией второго порядка. Равновесная ве-

личина параметра вынужденного пространственного рассеяния Рамана находится в идеаль-

ном соответствии с аналитическим результатом ( ) 32/1* =m
q

. Изменение параметра m  при-

водит к изменению волнового. На рис. 6 показано пространственные распределения U  и ло-
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кального волнового числа в различные моменты времени при 24/1=m , 20=qL  и 

( ) 0=xF . Волновое число в области ядра солитона изменяется медленно как линейная 

функция, что соответствует выражению (9). 

 

    
 a б 

Рис. 6. Распределения модуля огибающей солитона U  в пространстве (непрерывная линия)  

и локального волнового числа солитона (прерывистая линия)  

при 24/1=m , 20=qL , ( ) 0=xF  в различные моменты времени t:  

a – 100=t ; б – 200=t  

 

 
 

Рис. 7. Локальное волновое число солитона в точке максимума модуля огибающей солитона 

как функция t при 20=qL , ( ) 0=xF  и при различных величинах m : 

– результаты численного счета;  

- - - - - - - -   – результаты аналитического исследования   

 

На рис. 7 показаны величины локального волнового числа в координате максимума 
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модуля огибающей солитона ( )max=Uk  в зависимости от t  и при различных значениях m . 

Непрерывной линией изображены результаты, полученные в численном эксперименте. Пре-

рывистой линией изображены аналитические результаты динамики волнового числа солито-

на в рамках системы (24)–(25) при начальных условиях (34). При 32/1=m  локальное волно-

вое число солитона не меняется во времени. Это соответствует равновесию между вынуж-

денным пространственным равновесием Рамана и возрастающей дисперсией второго поряд-

ка. При 16/1>m  аналитические и численные результаты практически совпадают. При 

16/1=m  аналитическая теория для системы (23)–(24) предполагает сепаратрисное решение 

(рис. 4, a). Наличие малых полей излучения в численном эксперименте приводит к постоян-

ному слабому уменьшению параметра sp  и вместо нелокализованной сепаратрисной траек-

тории, приводит к локализованной траектории. При 16/1>m  аналитическая теория приводит 

к нелокализованной траектории (рис. 4, a), что принципиально отлично от соответствующего 

численного результата. Это обусловлено увеличением поля излучения из области ядра соли-

тона при больших изменениях волнового числа солитона. 
 

Неоднородность одновременно дисперсии и потенциала 
 

При одновременной неоднородности и дисперсии потенциала параметры исходного 

волнового пакета (34) совпадают с параметрами состояния равновесия системы (24)–(25) при 

условии 3/1* +s=p , что соответствует 

( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=m

Fq

Fq
LL

31

8

5
,* .                                                            (35) 

Динамика волнового числа солитона (24)–(25) при учете (33) описывается уравнением 

÷
ø

ö
ç
è

æ s+-=
t 3

1

42

2 k

d

kd
.                                                              (36) 

 

   
 a б  

 

Рис. 8. Волновое число солитона в точке максимума модуля огибающей солитона   

в зависимости от t при различных значениях величины m :  

при 20=FL , 20=qL  (a) и при 40-=FL , 10=qL  (б); 

 – численные результаты; - - - - -  – аналитические результаты 
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При 3/1->s  состояние равновесия (35) – центр, реализуется при возрастащей дис-

персии второго порядка ( 0>p ). В частности, имеем при 20=qL  и 20=FL  ( 1=s ): 

( ) 8/1
,* =m
Fq

; при 10=qL  и 40-=FL  ( 4/1-=s ): ( ) 64/1
,* =m
Fq

. На рис. 8 показаны значе-

ния волнового числа солитона в точке максимума модуля огибающей солитона ( )max=Uk  

в зависимости от t  при 20=FL , 20=qL  (a); при 40-=FL , 10=qL  (б); при различных 

значениях величины m . 

При ( )
Fq,*m=m  волновое число солитона изменяется медленно. Это соответствует 

равновесию между вынужденным пространственным рассеянием Рамана и возрастающими 

дисперсией и внешним потенциалом. При ( )
Fq,*2 m<m  ( ss l<p ) имеет место динамическое 

равновесие между вынужденным пространственным рассеянием Рамана и возрастающей 

дисперсией второго порядка и убывающим внешним потенциалом (рис. 4, a). В режиме ди-

намического равновесия результаты численного эксперимента и аналитической теории близ-

ки между собой. При ( )
Fq,*2 m=m  ( ssp l= ) аналитическая теория для системы (24)–(25) при-

водит к существованию сепаратрисного решения (рис. 4, a). Поля излучения в численном 

эксперименте приводят к постоянному уменьшению параметра sp  и перемещают решение с 

нелокализованной сеператрисы на локализованную траекторию. При ( )
Fq,*2 m>m  ( ssp l> ) 

аналитическая теория приводит к наличию нелокализованных траекторий (рис. 4, a) и не 

имеет соответствия с численным экспериментом.  

При 3/1-<s  состояние равновесия (33) является седлом, которое реализуется при 

уменьшающейся дисперсии второго порядка ( 0<p ). При 20-=qL  и 20=FL  ( 1-=s ): 

( ) 16/1
,* =m
Fq

. На рис. 9 показаны значения локального волнового числа в точке максимума 

модуля огибающей солитона ( )max=Uk  в зависимости от t при 20-=qL  и 20=FL  для раз-

личных значений m .  

 

 
 

Рис. 9. Локальное волновое число в точке максимума модуля огибающей солитона  

в зависимости от t при 20-=qL  и 20=FL  для различных значений m: 

 - результаты численного эксперимента; 

- - - - - - - -   – соответствующие аналитические результаты  
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При 16/1=m  волновое число меняется мало. Это соответствует равновесию между 

вынужденным пространственным рассеянием Рамана и возрастающим внешним потенциа-

лом. Такое состояние равновесия является неустойчивым (негрубым): при 16/1>m  волновое 

число неограниченно убывает из-за доминирования вынужденного пространственного рассе-

яния Рамана, при 16/1<m  волновое число неограниченно возрастает из-за доминирования 

возрастающего внешнего потенциала. В указанных случаях результаты численного экспери-

мента и аналитической теории приемлемо близки (рис. 4, б). 
 

Неоднородность внешнего потенциала 
 

При 0=¢q  параметры исходного волнового пакета (34) соответствуют равновесию между 

вынужденным пространственным рассеянием Рамана и возрастающим внешним потенциалом при 

условии ( ) ( )FF
L8/15* =m . В частности, при 20=FL  - ( ) 32/3* =m

F
.  

На рис. 10 показаны значения локального волнового числа в точке максимума модуля огибающей 

солитона в зависимости от t при  20=FL , 0=¢q  для различных значений m . При 32/3=m  вол-

новое число изменяется слабо. Это соответствует равновесию между вынужденным простран-

ственным рассеянием Рамана и возрастающим внешним потенциалом. При 32/3>m  волновое 

число неограниченно убывает из-за доминирования вынужденного пространственного рассеяния 

Рамана, при 32/3<m  волновое число неограниченно возрастает из-за доминирования возраста-

ющего внешнего потенциала. То есть такое равновесие является неустойчивым (негрубым). В ука-

занных случаях результаты численного эксперимента и аналитической теории приемлемо близки. 

 

 
 

Рис. 10. Локальное волновое число в точке максимума модуля огибающей солитона  

в зависимости от t при  20=FL , 0=¢q  для различных значений m: 

- результаты численного эксперимента; 

- - - - - - -  – соответствующие аналитические результаты  

 

Заключение 
 

В данной работе исследована динамика солитонов огибающей в нелинейных диспер-

гирующих средах при наличии вынужденного пространственного рассеяния Рамана и неодно-

родности как дисперсии второго порядка, так и внешнего потенциала. Исследование проводилось 

в рамках расширенного нелинейного уравнения Шредингера. Исследование проведено как анали-

тически, так и численно. В аналитическом подходе шесть интегралов (2)–(7) исходного модельно-
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го уравнения (1) удалось свести к системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений 

(24)–(25), для которых проведен анализ траекторий в фазовом пространстве. Показана возмож-

ность компенсации убывания волнового числа солитона из-за вынужденного пространственного 

рассеяния Рамана, возрастание волнового числа из-за возрастания дисперсии второго порядка 

( 0>¢q ) и возрастания внешнего потенциала ( 0>¢F ). Найдены как устойчивое квазисолитонное 

решение с малоизменяющимися параметрами солитона (волновое число, амплитуда и протяжен-

ность) ( 02/ss >l=p ), так и режим динамического равновесия между вынужденным простран-

ственным рассеянием Рамана и неоднородностью среды, в котором параметры солитона изменя-

ются периодически ( ssp l<<0 ). Показано приемлемое совпадение результатов аналитической 

теории и численного эксперимента в режиме динамического равновесия между вынужденным 

пространственным рассеянием Рамана и неоднородностью среды.  

В данной работе динамика солитонов рассматривалась в пренебрежении полями излу-

чения, линейной групповой скоростью, нелинейной дисперсией, дисперсией третьего поряд-

ка и неоднородностью фазовой самомодуляции. Возможность компенсации эффектов вы-

нужденного пространственного рассеяния Рамана, разрушающих солитон в неоднородных 

средах при учете всех указанных членов будет описаны в следующих работах.  
 

В данной научной работе использованы результаты, полученные в ходе выполнения 

проекта № 11-01-0066, реализованного в рамках Программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» в 

2012–2013 гг. 
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Purpose: Dynamics of solitons in the frame of the extended nonlinear Schrödinger equation 
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i , taking into account cubic nonlinearity a, nonlocal nonline-

arity (space stimulated Raman scattering) m, smoothly inhomogeneous second-order dispersion ( )xq  and inhomogene-

ous additional potential ( )xF  is considered. 

Approach: Soliton’s dynamic investigated as numerically as analytically.  In analytic theory the six integrals of basic 

model equation was reduced to two ordinary differential equations system. Phase space structure of the system  was 

analized. 

Findings: It is shown that down shift (by Raman) is compensated with up shift (by second-order dispersion) in media 

with increasing second–order linear dispersion or increasing additional potential. A quasi–soliton solution with  

the small wave number spectrum variation, amplitude and extension are found both analytically and numerically. The 

soliton exists as the equilibrium of space stimulated Raman scattering and increasing second-order dispersion  

or increasing potential. Regime of the dynamical equilibrium of space stimulated Raman scattering and inhomogeneous 

media corresponding to the periodical variation of soliton parameters are found. Analytical and numerical solutions for 

this regime are in a good agreement. 

Originality: The obtained results is original and can be important for optical fibers application. 
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