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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Ââåäåíèå.
Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîèñê è ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ

âû÷èñëåíèÿ îöåíîê (ÀÂÎ), ò.å. ìåòîäà íàñòðîéêè åãî ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àëãî-
ðèòì ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàë ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ êîíòðîëüíîé âûáîðêè.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò íà êîìïüþòåðå ñ âûñîêèì óðîâíåì ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ.

Êàæäûé àëãîðèòì â ìîäåëè ÀÂÎ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðàñïîçíàþùåãî îïåðà-
òîðà è ðåøàþùåãî ïðàâèëà: A = B · C , ãäå C � ðåøàþùåå ïðàâèëî, B � ðàñïîçíàþùèé
îïåðàòîð.

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà S , ïðåäúÿâëÿåìîãî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, îïåðàòîð B âû÷èñëÿåò âåê-
òîð îöåíîê ïî êëàññàì K1, . . . , Kl , (Γ1(S), . . . ,Γl(S)) . Ðåøàþùåå ïðàâèëî C , îñíîâûâàÿñü íà
ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ, îòíîñèò èëè íå îòíîñèò S ê êàæäîìó èç ýòèõ êëàññîâ. Ïðîöåññ îáó÷å-
íèÿ ÀÂÎ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà èëè ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà îøèáêè. Îäíàêî â ñèëó ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû ìîäåëè ãîëîñîâàíèÿ ðåøèòü ýòó
çàäà÷ó â ÷èñòîì âèäå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñ êëàññàìè K1, . . . , Kl . Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîñ-

òîèò èç îáúåêòîâ S1, . . . , Sm , ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðûõ äàííûì êëàññàì èçâåñòíà. Äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ îáúåêòû S1, . . . , Sq , ïðàâèëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ òàêæå
èçâåñòíà.

Ìîùíîñòü ñèñòåìû îïîðíûõ ìíîæåñòâ k èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [1, [
√

n]] , ïîðîã ôóíêöèè
áëèçîñòè ε � â èíòåðâàëå [0, [

√
k]] .

Äëÿ êàæäîãî ïðèçíàêà ñ íîìåðîì i çíà÷åíèå ïîðîãà εi ñîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò âñåâîçìîæíûõ ïàð çíà÷åíèé ýòîãî ïðèçíàêà îáúåêîâ
îáó÷åíèÿ è êîíòðîëÿ.

Ïàðàìåòðû x11 è x00 èçìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëàõ (0,1]. Ðàçîáü¼ì (0,1] äëÿ x11 è x00 íà N1

è N2 ðàâíûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâåííî. x10 è x01 ïðèìåì ðàâíûìè 0.
Ïðî âåñà îáúåêòîâ ~W è ïðèçíàêîâ ~w èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî âñå èõ êîìïîíåíòû íåîòðè-

öàòåëüíû.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îöåíîê, êîòîðûé áóäåò ïðàâèëüíî ðàñïîçíà-

âàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ êîíòðîëÿ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü ôóíê-
öèîíàë îøèáêè àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Òîò íàáîð, ïðè
êîòîðîì áóäåò äîñòèãíóò ìèíèìóì, è çàäà¼ò èñêîìûé ÀÂÎ.

2. Îïèñàíèå ìåòîäà.
Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, êëàññó Kj ïðèíàäëåæàò ïåðâûå mj îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ,

íå ïðèíàäëåæàò îñòàâøèåñÿ (m−mj) . Îáîçíà÷èì: Yj = {S1, . . . , Smj} , Ȳj = {Smj+1, . . . , Sm} .
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ìíîæåñòâî êîíòðîëüíûõ îáúåêòîâ êëàññà Kj ñîñòîèò èç ïåðâûõ qj

îáúåêòîâ, à ìíîæåñòâî êîíòðîëüíûõ îáúåêòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ åìó, � èç îñòàâøèõñÿ (q −
qj) .

Îöåíêà îáúåêòà St , t = 1, . . . , q , ïî êëàññó Kj , j = 1, . . . , l , ðàâíà

Γj(St) =
x11

N |Yj | ·
∑

Si∈Yj

∑

ω̃↔Ω∈ΩA

Γω̃(St, Si) +
x00

N |Ȳj |
·

∑

Si∈Ȳj

∑

ω̃↔Ω∈ΩA

Γω̃(St, Si),

3
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Γω̃(St, Si) = W (Si)(wi1 + · · ·+ wik)Bω̃(St, Si),

ãäå Bω̃(St, Si) � ôóíêöèÿ áëèçîñòè, à îïîðíîå ìíîæåñòâî Ω , êîòîðîìó ñîïîñòàâëåí õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé âåêòîð ω̃ , ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ i1, . . . , ik .

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà îïîðíûõ ìíîæåñòâ, ïî êîòîðûì âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå, èìååò ôèêñè-
ðîâàííóþ ìîùíîñòü, îöåíêó ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γj(St) =
x11

N |Yj |
∑

Si∈Yj

W (Si)
{(

δ̃(St, Si), ~w
)

V 1
+ +

(¯̃
δ(St, Si), ~w

)
V 0

+

}
+

+
x00

N |Ȳj |
∑

Si∈Ȳj

W (Si)
{(

δ̃(St, Si), ~w
)

V 1
− +

(¯̃
δ(St, Si), ~w

)
V 0
−
}

.

V 1
+(St, Si) =

min(ε,n−q)∑

u=max(0,k−q)

Cu
n−q · Ck−u−1

q−1 ,

V 0
+(St, Si) =

min(ε,n−q)∑

u=max(1,k−q)

Cu−1
n−q−1 · Ck−u

q ,

V 1
−(St, Si) =

min(k−1,n−q)∑

u=max(ε+1,k−q)

Cu
n−q · Ck−u−1

q−1 ,

V 1
−(St, Si) =

min(k,n−q)∑

u=max(ε+1,k−q)

Cu−1
n−q−1 · Ck−u

q ,

q = q(St, Si) � ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò â δ̃(St, Si) .
Îáîçíà÷èì:

(
~Zj

)ti
=





(
δ̃(St, Si)V 1

+ + ¯̃
δ(St, Si)V 0

+

)
, äëÿ St ∈ Yj ,(

δ̃(St, Si)V 1− + ¯̃
δ(St, Si)V 0−

)
, äëÿ St ∈ Ȳj .

Òîãäà îöåíêó Γj(St) ìîæíî âûðàçèòü êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

Γj(S
t) =

„
x11

N |Yj |
„“

~Zj

”t1

, ~w

«
, . . . ,

x11

N |Yj |
„“

~Zj

”tmj

, ~w

«
,

x00

N |Ȳj |

„“
~Zj

”tmj+1

, ~w

«
, . . . ,

x00

N |Ȳj |

„“
~Zj

”tm

, ~w

««
·

· (W1, . . . , Wmj ,Wmj+1, . . . ,Wm

)T
.

Ïóñòü ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ êëàññà Kj , j = 1, . . . , l , èìååò âèä:

Γj(St) ≤ Cj
1 ⇒ St /∈ Kj ,

Γj(St) ≥ Cj
2 ⇒ St ∈ Kj ,

ãäå Cj
1 > Cj

2 > 0 � íåêîòîðûå íàïåð¼ä çàäàííûå êîíñòàíòû.
Ôóíêöèîíàë îøèáêè àëãîðèòìà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q( ~W ) =
l∑

j=1

‖Aj
~W − fj‖2,
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ãäå ýëåìåíò (Aj)
ti ìàòðèöû Aj èìååò âèä

(Aj)
ti =

x11

N |Yj |
((

~Zj

)ti
, ~w

)

èëè
(Aj)

ti =
x00

N |Ȳj |
((

~Zj

)ti
, ~w

)
.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî âåêòîðà æåëàåìûõ îöåíîê

fj =
(
Γtruej (S1), . . . ,Γtruej (Sqj ),Γtruej (Sqj+1), . . . ,Γtruej (Sq)

)

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 



Γtruej (S1) ≥ Cj
2

. . .

Γtruej (Sqj ) ≥ Cj
2

Γtruej (Sqj+1) ≤ Cj
1

. . .

Γtruej (Sq) ≤ Cj
1

Çíà÷åíèÿ æåëàåìûõ îöåíîê áóäåì ïîäáèðàòü ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Q( ~W ) =
l∑

j=1

‖Aj
~W − fj‖2 → min

~W
(1)

Îöåíêó Γj(St) òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γj(St) =
x11

N |Yj |


 ∑

Si∈Yj

W (Si)
(

~Zj

)ti
, ~w


 +

x00

N |Ȳj |


 ∑

Si∈Ȳj

W (Si)
(

~Zj

)ti
, ~w


 .

Q(~w) =
l∑

j=1

‖Bj ~w − fj‖2,

ãäå ñòðîêà (Bj)
t ìàòðèöû Bj èìååò âèä

(Bj)
t =

x11

N |Yj |
∑

Si∈Yj

W (Si)
(

~Zj

)ti
+

x00

N |Ȳj |
∑

Si∈Ȳj

W (Si)
(

~Zj

)ti
.

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

Q(~w) =
l∑

j=1

‖Bj ~w − fj‖2 → min
~w

. (2)

Áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë Q ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïîïåðåìåííî ïî ~W
è ~w , ïðè÷¼ì ïîñëå ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè ïî êàæäîé èç ýòèõ âåê-
òîðíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì èçìåíÿòü âåêòîðû fj .

Î÷åâèäíî, âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ âåñîâ ~W è ~w äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó
áóäåì ðåøàòü çàäà÷è (1) è (2) äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà íå íàéä¼òñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èëè
ñðåäè êîìïîíåíò ~W è ~w íå ïîÿâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
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Ïóñòü
(

~W
(0)
∗ , ~w

(0)
∗ , f

(0)
∗

)
� ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ (1) è (2). Â ïðîöåññå

èõ ðåøåíèÿ áóäåì ïîëó÷àòü òðîéêè
(

~W
(x)
∗ , ~w

(x)
∗ , f

(2x)
∗

)
è

(
~W

(x)
∗ , ~w

(x−1)
∗ , f

(2x−1)
∗

)
.

Äëÿ t = 1, . . . , qj è j = 1, . . . , l
(
f

(2x−1)
j

)
t
=

{
(Aj)t

~W
(x)
∗ ïðè (Aj)t

~W
(x)
∗ ≥ Cj

2 ,

Cj
2 , èíà÷å,

äëÿ t = qj + 1, . . . , q è j = 1, . . . , l
(
f

(2x−1)
j

)
t
=

{
(Aj)t

~W
(x)
∗ ïðè (Aj)t

~W
(x)
∗ ≤ Cj

1 ,

Cj
1 , èíà÷å.

Äëÿ t = 1, . . . , qj è j = 1, . . . , l
(
f

(2x)
j

)
t
=

{
(Bj)t ~w

(x)
∗ ïðè (Bj)t ~w

(x)
∗ ≥ Cj

2 ,

Cj
2 , èíà÷å,

äëÿ t = qj + 1, . . . , q è j = 1, . . . , l
(
f

(2x)
j

)
t
=

{
(Bj)t ~w

(x)
∗ ïðè (Bj)t ~w

(x)
∗ ≤ Cj

1 ,

Cj
1 , èíà÷å.

Íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èì òðîéêó
(

~W∗, ~w∗, f∗
)
, f∗ = ((f1)∗, . . . , (fl)∗) , òàêóþ, ÷òî: èëè

âûïîëíåí îäèí èç ñòàíäàðòíûõ êðèòåðèåâ îñòàíîâêè, èëè ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
ïî ~W è ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ~w äàþò îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
~W∗ è ~w∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ìåòîä ïîèñêà
(

~W∗, ~w∗, f∗
)

ñõîäèòñÿ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ~W è ïåðâûé øàã èòå-

ðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ~w äàþò îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû ~W∗ è ~w∗ . Ìîæíî ïîïðîáîâàòü
åù¼ ñèëüíåå óìåíüøèòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Q .

Ïóñòü ~W∗ = arg min
~W

Q( ~W, ~w) . Ïîñòàðàåìñÿ ñâåñòè çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

Q( ~W, ~w) =
l∑

j=1

‖Aj
~W − fj‖2 → min

~W
(1)

ê çàäà÷å

Q′( ~W, ~w) =
l∑

j=1

‖Aj
~W − f ′j‖2 → min

~W
(3)

òàêîé, ÷òî arg min
~W

Q′( ~W, ~w) = ~W ′∗ = ~W∗ + ~W∆∗ , ãäå

(
~W∆
∗

)
t
=





0, ïðè
(

~W∗
)

t
≥ 0,

−
(

~W∗
)

t
, ïðè

(
~W∗

)
t
< 0,

à f ′j = fj + f∆
j .

Çàäà÷è (1) è (3) áóäóò ýêâèâàëåíòíû ïðè óñëîâèè
∀j = 1, . . . , l f∆

j = Aj
~W∆∗ .

Ïîëîæèì,

Cj′
1 = max

t=qj+1,...,q

(
f ′j

)
t
,

Cj′
2 = min

t=1,...,qj

(
f ′j

)
t
.

Åñëè Cj′
1 ≥ Cj′

2 , òî çàäà÷à (3) áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü óñëîâèÿì ðåøàþùåãî ïðàâèëà, è óêà-
çàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëàòü íåëüçÿ. Åñëè æå Cj′

1 < Cj′
2 , òî èçìåíèì ïîðîãè ðåøàþùåãî

ïðàâèëà:
Cj

1 = Cj′
1 , Cj

2 = Cj′
2 .
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Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà óäàëîñü óìåíüøèòü. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè
äëÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé ~w .

Èòàê, ïîëó÷åí ìåòîä ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà îøèáêè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ
íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ {{ε1, . . . , εn}, k, ε, x11, x00} íàñòðîéêà àëãîðèòìîâ ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî.
Ïîýòîìó ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü òåõíîëîãèþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ
âåòâÿõ íàøåãî ïàðàëëåëüíîãî ïðîöåññà ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå îäèíàêîâûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó
äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñëåäóåò âûäåëèòü îáùèå ÷àñòè è âû÷èñëèòü ýòè âåëè÷èíû
îäèí ðàç.
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L , ïîðîæäåííûé
äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

lu ≡ u′ + a0(x)u, x ∈ G = (0, 1),

íà êëàññå ôóíêöèé D , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1] ;
a0(x) ∈ Ls(G), s ≥ 1. (1)

Â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî
êîðíåâûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L âòîðîãî ïîðÿäêà â ìåòðèêå Lp , p ∈ [1,∞] , íà ëþáîì îòðåçêå
K ⊂ G ñ ðàçëîæåíèåì òîé æå ôóíêöèè â îáû÷íûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Â ðàáîòå
[2] ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí íà ñëó÷àé ëþáîãî îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Õîòÿ
îáû÷íî íà âíóòðåííåì îòðåçêå ðàññìàòðèâàþò ðàâíîìåðíóþ ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé, â
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Lp , ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôóíêöèè
ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è äîñòàòî÷íî áûâàåò îöåíîê â èíòåãðàëüíîé ìåòðè-
êå. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè s < p , òî ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò s . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ îöåíîê íå ïðèâëåêàåòñÿ îïåðàòîð L∗ , ñîïðÿæåííûé
ñ L , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî íàëàãàåò óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà êîýôôèöèåíò a0(x) . Ñèñòåìà
ôóíêöèé, áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñ ñèñòåìîé êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L , ìîæåò
áûòü íå ñâÿçàíà ñ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Ðàáîòà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè è ðàçâèòèè ñïåê-
òðàëüíîãî ìåòîäà Â.À. Èëüèíà [4-6].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äàäèì îïðåäåëåíèå êîðíåâûõ ôóíêöèé (ò.å. ñîáñòâåííûõ è ïðè-
ñîåäèíåííûõ ôóíêöèé) è ïðèâåäåì îñíîâíûå óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû. Êîðíåâûå ôóíêöèè îïå-
ðàòîðà L îïðåäåëèì â îáîáùåííîì (ïî Èëüèíó) ñìûñëå, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ðåãóëÿðíûå ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îñâîáîæäàÿ èõ îò òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êàêèì-
ëèáî êîíêðåòíûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Îãðàíè÷åíèÿ ïðè ýòîì íàëàãàþòñÿ íà ñâîéñòâà ñïåêòðà è
êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà. Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷èòü êàê ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íèêàêèì êðàåâûì óñëîâèÿì áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, òàê è
êîðíåâûå ôóíêöèè êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ðàññìîòðåíû äâà òèïà ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ (îò-
ëè÷àþùèõñÿ íîðìèðîâêîé ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé). Ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà
L , îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ∈ C , áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ íå ðàâíóþ òîæäåñòâåí-
íîìó íóëþ ôóíêöèþ 0

u (x) ∈ D , óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè âñþäó â G óðàâíåíèþ l
0
u −ωλ

0
u= 0 ,

ãäå ω = +i ïðè Reλ < 0 è ω = −i ïðè Reλ ≥ 0 . Ïîä ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà
m,m = 1, 2... , îòâå÷àþùåé òîìó æå λ è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè 0

u (x) , áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ
ôóíêöèþ m

u (x) , êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ l
m
u −ωλ

m
u= µm

m−1
u . Çäåñü

ëèáî µm = 1 (ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à 1), ëèáî µm = λ ïðè |λ| ≥ 1 , µm = 1 ïðè |λ| < 1 (ñïåê-
òðàëüíàÿ çàäà÷à 2). Ïðèâåäåì îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû êîðíåâûõ
ôóíêöèé. Â ñëó÷àå êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó
{uk(x)} êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L , îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì Èëüèíà, íàçîâåì èõ óñëîâèÿìè À :
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1. ñèñòåìà {uk(x)} çàìêíóòà è ìèíèìàëüíà â Lr(G) ïðè íåêîòîðîì r ∈ [1,∞) ;

2. ñóùåñòâóþò c1, c2 = const > 0 òàêèå, ÷òî

|Imλk| ≤ c1 ∀k,
∑

0≤|λk|−λ≤1

1 ≤ c2 ∀λ ≥ 0; (2)

3. ñóùåñòâóåò c3 = const > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖uk‖r‖vk‖r′ ≤ c3 ∀k, (3)

ãäå {vk} � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñ {uk} ñèñòåìà ôóíêöèé: vk ∈ Lr′ (G) , (uk, vj) =
δkj∀k, j ∈ N, r′ = r/(r − 1); ‖ · ‖r � îáîçíà÷åíèå íîðìû â Lr(G) .

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖f‖r,E íîðìó ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(E), r ∈ [1,∞] . Åñëè
E = G , òî áóäåì ïèñàòü ‖f‖r .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(G) ñîñòàâèì ÷àñòè÷íûå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ

σλ(x, f) =
∑

|λk|≤λ

fkuk(x), λ > 0, fk ≡ (f, vk).

×åðåç Sλ(x, f) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) , ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå f(x) äëÿ îïåðàòîðà L0u = u′′ ñ óñëî-
âèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè â 0 è 1.

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åíèå íà ñèñòåìó {uk, vk} è ôóíêöèè f(x) :

∃ν = const > 0 : αkfk = O
(
λk
−ν

)
, |λk| ≥ 1, (4)

ãäå αk = ‖vk‖−1
r′ . Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L0 â óñëîâèè (4) ïîêàçàòåëü

ν0 ≥ ν , ò.å. êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò àñèìïòîòè÷åñêî-
ìó ñîîòíîøåíèþ (4).

Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäóÿ òðàäèöèÿì òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, óñëîâèå (4) íóæíî
áûëî áû çàïèñàòü â òåðìèíàõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè íà ôóíêöèþ f(x) . Íî ñïåöèôèêà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷à òàêîâà, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà ïàðàìåòð ν â (4)
îêàçûâàþò ôóíêöèè vk(x) . Â ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì â [1], ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ôóíêöèè
f(x) ∈ C∞(G), f ≡ 1 , ïîêàçàòåëü ν ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ (1 − 1/r, 1], r ∈ (1,∞) ,
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñèñòåìû uk, vk . Ïîýòîìó â òåðìèíàõ òîëüêî ôóíêöèé f(x) óñëîâèå
(4) çàïèñàòü íåëüçÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ôàêò ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ
ðàçëîæåíèé σλ(x, f) è Sλ(x, f) ôóíêöèè f(x) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp, p ≥ 1 , íà ëþáîì
îòðåçêå K ⊂ G è îöåíèòü ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé (èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, îöåíèòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè îäíîãî ðàçëîæåíèÿ äðóãèì). Èç ýòîé îöåíêè
áóäåò ñëåäîâàòü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáà ðàçëîæåíèÿ ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå äàííîãî
ïðîñòðàíñòâà Lp îäíîâðåìåííî. Òðåáóåòñÿ ïðè ýòîì âûÿâèòü ñòåïåíü çàâèñèìîñòè îöåíîê
ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ s .

2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî p ∈ [1,∞) .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1), (4) è

óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖Lp(K) ≤ c max(1/λ, λ−ν+1 ln2 λ, λ1/s−1/p−ν+1 lnλ) (5)

ñ ïîñòîÿííîé c , íå çàâèñÿùåé îò λ .
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íåò ïðèñî-

åäèíåííûõ ôóíêöèé, òî èç óêàçàííîé îöåíêè ñëåäóåò óáðàòü ÷ëåí λ−ν+1 ln2 λ . Òàêæå, åñëè
a0(x) ≡ 0 , òî íóæíî óáðàòü ÷ëåí λ1/s−1/p−ν+1 ln λ .
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Çàìå÷àíèå 3. Ïðè s ≥ p èç îöåíêè (5) ñëåäóåò óáðàòü òðåòèé ÷ëåí. Ïðè s < p íóæíî
óáðàòü âòîðîé ÷ëåí, îöåíêà â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñòåïåíè ñóììèðóåìîñòè s .

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Ïóñòü Θλ(x, y) =
∑

|λk|≤λ

uk(x)vk(y) � ñïåêòðàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L , Dλ(x, y) � ÿäðî Äèðèõëå, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L0 ;
σλ(x, f) =

∫
Ḡ

Θλ(x, y)f(y)dy . Ôèêñèðóåì ëþáîé îòðåçîê K = [a, b] ⊂ G . Íàñ èíòåðåñóåò îöåíêà

ðàçíîñòè ïðè λ → +∞ :

4λ ≡
∫

K

|σλ(x, f)− Sλ(x, f)|p dx =
∫

K

|f(y) [Θλ(x, y)−Dλ(x, y)] dy|p dx (6)

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî R0 ∈ (0, (1/2)dist(K, ∂G)) , äëÿ ëþáîãî ÷èñëà R ∈
[R0/2, R0] è ëþáîãî x ∈ K ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

wλ(ρ,R) =
{

(sinλρ)/(πρ),
0,

|ρ| ≤ R, ρ = x− y,
|ρ| > R.

(7)

Äàëåå, êàê â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà [4, 5], óñðåäíèì ôóíêöèþ (7) ïî R :

S0[wλ(ρ,R)] =
8

3R2
0

R0∫

R0/2

Rwλ(ρ,R)dR (S0[1] = 1), (8)

äîáàâèì è âû÷òåì ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (6) âûðàæåíèå (8) è îöåíèì ìîäóëü
ñóììû ÷åðåç ñóììó ìîäóëåé ( cp = 2p−1, v0(x, y) = S0[wλ(ρ,R)] ):

4λ ≤ cp

∫

K

∣∣∣∣∣∣

∫

Ḡ

f(y) [Θλ(x, y)− v0(x, y)] dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx+

+cp

∫

K

∣∣∣∣∣∣

∫

Ḡ

f(y) [Dλ(x, y)− v0(x, y)] dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx ≡ cp (I1 + I2) . (9)

Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë I1 â ïðàâîé ÷àñòè (9); èíòåãðàë I2 îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
10 . Çàìåíèì ôóíêöèþ v0(x, y) áèîðòîãîíàëüíûì ðÿäîì. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1) è

óñëîâèé À ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ñì. [12]) ∀p ∈ [1,∞),∀f(x) ∈ Lr(G) :

lim
λ→∞

∥∥∥∥∥∥

∫

Ḡ

f(y)


v0(x, y)−

∑

|λk|≤λ

(v0, ūk)v̄k(y)


 dy

∥∥∥∥∥∥
p,K

= 0. (10)

Çàìå÷àíèå 4. Ðàâåíñòâî (10) ìîæåò áûòü âåðíî è â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Äåéñòâèòåëüíî
ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ [1,∞)

f(y)
Lα(K0)

=
∑

k

fkuk(y), K0 = [a−R0, b + R0]. (11)

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíî ÷åðåç
∑
k

ñóììà
∞∑

k=1

. Óìíîæèì îáå ÷àñòè (11) ñêàëÿðíî íà ôóí-

öèþ S0[we(ρ,R)]. Òàê êàê ðÿä â (11) ñõîäèòñÿ â Lα(K0) , òî íà K0 åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòå-
ãðèðîâàòü, à âíå K0 ôóíêöèÿ S0[wλ(ρ,R)] êàê ôóíêöèÿ y ïðè x ∈ K ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî
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∫

Ḡ

f(y)v0(x, y)dy =
∑

k

fk

∫

Ḡ

uk(y)v0(x, y)dy ∀x ∈ K. (12)

20 Äëÿ ôóíêöèè uk èìååò ìåñòî ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ëåãêî ïîëó÷àåìàÿ èíòåãðè-
ðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîñëå çàìåíû A1uk íà u′k − ωλuk ). Îáîçíà÷èì

st(uk(x)) = uk(x + t) + uk(x− t). (13)

Òîãäà ∀λk ∈ C, x± t ∈ Ḡ :

st(uk(x)) = 2uk(x) cosλkt− hk(x, t), (14)

ãäå

hk(x, t) =

t∫

0

[exp {ωλk(τ − t)}A1uk(x− τ)− exp {−ωλk(τ − t)}A1uk(x + τ)] dτ,

à A1uk ≡ −a0uk , åñëè uk � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, A1uk ≡ µm
m−1
uk −a0uk , åñëè uk =

m
uk �

m -ÿ ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ. Èññëåäóåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (10), (12) ñòðóêòóðó êîýôôèöèåí-
òîâ:

∫

Ḡ

S0[wλ(ρ,R)]uk(y)dy =
1
π

S0




x+R∫

x−R

sinλ(x− y)
x− y

uk(y)dy


 =

1
π

S0




R∫

0

sinλt

t
st(uk(x))dt


 =

=
1
π

S0


2uk(x)

R∫

0

sinλt cosλkt

t
dt−

R∫

0

sinλt

t
hk(x, t)dt


 =

= uk(x)δλ
k + uk(x)Iλ

k (R0)− 1
π

S0




R∫

0

sinλt

t
hk(x, t)dt


 . (15)

Çäåñü â ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìû ñäåëàëè çàìåíû ïåðåìåííûõ y − x = t ïðè
y ≥ x è x− y = t ïðè y < x , âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé ñðåäíåãî (14) è ëåììîé î ðàçðûâíîì
ìíîæèòåëå Äèðèõëå â C [9]. Ïî ýòîé ëåììå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

2
π

S0[

R∫

0

sinλt cosλkt

t
dt] = δλ

k + Iλ
k (R0),

δλ
k =

{
1, |λk| ≤ λ,
0, |λk| > λ,

Iλ
k (R0) =

{
O(1),
O(|λ− |λk||−2),

∀λk ∈ C,
|λk| ≥ 1, |λ− |λk|| ≥ 1.

(16)

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (15) â (10), (12) è ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâûé èíòåãðàë I1 â (9).
Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó δλ

k èç (16), äëÿ èíòåãðàëà I1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

I1 =
∫

K

∣∣∣∣∣∣

∫

Ḡ

f(y) [Θλ(x, y)− v0(x, y)] dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx =
∫

K

∣∣∣∣∣∣

∫

Ḡ

f(y)v0(x, y)dy −
∫

Ḡ

f(y)Θλ(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx =
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=
∫

K

∣∣∣∣∣∣
∑

k

fk

∫

Ḡ

uk(y)v0(x, y)dy −
∑

|λk|≤λ

∫

Ḡ

f(y)uk(x)vk(y)dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx =

=
∫

K

∣∣∣∣∣∣
∑

k

fk

∫

Ḡ

uk(y)v0(x, y)dy −
∑

|λk|≤λ

fkuk(x)

∣∣∣∣∣∣

p

dx =

=
∫

K

∣∣∣∣∣∣
∑

k

fk



uk(x)δλ

k + uk(x)Iλ
k (R0)− 1

π
S0




R∫

0

sinλt

t
hk(x, t)dt






−

∑

|λk|≤λ

fkuk(x)

∣∣∣∣∣∣

p

dx =

=
∫

K

∣∣∣∣∣∣
∑

k

fk



uk(x)Iλ

k (R0)− 1
π

S0




R∫

0

sinλt

t
hk(x, t)dt








∣∣∣∣∣∣

p

dx. (17)

30 . Èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ (17) ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè âñïîìîãàòåëüíûìè îöåíêàìè.
Ïðèâåäåì èõ â âèäå ëåìì. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëà α, β ∈ G,α < β, R ∈ [R0/2, R0], τ ∈
[0, R], s ∈ R, s > 1, λ > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî (λ > 4) , {λk} ∈ C , |Imλk| ≤ c =
const < ∞ , λk 6= 0 , k = 1, 2... Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëî-
æèì ω = −i , ò.å. òåì ñàìûì Reλk ≥ 0 ):

K0(λ, λk, τ, R) ≡
R∫

τ

sinλr expωλk(r − τ)
r

dr,

As
k(λ, α, β,R) ≡




β∫

α

|K0(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

, Ak ≡ A1
k(λ, α, β, R).

Äàëåå, ïîëîæèì K0 ≡ λk[K1 − iK2] , ãäå

K1(λ, λk, τ, R) ≡ 1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr,

K2(λ, λk, τ, R) ≡ 1
λk

R∫

τ

sinλr sinλk(r − τ)
r

dr.

Ïîëîæèì òàêæå

As
1k(λ, α, β, R) ≡




β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

, A1k ≡ A1
1k(λ, α, β, R),

As
2k(λ, α, β, R) ≡




β∫

α

|K2(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

, A2k ≡ A1
2k(λ, α, β, R).

Ëåììà 1. Ðàâíîìåðíî ïî α, β, R, λ, λk èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) Iλ
k = O(λ−2) ïðè |λk| ≤ 1;

2) Iλ
k = O(λ−2) ïðè 1 ≤ |λk| ≤ λ/2;
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3) Iλ
k = O((λ|λk|)−1) ïðè |λk| ≥ 3λ/2;

4) Iλ
k = O(1) ïðè |λ− |λk|| ≤ 2/R0;

5) Iλ
k = O(|λ− |λk||−2) ïðè 2/R0 ≤ |λ− |λk|| ≤ λ/2.

Ëåììà 2. Ðàâíîìåðíî ïî α, β, R, λ, λk èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) A1k = O
(
(λ|λk|)−1

)
, As

1k = O
(
(λ|λk|)−1

)
ïðè |λk| ≤ 1;

2) A1k = O((λ|λk|)−1 ln λ), As
1k = O(λ−1/s|λk|−1) ïðè 1 ≤ |λk| ≤ λ/2;

3) A1k = O(|λk|−2 lnλ), As
1k = O(λ1−1/s|λk|−2) ïðè |λk| ≥ 3λ/2;

4) A1k = O(λ−1), As
1k = O(λ−1) ïðè |λ− |λk|| ≤ 2/R0;

5) A1k = O((|λk||λ − |λk||)−1 ln λ), As
1k = O(λ1−1/s(|λk||λ − |λk||)−1) = O(λ−1/s|λ −

|λk||−1) ïðè 2/R0 ≤ |λ− |λk|| ≤ λ/2.

Ëåììà 3. Ðàâíîìåðíî ïî α, β, R, λ, λk èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) A2k = O(λ−1), As
2k = O(λ−1) ïðè |λk| ≤ 1;

2) A2k = O((λ|λk|)−1 ln |λk|), As
2k = O(λ−1|λk|−1/s) ïðè 1 ≤ |λk| ≤ λ/2;

3) A2k = O(|λk|−2 lnλ), As
2k = O(λ1−1/s|λk|−2) ïðè |λk| ≥ 3λ/2;

4) A2k = O(λ−1 ln λ), As
2k = O(λ−1/s) ïðè |λ− |λk|| ≤ 2/R0;

5) A2k = O((|λk||λ − |λk||)−1 ln λ), As
2k = O(λ1−1/s(|λk||λ − |λk||)−1) = O(λ−1/s|λ −

|λk||−1) ïðè 2/R0 ≤ |λ− |λk|| ≤ λ/2.

Ëåììà 4. Ðàâíîìåðíî ïî α, β, R, λ, λk èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) Ak = O(λ−1), As
k = O(λ−1) ïðè |λk| ≤ 1;

2) Ak = O(λ−1 lnλ), As
k = O(λ−1/s) ïðè 1 ≤ |λk| ≤ λ/2;

3) Ak = O(|λk|−1 ln λ), As
k = O(λ1−1/s|λk|−1) ïðè |λk| ≥ 3λ/2;

4) Ak = O(lnλ), As
k = O(lnλ) ïðè |λ− |λk|| ≤ 2/R0;

5) Ak = O((|λ−|λk||)−1 ln λ), As
k = O(λ1−1/s(|λ− |λk||)−1) ïðè 2/R0 ≤ |λ−|λk|| ≤ λ/2.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 è Ëåììû 3 ïîëó÷åíî â [1]. Ëåììà 4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøå-
íèé, óñòàíîâëåííûõ â Ëåììàõ 2 è 3. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2 ïðèâåäåíî â ï.6 äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîé òåîðåìû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèçâåäåííûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà {λk} â ëåììàõ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ñóìì ïî ðàññìàòðèâàåìûì ìíîæåñòâàì çíà÷åíèé λk :

∑
1 � ñóììà ïî òåì λk , äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |λk| ≤ 1;
∑

2 : 1 ≤ |λk| ≤ λ/2 ;
∑

3 : |λk| ≥ 3λ/2;
∑

4 : |λ − |λk|| ≤
2/R0;

∑
5 : 2/R0 ≤ |λ− |λk|| ≤ λ/2.

40 . Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (17), ñîäåðæàùèå Iλ
k (R0) . Âîñïîëüçîâàâøèñü

äëÿ Iλ
k îöåíêàìè èç ëåììû 1 è ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî (ñì. [3])

∃c = const : ‖uk‖∞α−1
k ≤ c ∀k ∈ N, (18)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ ïîëó÷àåì
∑

k

∣∣∣fkuk(x)Iλ
k (R0)

∣∣∣ ≤

≤ c
[
λ−2

∑
1
|f̂k|+ λ−2

∑
2
|f̂k|+ λ−1

∑
3
|f̂kλk

−1|+
∑

4
|f̂k|+

∑
5
|f̂k||λ− |λk||−2

]
,

f̂k ≡ αkfk,

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Ḡ (îáîçíà÷åíèå αk ââåäåíî â óñëîâèè (4)). Îöåíèì ñóììû â ïðàâîé
÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Â ñóììå

∑
1 èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äëÿ fk = (f, vk)

è âòîðîå óñëîâèå èç (2), ïîëó÷àåì λ−2
∑

1 |f̂k| ≤ c2‖f‖rλ
−2 . Äëÿ îñòàëüíûõ ñóìì èñïîëüçóåì

îöåíêó (4) è òàêæå âòîðîå óñëîâèå èç (2). Îöåíèì ñóììó
∑

2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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λ−2
∑

2

|f̂k| ≤ cλ−2
∑

2

||λk||−ν ≤ cλ−2

[λ/2]∑

n=1

∑

n≤|λk|≤n+1

|λk|−ν ≤

≤ cλ−2

[λ/2]∑

n=1

n−ν
∑

0≤|λk|−n≤1

1 ≤ cc2λ
−2

[λ/2]∑

n=1

n−ν = ϕ(λ),

ãäå ϕ(λ) = O(λ−1−ν) ïðè ν < 1 , ϕ(λ) = O(λ−2 ln λ) ïðè ν = 1 è ϕ(λ) = O(λ−2) ïðè
ν > 1 . Äëÿ ñóììû

∑
3 , äåéñòâóÿ ïî òîé æå ñõåìå è ïðèìåíÿÿ âòîðîå óñëîâèå èç (2), ïîëó÷àåì

λ−1
∑

3

|f̂kλk
−1| ≤ cλ−1

∑

n≥[3λ/2]

n−1−ν = O
(
λ−1−ν

)
.

Ñóììà
∑

4 , î÷åâèäíî, èìååò îöåíêó O(λ−ν) , à ñóììà
∑

5 îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∑

5

|f̂k||λ− |λk||−2 ≤ cλ−ν

[λ/2]∑

n=1

n−2 = O
(
λ−ν

)
.

Îáúåäèíÿÿ óñòàíîâëåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Ḡ

∑

k

|fkuk(x)Iλ
k (R0)| = O

(
max

(
λ−ν , λ−2

))
. (19)

50 . Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî λk 6= 0 . Ïðåîáðàçóåì îñòàâøóþñÿ
÷àñòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (17), ïîäñòàâèâ â íåå ôîðìóëó äëÿ hk(x, t è ïîìåíÿâ ìåñòàìè
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

S(x) ≡ − 1
π

S0




R∫

0

sin λt

t
hk(x, t)dt


 =

= − 1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

sin λt

t




t∫

0

A1uk(x− τ) exp (ωλk(τ − t))dτ −
t∫

0

A1uk(x + τ) exp (ωλk(t− τ))dτ


 dt


 =

= − 1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

R∫

τ

sin λt exp (ωλk(τ − t))
t

A1uk(x− τ)dtdτ−

−
R∫

0

R∫

τ

sin λt exp (−ωλk(τ − t))
t

A1uk(x + τ)dtdτ


 =

= − 1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

K0(λ,−λk, τ, R)A1uk(x− τ)dτ −
R∫

0

K0(λ, λk, τ, R)A1uk(x + τ)dτ


 =

=
1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

K0(λ, λk, τ, R)A1uk(x + τ)dτ


− 1

π

∑

k

fkS0




R∫

0

K0(λ,−λk, τ, R)A1uk(x− τ)dτ


 =

= S′ − S′′. (20)

Îöåíèì S′ ; S′′ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â S′ ðàñùåïèì A1uk íà äâà ñëàãàåìûõ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì ïîñëå ôîðìóëû (14) è ïðåäñòàâèì S′ â âèäå ñóììû S′1+S′2 (ñ÷èòàåì,
÷òî uk =

m
uk � ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ), ãäå
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S′1(x) =
1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

K0(λ, λk, τ, R)
(
−a0(x + τ)

m
uk (x + τ)

)
dτ


 ,

S′2(x) =
1
π

∑

k

fkS0




R∫

0

K0(λ, λk, τ, R)
(
µ

m−1
u k (x + τ)

)
dτ


 .

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ (8) íå âëèÿåò íà ïîñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (ñì. [10, c.38]):

∥∥∥∥∥∥

∫

R

f(t, τ)dt

∥∥∥∥∥∥
p

≤
∫

R

‖f(t, τ)‖p dτ.

Îáîçíà÷èì
R∫
0

K0(λ, λk, τ, R)A1uk(x + τ)dτ = F (x,R) .Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖S0 [F (x,R)]‖p =
8

3R2
0

∥∥∥∥∥∥∥

R0∫

R0/2

RF (x,R)dR

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ 8
3R2

0

R0∫

R0/2

R ‖F (x,R)‖p dR = S0

[
‖F (x,R)‖p

]
. (21)

Ïîñêîëüêó îöåíêè ëåììû 4 äëÿ èíòåãðàëîâ As
k , Ak ðàâíîìåðíû ïî R , à îïåðàöèÿ óñðåäíå-

íèÿ ââåäåíà òàê, ÷òî S[1] = 1 , òî íà ïîñëåäóþùèå îöåíêè ýòà îïåðàöèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ.
Óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ ñóùåñòâåííà èñïîëüçîâàíà ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè (16).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñóììó S′2(x) . Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé [4] îöåíêè àíòèàïðèîð-
íîãî òèïà ‖µm

m−1
uk ‖∞ ≤ c(1 + |λk|)‖ m

uk ‖∞ , ñïðàâåäëèâîé ïðè óñëîâèÿõ (2) (ñì. [7,12] ),
ñîîòíîøåíèé (18), (21) è îöåíîê ëåììû 4 äëÿ Ak èìååì

‖S′2(x)‖ ≤ c
∑

k

|f̂kλk||S0[A1
k(λ, 0, R0, R)]| ≤ c0

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂kλk| ln |λk|+

+ ln λ
∑

3
|f̂k|+ lnλ

∑
4
|f̂kλk|+ ln λ

∑
5
|f̂kλk||λ− λk|

]
. (22)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïðè óñëîâèÿõ (2), (4).

λ−1
∑

1
|f̂k| ≤ c2‖f‖rλ

−1 = O(λ−1),

λ−1
∑

2
|f̂kλk| ln |λk| ≤ cλ−1

∑

n≤λ/2

n−ν+1 ln (n + 1) = ϕλ,

ãäå ϕ(λ) = O(λ−ν+1 lnλ) ïðè ν < 2 , ϕ(λ) = O(λ−1 ln2 λ) ïðè ν = 2 è ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè
ν > 2 .

ln λ
∑

3
|f̂k| =≤ c ln λ

∑

n≥3λ/2

n−ν = O (lnλ) O
(
λ−(ν−1)

)
= O

(
λ−ν+1 ln λ

)
,

ln λ
∑

4
|f̂kλk| = O

(
λ−ν+1 ln λ

)
,

ln λ
∑

5
|f̂kλk||λ− |λk||−1 ≤ cλ−(ν−1) lnλ

∑
5
|λ− |λk||−1 = O(λ−ν+1 ln2 λ).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

S′2(x) = O
(
max(λ−1, O(λ−ν+1 ln2 λ)

)
(23)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ K . Îöåíèâàÿ ñóììó S′1(x) , ñîäåðæàùóþ êîýôôèöèåíò a0(x) , áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îöåíêó ‖u′k‖∞ ≤ c(1 + |λk|)‖uk‖∞ , [7,12]. Ïî óñëîâèþ a0(x) ∈ Ls(G) . Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëó÷àé s ≥ p , òîãäà a0(x) ∈ Lp . Ïðèìåíèì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà óêàçàííóþ îöåíêó
ïðîèçâîäíîé, ïåðåéäåì îò íîðìû ñóììû ê ñóììå íîðì è ïðèìåíèì îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî
Ìèíêîâñêîãî ê Lp -íîðìå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà:

J(x) =

R∫

0

S0 [|K0(λ, λk, τ, R)|] |a0(x + τ)|dτ, (24)

ïîëó÷èì

‖S1‖p,K ≤ c1‖a0‖p

∑

k

‖f̂kλk‖|S0[A1
k(λ, 0, R0, R)]|, p ≥ 1,

ãäå ïðè ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (21). Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ
÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ëåâóþ ÷àñòü (22), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ‖S1‖p,K â ñëó÷àå s ≥ p
èìååò ìåñòî îöåíêà (23).

Ïóñòü s < p . Ïðîâåäåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå s ≥ p , íî ê èíòåãðàëó (24)
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Þíãà [11]: ‖J‖p,K ≤ 2‖a0‖s‖S0[|K0|]‖ζ,(0,R0) ≤ 2‖a0‖sS0[A

ζ
k(λ, 0, R0, R)] ,

ãäå òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü íà ïîñëåäíåì øàãå ñîîòíîøåíèåì (21). Ïàðàìåòð ζ ñâÿçàí ñ ïàðà-
ìåòðàìè çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1/ζ = 1 + 1/p− 1/s < 1, ζ = ps′/(p + s′) < s′ (s < p, s′ = s/(s− 1)). (25)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè ëåììû 4 äëÿ Aζ
k äëÿ S1 ïîëó÷àåì:

‖S1‖p,K ≤ c‖a0‖s

∑

k

|f̂kλk|S0[A
ζ
k(λ, 0, R0, R)] ≤ c0‖a0‖s

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−1/ζ

∑
2
|f̂kλk|+

+λ1−1/ζ
∑

3
|f̂k|+ ln λ

∑
4
|f̂kλk|+ λ1−1/ζ

∑
5
|f̂kλk||λ− |λk||−1

]
.

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè óñëîâèÿõ (2), (4) ïî ïðåæíåé ñõåìå:

λ−1
∑

1
|f̂k| = O(λ−1),

λ−1/ζ
∑

2
|f̂kλk| ≤ cλ−1/ζ

∑

n≤λ/2

λ−ν+1 ≤ c3λ
−1/ζ

[λ/2]∑

n=1

= ϕ(λ),

ãäå ϕ(λ) = O(λ2−ν−1/ζ) ïðè ν < 2 , ϕ(λ) = O(λ−1/ζ ln 2λ) ïðè ν = 2 è ϕ(λ) = O(λ−1/ζ)
ïðè ν > 2 .

λ1−1/ζ
∑

3
|f̂k|O

(
λ1−1/ζ

)
O

(
λν+1

)
= O(λ2−ν−1/ζ) = O

(
λ1/s−1/p−ν+1

)
,

ln λ
∑

4
|f̂kλk| = O

(
λ−ν+1 ln λ

)
,

λ1−1/ζ
∑

5
|f̂kλk||λ− |λk||−1 = O

(
λ2−ν−1/ζ ln λ

)
.

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ‖S′1‖p,k :

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3



Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÁÈÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÐßÄÎÂ 17

‖S′1‖p,k = O
(
max(λ−1, λ1/s−1/p−ν+1 lnλ

)
. (26)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (19), (23) è (26), ïîëó÷àåì îöåíêó (5) òåîðåìû. Îáîñíîâàíèå òåîðåìû
çàâåðøåíî.

60 . Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2 îá îöåíêàõ èíòåãðàëîâ.
1) Ïóñòü |λk| ≤ 1. Âûâåäåì ñíà÷àëà îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà K1(λ, λk, τ, R), êîòîðóþ

çàòåì èñïîëüçóåì ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê äëÿ èíòåãðàëîâ A1k è As
1k . Ïðîèíòåãðèðóåì K1 îäèí

ðàç ïî ÷àñòÿì, ïðèìåíèì ïîä èíòåãðàëîì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ cosλk(r−τ) è sinλk(r−τ),
ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû. Ïîëó÷àåì:

K1(λ, λk, τ, R) =
1
λk

R∫

τ

sinλr cos {λk(r − τ)}
r

dr = − 1
λλk

R∫

τ

cosλk(r − τ)
r

d cosλr =

= − 1
λλk


 cosλr cosλk(r − τ)

r

∣∣∣∣
R

τ

−
R∫

τ

cosλr

{−λk sinλk(r − τ)
r

− cosλk(r − τ)
r2

}
dr


 =

= − 1
λλk


cosλR cosλk(R− τ)

R
− cosλτ

τ
−

R∫

τ

cosλr

{
−λ2

k(r − τ)
r

− 1− λ2
k(r−τ)2

2

r2

}
dr


 =

= − 1
λλk


cosλR cosλk(R− τ)

R
− cosλτ

τ
−

R∫

τ

cosλr

{
−λ2

k

2
− 1

r2
+

λ2
kτ

2

2r2

}
dr


 =

= − 1
λλk


cosλR cosλk(R− τ)

R
− cosλτ

τ
+

λ2
k

2

R∫

τ

cosλrdr +
(

1− λ2
kτ

2

2

) R∫

τ

cosλr

r2
dr


 =

= − 1
λλk


cosλR cosλk(R− τ)

R
− cosλτ

τ
+

λ2
k

2λ
[sinλR− sinλτ ] +

(
1− λ2

kτ
2

2

) R∫

τ

cosλr

r2
dr


 .

Òàê êàê |λk| ≤ 1 è âñå çíà÷åíèÿ | sin z| è | cos z| ïðè Imz < C îãðàíè÷åíû (ìíèìûå ÷àñòè
àðãóìåíòîâ êîñèíóñîâ îãðàíè÷åíû â ñèëó òîãî, ÷òî |Imλk| ≤ c1 ∀k ), òî ïåðâîå è òðåòüå
ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èìåþò ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâåííî O(1) è O (1/λ) . Îñòàâøèéñÿ
èíòåãðàë ïðîèíòåãðèðóåì îäèí ðàç ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷àåì:

K1(λ, λk, τ, R) = − 1
λλk


O(1)− cos λτ

τ
+

(
λ2

kτ2

2
− 1

)
λ





cos r

r

∣∣∣
λR

λτ
+

λR∫

λτ

sin r

r
dr






 =

= − 1
λλk


O(1)− cosλτ

τ
+

(
λ2

kτ2

2
− 1

)
cos λR

R
− λ2

kτ

2
cosλτ +

cos λτ

τ
+

(
λ2

kτ2

2
− 1

)
λ

λR∫

λτ

sin r

r
dr


 =

− 1
λλk


O(1) +

(
λ2

kτ2

2
− 1

)
λ

λR∫

λτ

sin r

r
dr


 .

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî
∣∣∣∣
∞∫
x

sin t/tdt

∣∣∣∣ < 6(1 + x)−1, ∀x ≥ 0 (ñì. [14]) è
(

λ2
kτ2

2 − 1
)

= O(1). Òîãäà

K1(λ, λk, τ, R) = − 1
λλk

[
O(1) + O

(
λ

1 + λτ

)]
= O

(
1

|λk|(1 + λτ)

)
.
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Ïîñ÷èòàåì òåïåðü A1k è As
1k, s > 1 :

A1k ≡
β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|dτ = O

(
1
|λk|

) β∫

α

1
1 + λτ

dτ = O

(
1

λ|λk|
) 1+λβ∫

1+λα

1
t
dt =

= O

(
1

λ|λk|
)

ln
1 + λβ

1 + λα
= O

(
1

λ|λk|
)

.

As
1k ≡




β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

= O

(
1
|λk|

) 


β∫

α

{
1

1 + λτ

}s

dτ




1/s

=

= O

(
1
|λk|

) 
 1

λ

1+λβ∫

1+λα

1
ts

dt




1/s

= O

(
1
|λk|

)(
1
λ

1
−s + 1

{
1

(1 + λβ)s−1
− 1

(1 + λα)s−1

})1/s

=

= O

(
1
|λk|

)[
O

(
1
λ

) {
O

(
1

λs−1

)
+ O(1)

}]1/s

= O

(
1

λ|λk|
)

.

2) Ïóñòü 1 ≤ |λk| ≤ λ/2.
2a) Ðàññìîòðèì òå λk (åñëè îíè åñòü), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî |λk| > α , òîãäà

A1k ≡
β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|dτ =

1/|λk|∫

α

|K1| dτ +

β∫

1/|λk|

|K1| dτ ≡ A
′
1k + A

′′
1k.

Â A
′
1k èíòåãðàë K1 ðàçáèâàåì íà äâå ÷àñòè: r ∈ [τ, 1/|λk|] è r ∈ [1/|λk|, R] ; ñ ïåðâûì èç

íèõ ðàáîòàåì, êàê â ñëó÷àå 1), à âî âòîðîì ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = |λk|r è ïðèìåíèì
âòîðóþ ôîðìóëó ñðåäíåãî � ôîðìóëó Áîííý [13, ò.1, ñ. 340] v. Ïîëó÷àåì

A
′
1k =

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨

1

λk

RZ

τ

sin λr cos λk(r − τ)

r
dr

˛̨
˛̨
˛̨ dτ =

=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
− 1

λ

1/|λk|Z

τ

cos λk(r − τ)

r
d cos λr +

RZ

1/|λk|

sin λr cos λk(r − τ)

r
dr

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
− cos λr cos λk(r − τ)

λr

˛̨
˛̨
1/|λk|

τ

+
1

λ

1/|λk|Z

τ

cos λr

»
−λk sin λk(r − τ)

r
− cos λk(r − τ)

r2

–
dr+

+

RZ

1/|λk|

sin λr cos λk(r − τ)

r
dr

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛−

cos λ
|λk| cos λk( 1

|λk| − τ)

λ
|λk|+ cos λτ

λτ
+

+
1

λ

1/|λk|Z

τ

cos λr

»
−λ2

k(r − τ)

r
− 1− (λk(r − τ))2/2

r2

–
dr +

|λk|RZ

1

sin λ
|λk|ξ cos

“
λkξ
|λk| − λkτ

”

ξ
dξ

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
O

„ |λk|
λ

«
+

cos λτ

λτ
+

1

λ

1/|λk|Z

τ

cos λr

»
−λ2

k

2
− 1

r2
+

λ2
kτ2

2r2

–
dr+

+

ξ1Z

1

sin
λ

|λk|ξ cos

„
λkξ

|λk| − λkτ

«
dξ +

1

|λk|R

|λk|RZ

ξ1

sin
λ

|λk|ξ cos

„
λkξ

|λk| − λkτ

«
dξ

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =
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=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
O

„ |λk|
λ

«
+

cos λτ

λτ
− λ2

k

2λ

1/|λk|Z

τ

cos λrdr +
1

λ

»
λ2

kτ2

2
− 1

– 1/|λk|Z

τ

cos λr

r2
dr +

ξ1Z

1

+

|λk|RZ

ξ1

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
O

„ |λk|
λ

«
+ O

„ |λk|2
λ2

«
+

cos λτ

λτ
−
„

λ2
kτ2

2
− 1

«
2
64 cos r

r

˛̨
˛

λ
|λk|

λτ
+

λ/|λk|Z

λτ

sin r

r
dr

3
75+

ξ1Z

1

+

|λk|RZ

ξ1

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

|λk|

1/|λk|Z

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
O

„ |λk|
λ

«
+ O

„ |λk|2
λ

«
τ + O

„ |λk|3
λ

«
τ2 +

„
1− λ2

kτ2

2

«
O

„
1

1 + λτ

«
+

ξ1Z

1

+

|λk|RZ

ξ1

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, êàê è â ñëó÷àå 1), îöåíêó
λ/|λk|∫
λτ

sin r
r dr = O

(
1

1+λτ

)
. Îöåíèì äâà

âíóòðåííèõ èíòåãðàëà, îáîçíà÷èì èõ Q1 è Q2 . Ïðèâåäåì îöåíêè äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà,
âòîðîé îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:

Q1 =

ξ1∫

1

sin
λξ

|λk| cos
(

λkξ

|λk| − λkτ

)
dξ =

1
2

ξ1∫

1

sin
(

λ + λk

|λk| − λkτ

)
dξ +

1
2

ξ1∫

1

sin
(

λ− λk

|λk| + λkτ

)
dξ =

=
1
2

(
− |λk|

λ + λk

)
cos

(
λ + λk

|λk| ξ − λkτ

)∣∣∣∣
ξ1

1

− 1
2

( |λk|
λ− λk

)
cos

(
λ− λk

|λk| ξ + λkτ

)∣∣∣∣
ξ1

1

=

= O

( |λk|
|λ + λk|

)
+ O

( |λk|
|λ− λk|

)
= O

( |λk|
λ

)
.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ïîäñòàíîâîê è ñëåäóþùèå îöåíêè, ñïðàâåäëè-
âûå ïðè 1 ≤ |λk| ≤ λ/2 :

|λk|
|λ− λk| = O

( |λk|
λ

)
,

|λk|
|λ + λk| = O

( |λk|
λ

)
.

Âåðíåìñÿ ê A
′
1k :

A
′
1k =

1
|λk|

1/|λk|∫

α

∣∣∣∣O
( |λk|

λ

)
+ O

( |λk|2
λ

)
τ + O

( |λk|3
λ

)
τ2 +

(
1− λ2

kτ2

2

)
O

(
1

1 + λτ

)
+

∣∣∣∣ ≤

≤ O

(
1
λ

) 1/|λk|∫

α

1dτ + O

( |λk|
λ

) 1/|λk|∫

α

τdτ + O

( |λk|2
λ

) 1/|λk|∫

α

τ2dτ + O

(
1
|λk|

) 1/|λk|∫

α

1
1 + λτ

dτ+

+O (|λk|)
1/|λk|∫

α

τ2

1 + λτ
dτ ≤ O

(
1

|λk|λ
)

+ O

(
1
|λk|

) 1/|λk|∫

α

1
1 + λτ

dτ + O (|λk|)
1/|λk|∫

α

τ2

1 + λτ
dτ.

Ïðîâåäåì îöåíêè äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ:

1/|λk|∫

α

1
1 + λτ

dτ =
1
λ

1+ λ
|λk|∫

1+λα

1
t
dt =

1
λ

ln
|λk|+ λ

|λk|(1 + λα)
= O

(
1
λ

ln
λ

|λk|
)

= O

(
1
λ

ln λ

)
.

1/|λk|∫

α

τ2

1 + λτ
dτ =

1
λ

1+ λ
|λk|∫

1+λα

(t− 1)2

λ2t
dt =

1
λ3

1+ λ
|λk|∫

1+λα

(
t− 2 +

1
t

)
dt =
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=
1
λ3

[
1
2

(
1 +

λ

|λk|
)2

− 1
2

(1 + λα)2 − 2
(

1 +
λ

|λk| − 1− λα

)
+ ln

|λk|+ λ

|λk| − ln (1 + λα)

]
=

= O

(
1

λ|λk|2
)

+ O

(
1

λ2|λk|
)

+ O

(
ln λ

λ3

)
= O

(
1

λ|λk|2
)

.

Òåïåðü ìîæåì íàïèñàòü èòîãîâóþ îöåíêó äëÿ A
′
1k :

A
′
1k = O

(
1

λ|λk|
)

+ O

(
lnλ

λ|λk|
)

= O

(
lnλ

λ|λk|
)

.

Â èíòåãðàëå A
′′
1k ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = |λk|r è ïðèìåíèì ôîðìóëó Áîííý:

A
′′
1k ≡

β∫

1/|λk|

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

β∫

1/|λk|

∣∣∣∣∣∣∣
1
λk

|λk|R∫

|λk|τ

sin λ
|λk|ξ cos

(
λk
|λk|ξ − λkτ

)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

=

β∫

1/|λk|

∣∣∣∣∣∣∣
1
λk

1
|λk|τ

ξ1∫

|λk|τ

sin
λξ

|λk| cos
(

λkξ

|λk| − λkτ

)
dξ +

1
λk

1
|λk|R

|λk|R∫

ξ1

sin
λξ

|λk| cos
(

λkξ

|λk| − λkτ

)
dξ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Äâà âíóòðåííèõ èíòåãðàëà îöåíèâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê Q1 è Q2 íà ïðåäûäóùåé ñòðà-
íèöå. Ïîëó÷àåì:

A
′′
1k =

β∫

1/|λk|

∣∣∣∣
1

λk|λk|τ O

( |λk|
λ

)
+

1
λk|λk|RO

( |λk|
λ

)∣∣∣∣ dτ ≤ O

(
1

λ|λk|
) β∫

1/|λk|

(
1
τ

+ 1
)

dτ =

= O

(
1

λ|λk|
)

[ln τ + τ ]|β 1
|λk|

= O

(
ln |λk|
λ|λk|

)
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ A1k :

A1k ≡ A
′
1k + A

′′
1k = O

(
ln λ

λ|λk|
)

+ O

(
ln |λk|
λ|λk|

)
= O

(
ln λ

λ|λk|
)

.

Ïðîâåäåì îöåíêè äëÿ As
1k :

As
1k ≡




β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

≤




1/|λk|∫

α

|K1|s dτ




1/s

+




β∫

1/|λk|

|K1|s dτ




1/s

Ïðè îöåíêàõ ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè âûøå ñîîòíîøåíèÿìè
äëÿ |K1| :




1/|λk|∫

α

|K1|s dτ




1/s

=

=
1
|λk|




1/|λk|∫

α

∣∣∣∣∣O
( |λk|

λ

)
+ O

(
|λk|2

λ

)
τ + O

(
|λk|3

λ

)
τ2 + O

(
1

1 + λτ

)(
1− λk

2τ2

2

)∣∣∣∣∣

s

dτ




1/s

≤
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≤ 1
|λk|




1/|λk|∫

α


O

( |λk|s
λs

)
+ O

(
|λk|2s

λs

)
τs + O

(
|λk|3s

λs

)
τ2s +

O(1)
(1 + λτ)s

+
O

(
|λk|2s

)
τ2s

(1 + λτ)s


 dτ




1/s

=

=
1
|λk|

[
O

( |λk|s
λs

)
O

(
1
|λk|

)
+ O

(
|λk|2s

λs

)
O

(
1

|λk|s+1

)
+ O

(
|λk|3s

λs

)
O

(
1

|λk|2s+1

)
+

+O(1)

1/|λk|∫

α

dτ

(1 + λτ)s
+ O

(
|λk|2s

) 1/|λk|∫

α

τ2sdτ

(1 + λτ)s




1/s

.

Ïðîâåäåì îòäåëüíî îöåíêó äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ:
1/|λk|∫

α

dτ

(1 + λτ)s
=

1
λ

1+λ/|λk|∫

1+λα

1
ts

dt =
1

λ(−s + 1)

[
1

(1 + λ/|λk|)s−1
− 1

(1 + λα)s−1

]
=

= O

(
1
λ

) [
O

(
|λk|s−1

λs−1

)
+ O (1)

]
= O

(
1
λ

)
.

1/|λk|∫

α

τ2s

(1 + λτ)s
dτ =

1
λ2s+1

1+λ/|λk|∫

1+λα

(t− 1)2s

ts
dt =

1
λ2s+1

1+λ/|λk|∫

1+λα

[
t− 2 +

1
t

]s

dt ≤

≤ O

(
1

λ2s+1

) 1+λ/|λk|∫

1+λα

(
ts + 1 +

1
ts

)
dt = O

(
1

λ2s+1

) [
1

s + 1

(
1 +

λ

|λk|
)s+1

− 1
s + 1

(1 + λα)s+1 +

1 +
λ

|λk| − 1− λα +
1

−s + 1

(
1

(1 + λ
|λk| )

s−1
− 1

(1 + λα)s−1

)]
=

= O

(
1

λ2s+1

) (
O

(
λs+1

|λk|s+1

)
+ O

(
λ

|λk|
)

+ O

(
|λk|s−1

λs−1

)
+ O(1)

)
= O

(
1

λs|λk|s+1

)
.

Èòàê




1/|λk|∫

α

|K1|s dτ




1/s

=
1
|λk|

[
O

(
|λk|s−1

λs

)
+ O

(
1
λ

)]1/s

=
1
|λk|

[
O

(
1
λ

)]1/s

= O

(
1

λ1/s|λk|
)

.

Äàëåå 


β∫

1/|λk|

|K1|s dτ




1/s

=

=




β∫

1/|λk|

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣

s

dτ




1/s

=




β∫

1/|λk|

∣∣∣∣O
(

1
|λk|λ

)
1
τ

+ O

(
1

|λk|λ
)

1
R

∣∣∣∣
s

dτ




1/s

=

= O

(
1

|λk|λ
)




β∫

1/|λk|

∣∣∣∣
1
τ

+
1
R

∣∣∣∣
s

dτ




1/s

≤ O

(
1

|λk|λ
)




β∫

1/|λk|

(
1
τs

+
1

Rs

)
dτ




1/s

=

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3



22 ÀÔÎÍÈÍ

= O

(
1

|λk|λ
)(

1
−s + 1

[
1

βs−1
− |λk|s−1

]
+

(
1
R

)s [
β − 1

|λk|
])1/s

= O

(
1

|λk|λ
)

O
(
|λk|

s−1
s

)
=

= O

(
1

λ|λk|1/s

)
.

Âîçâðàùàåìñÿ ê îöåíêå As
1k :

As
1k ≤




1/|λk|∫

α

|K1|s dτ




1/s

+




β∫

1/|λk|

|K1|s dτ




1/s

= O

(
1

λ1/s|λk|
)

+ O

(
1

λ|λk|1/s

)
= O

(
1

λ1/s|λk|
)

.

Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé 2à) ëåììû ïîëíîñòüþ äîêàçàí.
2á) Ïóñòü |λk| ≤ α . Â èíòåãðàëå K1 äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = |λk|r , ïðèìåíÿåì

ôîðìóëó Áîííý. Âûêëàäêè àíàëîãè÷íû âûâîäó îöåíêè äëÿ A
′′
1k èç ñëó÷àÿ 2à). Ïîëó÷àåì

A1k = O

(
1

λ|λk|
) β∫

α

(
1
τ

+ 1
)

dτ = O

(
ln |λk|
λ|λk|

)
.

As
1k = O

(
1

|λk|λ
) 


β∫

α

∣∣∣∣
1
τ

+ 1
∣∣∣∣
s

dτ




1/s

= O

(
1

λ|λk|1/s

)
.

3) Ïóñòü |λk| ≥ 3λ/2 .
3à) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì α < 1/λ . Ñíîâà ðàçáèâàåì èíòåãðàë A1k íà äâå ÷àñòè:

A1k =

1/λ∫

α

|K1| dτ +

β∫

1/λ

|K1| dτ ≡ A
′
1k + A

′′
1k.

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû (èõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè îöåíêå
As

1k ):

As′
1k =




1/λ∫

α

|K1|s dτ




1/s

, As′′
1k =




β∫

1/λ

|K1|s dτ




1/s

.

Â A
′
1k ðàçáèâàåì èíòåãðàë K1 íà äâå ÷àñòè: r ∈ [τ, 1/|λk|] è r ∈ [1/|λk|, R] . Ïåðâûé èç íèõ

èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿìè è ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðèìåíÿåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà. Âî âòîðîì
äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr è ïðèìåíÿåì ôîðìóëó Áîííý. Ïîëó÷àåì

A
′
1k =

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
1
λk

1/λ∫

τ

sin λr

r
d sin λk(r − τ) +

R∫

1/λ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
sin λr sin λk(r − τ)

λkr

∣∣∣∣
1/λ

τ

− 1
λk

1/λ∫

τ

sinλk(r − τ)
[
λ cosλr

r
− sinλr

r2

]
dr+
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+

λR∫

1

sin ξ cos (λkξ
λ − λkτ)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ =

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣
λ sin 1 sin (λk

λ − λkτ)
λk

−

− 1
λk

1/λ∫

τ

sinλk(r − τ)


λ

(
1− (λr)2

2

)

r
− λr

r2


 dr +

ξ1∫

1

sin ξ cos
(

λkξ

λ
− λkτ

)
dξ+

+
1

λR

λR∫

ξ1

sin ξ cos
(

λkξ

λ
− λkτ

)
dξ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
O

(
λ

|λk|
)
− 1

λk

1/λ∫

τ

sin λk(r − τ)
[
λ

r
− λ3r

2
− λ

r

]
dr+

+

ξ1∫

1

+

λR∫

ξ1

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
O

(
λ

|λk|
)

+ O

(
λ3

|λk|
) 1/λ∫

τ

r sin λk(r − τ)dr +

ξ1∫

1

+

λR∫

ξ1

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Îöåíêè äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è îöåíêè äëÿ Q1

è Q2 èç ñëó÷àÿ 2à). Ïðèâåäåì âûêëàäêè äëÿ ïåðâîãî èç íèõ:

ξ1∫

1

sin ξ cos
(

λkξ

λ
− λkτ

)
dξ =

1
2

ξ1∫

1

sin
(

λ + λk

λ
ξ − λkτ

)
dξ +

1
2

ξ1∫

1

sin
(

λ− λk

λ
ξ + λkτ

)
dξ =

=
1
2

(
− λ

λ + λk

)
cos

(
λ + λk

λ
ξ − λkτ

)∣∣∣∣
ξ1

1

− 1
2

(
λ

λ− λk

)
cos

(
λ− λk

λ
ξ + λkτ

)∣∣∣∣
ξ1

1

=

= O

(
λ

|λ + λk|
)

+ O

(
λ

|λ− λk|
)

= O

(
λ

|λk|
)

.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ïîäñòàíîâîê (ò.ê. îãðàíè÷åíû ìíèìûå ÷àñòè àð-
ãóìåíòîâ ôóíêöèè êîñèíóñ) è ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ |λk| ≥ 3λ/2 íåðàâåíñòâà:

λ

|λ + λk| = O

(
λ

|λk|
)

,
λ

|λ− λk| = O

(
λ

|λk|
)

.

Ïîñ÷èòàåì ïåðâûé èíòåãðàë èç îöåíêè, ïîëó÷åííîé äëÿ A
′
1k :

1/λ∫

τ

r sin λk(r − τ)dr = − 1
λk

1/λ∫

τ

rd cosλk(r − τ) = − 1
λk


r cosλk(r − τ)|1/λ

τ −
1/λ∫

τ

cos λk(r − τ)dr


 =

= − 1
λk


cos

(
λk

λ − λkτ
)

λ
− τ − 1

λk

λk( 1
λ−τ)∫

0

cos ydy


 =

1
λk

[
O

(
1
λ

)
− 1

λk
sin λk(r − τ)|1/λ

τ

]
=

= O

(
1
|λk|

)(
O

(
1
λ

)
+ O

(
1
|λk|

))
= O

(
1

λ|λk|
)

.

Òåïåðü ìîæåì ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó äëÿ A
′
1k

A
′
1k =

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣O
(

λ

|λk|
)

+ O

(
λ3

|λk|
)

O

(
1

λ|λk|
)

+ O

(
λ

|λk|
)

+
1

λR
O

(
λ

|λk|
)∣∣∣∣ dτ =

= O

(
λ

|λk|2
)

O

(
1
λ

)
= O

(
1

|λk|2
)

.
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Ïîñ÷èòàåì òàêæå As′
1k :

As′
1k =




1/λ∫

α

|K1|s dτ




1/s

=
1
|λk|




1/λ∫

α

∣∣∣∣O
(

λ

|λk|
)∣∣∣∣

s

dτ




1/s

=

= O

(
1
|λk|

)[
O

(
λs−1

|λk|s
)]1/s

= O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

.

Â èíòåãðàëå A
′′
1k ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr è ïðèìåíèì ôîðìóëó Áîííý:

A
′′
1k =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

λR∫

λτ

sin ξ cos
(

λkξ
λ − λkτ

)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ =

=

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣∣
1
λk

1
λτ

ξ1∫

λτ

sin ξ cos
(

λkξ

λ
− λkτ

)
dξ +

1
λk

1
λR

λR∫

ξ1

sin ξ cos
(

λkξ

λ
− λkτ

)
dξ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

=

β∫

1/λ

∣∣∣∣O
(

1
λ|λk|

)
O

(
λ

|λk|
)

1
τ

+ O

(
1

λ|λk|
)

O

(
λ

|λk|
)∣∣∣∣ dτ = O

(
1

|λk|2
) β∫

1/λ

(
1 +

1
τ

)
dτ =

= O

(
1

|λk|2
)

+ O

(
ln λ

|λk|2
)

= O

(
ln λ

|λk|2
)

.

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ As′′
1k :

As′′
1k =




β∫

1/λ

|K1|s dτ




1/s

=




β∫

1/λ

{
O

(
1

|λk|2
) (

1
τ

+ 1
)}s

dτ




1/s

=

= O

(
1

|λk|2
)


β∫

1/λ

(
1
τ

+ 1
)s

dτ




1/s

≤ O

(
1

|λk|2
)


β∫

1/λ

(
1
τs

+ 1
)

dτ




1/s

=

= O

(
1

|λk|2
)(

β − 1
λ

+
1

−s + 1
[
β−s+1 − λs−1

])1/s

= O

(
1

|λk|2
)

(
O(1) + O

(
λs−1

))1/s
= O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

.

Òåïåðü ìîæåì ïîñ÷èòàòü A1k è As
1k

A1k ≡ A
′
1k + A

′′
1k = O

(
1

|λk|2
)

+ O

(
ln λ

|λk|2
)

= O

(
ln λ

|λk|2
)

,

As
1k ≡




β∫

α

|K1(λ, λk, τ, R)|sdτ




1/s

≤




1/λ∫

α

|K1|s dτ




1/s

+




β∫

1/λ

|K1|s dτ




1/s

=

= As′
1k + As′′

1k = O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

+ O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

= O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

.

Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé 3à) ëåììû ïîëíîñòüþ äîêàçàí. smallskip
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3á) Ïóñòü α ≥ 1/λ . Â èíòåãðàëå K1 äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr , ïðèìåíÿåì
ôîðìóëó Áîííý. Âûêëàäêè àíàëîãè÷íû âûâîäó îöåíêè äëÿ A

′′
1k èç ñëó÷àÿ 3à). Ïîëó÷àåì

A1k = O

(
1

|λk|2
) β∫

α

(
1
τ

+ 1
)

dτ = O

(
1

|λk|2
)

(β − α + lnβ − lnα) = O

(
lnλ

|λk|2
)

,

As
1k =




β∫

α

{
O

(
1

|λk|2
)(

1
τ

+ 1
)}s

dτ




1/s

= O

(
1

|λk|2
) 


β∫

α

(
1
τ

+ 1
)s

dτ




1/s

≤

≤ O

(
1

|λk|2
)


β∫

α

(
1
τ s

+ 1
)

dτ




1/s

= O

(
1

|λk|2
)(

β − α +
1

−s + 1
[
β−s+1 − α−s+1

])1/s

=

= O

(
1

|λk|2
) (

O(1) + O
(
λs−1

))1/s = O

(
λ1− 1

s

|λk|2
)

.

4) Ïóñòü |λ− |λk|| ≤ 2/R0 .
4à) Ðàññìîòðèì α < 1/λ . Êàê â ñëó÷àå 3à), ðàçáèâàåì èíòåãðàë A1k íà A

′
1k è A

′′
1k ,

îïðåäåëÿåì èíòåãðàëû As′
1k è As′′

1k . Â A
′
1k ðàçáèâàåì èíòåãðàë K1 íà äâå ÷àñòè: r ∈ [τ, 1/|λk|]

è r ∈ [1/|λk|, R] . Ïåðâûé èç íèõ èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿìè è ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðèìåíÿåì
ôîðìóëó Ìàêëîðåíà. Âî âòîðîì äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr . Ïîëó÷àåì

A
′
1k =

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
1
λk

1/λ∫

τ

sin λr

r
d sin λk(r − τ) +

R∫

1/λ

sin λr cos λk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣
sin λr sin λk(r − τ)

λkr

∣∣∣∣
1/λ

τ

− 1
λk

1/λ∫

τ

sin λk(r − τ)
λr cos λr − sin λr

r2
dr +

λR∫

1

sin ξ cos λk( ξ
λ − τ)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Äëÿ ïîäñòàíîâêè è ïåðâîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâû îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ñëó-
÷àå 3à). Áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî O

(
|λk|−1

)
= O

(
λ−1

)
. Çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó

ñðåäíåãî äëÿ îöåíêè âòîðîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðè äàëüíåéøèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîÿâÿòñÿ êîýôôèöèåíòû (λk±λ)−1 ). Âìåñòî ýòîãî îöåíèì ìàêñèìóì ìîäóëÿ
÷èñëèòåëÿ äðîáè ïîä èíòåãðàëîì ( | sin ξ cos (λkξ

λ − λkτ)| ≤ 1 ). Èòàê èìååì:

A
′
1k =

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣
O

(
λ

|λk|
)

+ O

(
λ3

|λk|
)

O

(
1

λ|λk|
)

+

λR∫

1

sin ξ cosλk(
ξ
λ − τ)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ ≤

≤ 1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣
O (1) +

λR∫

1

1
ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ =

1
|λk|

1/λ∫

α

|O (1) + O (lnλ)| dτ = O

(
ln λ

λ2

)
.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì As′
1k :
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As′
1k =




1/λ∫

α

|K1|s dτ




1/s

=
1
|λk|




1/λ∫

α

|O (lnλ)|s dτ




1/s

= O

(
ln λ

λ1+1/s

)
.

Â èíòåãðàëå A
′′
1k ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr è îöåíèì ìàêñèìóì ìîäóëÿ ÷èñëèòåëÿ

äðîáè ïîä èíòåãðàëîì:

A
′′
1k =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

λR∫

λτ

sin ξ cos
(

λkξ
λ − λkτ

)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ ≤

≤
β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

λR∫

λτ

1
ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ = O

(
1
λ

) β/R∫

1/(λR)

|ln τ | dτ.

Åñëè β
R ≤ 1 èìååì:

A
′′
1k = O

(
1
λ

) β/R∫

1/(λR)

|ln τ | dτ = O

(
1
λ

)
∣∣∣∣∣∣∣

β/R∫

1/(λR)

ln τdτ

∣∣∣∣∣∣∣
= O

(
1
λ

) ∣∣∣∣
β

R
ln

β

R
− β

R
− 1

λR
ln

1
λR

+
1

λR

∣∣∣∣ ≤

≤ O

(
1
λ

) ∣∣∣∣O(1) + O

(
ln λ

λ

)
+ O

(
1
λ

)∣∣∣∣ = O

(
1
λ

)
.

Åñëè β
R > 1 èìååì:

A
′′
1k = O

„
1

λ

« β/RZ

1/(λR)

|ln τ | dτ = O

„
1

λ

«
0
B@

1Z

1/(λR)

|ln τ | dτ +

β/RZ

1

|ln τ | dτ

1
CA =

= O

„
1

λ

«
0
B@

˛̨
˛̨
˛̨
˛

1Z

1/(λR)

ln τdτ

˛̨
˛̨
˛̨
˛
+

β/RZ

1

ln τdτ

1
CA =

= O

„
1

λ

«„˛̨
˛̨−1− 1

λR
ln

1

λR
+

1

λR

˛̨
˛̨+ β

R
ln

β

R
− β

R
+ 1

«
= O

„
1

λ

«
.

Èòàê, A
′′
1k = O

(
1
λ

)
. Ïîñ÷èòàåì As′′

1k (ïóñòü β
R ≤ 1 , äëÿ β

R > 1 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå):

As′′
1k =




β∫

1/λ

|K1|s dτ




1/s

= O

(
1
λ

)



β/R∫

1/(λR)

|ln τ |s dτ




1/s

.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [1/(λR), β/R] íà äâå îáëàñòè Ω1 è Ω2 , òàêèå ÷òî ln τ ≤ 1 ïðè τ ∈ Ω1

è ln τ > 1 ïðè τ ∈ Ω2 . Èìååì

As′′
1k = O

(
1
λ

)



β/R∫

1/(λR)

|ln τ |s dτ




1/s

= O

(
1
λ

)(∫

Ω1

|ln τ |s dτ +
∫

Ω2

|ln τ |s dτ

)1/s

.

Îöåíèì îòäåëüíî ïîñëåäíèå äâà èíòåãðàëà.
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∫

Ω1

|ln τ |s dτ ≤
∫

Ω1

|1|s dτ = O (1) .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàèìåíüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå s (íàïîìíèì s > 1 ): k =
[s] + 1 ≥ 2 . Áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåãêî äîêàçûâàåìîå ïî èíäóêöèè ðàâåíñòâî:

∫
(lnx)ndx = x(lnx)n − nx(lnx)n−1 + n(n− 1)(lnx)n−2 + · · ·+ (−1)n−1n!x lnx + (−1)nn!x =

= x
n∑

l=0

(−1)n−ln!
l!

(lnx)l, ∀n ∈ Z.

Èòàê, îöåíèì âòîðîé èíòåãðàë. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ ñïðàâåäëèâî

∫

Ω2

|ln τ |s dτ ≤
β/R∫

1/(λR)

|ln τ |s dτ ≤
β/R∫

1/(λR)

|ln τ |k dτ =

∣∣∣∣∣∣∣

β/R∫

1/(λR)

(ln τ)kdτ

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

(
τ

k∑

l=0

(−1)k−lk!
l!

(ln τ)l

)∣∣∣∣∣

β/R

1/(λR)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
β

R

k∑

l=0

(−1)k−lk!
l!

(ln
β

R
)l

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
1

(λR)

k∑

l=0

(−1)k−lk!
l!

(ln
1

(λR)
)l

∣∣∣∣∣ ≤

≤ O(1) + O

(
(ln λ)k

λ

)
= O(1).

Òàêèì îáðàçîì

As′′
1k = O

(
1
λ

)(∫

Ω1

|ln τ |s dτ +
∫

Ω2

|ln τ |s dτ

)1/s

= O

(
1
λ

)
(O(1) + O(1))1/s = O

(
1
λ

)
.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü îöåíêè äëÿ A1k è As
1k .

A1k = A
′
1k + A

′′
1k = O

(
lnλ

λ2

)
+ O

(
1
λ

)
= O

(
1
λ

)
,

As
1k ≤ As′

1k + As′′
1k = O

(
lnλ

λ1+1/s

)
+ O

(
1
λ

)
= O

(
1
λ

)
.

4á) Ïóñòü α ≥ 1/λ . Â èíòåãðàëå K1 äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr . Âûêëàäêè
àíàëîãè÷íû âûâîäó îöåíêè äëÿ A

′′
1k èç ñëó÷àÿ 4à). Ïîëó÷àåì

A1k =

β∫

α

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ = O

(
1
λ

) β/R∫

α/R

|ln τ | dτ = O

(
1
λ

)
,

As
1k = O

(
1
λ

)



β/R∫

α/R

|ln τ |s dτ




1/s

= O

(
1
λ

)
.

Ñëó÷àé 4) ïîëíîñòüþ äîêàçàí.
5) Ïóñòü 2/R0 ≤ |λ− |λk|| ≤ λ/2 .
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5à) Ðàññìîòðèì α < 1/λ . Êàê è â ñëó÷àå 3), ðàçáèâàåì èíòåãðàë A1k íà A
′
1k è A

′′
1k ,

îïðåäåëÿåì èíòåãðàëû As′
1k è As′′

1k . . Â A
′
1k ðàçáèâàåì èíòåãðàë K1 íà äâå ÷àñòè: r ∈ [τ, 1/|λk|]

è r ∈ [1/|λk|, R] . Áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî O
(
λ−1

)
= O

(
|λk|−1

)

A
′
1k =

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ ≤

≤ 1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

1/λ∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣∣
dτ +

1
|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

R∫

1/λ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Ïåðâûé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 3à), è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
O(λ−2) . Âòîðîé èíòåãðàë, îáîçíà÷èì åãî S , èññëåäóåì îòäåëüíî. Çàìåíÿÿ â S ïåðåìåííóþ
ξ = λr è èñïîëüçóþ ôîðìóëó sinx cos y = 1/2(sin(x + y) + sin(x− y)) ïîëó÷àåì

S =
1

2|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣

λR∫

1

sin
(

λ + λk

λ
ξ − λkτ

)
1
ξ
dξ +

λR∫

1

sin
(

λ− λk

λ
ξ + λkτ

)
1
ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ.

Â ïåðâîì âíóòðåííåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ρ = λ−1|λ + |λk||ξ , âî âòîðîì
ρ = λ−1|λ− |λk||ξ :

S =
1

2|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

R|λ+|λk||∫

λ−1|λ+|λk||

sin
(

λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

)
1
ρ
dρ +

R|λ−|λk||∫

λ−1|λ−|λk||

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Çàìåòèì, ÷òî |λ − |λk||R ≥ 2R/R0 ≥ 1 , òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ R ≥ R0/2 . Ðàçîáüåì
âòîðîé âíóòðåííèé èíòåãðàë íà äâà: ρ ∈ [λ−1|λ − |λk||, 1] è ρ ∈ [1, R|λ − |λk||] è ïîñëå ýòîãî
ïåðåéäåì îò ìîäóëÿ ñóììû èíòåãðàëîâ ê ñóììå ìîäóëåé:

S ≤ 1
2|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

R|λ+|λk||∫

λ−1|λ+|λk||

sin
(

λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ+

+
1

2|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

1∫

λ−1|λ−|λk||

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ+

+
1

2|λk|

1/λ∫

α

∣∣∣∣∣∣∣

R|λ−|λk||∫

1

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèå òðè èíòåãðàëà ñîîòâåòñòâåííî I1 , I2 è I3 . Â èíòåãðàëå I2 ó÷òåì
îãðàíè÷åííîñòü ñèíóñà (òàê êàê îãðàíè÷åíà ìíèìàÿ ÷àñòü åãî àðãóìåíòà). Èìååì äëÿ I2

I2 ≤ 1
2|λk|

1/λ∫

α

1∫

λ−1|λ−|λk||

1
ρ
dρ = O

(
λ−2 ln

λ

|λ− |λk||
)

.

Èíòåãðàëû I1 è I3 ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:
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I1 =
1

2|λk|

1/λZ

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
−|λ + |λk||

λ + |λk|

R|λ+|λk||Z

λ−1|λ+|λk||

1

ρ
d cos

„
λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

«
˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

2|λk|

1/λZ

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
−|λ + |λk||

λ + |λk|

2
64 1

ρ
cos

„
λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

«˛̨
˛̨
R|λ+|λk||

λ−1|λ+|λk||
+

R|λ+|λk||Z

λ−1|λ+|λk||

1

ρ2
cos

„
λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

«
dρ

3
75

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ,

I3 =
1

2|λk|

1/λZ

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
−|λ− |λk||

λ− |λk|

R|λ−|λk||Z

1

1

ρ
d cos

„
λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

«
˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ =

=
1

2|λk|

1/λZ

α

˛̨
˛̨
˛̨
˛
−|λ− |λk||

λ− |λk|

2
64 1

ρ
cos

„
λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

«˛̨
˛̨
R|λ−|λk||

1

+

R|λ−|λk||Z

1

1

ρ2
cos

„
λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

«
dρ

3
75

˛̨
˛̨
˛̨
˛
dτ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêè â îáîèõ èíòåãðàëàõ I1 è I3 åñòü O(1) . Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèÿ
êîñèíóñîâ îãðàíè÷åíû â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíèìûõ ÷àñòåé èõ àðãóìåíòîâ. Äëÿ ïîäñòàíîâîê
ôóíêöèè 1/ρ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

1
R|λ± |λk|| ≤ 1,

λ

λ + |λk| ≤ 1.

Âíóòðåííèå èíòåãðàëû â I1 è I3 ìàæîðèðóþòñÿ èíòåãðàëîì
∞∫
1

1/ρ2dρ ≤ const . À äëÿ
âíåøíèõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|λ− |λk||
|λ− λk| ≤ 1,

λ + |λk|
|λ + λk| =

λ +
√

(Reλk)2 + (Imλk)2√
(λ + Reλk)2 + (Imλk)2

≤ 2.

Òàêèì îáðàçîì

I1 = I3 =
1

2|λk|

1/λ∫

α

O(1)dτ = O
(
λ−2

)
.

Òåïåðü ìîæåì íàïèñàòü îöåíêè äëÿ S , A
′
1k è As′

1k :

S ≤ I1 + I2 + I3 = O

(
λ−2 ln

λ

|λ− |λk||
)

, A
′
1k ≤ O(λ−2) + S = O

(
λ−2 ln

λ

|λ− |λk||
)

.

As′
1k =

1
2|λk|




1/λ∫

α

∣∣∣∣ln
λ

|λ− |λk||

∣∣∣∣
s

dτ




1/s

= O

(
1

λ1+1/s
ln

λ

|λ− |λk||
)

.

Â èíòåãðàëå A
′′
1k äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = λr , è òàêèå æå çàìåíû ÷åðåç ρ , ÷òî è â

A
′
1k . Ïîëó÷àåì

A
′′
1k =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

R∫

τ

sinλr cosλk(r − τ)
r

dr

∣∣∣∣∣∣
dτ =

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣
1
λk

λR∫

λτ

sin ξ cos
(

λkξ
λ − λkτ

)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ =
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=
1

2|λk|

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣

λR∫

λτ

sin
(

λ + λk

λ
ξ − λkτ

)
1
ξ
dξ +

λR∫

λτ

sin
(

λ− λk

λ
ξ + λkτ

)
1
ξ
dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1

2|λk|

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣∣

R|λ+|λk||∫

τ |λ+|λk||

sin
(

λ + λk

|λ + |λk||ρ− λkτ

)
1
ρ
dρ +

1∫

τ |λ−|λk||

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ+

+

R|λ−|λk||∫

1

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Ïåðåéäåì îò ìîäóëÿ ñóììû èíòåãðàëîâ ê ñóììå èõ ìîäóëåé, îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ ïî-
âòîðíûå èíòåãðàëû ÷åðåç I1 , I2 è I3 . Äëÿ îöåíêè êàæäîãî èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðèìåíèì
ôîðìóëó ñðåäíåãî Áîííý. Äëÿ I2 èìååì

I2 =
1

2|λk|

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣∣

1∫

τ |λ−|λk||

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
1
ρ
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ =

=
1

2|λk|

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣∣∣
1

τ |λ− |λk||

ρ1∫

τ |λ−|λk||

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
dρ +

1∫

ρ1

sin
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)
dρ

∣∣∣∣∣∣∣
dτ.

Ïåðâûé âíóòðåííèé èíòåãðàë îöåíèì ÷åðåç O(1) , âòîðîé ïîñ÷èòàåì òî÷íî:

I2 =
1

2|λk|

β∫

1/λ

∣∣∣∣∣
1

τ |λ− |λk||O(1)− |λ− |λk||
λ− λk

cos
(

λ− λk

|λ− |λk||ρ + λkτ

)∣∣∣∣
1

ρ1

∣∣∣∣∣ dτ ≤

≤ O

(
1

λ|λ− |λk||
) β∫

1/λ

1
τ
dτ + O

(
1
|λk|

) β∫

1/λ

cos (λkτ + C1)dτ + O

(
1
|λk|

) β∫

1/λ

cos (λkτ + C2)dτ =

= O

(
ln λ

λ|λ− |λk||
)

+ O

(
1

|λk|2
)

sin (λkτ + C1)|β1/λ + O

(
1

|λk|2
)

sin (λkτ + C2)|β1/λ .

Âñå ïîäñòàíîâêè çäåñü îãðàíè÷åíû â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíèìûõ ÷àñòåé àðãóìåíòîâ ñè-
íóñîâ. Ïîëó÷àåì

I2 = O

(
lnλ

λ|λ− |λk||
)

+ O

(
1

|λk|2
)

= O

(
ln λ

λ|λ− |λk||
)

.

Ïðîäåëûâàÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ I1 è I3 , ïîëó÷èì

I3 = O

(
1
λ2

)
, I1 = O

(
ln λ

λ2

)
.

Îöåíèì A
′′
1k è As′′

1k :

A
′′
1k ≤ I1 + I2 + I3 = O

(
ln λ

λ|λ− |λk||
)
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As′′
1k =

1
|λk|




β∫

1/λ

∣∣∣∣O
(

1
λ|λ− |λk||

)
1
τ

∣∣∣∣
s

dτ




1/s

=

= O

(
1

λ|λ− |λk||
)(

1
λ−s+1

− β−s+1

)1/s

= O

(
1

λ|λ− |λk||
)

O
(
λ1−1/s

)
= O

(
1

λ1/s|λ− |λk||

)
.

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ A
′
1k , As′

1k , A
′′
1k è As′′

1k , ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ A1k è As
1k :

A1k = A
′
1k + A

′′
1k = O

(
λ−2 ln

λ

|λ− |λk||
)

+ O

(
ln λ

λ|λ− |λk||
)

= O

(
ln λ

λ|λ− |λk||
)

,

As
1k ≤ As′

1k + As′′
1k = O

(
1

λ1+1/s
ln

λ

|λ− |λk||
)

+ O

(
1

λ1/s|λ− |λk||

)
= O

(
1

λ1/s|λ− |λk||

)
.

5á) Ñëó÷àé α ≥ λ−1 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ñõåìå âûâîäà îöåíîê äëÿ èíòåãðàëîâ A
′′
1k

è As′′
1k â 5à) è îöåíêà òà æå. Îáîñíîâàíèå ëåììû 2 çàâåðøåíî.
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Êàôåäðà Ñèñòåìíîãî àíàëèçà

1. Îáùåå îïèñàíèå ìîäåëè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü èíâåñòèöèîííîé äåÿòåëüíîñòè, â
êîòîðîé ôèíàíñîâûå ïîòîêè ïîñòóïàþò â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè ñ ðàâíîìåðíûì åäè-
íè÷íûì øàãîì t = 0, 1, ... . Èíâåñòèöèîííûå ïðîåêò îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ~a = {a0, a1, .., ar}
ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ãäå 1 ≤ r < ∞ - ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü ðåàëèçàöèè ïðîåêòà. Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ai - îïðåäåëÿþò äîõîä, ïîëó÷àåìûé
â i − ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå åãî íà÷àëà, à îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ - âëîæåíèÿ â òîò æå
ìîìåíò âðåìåíè, íåîáõîäèìûå äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíâåñòèöèîííàÿ
äåÿòåëüíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ, ò.å. âëîæåíèÿ â ïðîåêò ìî-
ãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ çà ñ÷åò èìåþùèõñÿ ó èíâåñòîðà äåíåæíûõ ñðåäñòâ èëè äîõîäîâ, ïîëó-
÷åííûõ îò ðàíåå îñóùåñòâëåííûõ ïðîåêòîâ.Åñëè ïðîåêòû äîñòóïíû äëÿ èíâåñòèöèé, òî îíè
ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì îáúåìå u ≥ 0 , ÷åìó ñîîòâåòñòâóþ ôèíàíñîâûå ïîòîêè
u~a = {ua0, ua1, . . . , uar} .

2. Ìîäåëü Êàíòîðà-Ëèïìàíà. Äîïîëíèòåëüíî äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• Ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ äåÿòåëüíîñòè èíâåñòîðà êîíå÷åí - n . Öåëü èíâåñòîðà - ìàêñè-
ìèçàöèÿ òåðìèíàëüíîãî äîõîäà çà n øàãîâ. Äîõîäîì ñ÷èòàþòñÿ äåíüãè, îêàçàâøèåñÿ íà
ðóêàõ ó èíâåñòîðà.

• Ïåðâîíà÷àëüíûé êàïèòàë èíâåñòîðà ðàâåí 1

• Èíâåñòèöèè ðàçðåøåíû â ïåðâûå n− r ìîìåíòîâ âðåìåíè (ãîðèçîíò èíâåñòèðîâàíèÿ)

• Èíâåñòèöèîííûå ïðîåêò ñòàöèîíàðåí, ò.å. äîñòóïåí äëÿ âëîæåíèé â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè íà ãîðèçîíòå èíâåñòèðîâàíèÿ

• Íå ðàçðåøåíû îïåðàöèè ïî çàåìó äåíåæíûõ ñðåäñòâ è êðåäèòîâàíèþ. Íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
âñåãäà äîñòóïåí ïðîåêò < −1, 1 > (Save money project).

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: um - èíòåíñèâíîñòü âëîæåíèé â ïðîåêò â ìîìåíò âðåìåíè
m , sm - ñàëüäî ñ÷åòà èíâåñòîðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïèñàíèåì ìîäåëè íàêëàäûâàþòñÿ
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

um ≥ 0 m = 0, 1, 2, . . . , n− r

um = 0 m > n− r

sm = sm−1 +
r∑

i=0

aium−i m ≥ 1

s0 = 1 + a0u0

sm ≥ 0 m = 0, 1, 2, . . . , n

∗Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �05-01-00942, 04-01-00606),
ïî ïðîãðàììå ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ� 1843.2003.1), ïðè ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ �3, ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ �16.

32



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÅËËÌÀÍÀ 33

Ò.ê. èíâåñòèöèè ðàçðåøåíû òîëüêî â ïåðâûå n− r ìîìåíòîâ âðåìåíè, à âðåìÿ ðåàëèçàöèè
ïðîåêòà - r , òî âñå îïåðàöèè áóäóò çàâåðøåíû ê ìîìåíòó âðåìåíè n . Ò.å. ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî sn - òåðìèíàëüíûé äîõîä. Öåëü èíâåñòîðà: âûáðàòü âåêòîð ~u =< ui > òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü sn , îáîçíà÷èì Vn = max

~u
sn . Áóäåì ñ÷èòàòü õàðàêòåðèñòèêîé ïðîåêòà:

g = limn→∞ V
1/n
n - internal rate of return (IRR). Òàê æå áóäåì ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó

ïðîåêòó ïîëèíîì ñëåäóþùåãî âèäà a(z) =
∑r

i=0 aiz
i . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. [2] Åñëè a(0) < 0 è a(1) > 0 , à òàêæå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, . . . , ar

ñìåíà çíàêà ïðîèñõîäèò ðîâíî îäèí ðàç, òî

θ−(n−r+1) ≤ Vn ≤ θ−n ,

ãäå θ - ìàêñèìàëüíûé èç êîðíåé a(z) , ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, 1) .
Òåîðåìà 2. [2] Åñëè a(1) ≤ 0 , òîãäà Vn = 1 äëÿ ∀n . Åñëè a(1) > 0 è a(z) íå èìååò

êîðíåé íà èíòåðâàëå (0, 1) , òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå n : Vn = ∞ . Åñëè a(1) > 0 è a(z)
èìååò êîðíè íà èíòåðâàëå (0, 1) , òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû λ1 < λ2

òàêèå, ÷òî:
λ1θ

−n/nh ≤ Vn ≤ λ2θ
−n/nh,

ãäå θ - ìàêñèìàëüíûé èç êîðíåé a(z) , ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, 1) , ( h+1 ) - êðàòíîñòü
θ . Ò.å. g =

1
θ
.

3. Ìîäåëü ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ.
Áóäåì îïèñûâàòü ôèíàíñîâîå ñîñòîÿíèå èíâåñòîðà âåêòîðîì ~s(t) ∈ Rr+1 , i -àÿ êîìïîíåí-

òà êîòîðîãî ðàâíà äåíåæíûì îñòàòêàì â ìîìåíò âðåìåíè t + i ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà âðåìåíè t , íîâûå ïðîåêòû íå íà÷èíàëèñü. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç u(t) îáúåìû âëî-
æåíèé â èíâåñòèöèîííûé ïðîåêò â ìîìåíò âðåìåíè t , òî äèíàìèêà ôèíàíñîâûõ ñîñòîÿíèé
áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì:

~s(t + 1) = A(~s(t) + u(t)~b), (1)

ãäå

~b = b0, b1, .., br bi =
i∑

j=0

aj A(r+1)×(r+1) =




0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
0 0 . . . 1




Óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äåíåæíûå îñòàòêè ó èíâåñòîðà äîëæíû áûòü íåîò-
ðèöàòåëüíû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè: si(t) ≥ 0, i = 1, . . . , r .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñóáúåêòèâíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èíâåñòîðà âåðîÿòíîñòü ïðåêðàùåíèÿ
ñïðîñà íà èíâåñòèöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâà è ðàâíà ∆ = const . Îáîçíà÷èì
÷åðåç V (s) ôóíêöèþ Áåëëìàíà, êîòîðàÿ áóäåò îöåíèâàòü íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò èíâåñòèðîâà-
íèÿ â îïèñàííûõ óñëîâèÿõ ïðè íà÷àëüíîì ôèíàíñîâîì ñîñòîÿíèè ~s . Òîãäà:

V (~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)V (A(~s + u~b))]

Ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð Áåëëìàíà:

BW (~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)W (A(~s + u~b))]

Ñòðàòåãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà,

u(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)V (A(~s + u~b))]
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íàçîâåì îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé èíâåñòèðîâàíèÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âåðîÿòíîñòü 0 < ∆ < 1 ïðè êîòîðîé îïòèìàëüíîé
áóäåò "îñòîðîæíàÿ"ñòðàòåãèÿ, ò.å., êîãäà

u(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)V (A(~s + u~b))] =

= arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r] ?

4. Îáñóæäåíèå. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì, êàêîâà æå ýòà îñòîðîæíàÿ ñòðàòåãèÿ. Îòìåòèì,

÷òî br =
r∑

j=0
aj > 0 , ò.ê. ìû ñ÷èòàåì ïðîåêò àïðèîðè ïðèáûëüíûì (èíà÷å íàì íå çà ÷åì áûëî

áû èíâåñòèðîâàòü â íåãî äåíüãè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(u) = sr + ubr - âûïóêëà, à
çíà÷èò åå ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè D(u) = {u|u ≥
0, ~s + u~b ≥ 0} . Ò.å. îïòèìàëüíîé "îñòîðîæíîé"ñòðàòåãèåé áóäåò φ(s) = min

bi<0

(
− si

bi

)
. Çàìåòèì,

÷òî φ(s) > 0 , ò.ê. â óñëîâèÿõ ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ s0 > 0, b0 < 0 .
Ëåììà 1. [1]
Ïóñòü W (~s) ìîíîòîííàÿ, âîãíóòàÿ, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà åå îáðàç,

ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà BW (~s) òàêæå ìîíîòîííàÿ, âîãíóòàÿ, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ
ôóíêöèÿ.

Ëåììà 2. [1]
Ïóñòü K - âûïóêëûé êîìïàêò, òàêîé, ÷òî 0 ∈ K , K ⊂ Rr+1

+ ⊆ Co K . Îáîçíà÷èì
‖V (~s)‖ = sup~s∈K |V (~s)| . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî-îäíîðîäíûõ ôóíêöèé V1(~s) è V2(~s) îïðåäå-
ëåííûõ íà Rr+1

+ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

‖BV2(~s)−BV1(~s)‖ ≤ a−1(1−∆)‖V2(~s)− V1(~s)‖ ,

ãäå
a = sup

u≥0,~s+u~b≥0

inf
q

{
q ≥ 0

∣∣∣1 /q (A(~s + u~b)) ∈ K
}

Òåîðåìà 3. [1] Åñëè 0 ≤ 1−∆ < a , òî óðàâíåíèå Áåëëìàíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
V (~s) â êëàññå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ V (~s) ìîíîòîííàÿ,
âîãíóòàÿ, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîïðîáóåì íàéòè ôóíêöèþ Áåëëìàíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïîëîæèì
V0 = 0 . Òîãäà:

V1(~s) = max
u≥0,~s+u~b≥0

[∆(~s + u~b)r] = ∆(sr + φ(~s)br)

V2(~s) = max
u≥0,~s+u~b≥0

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)V1(A(~s + u~b))] =

= ∆ max
u≥0,~s+u~b≥0

[br(u + (1−∆)u + (1−∆)φ(A(~s + u~b)) + Ω′(~s)] =

= ∆ max
u≥0,~s+u~b≥0

[bru(2−∆ + (1−∆)
bku+1

bku

) + Ω′(~s)]

bku = arg min
bi<0

(
si+1 + ubi+1

−bi

)
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Ω′(~s) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ~s (âèä åå íàì íå âàæåí) †.
Ò.å. åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî [2−∆ + (1−∆) bku+1

bku
] > 0 ∀ku , òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé èíâåñòè-

ðîâàíèÿ ñíîâà áóäåò u = φ(~s) = min
bi<0

(
− si

bi

)
.

Òåîðåìà 4.
Îáîçíà÷èì:

b̂ = max
1≤t≤r

|bt|

b̌ = min
1≤t≤r:bt<0

|bt|

Òîãäà ïðè óñëîâèè:

∆ > 1− b̌

4b̂

φi(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vi−1(A(~s + u~b))] = φ(~s) ∀i,

ãäå
φ(s) = min

0≤i≤r:bi<0

(
−si

bi

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Áàçà áûëà óæå ïðîâåðåíà.
Ïóñòü

φj(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vj−1(A(~s + u~b))] = φ(~s) ∀j < i + 1,

äîêàæåì, ÷òî òîãäà

φi+1(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vi(A(~s + u~b))] = φ(~s). (2)

Îáîçíà÷èì:

g(·) : (~s, u) → A(~s + u~b)

gi(~s, u) = Ai~s + Aiu~b +
i−1∑

k=1

Akφ(gi−k(~s, u))b ∀i > 1

Cu(f) - êîýôôèöèåíò ïðè u ó ôóíêöèè f

Ëåììà 3. Â óñëîâèÿõ ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

gi(g(~s, u), φ(g(~s, u))) = gi+1(~s, u)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè:

g(g(~s, u), φ(g(~s, u))) = A(A(~s + u~b) + φ(g(~s, u))~b) =

= A2~s + A2u~b + Aφ(g(~s, u))~b = g2(~s, u)

†Äàëåå ïî òåêñòó Ω(~s) è Ω′(~s) - íåêîòîðûå ôóíêöèÿ îò ~s (âèä èõ íàì íå âàæåí).
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Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ gk−1(~s, u) ∀k < i , äîêàæåì åãî äëÿ gi(~s, u) :

gi−1(g(~s, u), φ(g(~s, u))) = Ai−1(A(~s + u~b) + φ(g(~s, u))~b) +
i−2∑

k=1

Akφ(gi−k−1(g(~s, u), φ(g(~s, u))))b =

= Ai~s + Aiu~b + Ai−1φ(g(~s, u))~b +
i−2∑

k=1

Akφ(gi−k(~s, u))b =

= Ai~s + Aiu~b +
i−1∑

k=1

Akφ(gi−k(~s, u))~b = gi(~s, u)

Ëåììà 4. Åñëè

φj(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vj−1(A(~s + u~b))] = φ(~s) ∀j ≤ i,

òî

Vi(g(~s, u)) = ∆
i−1∑

j=1

(1−∆)j−1((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè áûëà ðàññìîòðåíà âûøå. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû âåðíî äëÿ Vi−1(~s) , äîêàæåì åãî äëÿ Vi(~s) :

Vi(g(~s, u)) = max
{u|u≥0,g(~s,u)+u~b≥0}

[∆(g(~s, u) + u~b)r + (1−∆)(Vi−1(g(g(~s, u), u))] Óñëîâèå ëåììû=

= ∆(g(~s, u) + φ(g(~s, u))~b)r + (1−∆)(Vi−1(g(g(~s, u), φ(g(~s, u))))
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè

=

= ∆(g(~s, u) + φ(g(~s, u))~b)r+

+ ∆(1−∆)
i−2∑

j=1

(1−∆)j−1((gj(g(~s, u), φ(g(~s, u))) + φ(gj(g(~s, u), φ(g(~s, u))))~b)r))
Ëåììà 4=

= ∆(g(~s, u) + φ(g(~s, u))~b)r + ∆
i−2∑

j=1

(1−∆)j((gj+1(~s, u) + φ(gj+1(~s, u))~b)r) =

= ∆(g(~s, u) + φ(g(~s, u))~b)r + ∆
i−1∑

j=2

(1−∆)j−1((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r) =

= ∆
i−1∑

j=1

(1−∆)j−1((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r)

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè

φj(~s) = arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vj−1(A(~s + u~b))] = φ(~s) ∀j ≤ i,

òî

Vi+1(~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + ∆
i−1∑

j=1

(1−∆)j((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r)]
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Vi+1(~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)Vi(g(~s, u))] Óñëîâèå ñëåäñòâèÿ è Ëåììà 4=

= Vi+1(~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + ∆
i−1∑

j=1

(1−∆)j((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r)]

Ëåììà 5.

φ(gi(~s, u)) = min
bp<0


−

sp+i + ubp+i +
i−1∑
k=1

φ(gi−k(~s, u))bp+k

bp




Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî:

Ai =




0 . . . 0 1︸︷︷︸
i+1

0 . . . 0

0 . . . 0 0 1 . . . 0
... . . . ... ... ... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 1} r
−i

+
1

... . . . ... ... ... . . . ...
0 . . . 0 0 0 . . . 1




Ai~s = (si, si+1, . . . , sr︸︷︷︸
r−i+1

, . . . , sr)

[gi(~s, u)]p = sp+i + ubp+i +
i−1∑

k=1

φ(gi−k(~s, u))bp+k

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû:

φ(gi(~s, u)) = min
bp<0

(
[gi(~s, u)]p
−bp

)
= min

bp<0


−

sp+i + ubp+i +
i−1∑
k=1

φ(gi−k(~s, u))bp+k

bp




Ëåììà 6. Ââèäó ñäåëàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|Cu(φ(gi(~s, u)))| ≤ 1
2
(
2b̂

b̌
)i

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà φ(gi(~s, u)) :

φ(gi(~s, u)) Ëåììà 5= min
bp<0


−

sp+i + ubp+i +
i−1∑
k=1

φ(gi−k(~s, u))bp+k

bp
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Äîêàæåì ïðèâåäåííóþ îöåíêó ïî èíäóêöèè. Ïóñòü

|Cu(φ(gj(~s, u)))| ≤ 1
2
(
2b̂

b̌
)j ∀j < i

Èç âèäà ôóíêöèè φ(gi(~s, u)) ñëåäóåò:

|Cu(φ(gi(~s, u))| ≤ b̂

b̌
+

i−1∑

k=1

b̂

b̌
|Cu(φ(gi−k(~s, u)))|

Äàëåå:

b̂

b̌
+

i−1∑

k=1

b̂

b̌
|Cu(φ(gi−k(~s, u)))| ≤ b̂

b̌
(1 +

i−1∑

k=1

|Cu(φ(gi−k(~s, u)))|)
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè

≤

≤ b̂

b̌
(1 +

1
2

i−1∑

k=1

(
2b̂

b̌
)i−k) =

b̂

b̌


1 +

2b̂
b̌
((2b̂

b̌
)i−1 − 1)

2(2b̂
b̌
− 1)


 =

b̂

b̌




b̂
b̌
− 1 + 1

2(2b̂
b̌
)i

2b̂
b̌
− 1


 ≤

≤ b̂

b̌




1
2(2b̂

b̌
)i

b̂
b̌


 =

1
2
(
2b̂

b̌
)i

Ñëåäñòâèå 2.

|Cu((gi(~s, u) + φ(gi(~s, u))~b)r)| ≤ br(
2b̂

b̌
)i

Äîêàçàòåëüñòâî.

|Cu((gi(~s, u) + φ(gi(~s, u))~b)r)| Ëåììà 5= |Cu(sr + ubr +
i−1∑

k=1

φ(gi−k(~s, u))br + φ(gi(~s, u))br)| ≤

≤ br(1 +
i∑

k=1

Cu(φ(gi−k(~s, u))br))
Ëåììà≤ br(1 +

i∑

k=1

1
2
(
2b̂

b̌
)k) = br


1 +

2b̂
b̌
((2b̂

b̌
)i − 1)

2(2b̂
b̌
− 1)


 =

= br




b̂
b̌
− 1 + 1

2(2b̂
b̌
)i+1

2b̂
b̌
− 1


 ≤ br




1
2(2b̂

b̌
)i+1

b̂
b̌


 = br(

2b̂

b̌
)i.

Ñëåäñòâèå 3.

Cu((gi(~s, u) + φ(gi(~s, u))~b)r) ≥ −br(
2b̂

b̌
)i

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 1 è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè:

Vi+1(~s) = max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + ∆
i−1∑

j=1

(1−∆)j((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r)]
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Ò.å. äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (2) áóäåò ïîëîæèòåëüíîñòü êîýô-
ôèöèåíò ïðè u ó âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3:

Cu(∆(sr + ubr +
i∑

j=1

(1−∆)j((gj(~s, u) + φ(gj(~s, u))~b)r))) ≥

≥ Cu(∆bru(1−
i∑

j=1

((1−∆)2
b̂

b̌
)j) = ∆br(1−

i∑

j=1

((1−∆)2
b̂

b̌
)j)

Ò.ê. ∆ è br - âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíûå, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çíàê ñëåäóþùåãî
âûðàæåíèÿ:

1−
i∑

j=1

((1−∆)2
b̂

b̌
)j = {Q(~b) = 2(1−∆)

b̂

b̌
} =

= 1 +
Q(~b)(Q(~b)i − 1)

1−Q(~b)
=

1− 2Q(~b) + Q(~b)i+1(1 + b̂)

1−Q(~b)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå

1− 2Q(~b) + Q(~b)i+1(1 + b̂)

1−Q(~b)
> 0 ∀i

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (2). Ýòî ïðèâîäèò ó óñëîâèþ íà
∆ :

Q(~b) <
1
2
.

Ò.å. äîñòàòî÷íî âûáðàòü ∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆ > 1− b̌

4b̂
.

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè óñëîâèè:

∆ > 1− b̌

4b̂

âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

arg max
{u|u≥0,~s+u~b≥0}

[∆(~s + u~b)r + (1−∆)V (A(~s + u~b))] = φ(~s) ∀i,

ãäå
φ(s) = min

0≤i≤r:bi<0

(
−si

bi

)
.

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (1) ïðè ∆ > 1− b̌
4b̂

. Êàê áûëî ïîêàçàíî (Ñëåäñòâèå 4),
ïðè òàêîì óñëîâèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé èíâåñòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ φ(~s) = min

0≤i≤r:bi<0

(
− si

bi

)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:

~s(t + 1) = A~s(t) = A(~s(t) + φ(~s(t))~b) (3)

Ò.å. íà êàæäîì øàãå t = 1, 2, ... ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç îïåðàòîðîâ

Ai : Ai~s(t) = A(~s(t) +
(
−st

i

bi

)
~b) , ãäå i : bi < 0 (4)
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Íàéäåì îöåíêè íà ìàêñèìàëüíûé òåìï ðîñòà êàïèòàëà â ñèñòåìå (3).
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîð ~s âåêòîðîì ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ñ òåì-

ïîì ðîñòà λ > 0 äëÿ ñèñòåìû (3) åñëè A~s = λ~s

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ó ñèñòåìû (3) ñóùåñòâóåò ðåæèì ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ñ òåì-
ïîì ðîñòà λ > 0 , òî λ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó íà ìàêñèìàëüíûé òåìï ðîñòà â ñèñòåìå
(3).

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (3) {~s(t)} t = 1, 2, ... . Åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî T âåêòîð ~s(T ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ñ òåìïîì ðîñòà
λ > 0 , òî

~s(T + i) = λi~s(T ) i = 0, 1, 2, .... (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Ïðè i = 1 ðàâåíñòâî (5) ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i âåðíî, ÷òî ~s(T+i) =
λi~s(T ) . Òîãäà ~s(T + i + 1) = A~s(T + i) = A(λi~s(T )) = λi+1~s(T )

Òåîðåìà 5. Â ñèñòåìå (3) ñóùåñòâóåò âåêòîð ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà iff ñóùåñòâó-
åò 0 ≤ j ≤ r , äëÿ êîòîðîãî ñîâìåñòíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ





J(λ) =
r−j−t∑

t=0

λr−j−t(bj+t+1 − bj+t) + bjλ
r−j+1 = 0

F k
1 (λ) =

k∑

t=1

bj−tλ
t ≥ 0 ∀k : bj−k < 0

F k
2 (λ) =

k−1∑

t=0

bj+tλ
k−t ≤ 0 ∀k : bj+k < 0

(6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì ðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ïî-
êîìïîíåíòíî: {

λsk = sk+1 + φ(~s)bk+1 0 ≤ k ≤ r − 1
λsr = sr + φ(~s)br

(7)

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) âûïîëíåíî:

φ(~s(t)) = min
0≤i≤r:bi<0

(
−st

i

bi

)
=

(
−st

j

bj

)
(8)

(äàëåå èíäåêñ âðåìåíè áóäåò îïóñêàòüñÿ, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âûêëàäêè).
Òîãäà ðàâåíñòâà (7) áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:





λsk = sk+1 +
(
−sj

bj

)
bk+1 0 ≤ k ≤ r − 1

λsr = sr +
(
−sj

bj

)
br

(9)

Âûïèøåì îòäåëüíî ðàâåíñòâî äëÿ k = j − 1 :

λsj−1 = sj +
(
−sj

bj

)
bj = 0 (10).

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî sj−1 = 0 (ò.ê. λ > 0 ).

Â ñèëó (10) ðàâåíñòâà (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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sj+k =
sj

bj

k∑

t=0

bj+tλ
k−t k > 0, j + k ≤ r (11)

sj−k =
(
−sj

bj

) k−1∑

t=1

bj−tλ
t−k k > 0, j − k ≥ 0 (12)

λsr =
(
−sj

bj

)
br(λ− 1)−1 (13)

Ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèÿ äëÿ sr èç (11) è (13) (ïðè k = r − j ):

sj

bj

r−j∑

t=0

bj+tλ
r−j−t =

(
−sj

bj

)
br(λ− 1)−1

br + (λ− 1)
r−j∑

t=0

bj+tλ
r−j−t = 0

br +
r−j∑

t=0

bj+tλ
r−j−t+1 −

r−j∑

t=0

bj+tλ
r−j−t = 0

br +
r−j−1∑

t=0

bj+t+1λ
r−j−t + bjλ

r−j+1 −
r−j−1∑

t=0

bj+tλ
r−j−t − br = 0

r−j−t∑

t=0

λr−j−t(bj+t+1 − bj+t) + bjλ
r−j+1 = 0

Ðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì
(
− sk

bk

)
≥

(
− sj

bj

)
äëÿ

∀k : bk < 0 . Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (11) è (12) ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ïðè k > 0, j − k ≥ 0

(
−sj−k

bj−k

)
≥

(
−sj

bj

)

(
−sj

bj

) k−1∑

t=1

(
− bj−t

bj−k

)
λt−k ≥

(
−sj

bj

)

k−1∑

t=1

(
− bj−t

bj−k

)
λt−k ≥ 1

k−1∑

t=1

(
− bj−t

bj−k

)
λt ≥ λk

k∑

t=1

(
− bj−t

bj−k

)
λt ≥ 0

k∑

t=1

bj−tλ
t ≥ 0
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Àíàëîãè÷íî ïðè k > 0, j + k ≤ r
(
−sj+k

bj+k

)
≥

(
−sj

bj

)

(
−sj

bj

) k∑

t=0

bj+t

bj+k
λk−t ≥

(
−sj

bj

)

k∑

t=0

bj+t

bj+k
λk−t ≥ 1

k−1∑

t=0

bj+t

bj+k
λk−t ≥ 0

k−1∑

t=0

bj+tλ
k−t ≤ 0

Ñëåäñòâèå 5. Ó ïîëèíîìà J(λ) ñóùåñòâóåò êîðåíü λ > 1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî J(1) = br > 0 è êîýôôèöèåíò ïðè

ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí bj < 0 .
Äàäèì îöåíêó ñâåðõó íà òåìï ðîñòà êàïèòàëà â ñèñòåìå (3).
Çàìå÷àíèå 2. Îöåíêà Êàíòîðà-Ëèïìàíà (IRR ïðîåêòà ~a ) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó íà

ìàêñèìàëüíûé òåìï ðîñòà êàïèòàëà â ñèñòåìå (3). Äàííîå çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
Òåîðåìû 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîâìåñòíûì ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðîâ A1, . . . ,Ak ∈ L(Rr+1)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ̂(A1, . . . ,Ad) = lim
m→∞max

σ
(‖ Aσ(1) . . .Aσ(m) ‖

1
m ) ,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì σ(x) , ãäå σ : 1, . . . , m → 1, . . . , d . Â
ñèñòåìå (3) îöåíêîé ñâåðõó íà òåì ðîñòà êàïèòàëà áóäåò ñîâìåñòíûé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
îïåðàòîðîâ (4). Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû {Ak : k = 1, . . . , d} , ñîîòâåòñòâóþùèå
îïåðàòîðàì (4).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîèçâåäåíèåì Êðîíåêåðà äâóõ ìàòðèö A ∈ Rp1×q1 è B ∈ Rp2×q2

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p1p2 × q1q2 , îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

A⊗B =




A1,1B . . . A1,q1B
. . .

Ap1,1B . . . Ap1,q1B




Îïðåäåëåíèå 4. Ñòåïåíüþ k Êðîíåêåðà ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà îïðåäåëåííàÿ
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

A⊗k = A⊗A . . . A⊗A︸ ︷︷ ︸
k ðàç

.

Òåîðåìà 6. [6] Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé (ò.å. çàìêíóòûé, ñ íåïóñòîé âíóòðåííî-
ñòüþ, âûïóêëûé, çàîñòðåííûé) êîíóñ, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ
{Ak : k = 1, . . . , d} . Òîãäà

1
m1/k

ρ1/k(A⊗k
1 + · · ·+ A⊗k

d ) ≤ ρ̂(A1, . . . , Ad) ≤ ρ1/k(A⊗k
1 + · · ·+ A⊗k

d )

Òåîðåìà 7. [6] Ïóñòü {Ak ∈ R(r+1)×(r+1) : k = 1, . . . , d} , è MA - ìàòðèöà ëèíåéíîãî
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îïåðàòîðà X → AXAT : S → S , ãäå S - ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

ρ̂(MA1 , . . . , MAd
) = ρ̂(A1 ⊗A1, . . . , Ad ⊗Ad) = ρ̂2(A1, . . . , Ad)

Òåîðåìà 8. [6] Ïóñòü {Ak ∈ R(r+1)×(r+1) : k = 1, . . . , d} , è MA - ìàòðèöà ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà X → AXAT : S → S , ãäå S - ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

1√
m

ρ1/2(MA1 + · · ·+ MAd
) ≤ ρ̂(A1, . . . , Ad) ≤ ρ1/2(MA1 + · · ·+ MAd

)
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Ëàáîðàòîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå

Ââåäåíèå. Èñïîëüçîâàíèå ýôôåêòîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà â îïòè-
÷åñêîì âîëîêíå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé â èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèÿõ. Óìåíüøåíèå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìèðîâàíèå àòòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ âàæíî äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèëîæåíèé â íàóêå è òåõíèêå. Â ðàáîòå ïîêàçàíà íîâàÿ âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ
àòòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ, ÷òî èìååò ìåñòî êîãäà ôîðìèðóåòñÿ îïòè÷åñêàÿ óäàðíàÿ âîëíà, ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà â îïòè÷åñêîì âîëîêíå ñ ó÷åòîì âðåìåííîé äèñ-
ïåðñèè íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ àòòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ íåîáõîäèìî óâåëè÷åíèå
øèðèíû ñïåêòðà ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì èìïóëüñîì, ýòî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ôîð-
ìèðîâàíèÿ îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû. Äàëåå ïðåäëîæåí è îïèñàí íîâûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ
ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ àòòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà â ñðåäå ñ
êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ó÷åòîì âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îò íåëèíåéíîãî îòêëèêà ñðåäû (äèñ-
ïåðñèè íåëèíåéíîñòè) ïðè îòñóòñòâèè âëèÿíèÿ äèôðàêöèè îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ (÷òî ðåà-
ëèçóåòñÿ ëèáî ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè â îïòè÷åñêîì âîëîêíå, ëèáî ïðè äëèíå ñðåäû ìíîãî
ìåíüøåé äèôðàêöèîííîé äëèíû ñâåòîâîãî ïó÷êà) è ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè âòîðîãî ïîðÿäêà îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì áåçðàçìåðíûì êîìáèíèðîâàííûì (îáîáùåííûì) íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì
Øð¼äèíãåðà îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû A(z, t) [1,2]

ε = 0.5(A exp(iω̄t− ikz)) + k.c.) ,

∂A

∂z
+ iD

∂2A

∂t2
+ iα|A|2A + αγ

∂|A|2A
∂t

= 0 , z > 0, 0 < t < Lt (1)
ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

A |z=0 = A0 (t) , A |t=0,Lt = 0,
∂A

∂t
|t=0,Lt = 0. (2)

Ïîñëåäíèì óñëîâèÿì â (2) ëåãêî óäîâëåòâîðèòü èç-çà ôèíèòíîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñâåòîâîãî ïîëÿ íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó ( z = 0) . Çàìåòèì, ÷òî îíè íåîáõîäèìû äëÿ çàïèñè
íåêîòîðûõ èíâàðèàíòîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî èìïóëüñà äàæå â ñëó÷àå γ = 0 . Ïàðàìåò-
ðû ω̄ è k ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà è âîëíîâîå ÷èñëî ñâåòîâîãî èìïóëüñà, A (z, t)
� íîðìèðîâàííàÿ íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó àìïëèòóäà, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âäîëü êîîðäèíàòû z , êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ äëèíû ñðåäû, t �
âðåìÿ, íîðìèðîâàííîå íà äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà â ñîïðîâîæäàþùåé åãî ñèñòåìå êîîðäèíàò,
D � êîýôôèöèåíò, ðàâíûé îòíîøåíèþ äëèíû ñðåäû ê äèñïåðñèîííîé äëèíå, α � îòíîøå-
íèå íà÷àëüíîé ìîùíîñòè èìïóëüñà ê õàðàêòåðíîé ìîùíîñòè ñàìîâîçäåéñòâèÿ, γ � ïàðàìåòð,
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îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûé ïðîèçâåäåíèþ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà íà åãî ÷àñòîòó, Lt � áåç-
ðàçìåðíûé âðåìåííîé èíòåðâàë, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àíàëèçèðóåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èìïóëüñà.

Â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ âåùåñòâîì ñîõðàíÿåòñÿ åãî ýíåðãèÿ:

IA(z) =

Lt∫

0

|A|2dt = const. (3)

Äëÿ çàïèñè äðóãèõ èíâàðèàíòîâ íåëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà ââåäåì
íîâóþ ôóíêöèþ E (z, t) [4]:

E(z, t) =

t∫

0

A(z, η)e
i(η−t)

γ dη, (4)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðåëàêñàöèîííîìó óðàâíåíèþ

∂E

∂t
+

i

γ
E = A. (5)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∂E

∂z
+ iD

∂2E

∂t2
+ αγ |A|2 A = 0. (6)

Ïðè ýòîì èç ñïîñîáà ââåäåíèÿ ôóíêöèé E (z, t) ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî êðàåâûå óñëîâèÿ

E |t=0 =
∂E

∂t
|t=0 =

(
∂E

∂t
+

i

γ
E

)
|t=Lt = 0. (7)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (5) è (6), êðàåâîå óñëîâèå (2) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó

(
∂E

∂z
− iD

γ2
E) |t=Lt = 0. (8)

Íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè E(z, t) ñâÿçàíî
ñ ðàñïðåäåëåíèåì êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû A(z, t) ñîîòíîøåíèåì

E(0, t) = E0(t) =

t∫

0

A0(η)e
i(η−t)

γ dη. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè (5), (6) ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7)-(9). Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ
áîëåå óäîáíûì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê êàê íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
îò íåëèíåéíîãî îòêëèêà.

Àíàëèçèðóåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò åù¼ èíâàðèàíòàìè:

I1(z) =

Lt∫

0

(
i |E|2 − iγIm(E

∂E∗

∂t
)
)

dt = const, (10)

I2(z) =

Lt∫

0

EA∗dt = const, (11)
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à òàêæå ñïåêòðàëüíûì èíâàðèàíòîì[6]:

ISP (z) =

Lt∫

0

Ae
it
γ dt = e

iDz
γ2

Lt∫

0

A0(t)e
it
γ dt, ISP (z) = ISP (0)e

iDz
γ2 , (12)

êîòîðûé â òåðìèíàõ ôóíêöèè E(z, t) èìååò âèä:

E(z, Lt) = e
iDz
γ2 E0(Lt). (13)

2. Êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Çàïèøåì êîíñåðâàòèâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó (ÊÐÑ)
äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ
ó÷åòîì âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îò íåëèíåéíîãî îòêëèêà ñðåäû îïðåäåëèì íà ñåòêå (14)

wz = {zm = mh,m = 0, Nz, hNz = Lz}, wt = {tn = nτ, n = 0, Nt, τNt = Lt}. (14)
ñåòî÷íûå ôóíêöèè A è E è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ [3]:

A = A(zm, tn),
∧
A = A(zm+1, tn), A±1 = A(zm, tn±1),

0.5
A = 0.5(

∧
A +A),

E = E(zm, tn),
∧
E = E(zm+1, tn), E±1 = E(zm, tn±1),

0.5
E = 0.5(

∧
E +E),

0.5

|A|2 = 0.5(| ∧A |2 + |A |2),Λt̄tu = un+1−2un+un−1

τ2 , n = 1, ..., Nt − 1.

(15)

Òîãäà ÊÐÑ äëÿ óðàâíåíèé (5)-(8) çàïèøåòñÿ â âèäå [5]:
∧
E−E

h
+ iDΛt̄t

0.5
E +αγ

0.5

|A|2 0.5
A = 0, (16)

0.5
E +1 −

0.5
E−1

2τ
+

i

γ

0.5
E =

0.5
A . (17)

Óðàâíåíèÿ (16), (17) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ðàçíîñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ:

E0 = E1 = A0 = A1 = 0, (18)

0.5
E Nt −

0.5
E Nt−1

τ
+

i

γ

0.5
E Nt − τ

0.5
E Nt

γ2
= 0, (19)

∧
ENt − ENt

h
=

iD

γ2

0.5
E Nt . (20)

Óñëîâèÿ (19) è (20) àïïðîêñèìèðóþò ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäíåå óñëîâèå â (7) è (8). Êàê ñëåä-
ñòâèå èõ èìååì ñëåäóþùåå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå n = Nt :

∧
ENt − ENt

h
− iD

τ
(

0.5
E Nt −

0.5
E Nt−1

τ
+

i

γ

0.5
E Nt) = 0, (21)

êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÊÐÑ.
Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè E çàäà¼òñÿ â âèäå:

E(0, tn) = E0(tn), n = 0, ..., Nt. (22)
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Òàê êàê ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (16) - (22) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, òî äëÿ å¼ ðàçðåøå-
íèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè:

(
s+1
∧
E −E)

h
+ iDΛt̄t

s+1
0.5
E +αγ|

s
0.5
A |2

s
0.5
A = 0,

s
0.5
E +1 −

s
0.5
E−1

2τ
+

i

2γ
(

s
0.5
E +1 +

s
0.5
E−1) =

s
0.5
A, (23)

s+1
∧
E Nt −ENt

h
− iD

τ
(

s+1
0.5
E Nt −

s+1
0.5
E Nt−1

τ
+

i

γ

s+1
0.5
E Nt) = 0, s = 0, 1, 2, ... .

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà íóëåâîé èòåðàöèè (s=0) áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ ïî z
s=0
∧
E = E .

Èòåðàöèè â (23) ïðåêðàùàþòñÿ, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

max
n

∣∣∣∣∣∣

s+1
∧

En −
s
∧

En

∣∣∣∣∣∣
≤ δ1 max

n

∣∣∣∣∣∣

s
∧

En

∣∣∣∣∣∣
+ δ2, δ1 > 0, δ2 = 10−2δ1. (24)

Ñõåìà (16)-(22) êîíñåðâàòèâíà. Îíà ñîõðàíÿåò, â ÷àñòíîñòè ðàçíîñòíûå àíàëîãè èíâàðèàíòîâ:

I1(zm) =
Nt−1∑

n=1

τ{i|E|2 − iγIm(E
E∗

+1 −E∗
−1

2τ
)} = const, (25)

I2(zm) =
Nt−1∑

n=1

τAE∗ = const. (26)

3. Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýâîëþöèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñå-
êóíäíîãî èìïóëüñà ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ðàññìîòðèì îäíîâðåìåííî ôîðìèðîâàíèå îïòè÷åñêîé
óäàðíîé âîëíû è ôîðìèðîâàíèå àòòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ ïîëó÷åííûõ íà ôðîíòå îïòè÷å-
ñêîé óäàðíîé âîëíû. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñêîðîñòü îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû áîëüøå
÷åì ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïîëó÷åííûõ ñóáèìïóëüñîâ. Îäíàêî, ñóáèìïóëüñû âîçíèêàþò òîëüêî
íà îãðàíè÷åííîé òðàññå. Áîëåå äåòàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ðàññìîòðèì íà ðèñ. 2 . Êàê ñëåäóåò
èç ðèñ.2, ïîÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ñóáèìïóëüñîâ íà òðàññå, äëèíà êîòîðîé (0.035;0.045). Ïîñëå
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû óäàðíàÿ âîëíà èñ÷åçàåò. Ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ëàçåðíîãî èìïóëüñà èìååò ìåñòî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè
ïðè èçìåíåíèè äèñïåðñèè âòîðîãî ïîðÿäêà è ñîîòâåòñòâóþùåé âðåìåííîé äèñïåðñèè íåëèíåé-
íîãî îòêëèêà ñðåäû.
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Ðèñ. 1. Ôîðìèðîâàíèå îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû è ïîëó÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ àò-
òîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïåðâîíà÷àëüíî Ãàóññîâà èìïóëüñà äëÿ ïàðàìåòðîâ
D =0.1, α=10, γ =1.

Ðèñ. 2. Äåòàëüíîå ôîðìèðîâàíèå îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû è ïîëó÷åíèå èìïóëüñîâ àòòîñåêóíäíîé
äëèòåëüíîñòè â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî Ãàóññîâà èìïóëüñà äëÿ ïàðàìåòðîâ D = 0.1 ,
α = 10 , γ = 1 .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ÷èñëî èìïóëüñîâ ìîæåò âàðüèðî-
âàòüñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå ñ äèñïåðñèåé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñ ðîñòîì äëèòåëüíîñòè èìïóëü-
ñà ÷èñëî ñóáèìïóëüñîâ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ëèíåéíàÿ ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñà íå âëèÿåò íà ôîðìèðîâàíèå îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû è êîëè÷å-
ñòâî ñóáèìïóëüñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä - ôîðìèðîâàíèå îïòè÷åñêîé
óäàðíîé âîëíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóáèìïóëüñîâ íå çàâèñèò îò âëèÿíèÿ ôàçîâîé ìîäóëÿ-
öèè èìïóëüñà, à èçìåíÿåòñÿ òîëüêî äëèíà òðàññû, íà êîòîðîé ôîðìèðóþòñÿ ñâåðõêîðîòêèå
èìïóëüñû.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ôîðìèðîâàíèå àòòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ ñ äëèòåëüíîñòüþ äî
50 ðàç ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîé äëèòåëüíîñòè, ïðîèñõîäèò èç-çà ðàñøèðåíèÿ ñïåêòðà èìïóëüñà
ïðè âîçäåéñòâèè îïòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-00507).
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëåãêèõ ÷åëîâåêà, íàõîäèòñÿ ñëîæíîñòü (âðåìÿ)
èõ ñàìîî÷èùåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì çàïûëåíèè ëåãêèõ è îïèñûâàþòñÿ âñå âíåøíèå
ñðåäû, â êîòîðûõ ëåãêèå íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþò.

Ïðåäñòàâèì ëåãêèå ïîëíûì äèõîòîìè÷åñêèì îðèåíòèðîâàííûì ê êîðíþ äåðåâîì, êîòîðîå
áóäåì íàçûâàòü I-äåðåâîì è îáîçíà÷àòü D−1 , ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè.

Ïóñòü l , l ∈ N , - ãëóáèíà ýòîãî I-äåðåâà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðåáðî I-äåðåâà D−1 , èíöèäåíòíîå
êîðíþ, èìååò ãëóáèíó 1 .

Êàæäîå ðåáðî èç D−1 ðàçäåëåíî íà n , n ∈ N , ðàâíûõ ÷àñòåé, íàçûâàåìûõ ðåñíè÷êà-
ìè, è çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè i , i = 1, 2, . . . , n , âîçðàñòàþùèìè â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì
îðèåíòàöèè ðåáðà.

Ïðèïèøåì êàæäîìó ðåáðó ãëóáèíû j , j = 1, 2, . . . , l , äâà ÷èñëà 2l−jb è 2l−jr , ãäå b, r ∈ N
è r ≤ b , íàçûâàåìûõ ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêîé è ìåðîé ïåðåáðîñà ðåñíè÷åê ðåáåð ãëóáèíû j
ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêîå I-äåðåâî D−1 ñ îïèñàííûìè âûøå ïàðàìåòðàìè b, r, n è l îáîçíà÷èì D−1(b, r, n, l) .
Ñâÿæåì ñ íèì íåêîòîðûé ïðîöåññ, êîòîðûé íàçîâåì ïðîöåññîì äûõàíèÿ. Îí îáóñëîâëåí

ðÿäîì äîïóùåíèé.
Ñ÷èòàåì, ÷òî â D−1(b, r, n, l) çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íàãðóçîê ïî âñåì ðåñíè÷êàì,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàãðóçêà ìîæåò áûòü íóëåâîé. Ïóñòü V ′ � ñóììàðíàÿ íàãðóçêà ïî âñåì ðåñ-
íè÷êàì, à V � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñóììàðíàÿ íàãðóçêà ïî âñåì ðåñíè÷êàì. V íàçîâåì
îáúåìîì I-äåðåâà (ëåãêèõ), à V ′ � èñõîäíûì îáúåìîì çàãðóæåííîñòè I-äåðåâà.

I -äåðåâî D−1(b, r, n, l) ñ èñõîäíûì îáúåìîì çàãðóæåííîñòè V ′ îáîçíà÷èì D−1(b, r, n, l;V ′) .
Ïóñòü δ ∈ (0; 1] , òîãäà ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì ïîðîãîì áóäåì íàçûâàòü îáúåì çàãðóæåí-

íîñòè I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) , ðàâíûé ]δV [ , òî åñòü íàèìåíüøåìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, íå
ìåíüøåìó, ÷åì δV . Äàëåå áóäåì ïèñàòü δV âìåñòî ]δV [ , ñ÷èòàÿ, ÷òî δV ∈ N .

Êàæäàÿ ðåñíè÷êà îñóùåñòâëÿåò ïðèåì âåùåñòâà èçâíå è ïåðåáðîñ ñâîåé íàãðóçêè íà ñëå-
äóþùóþ ðåñíè÷êó ñ ìåíüøèì íîìåðîì âíóòðè ðåáðà.

Ïðèåì ðåñíè÷êîé âåùåñòâà, èìåþùåãî ìàññó d , d ∈ N0 è d 6 V − V ′ , èç âíåøíåé ñðåäû
âíóòðè ðåáðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó (äëÿ ýòîãî ïðàâèëà îðèåíòàöèÿ ñ÷èòà-
åòñÿ îáðàòíîé ê çàäàííîé).

À 1 ) Åñëè ðåñíè÷êà èìååò ìàêñèìàëüíóþ íàãðóçêó, òî ïðèåì âåùåñòâà íå îñóùåñòâëÿåòñÿ.
Á 1 ) Ïðè íåìàêñèìàëüíîé íàãðóçêå d1 ïåðâîé òàêîé ðåñíè÷êè îíà îñóùåñòâëÿåò ïðèåì

âåùåñòâà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ìàññû d2 , òàêîé, ÷òî d1 + d2 6 min(b, d) , ãäå b - ìàêñè-
ìàëüíàÿ íàãðóçêà ýòîé ðåñíè÷êè.

Â 1 ) Ñëåäóþùàÿ çà ðåñíè÷êîé èç Á 1 ) ïðèíèìàåò ìàññó d3 , êàê è â Á 1 ), ñ çàìåíîé òàì d
íà d− d2 .

Ã 1 ) Îñòàâøàÿñÿ ìàññà âåùåñòâà îïóñêàåòñÿ äî ñëåäóþùåé ðåñíè÷êè ñ áîëüøèì íîìåðîì â
ðåáðå, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå À 1 ). Îíà îñóùåñòâëÿåò ïðèåì âåùåñòâà ïî ïðàâèëó
Â 1 ) èëè Á 1 ).

Ä 1 ) Åñëè ðåñíè÷êà â ðàññìàòðèâàåìîì ðåáðå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé, íå óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ À 1 ), òî îñòàâøàÿñÿ ìàññà âåùåñòâà äåëèòñÿ ïîïîëàì (åñëè ÷èñëî íå÷åòíîå, òî îäíà
èç ÷àñòåé íà åäèíèöó áîëüøå äðóãîé); è êàæäàÿ èç ÷àñòåé âåùåñòâà âîñïðèíèìàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ðåáðàìè, êàê îïèñàíî âûøå.
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Å 1 ) Ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ïîçèöèÿìè À 1 )�Ä 1 ), íà÷èíàåòñÿ ñ ðåáðà, êîòîðîå èíöèäåíòíî
êîðíþ.

Ïåðåáðîñ ðåñíè÷êîé âåùåñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ðåñíè÷êó ñ ìåíüøèì íîìåðîì
âíóòðè ðåáðà ïî òàêîìó ïðàâèëó.

À 2 ) Åñëè ñëåäóþùàÿ ðåñíè÷êà èìååò íå íóëåâóþ íàãðóçêó, òî ïåðåáðîñ ñ ðåñíè÷êè íå
îñóùåñòâëÿåòñÿ.

Á 2 ) Åñëè íàãðóçêà ðåñíè÷êè íå ïðåâîñõîäèò r , ãäå r - åå ìåðà ïåðåáðîñà, è íå âûïîëíåíî
óñëîâèå À 2 ), òî ïåðåáðàñûâàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ âñÿ íàãðóçêà ðåñíè÷êè è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åå
íàãðóçêà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Â 2 ) Åñëè íà ðåñíè÷êå íàãðóçêà m è m > r , òî îíà ïåðåáðàñûâàåò íà ñëåäóþùóþ ðåñíè÷êó
íàãðóçêó r è îñòàâëÿåò ó ñåáÿ íàãðóçêó m− r .

Åñëè ðåñíè÷êà â ðåáðå ïîñëåäíÿÿ, òî ïåðåáðîñ íàãðóçêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì À 2 ),
Á 2 ), Â 2 ).

Ã 2 ) Åñëè ðåáðî èíöèäåíòíî êîðíþ, òî ïåðåáðîñ ñ íàèìåíüøåé ïî íîìåðó ðåñíè÷êè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â ñðåäó ïî ïðàâèëàì Á 2 ) è Â 2 ) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà èãðàåò ðîëü ðåñíè÷êè
ñ íóëåâîé íàãðóçêîé.

Ä 2 ) Åñëè ðåáðî íå èíöèäåíòíî êîðíþ, òî åñòü åãî âåðøèíà èíöèäåíòíà ñëåäóþùåìó ðåáðó,
òî íàãðóçêà ñ íàèìåíüøåé ïî íîìåðó ðåñíè÷êè ýòîãî ðåáðà ïåðåäàåòñÿ íàèáîëüøåé ïî íîìåðó
ðåñíè÷êå äðóãîãî ðåáðà ïî ïðàâèëàì À 2 ), Á 2 ), Â 2 ).

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ äûõàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t = 1, 2, 3, . . .
Â ïåðâûé ìîìåíò I -äåðåâî D−1(b, r, n, l;V ′) èìååò çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçîê ïî

åãî ðåñíè÷êàì.
Êî âòîðîìó ìîìåíòó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèåì âåùåñòâà ìàññîé d(1) ïî ïðàâèëàì À 1 )�E 1 ), è

çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáðîñ íàãðóçîê ñ ðåñíè÷êè íà ðåñíè÷êó âî âñåì I -äåðåâå èëè âûáðîñ
â ñðåäó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè À 2 ), Á 2 ), Â 2 ), Ã 2 ), Ä 2 ). À åñëè â ëåãêèå ïîäàåòñÿ
ìàññà d , íå ïðåâîñõîäÿùàÿ îáúåìà ëåãêèõ, òî òà åå ÷àñòü, êîòîðàÿ íå îñåëà íà ðåñíè÷êàõ,
âûáðàñûâàåòñÿ â ñðåäó.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çà îäèí ìîìåíò (øàã) ïðîèñõîäèò ¾âäîõ¿ è ¾âûäîõ¿.
Åñëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1, 2, 3, . . . âñå ðåñíè÷êè I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) îñó-

ùåñòâëÿþò ïðèåì âåùåñòâà íóëåâîé ìàññû, òî òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñàìîî÷è-
ùåíèÿ ýòîãî I-äåðåâà. Ïðîöåññ ñàìîî÷èùåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t , â
êîòîðîì íàãðóçêè âñåõ ðåñíè÷åê I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) âïåðâûå ñòàëè ðàâíûìè íóëþ.

Ïîä ðàñïðåäåëåíèåì çàãðóçêè V ′ I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå èç âîç-
ìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàãðóçîê âñåõ åãî ðåñíè÷åê òàêèõ, ÷òî ñóììàðíûé îáúåì èõ íàãðóçîê
ðàâåí V ′ . ßñíî, ÷òî V ′ ≤ V , ãäå V - îáúåì I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) è V = 2l−1bnl . Òàêèå
ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèÿìè çàãðóçêè V ′ .

Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé çàãðóçîê V ′ , V ′ ≤ V ; Qδ - ïîä-
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîíôèãóðàöèé èç Q , çàãðóçêè V ′ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ïðåäåëüíî
äîïóñòèìîãî ïîðîãà δV , ãäå 0 < δ ≤ 1 .

Ââåäåì ôóíêöèþ L(b, r, n, l, V ′) äëÿ I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) , êîòîðàÿ ðàâíà íàèáîëüøåìó
èç âðåìåí, çà êîòîðîå çàêàí÷èâàåòñÿ ïðîöåññ ñàìîî÷èùåíèÿ D−1(b, r, n, l; V ′) ïðè ïðîèçâîëü-
íîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè çàãðóçêè V ′ ýòîãî I-äåðåâà. Ýòó ôóíêöèþ îáû÷íî íàçûâàþò
ñëîæíîñòíîé ôóíêöèåé Øåííîíà.

Òåîðåìà. Åñëè I-äåðåâî D−1(b, r, n, l; V ′) èìååò îáúåì V, ðàâíûé 2l−1bnl , ãäå b, r, n, l, V,
V ′ ∈ N è 0 < V ′ ≤ V , òî ôóíêöèÿ L(b, r, n, l, V ′) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
b, r, n, l è V ′ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

à) åñëè (2l − 1)bn ≤ V ′ ≤ V , òî L(b, r, n, l, V ′) =] b
r [(2nl − 1) ;

á) åñëè 0 < V ′ < (2l − 1)bn , òî
ïðè r = 1 èìååì
åñëè V ′ ≤ bn , òî

L(b, 1, n, l, V ′) =
{

V ′ + b(n− 1), åñëè l = 1 è n =]V
′

b [,
2V ′−]V ′

b [+nl − 1, èíà÷å,
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åñëè bn < V ′ ≤ bn + (l − 1)n , òî L(b, 1, n, l, V ′) = V ′ + n(l + b− 1)− 1 ,
åñëè V ′ > bn + (l − 1)n , òî

L(b, r, n, l, V ′) =





]
bh3
2l−1 [+2b(nl−1), åñëè k3 = 1 è h3 = 1 ,

2

„
]

bh3

2l−k3
[+(b−1)(n(l−k3+1)−h3)+nl− 3

2

«
, èíà÷å,

ïðè r > 1 èìååì
åñëè V ′ ≤ nl , òî L(b, r, n, l, V ′) = V ′ + nl − 1 ,
åñëè V ′ > nl , òî

L(b, r, n, l, V ′) =





]
bh3

2l−1r
[+2] b

r
[(nl−1), åñëè k3 = 1 è h3 = 1 ,

2

„
]

bh3

2l−k3r
[+(] b

r
[−1)(n(l−k3+1)−h3)+nl− 3

2

«
, èíà÷å,

ãäå
k3 = 1 + [l − log2( V ′−nl

(b−1)n + 1)], h3 = n−]V
′−nl−(2l−k3−1)(b−1)n

2l−k3 (b−1)
[+1,

bh3 = V ′ − nl − (2l−k3 − 1)(b− 1)n− 2l−k3(b− 1)(n− h3) + 1.

Ïóñòü Am � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ αm = a(1)a(2) . . . a(m) , ãäå a(t) ∈ NV ∪ {0} ïðè t =
1, 2, . . . m , íà êîòîðîì ââîäèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 6 , ïîëàãàÿ αm 6 α′m , åñëè
a(t) 6 a′(t) äëÿ âñåõ t = 1, 2, . . . , m .

Äëÿ I -äåðåâà D−1(b, r, n, l;V ′) ñëîâî αm èç Am íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè ïðè ïîäà÷å
íà íåãî áóêâû a(t) èç αm â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âñåãäà âûïîëíåíî a(t)+V (t) 6 δV , ãäå
V (t) � îáúåì çàãðóæåííîñòè I -äåðåâà D−1(b, r, n, l;V ′) â ìîìåíò t , t = 1, 2, . . . ,m . Òàêîå
ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì äëÿ I -äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) , åñëè íå ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìîãî ñëîâà α′m èç Am òàêîãî, ÷òî α′m > αm è α′m 6= αm .

Ïóñòü A∗ =
∞⋃

m=1
Am , à Aω � ìíîæåñòâî âñåõ ñâåðõñëîâ (òî åñòü ñëîâ áåñêîíå÷íîé äëèíû)

αω = a(1)a(2) . . . a(t) . . . , ãäå a(t) ∈ N0 , íà êîòîðîì ââîäèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 6 ,
ïîëàãàÿ αω 6 α′ω , åñëè a(t) 6 a′(t) äëÿ âñåõ t èç N .

Äëÿ I -äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) ñâåðõñëîâî αω èç Aω íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè ïðè ïîäà-
÷å íà íåãî áóêâû a(t) èç αω â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âñåãäà âûïîëíåíî a(t)+V (t) 6 δV ,
ãäå V (t) � îáúåì çàãðóæåííîñòè I -äåðåâà D−1(b, r, n, l;V ′) â ìîìåíò t , t = 1, 2, . . . Òàêîå
ñâåðõñëîâî íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì äëÿ I -äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) , åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò äîïóñòèìîãî ñâåðõñëîâà α′ω èç Aω òàêîãî, ÷òî α′ω > αω è α′ω 6= αω .

ßñíî, ÷òî ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå ñâåðõñëîâà ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, ïðè δV 6 r ñâåðõ-
ñëîâî (δV − V ′)δV δV . . . δV . . . ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ñâåðõñëîâà αω íàéäåòñÿ ïðå-
äåëüíî äîïóñòèìîå α′ω òàêîå, ÷òî αω 6 α′ω .

Ìíîæåñòâî A = A∗ ∪Aω áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êâàçèñëîâ. Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèÿ
äîïóñòèìîñòè è ïðåäåëüíîé äîïóñòèìîñòè íà êâàçèñëîâà.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïèñàíèå âñåõ äîïóñòèìûõ êâàçèñëîâ, à òàêæå âûÿñíåíèå òîãî, áóäóò
ëè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ è ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ ñëîâ è ñâåðõñëîâ ðåãóëÿðíû è îáùåãåðó-
ëÿðíû, ñîîòâåòñòâåííî, â àâòîìàòíîì ñìûñëå [3].

ßñíî, ÷òî, óêàçàâ âñå ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå êâàçèñëîâà, ìû òåì ñàìûì îïèøåì âñå ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ êâàçèñëîâ.

Çàíóìåðóåì âñå ðåñíè÷êè I-äåðåâà D−1(b, r, n, l;V ′) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåñíè÷êà ñ íîìåðîì
ijk ÿâëÿåòñÿ k -îé ðåñíè÷êîé j -ãî ðåáðà ãëóáèíû i , ãäå 1≤ i≤ l , 1≤ j≤ l − i , 1≤k≤n , à
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íóìåðàöèÿ ðåáåð îäíîé ãëóáèíû èäåò ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà â êàæäûé ìîìåíò t êîíôèãóðàöèþ
çàãðóçêè V ′(t) â I-äåðåâå D−1(b, r, n, l;V ′) ìîæíî çàäàòü íàáîðîì

q(t) = (q111(t), q112(t), . . . , qijk(t), . . . , ql2l−1n(t)) ,

â êîòîðîì êàæäàÿ êîîðäèíàòà qijk(t) ðàâíà íàãðóçêå ðåñíè÷êè ñ íîìåðîì ijk â ìîìåíò t ,
ïðè÷åì 0≤qijk(t)≤2l−ib è

∑l2l−1n
111 qijk(t) = V ′(t) .

Ïóñòü êîíôèãóðàöèè çàãðóçêè V ′(t) â êàæäûé ìîìåíò t èçìåíÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì A1)−
E1) è A2)−Ä2) ïîä âîçäåéñòâèåì êâàçèñëîâ èç A∗ ∪Aω .

Ïðîöåññ �äûõàíèÿ� ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåêîòîðûì èíèöèàëüíûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì [3]
Aq0 = (A,Q ∪ q′, ϕ, q0) áåç âûõîäà, ãäå Q - ìíîæåñòâî òàêèõ êîíôèãóðàöèé

q = (q111, q112, . . . , qijk, . . . , ql2l−1n) ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
∑l2l−1n

111 qijk(t) ≤ V , à q′ - òàêîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà Aq0 , â êîòî-
ðîå îí ïåðåõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì òàêîé âõîäíîé áóêâû a(t) , ÷òî çàãðóçêà V ′(t) I-äåðåâà
D−1(b, r, n, l; V ′) â ìîìåíò t ïîñëå ïîäà÷è ýòîé áóêâû ñòàëà áîëüøå îáúåìà V ýòîãî I-äåðåâà.
Èçìåíåíèþ êîíôèãóðàöèé çàãðóçîê V ′(t) â êàæäûé ìîìåíò t ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëàì
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ ϕ : Q×A → Q ïåðåõîäîâ àâòîìàòà Aq0 , êîòîðàÿ äîîïðåäåëÿ-
åòñÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ q′ òàê: ϕ(q′, a) = q′ äëÿ ëþáîé áóêâû a èç A . Ìíîæåñòâó Qδ ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî Qδ òàêèõ ñîñòîÿíèé q = (q111, q112, . . . , qijk, . . . , ql2l−1n) àâòîìàòà
Aq0 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

∑l2l−1n
111 qijk(t)≤δV .

Ïóñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà q íà êîîðäèíàòó ijk åñòü qijk , òî åñòü prijkq = qijk . Îáîçíà÷èì
÷åðåç |q| ñóììó âñåõ êîîðäèíàò âåêòîðà q , òî åñòü |q| = ∑l2l−1n

111 qijk .
Ââåäåííûé àâòîìàò Aq0 = (A,Q ∪ {q′}, ϕ, q0) , ãäå q0 ∈ Qδ , íàçîâåì àâòîìàòîì, àññîöèè-

ðîâàííûì ñ I-äåðåâîì D−1(b, r, n, l; V ′) .
Ïóñòü QD−1(δV, b, r, n, l) - ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ñëîâ äëÿ I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) ,

TD−1(δV, b, r, n, l) - ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ ñëîâ äëÿ I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) ,
Qω

D−1(δV, b, r, n, l) - ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ñâåðõñëîâ äëÿ I-äåðåâà D−1(b, r, n, l; V ′) è
Tω

D−1(δV, b, r, n, l) - ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ ñâåðõñëîâ äëÿ ýòîãî I-äåðåâà.
Ïðèâåäåì âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ èç [2], îïèñûâàþùåãî âñå ìíîæåñòâî TD−1(δV, b, r, n, l) , à,

ñëåäîâàòåëüíî, è âñå ìíîæåñòâî QD−1(δV, b, r, n, l) .

Òåîðåìà. Ñëîâî αm = a(1)a(2) . . . a(t) . . . a(m) èç A∗ ïðèíàäëåæèò TD−1(δV, b, r, n, l)
òî÷íî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ: à) äëÿ âñåõ
t = 1, . . . ,m− 1 èìååì

a(t) ∈
{
{0} ∪ [2l−1r, δV − |q(t)|], åñëè (pr111q(t) = 0) ∧ (|q(t)| 6= 0),
[2l−1r−̇pr111q(t), δV − |q(t)|], èíà÷å,

á) äëÿ t = m èìååì a(m) = δV − |q(t)| .

Óäàåòñÿ òàêæå íà àâòîìàòíîì ÿçûêå îïèñàòü ìíîæåñòâà QD−1(δV, b, r, n, l) , TD−1(δV, b, r, n, l) ,
Qω

D−1(δV, b, r, n, l) è Tω
D−1(δV, b, r, n, l) .

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâà QD−1(δV, b, r, n, l) è TD−1(δV, b, r, n, l) ðåãóëÿðíû, à ìíîæåñòâà
Qω

D−1(δV, b, r, n, l) è Tω
D−1(δV, b, r, n, l) îáùåðåãóëÿðíû.

Îáîçíà÷èì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Tm
D−1(δV, b, r, n, l) ÷åðåç N(m) .

Òåîðåìà. Äëÿ N(m) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
à) åñëè δV ≤ 2l−1r , òî N(m) = 1 ,
á) åñëè δV > 2l−1r , òî log2N(m) ³ m ïðè m →∞ .

3 ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêàì Êóäðÿâöåâó Âàëåðèþ Áîðèñîâè÷ó è ×ó÷àëèíó
Àëåêñàíäðó Ãðèãîðüåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.
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Ëàáîðàòîðèÿ Òåõíîëîãèé ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ââåäåíèå. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâ-
íûõ ïîäçàäà÷ â ïðîáëåìå ôèëüòðàöèè Web-òðàôèêà. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèÿ
ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â öåëÿõ:

• îáåñïå÷åíèÿ êîíòðîëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðíåò-ðåñóðñîâ íà êîðïîðàòèâíîì óðîâíå;

• ïðåäîòâðàùåíèÿ óòå÷êè êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè;

• îñóùåñòâëåíèÿ ìîíèòîðèíãà ïîäîçðèòåëüíîé è çàïðåù¼ííîé àêòèâíîñòè ïîëüçîâàòåëåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ êîëëåêöèÿ îáó-
÷àþùèõ äîêóìåíòîâ, ïðåäâàðèòåëüíî îòðóáðèöèðîâàííàÿ ÷åëîâåêîì. Èñïîëüçóÿ ìîäåëü âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êàæäûé äîêóìåíò (òåêñòîâûé èëè Web) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êàê âåêòîð
â ïðî-ñòðàíñòâå X = Rn âõîäíûõ âåêòîðîâ, íàçûâàåìîì ïðîñòðàíñòâîì ïðèçíàêîâ: ~x ∈ Rn .
Áóäåì íàçûâàòü äîêóìåíò ìíîãîòåìíûì (multi-label), åñëè îí ìîæåò áûòü îòíåñ¼í áîëåå ÷åì
ê îäíîé òåìå (êëàññó, êàòåãîðèè), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óìåñòíûìè äëÿ äàííîãî äîêóìåíòà.

Àëãîðèòì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñòðîèò ïðîöåäóðó êëàññèôèêàöèè äîêóìåíòîâ, èñïîëüçóÿ
ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èçâëå÷åíèÿ çíàíèé èç çàäàííîãî íàáîðà îáó÷àþùèõ äîêóìåíòîâ, êàæ-
äîìó èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëåí ñâîé íàáîð óìåñòíûõ òåì èç ïðåäîïðåäåë¼ííîãî íàáîðà òåì. Îáî-
çíà÷èì ýòîò íàáîð âîçìîæíûõ òåì ÷åðåç Y , à ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òåì â ýòîì íàáîðå îáîçíà÷èì
÷åðåç q (òî åñòü Y = {1, ..., q} , q = |Y|) . Âûõîäíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ àëãîðèòìîâ multi-label
êëàññèôèêàöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå âñåìè íàáîðàìè öåëûõ
÷èñåë îò 1 äî q . Òàêîå âûõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç 2q ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ, è êàæäûé
âûõîä ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó íàáîðó òåì.

Öåëü àëãîðèòìîâ multi-label êëàññèôèêàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà îñíîâå îáó÷àþùåé
ñîâîêóïíîñòè S = {(~xi, yi)|1 ≤ i ≤ m,~xi ∈ Rn, yi ⊂ Y} ïîñòðîèòü êëàññèôèöèðóþùóþ òåìû
ôóíêöèþ f : X → 2q , êîòîðàÿ ïîëó÷àåò òåñòîâûé äîêóìåíò ~x è îïðåäåëÿåò óìåñòíûå äëÿ íåãî
òåìû. Âûâîä àëãîðèòìîâ multi-label êëàññèôèêàöèè åñòü íàáîð óìåñòíûõ òåì y ⊂ Y (ðàçìåð
êîòîðîãî çàðàíåå íå èçâåñòåí), è êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèÿ èçìåðÿåòñÿ òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ
ýòîãî íàáîðà.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè
ãðóïïû:

1. ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñâåäåíèè multi-label ïðîáëåìû ê íàáîðó áèíàðíûõ ïðîáëåì [1];

2. ìåòîäû multi-label êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà îöåíêå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
íàáîðîâ òåì [2,3];

3. ìåòîäû multi-label êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ðàíæèðîâàíèÿ ñ ïîðîãîì
[1,4,5].
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Â ìåòîäàõ ïåðâîé ãðóïïû èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä �êàæäûé-ïðîòèâ-îñòàëüíûõ�, ñîçäàþùèé
îäíó áèíàðíóþ ïðîáëåìó äëÿ êàæäîé èç q òåì. Â áèíàðíîé ïðîáëåìå äëÿ òåìû r âñå ïðè-
ìåðû, ïîìå÷åííûå ýòîé òåìîé, ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, à âñå îñòàëüíûå ïðèìåðû ñ÷è-
òàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Äàëåå ê êàæäîé èç q ïîëó÷åííûõ áèíàðíûõ ïðîáëåì ïðèìåíÿåòñÿ
áèíàðíûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ q ãèïîòåç, êîòîðûå äîëæíû áûòü
îáúåäèíåíû. Îäíàêî áèíàðíûå ïîäõîäû íå ó÷èòûâàþò ñåìàíòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íû-
ìè òåìàìè êëàññèôèöèðóåìîãî äîêóìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âñåãäà îòðàæàþò ñòðóêòóðó
ïðîáëå-ìû ìíîãîòåìíîé êëàññèôèêàöèè. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàçâèâàòü �íàñòîÿùèå� ìíîãî-
òåìíûå ïîäõî-äû � ãðóïïû ìåòîäîâ 2 è 3.

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îöåíêå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé íàáîðîâ òåì, îáåñïå÷èâàþò
ïðÿìîå îïðåäåëåíèå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî íàáîðà òåì, íå ïðèáåãàÿ ê âûáîðó ïîðîãîâîé ôóíê-
öèè. Îäíàêî òàêèå ìåòîäû ìîãóò áûòü íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû, êîãäà êîëè÷åñòâî òåì q
âåëèêî (òàê êàê èññëåäîâàíèå âñåõ íàáîðîâ òðåáóåò 2q âû÷èñëèòåëüíûõ øàãîâ), ïîýòîìó â
ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìû ïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà íàáîðîâ òåì.

Èññëåäîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ ïðèìåíè-
òåëüíî ê çàäà÷å ôèëüòðàöèè Web-òðàôèêà ïîêàçàëî, ÷òî ýòè ìåòîäû íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâ-
íû ïî âðåìåíè è ïàìÿòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ. Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàçðàáîòêà ìå-
òîäà êëàññèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñïåöèôèêå çàäà÷è ôèëüò-
ðàöèè Web-òðàôèêà:

• áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ Rn (ïîðÿäêà êîëè÷åñòâà ñëîâ â ñëîâàðå);

• áîëüøàÿ ìîùíîñòü íàáîðà Y âîçìîæíûõ òåì;

• áîëüøîå êîëè÷åñòâî äîêóìåíòîâ â îáó÷àþùåì íàáîðå;

• íåîáõîäèìîñòü êëàññèôèêàöèè â ðåæèìå online.

Ââèäó ñïåöèôèêè çàäà÷è ôèëüòðàöèè Web-òðàôèêà (êîëè÷åñòâî òåì q âåëèêî) è âàæíîñòè
èíôîðìàöèè î ðàíæèðîâàíèè òåì, äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íàèáîëåå ïðèãîäíû
è ýôôåêòèâíû ìåòîäû multi-label êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ðàíæèðîâàíèÿ ñ
ïîðîãîì. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà ðàíæèðîâàíèÿ ñ ïîðîãîì ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ïîäçàäà÷. Ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à � ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ
òåì. Âòîðàÿ ïîäçàäà÷à � îïðåäåëåíèå ðàçìåðà íàáîðà óìåñòíûõ òåì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ multi-
label êëàññèôèêàöèè, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ ðàíæèðîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñî ñïåöèôèêîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè Web-òðàôèêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðàíæè-
ðîâàíèÿ áûë âûáðàí àëãîðèòì Multiclass-Multilabel Perceptron (MMP) [6], êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ðàáîòàòü â online-ðåæèìå è äà¼ò õîðîøåå êà÷åñòâî ðàíæèðîâàíèÿ. Ýòîò àëãîðèòì îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ èíòåðàêòèâíî íà ïðåäîñòàâëåííîì îáó÷àþùåì íàáîðå, è ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð ïðîòîòè-
ïîâ òåì, ïîëó÷åííûé ïîñëå îäíîãî ïðîõîäà îáó÷àþùèõ äàííûõ, èñïîëüçóåòñÿ êàê îêîí÷àòåëü-
íàÿ ãèïîòåçà äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ òåì íîâûõ äîêóìåíòîâ. Â ñèëó ñâîåé èíòåðàêòèâíîñòè, ÌÌÐ
ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî óäîáåí, êîãäà îáó÷àþùèé íàáîð î÷åíü áîëüøîé, òàê êàê ýòîò àëãîðèòì
òðåáóåò íåáîëüøîãî îáú¼ìà ïàìÿòè. À â ñèëó òîãî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð ïðîòîòèïîâ
òåì îïðåäåëÿåòñÿ íà ôàçå îáó÷åíèÿ è äàëåå íå èçìåíÿåòñÿ, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ýòàïå
ðàíæèðîâàíèÿ íîâûõ äîêóìåíòîâ íåâåëèêè.

Ýòîò ìåòîä ðàíæèðîâàíèÿ íàìè áûë ìîäèôèöèðîâàí â ìåòîä multi-label êëàññèôèêàöèè
ïóò¼ì ââåäåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè ñíà÷àëà â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì -
ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ, êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ
òåì äëÿ äîêóìåíòîâ. Äëÿ çàäà÷è òåêñòîâîé êëàññèôèêàöèè ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â
ñîòíè ðàç ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, â êîòîðîì ðàíåå ââîäèëàñü ïîðîãîâàÿ
ôóíêöèÿ (A. Elissee�, J. Weston, [4]). Îäíàêî ìåòîä multi-label êëàññèôèêàöèè, ïðåäëîæåííûé
â [4], íåïðèìåíèì äëÿ çàäà÷è òåêñòîâîé êëàññèôèêàöèè, ââèäó òîãî, ÷òî îí òðåáóåò â õóäøåì
ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè, ïðîïîðöèîíàëüíîå mq2 (m - êîëè÷åñòâî îáó÷àþùèõ äîêóìåíòîâ,
q - êîëè÷åñòâî òåì).
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2. Îïèñàíèå è àíàëèç âûáðàííîãî ìåòîäà ðàíæèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì Multiclass-
Multilabel Perceptron (MMP) [6] çàèìñòâóåò îñíîâíóþ èäåþ àëãîðèòìà ïåðñåïòðîíà è îáîáùàåò
å¼ äëÿ áîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìû ðàíæèðîâàíèÿ òåì. Öåëü àëãîðèòìà ÌÌÐ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàí-
æèðîâàíèè òåì äëÿ ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ. Àëãîðèòì ðàíæèðîâàíèÿ ÌÌÐ ïîääåðæèâà-
åò íàáîð èç q ïðîòîòèïîâ - ~w1, ~w2, ..., ~wq . Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèþ äîêóìåíòîâ, êàæäûé
ïðîòîòèï - ýòî âåêòîð ~wr ∈ Rn . Àëãîðèòì ÌÌÐ ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíûì àëãîðèòìîì: îí
ïîëó÷àåò îáó÷àþùèé äîêóìåíò, ïðîèçâîäèò ðàíæèðîâàíèå è ìîäèôèöèðóåò ãèïîòåçó, êîòî-
ðóþ îí ïîääåðæèâàåò, - òî åñòü íàáîð ïðîòîòèïîâ ~w1, ~w2, ..., ~wq . Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âñåõ
äîêóìåíòîâ èç îáó÷àþùåãî íàáîðà S = {(~xi, yi)|1 ≤ i ≤ m,~xi ∈ Rn, yi ⊂ Y} .

Ðàíæèðîâàíèå òåì îñóùåñòâëÿåòñÿ íàáîðîì ïðîòîòèïîâ â ñîîòâåòñòâèå ñ èõ áëèçîñòüþ ñ
âåêòîðîì äàííîãî äîêóìåíòà. Òî åñòü, çàäàâàÿ äîêóìåíò ~x , ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ~w1 · ~x,
~w2 · ~x, ..., ~wq · ~x ïðîèçâîäÿò óïîðÿäî÷åíèå óðîâíÿ ðåëåâàíòíîñòè êàæäîé òåìû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
òåìà r ðàíæèðóåòñÿ âûøå, ÷åì òåìà s , åñëè ~wr · ~x > ~ws · ~x . Çàäàâàÿ íàáîð óìåñòíûõ òåì
y äëÿ äîêóìåíòà ~x , îïðåäåëèì, ÷òî ðàíæèðîâàíèå, ïðîèçâåä¼ííîå ïðîòîòèïàìè, ñîâåðøåííî,
åñëè âñå óìåñòíûå òåìû ðàíæèðóþòñÿ âûøå, ÷åì íåóìåñòíûå òåìû. Ïðè ñîâåðøåííîì ðàí-
æèðîâàíèè äëÿ ëþáûõ ïàð òåì r ∈ y è s /∈ y (s ∈ Y\y) îöåíêè, ïðîèçâåä¼ííûå ~wr , âûøå,
÷åì îöåíêè, ïðîèçâåä¼ííûå ~ws , òî åñòü ~wr · ~x > ~ws · ~x . Îïðåäåëèì êà÷åñòâî ñîâåðøåííîãî
ðàíæèðîâàíèÿ òåì ðàçìåðîì ïðîìåæóòêà ìåæäó ñàìîé íèçêîé îöåíêîé ñðåäè óìåñòíûõ òåì
è ñàìîé âûñîêîé îöåíêîé ñðåäè íåóìåñòíûõ òåì: min{

r∈y
~wr · ~x} −max{

s/∈y

~ws · ~x} .
Ðàíæèðîâàíèåì rank(~x, r) òåìû r îòíîñèòåëüíî äîêóìåíòà ~x , ïðîèçâåä¼ííûì ñêàëÿðíû-

ìè ïðîèçâåäåíèÿìè ~w1 ·~x, ~w2 ·~x, ..., ~wq ·~x ìåæäó âåêòîðàìè ïðîòîòèïîâ è âåêòîðîì äîêóìåíòà,
íàçîâ¼ì èíäåêñ òåìû r â ñïèñêå òåì, îòñîðòèðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ýòèõ ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé. Òî åñòü rank(~x, r) = j , åñëè |{s : ~ws · ~x > ~wr · ~x}| = j . Ôàêòè÷åñêè, rank(~x, r)
ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî óìåñòíà òåìà r îòíîñèòåëüíî äîêóìåíòà ~x . Îáîçíà÷èì
R = (rank(~x, 1), ..., rank(~x, q)) - ðàíæèðîâàíèå âñåõ òåì îòíîñèòåëüíî äîêóìåíòà ~x , ïîëó÷åííîå
ïðèìåíåíèåì ïðîòîòèïîâ ~w1, ~w2, ..., ~wq ê äîêóìåíòó ~x .

Ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì ðàáîòàåò èòåðàöèîííî. Íà èòåðàöèè i èíòåðàêòèâíûé àëãî-
ðèòì îáó÷åíèÿ ïîëó÷àåò äîêóìåíò ~xi . Äëÿ äîêóìåíòà ~xi , àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïðîèçâîäèò
ðàíæèðî-âàíèå Ri = (rank(~xi, 1), ..., rank(~xi, q)) , êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèç-
âåäåíèÿìè ~wi

1 · ~xi, ~wi
2 · ~xi, ..., ~wi

q · ~xi . Äàëåå àëãîðèòì ïîëó÷àåò ïðàâèëüíûé íàáîð óìåñòíûõ
òåì yi . Ïîëó÷àÿ yi è ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå òåì Ri , àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ îøèáêó ðàíæèðîâàíèÿ � òàê íàçûâàåìóþ ïîòåðþ, - îáîçíà÷àåìóþ li = loss(yi, Ri) .
Åñëè li = 0 , òî àëãîðèòì íå èçìåíÿåò íàáîð èñïîëüçóåìûõ ïðîòîòèïîâ. Èíà÷å îí îáíîâëÿ-
åò ïðàâèëî ðàíæèðî-âàíèÿ, èçìåíÿÿ íàáîð ïðîòîòèïîâ ~w1, ~w2, ..., ~wq ïðîïîðöèîíàëüíî ïîòåðå
li . Öåëü èíòåðàêòèâ-íîãî àëãîðèòìà ðàíæèðîâàíèÿ òåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñâåñòè
ê íóëþ ñîâîêóïíóþ ïîòåðþ

∑
i

li . Íóëåâàÿ ñîâîêóïíàÿ ïîòåðÿ äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå
ïðîòîòèïîâ ~w∗1, ~w∗2, ..., ~w∗q , ÷ü¼ ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå âñåãäà ñîâåðøåííî.

Îïèñûâàåìûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ïîíÿòèå îøèáêè, îñíîâàííîå íà èññëåäîâàíèè âñåõ ïàð
òåì. Âñÿêèé ðàç, êîãäà li = loss(yi, Ri) > 0 è ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå íåñîâåðøåííî,
äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîé ïàðû òåì (r, s) , ÷ü¼ óïîðÿäî÷åíèå, ñîãëàñíî ïðåäñêàçàííîìó
ðàíæèðîâàíèþ Ri , íå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáîðîì óìåñòíûõ òåì yi , òî åñòü òåìà r ðàíæèðóåòñÿ
íå âûøå òåìû s (~wi

r · ~xi ≤ ~wi
s · ~xi) , íî òåìà r - îäíà èç óìåñòíûõ òåì, â òî âðåìÿ êàê òåìà s

íå óìåñòíà (r ∈ yi, s /∈ yi) .Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð îøèáîê äëÿ (~xi, yi) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð
âñåõ ïàð, ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå êîòîðûõ íå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáîðîì óìåñòíûõ òåì äëÿ
äîêóìåíòà:

Ei =
{
(r, s) ∈ yi × (Y/yi) : ~wi

r · ~xi ≤ ~wi
s · ~xi

}

Òåïåðü îïèøåì, êàê â àëãîðèòìå ÌÌÐ îñóùåñòâëÿåòñÿ îáíîâëåíèå ïðîòîòèïîâ. Ñíà÷àëà ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì äîêóìåíòå, äëÿ êîòîðîãî ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå òåì íå ñîâåð-
øåííî, ïðåòåðïåâàåìàÿ ïîòåðÿ li ðàâíà åäèíèöå (äëÿ ñîâåðøåííîãî ðàíæèðîâàíèÿ ïîòåðÿ
ðàâíà íóëþ). Îãðàíè÷åííîñòü ïîòåðè li ïðè íåñîâåðøåííîì ðàíæèðîâàíèè ñëåäóåò èç òåîðåìû
îá îãðàíè÷åííîñòè ñîâîêóïíîé îøèáêè ðàíæèðîâàíèÿ [6].

Íàáîð îøèáîê Ei èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü â îáíîâëåíèè ïðîòîòèïîâ. Àëãîðèòì ÌÌÐ ïåðåìå-
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ùàåò êàæäûé ïðîòîòèï, ñîîòâåòñòâóþùèé óìåñòíîé òåìå èç íàáîðà îøèáîê ê äîêóìåíòó ~xi

è, àíàëîãè÷íî, êàæäûé ïðîòîòèï, ñîîòâåòñòâóþùèé íåóìåñòíîé òåìå èç íàáîðà îøèáîê, îò
äîêóìåíòà ~xi . Îäíàêî, ìîæåò áûòü äîâîëüíî ìíîãî òåì, êîòîðûå ðàíæèðóþòñÿ ïðàâèëüíî.
Ýòè òåìû âêëþ÷àþò âñå óìåñòíûå òåìû, êîòîðûå ðàíæèðîâàíû íàâåðõó ñïèñêà òåì (âûøå
âñåõ íåóìåñòíûõ òåì), è íåóìåñòíûå òåìû, ðàíæèðîâàííûå âíèçó ñïèñêà (íèæå ëþáîé óìåñò-
íîé òåìû). Ïî îïðåäåëåíèþ, èíäåêñû íåïðàâèëüíî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð òåì ñîñòàâëÿþò íàáîð
îøè-áîê. Äëÿ êàæäîé ïàðû (r, s) óìåñòíîé è íåóìåñòíîé òåì èç íàáîðà îøèáîê íàçíà÷àåò-
ñÿ âåñ, îáîçíà÷àåìûé αi

r,s . Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåñà αi
r,s = 0 äëÿ ïàð òåì, íå ïðèíàäëåæàùèõ

íàáîðó îøèáîê. Íàëàãàåòñÿ äâà äîâîëüíî îáùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà αi
r,s . Ïåðâîå - íåîòðèöà-

òåëüíîñòü êàæäîãî αi
r,s . Âòîðîå � îãðàíè÷åíèå ñóììû âñåõ αi

r,s åäèíèöåé. Çàäàâàÿ êîíêðåò-
íûé íàáîð çíà÷åíèé αi

r,s , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì, îïðåäåëèì òåïåðü çíà÷åíèå,
íà êîòîðîå ïðîòîòèï êàæäîé óìåñòíîé òåìû èç íàáîðà îøèáîê ïåðåìåùàåòñÿ ïî íàïðàâëå-
íèþ ê äîêóìåíòó ~xi è, àíàëîãè÷íî, çíà÷åíèå, íà êîòîðîå ïðîòîòèï êàæäîé íåóìåñòíîé òåìû
èç íàáîðà îøèáîê îòîäâèãàåòñÿ îò äîêóìåíòà ~xi .Äëÿ óìåñòíîé òåìû r ( r ∈ yi) îïðåäåëèì
τ i
r =

∑
s/∈yi

αi
r,s è ïðèáàâèì ê ~wi

r òåêóùèé îáó÷àþùèé äîêóìåíò ~xi , îòìàñøòàáèðîâàííûé τ i
r ,

òî åñòü ~wi+1
r := ~wi

r + τ i
r~xi . Ïîýòîìó óìåñòíûå òåìû, ïðåäñêàçàííûé ðàíã êîòîðûõ íèçêèé, áó-

äóò ïåðåìåùåíû áîëåå àêòèâíî ê ~xi ïî ñðàâíåíèþ ñ óìåñòíûìè òåìàìè, ïðåäñêàçàííûé ðàíã
êîòîðûõ îòíîñè-òåëüíî âûñîê. Òî÷íî òàê æå íåóìåñòíûå òåìû îòîäâèãàþòñÿ îò ~xi â ðàçëè÷-
íûõ ïðîïîðöèÿõ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âûñîêî îíè íåïðàâèëüíî ðàíæèðîâàíû. Îáùèé
âèä ýòîãî îáíîâëåíèÿ ïðîòîòèïîâ óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìåæäó ~xi è
ïðîòîòèïàìè óìåñòíûõ òåì èç íàáîðà îøèáîê è, àíàëîãè÷íî, óìåíüøàåò çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé ìåæäó ~xi è ïðîòîòèïàìè íåóìåñòíûõ òåì èç íàáîðà îøèáîê.

Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ ïîòåðü äîâîëüíî ïðîñòà. Óìíî-
æèì êàæäîå èç çíà÷åíèé τ i

r è τ i
s íà ïîòåðþ li . Òîãäà çíà÷åíèå, íà êîòîðîå èçìåíÿþòñÿ ïðîòîòè-

ïû, áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàê õîðîøî (èëè ïëîõî) âûïîëíåíî ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå.
Íà èòåðàöèÿõ, ãäå ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå äîâîëüíî ïëîõîå, ïðîòîòèïû èçìåíÿþòñÿ áî-
ëåå àêòèâíî.

Â àëãîðèòìå ÌÌÐ ïîíÿòèå ãðàíè÷íîé ïîëîñû äîâîëüíî íåÿâíîå, îäíàêî, îíî èãðàåò âàæ-
íóþ ðîëü ïðè àíàëèçå àëãîðèòìà. Ïðè àíàëèçå êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿ-
òèå îáîá-ù¼ííîé ãðàíè÷íîé ïîëîñû [6]. Ãðàíè÷íàÿ ïîëîñà îòíîñèòåëüíî íàáîðà ïðîòîòèïîâ
~w1, ~w2, ..., ~wq íà âñ¼ì îáó÷àþùåì íàáîðå S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ ïîëîñà,
äîñòèãàåìàÿ íà äîêóìåíòàõ èçS :

γS = min
(~x,y)∈S

{
min{
r∈y

~wr · ~x} −max{
s/∈y

~ws · ~x}
}

Íà ðèñ. 1. ïîêàçàíà ãðàíè÷íàÿ ïîëîñà â ñëó÷àå ñîâåðøåííîãî ðàíæèðîâàíèÿ (ñëåâà) è íåñîâåð-
øåííîãî ðàíæèðîâàíèÿ (ñïðàâà). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ 9 ðàçëè÷íûõ òåì. Óìåñò-
íûå òåìû ïîìå÷åíû êðóæî÷êàìè, à íåóìåñòíûå - êâàäðàòèêàìè. Çíà÷åíèå ãðàíè÷íîé ïîëîñû
- ýòî äëèíà ñòðåëêè, ïðè÷¼ì ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñòðåëêîé, óêàçûâàþùåé
âíèç, à îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ãðàíè÷íîé ïîëîñû - ñòðåëêîé, óêàçûâàþùåé ââåðõ.

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íîé ïîëîñû äëÿ ñîâåðøåííîãî ðàíæèðîâàíèÿ (ñëåâà) è
íåñîâåðøåííîãî (ñïðàâà).
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3. Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå íàõîæäåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âåê-
òîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà íàáîðà óìåñòíûõ òåì. Ïóñòü
~r(~x) = (r1(~x), ..., rq(~x)) - ôóíêöèÿ ðàíæèðîâàíèÿ òåì (íàïðèìåð, äëÿ àëãîðèòìà ÌÌÐ ýòà
ôóíêöèÿ èìååò âèä ~r(~x) = (~w1 · ~x, ..., ~wq · ~x)) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(~x) ðàçìåð íàáîðà óìåñòíûõ
òåì äëÿ äîêóìåíòà ~x . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìà l ïðèíàäëåæèò íàáîðó óìåñòíûõ òåì äëÿ ~x ,
åñëè rl(~x) åñòü ñðåäè s(~x) íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ (r1(~x), r2(~x), ..., rq(~x)) . Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåòîäîâ ðàíæèðîâàíèÿ â ìåòîäû multi-label êëàññèôèêàöèè íåîáõîäèì ïðåäñêàçàòåëü ðàçìåðà
s(~x) íàáîðà òåì, óìåñòíûõ äëÿ äîêóìåíòà ~x . Ðåøåíèå ýòîé ïîäçàäà÷è [4] ìîæåò áûòü íàéäåíî
ïî àíàëîãèè ñ áèíàðíûì ïîäõîäîì. Áèíàðíûé ïîäõîä ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñèñòåìà
ðàíæèðîâàíèÿ, ðàíãè êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ, èñõîäÿ èç äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé (f1, ..., fq) ,
ïðîèçâåä¼ííûõ ôóíêöèåé áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè. Òîãäà ïðåäñêàçàòåëü ðàçìåðà íàáîðà
óìåñòíûõ òåì âåñüìà ïðîñò: s(~x) = |{fl(~x) > 0}| - êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé fl , êîòîðûå áîëüøå
0 . Òî åñòü ôóíêöèÿ s(~x) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå îòëè÷àåò îäíè
òåìû îò äðóãèõ.

Äëÿ ïîäõîäà ðàíæèðîâàíèÿ ìîæíî îáîáùèòü ýòó èäåþ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ s(~x) =
= |{rl(~x) > t(~x)}| , òî åñòü ôóíêöèÿ s(~x) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå
îòëè÷àåò çíà÷åíèÿ, ïðîèçâåä¼ííûå ôóíêöèåé ðàíæèðîâàíèÿ äëÿ îäíèõ òåì, îò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ çíà÷åíèé äëÿ äðóãèõ òåì. Òîãäà äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ âñåé multi-label çàäà÷è îñòà¼òñÿ
âûáðàòü ïîðîã t(~x) . Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèçíàêîâ [4] íàèáîëåå ïîäõîäèò (ïî êðèòåðèþ ñêîðîñòè ðàáîòû) äëÿ çàäà÷ ñ íåâûñî-
êîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Äëÿ çàäà÷ òåêñòîâîé êëàññèôèêàöèè ðàçìåðíîñòü
n ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ ïîðÿäêà êîëè÷åñòâà ñëîâ â ñëîâàðå äàííîãî ÿçûêà. Ââèäó ýòîãî
èñïîëü-çîâàíèå ïîðîãîâîé ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ (äëÿ ìîäèôèêàöèè ìå-
òîäà ðàíæè-ðîâàíèÿ â ìåòîä multi-label êëàññèôèêàöèè) íå îáåñïå÷èâàåò ñêîðîñòè ðàáîòû,
íåîáõîäèìîé äëÿ online-ôèëüòðàöèè.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè îáó÷åíèÿ íàìè ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ íå
â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, à â q -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé
òåì ( q << n) , òî åñòü â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ, êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ òåì äëÿ äîêóìåíòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà ÌÌÐ ïðåäëàãàåòñÿ íàõî-
äèòü ïîðîãîâóþ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé −→

dpi = (~w1 · ~xi, ...,
~wq · ~xi) ìåæäó ïðîòîòèïàìè òåì è âåêòîðîì äîêóìåíòà.

Îïèøåì ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè (ãèïåðïëîñêîñòè) â ïðîñòðàíñòâå âåêòî-
ðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì.

Äëÿ êàæäîãî èç îáó÷àþùèõ äîêóìåíòîâ íàõîäèòñÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå t(
−→
dpi) . Ýòî äåëàåò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ −→
dpi ≡ ~r(~xi) =

= (r1(~xi), ..., rq(~xi)) ; çàòåì çíà÷åíèÿ r1(~xi), ..., rq(~xi) óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ: rj1(~xi), ..., rjq(~xi) è íàíîñÿòñÿ íà ÷èñëîâóþ îñü t . Çàòåì ìû èùåì çíà÷åíèå t

(−→
dpi

)
, ïðè

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè - êîëè÷åñòâà íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàí-
íûõ óìåñòíûõ è íåóìåñòíûõ òåì. Òàê êàê íà êàæäîì èç ïîëóñåãìåíòîâ [rjk

(~xi), rjk+1(~xi)) ,
k = 1, ..., q − 1 öåëåâàÿ ôóíêöèÿ |l ∈ yi : rl(~xi) ≤ t}| + |{l ∈ ȳi : rl(~xi) > t}| ïðèíèìàåò ïî-
ñòîÿííîå äëÿ äàííîãî ïîëóñåãìåíòà çíà÷åíèå, òî ìèíèìóì èùåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ t , ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñåðåäèíàì îòðåçêîâ [rjk

(~xi), rjk+1(~xi)] , k = 1, ..., q − 1 . Òî åñòü çíà÷åíèå t
(−→
dpi

)

íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
t
(−→
dpi

)
= arg min

t∈


rjk+1
(~xi)−rjk

(~xi)

2
, k=1,...,q−1

ff (|{l ∈ yi : rl(~xi) ≤ t}|+ |{l ∈ ȳi : rl(~xi) > t}|) .

Äàëåå, ïî çíà÷åíèÿì t(
−→
dpi) íàõîäèì êîýôôèöèåíòû a1, a2, ..., aq, aq+1 ïîðîãîâîé èíòåðïîëè-

ðóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè t
(−→
dp

)
= a1 · r1(~x) + ... + aq · rq(~x) + aq+1 (äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ëè-

íåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè
q) .

Èìåÿ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ (ãèïåðïëîñêîñòü) t(
−→
dp) , ðàçìåð s(~xtest) íàáîðà óìåñòíûõ òåì
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äëÿ òåñòîâîãî äîêóìåíòà ~xtest îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ −→

dptest = ~r(~xtest) = (r1(~xtest), ..., rq(~xtest)) ; çàòåì çíà÷åíèÿ
r1(~xtest), ..., rq(~xtest) ïîäñòàâëÿþòñÿ â ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ: t

(−−−→
dptest

)
= a1 · r1(~xtest) + ...+

+aq ·rq(~xtest)+aq+1 . Ðàçìåð íàáîðà óìåñòíûõ òåì ðàâåí êîëè÷åñòâó òåì, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå
ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ áîëüøå ïîðîãà: s(~xtest) =

∣∣∣
{

l|rl(~xtest) > t
(−−−→
dptest

)
, l ∈ Y

}∣∣∣ .

4. Ïñåâäîêîä ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà multi-label êëàññèôèêàöèè.
Âõîä: S = {(~xi, yi)|1 ≤ i ≤ m,~xi ∈ Rn, yi ⊂ Y} - îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü,
m − êîëè÷åñòâî îáó÷àþùèõ äîêóìåíòîâ,
q − êîëè÷åñòâî òåì,
~xtest ∈ Rn − òåñòîâûé äîêóìåíò.
4.1. Íàéòè ôóíêöèþ ðàíæèðîâàíèÿ òåì ïî àëãîðèòìó ÌÌÐ
Èíèöèàëèçàöèÿ: ~w1

1 := 0, ..., ~w1
q := 0

Öèêë îáó÷åíèÿ: for i = 1, 2, ...,m do
Ïîëó÷èòü îáó÷àþùèé äîêóìåíò ~xi ∈ Rn

Âû÷èñëèòü ~wi
1 · ~xi, ~wi

2 · ~xi, ..., ~wi
q · ~xi

Âû÷èñëèòü ïðåäñêàçàííîå ðàíæèðîâàíèå Ri := (rank(~xi, 1), ..., rank(~xi, q))
Ïîëó÷èòü íàáîð óìåñòíûõ òåì yi ⊂ Y
Îïðåäåëèòü Ei :=

{
(r, s) ∈ yi × (Y/yi) : ~wi

r · ~xi ≤ ~wi
s · ~xi

}

Âû÷èñëèòü ïîòåðþ li = loss(yi, Ri) :=
{

1, |Ei| 6= ∅
0, otherwise

Åñëè li > 0 , òî èçìåíèòü ïðîòîòèïû (èíà÷å ∀p ~wi+1
p := ~wi

p)
1. Ñôîðìèðîâàòü íàáîð ïàðàìåòðîâ αi

r,s , óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì:

(a) αi
r,s ≥ 0

(b) if (r, s) /∈ Ei, αi
r,s = 0

(c)
∑
r∈y

∑
s/∈y

αi
r,s = 1

2. Âû÷èñëèòü
For p = 1, 2, ..., q do :

τ i
p :=





li
∑

s/∈yi

αi
p,s , p ∈ yi

−li
∑

r∈yi

αi
r,p , p /∈ yi

3. Ìîäèôèöèðîâàòü ïðîòîòèïû

For p = 1, 2, ..., q do :
~wi+1

p := ~wi
p + τ i

p~xi

Ðåçóëüòàò: ~r(~x) = (r1(~x), ..., rq(~x)) = (~wm+1
1 · ~x, ..., ~wm+1

q · ~x) - ôóíêöèÿ ðàíæèðîâàíèÿ
òåì

4.2. Íàéòè ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ t
(−→
dpi

)
äëÿ îáó÷àþùèõ äîêóìåíòîâ

for i=1,2,...,m do
Âû÷èñëèòü −→

dpi := ~r(~xi) = (r1(~xi), ..., rq(~xi)) = (~wm+1
1 · ~xi, ..., ~wm+1

q · ~xi)
Óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ r1(~xi), ..., rq(~xi) ïî âîçðàñòàíèþ: rj1(~xi), ..., rjq(~xi)
Âû÷èñëèòü
t
(−→
dpi

)
:= arg min

t∈


rjk+1
(~xi)−rjk

(~xi)

2
, k=1,...,q−1

ff (|{l ∈ yi : rl(~xi) ≤ t}|+ |{l ∈ ȳi : rl(~xi) > t}|)
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4.3. Íàéòè êîýôôèöèåíòû a1, a2, ..., aq, aq+1 ïîðîãîâîé èíòåðïîëèðóþùåé ãèïåð-
ïëîñêîñòè ïî çíà÷åíèÿì t(

−→
dpi) ëèíåéíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè q .
4.4. Îïðåäåëèòü ðàçìåð s(~xtest) íàáîðà óìåñòíûõ òåì äëÿ òåñòîâîãî äîêóìåíòà

~xtest

Âû÷èñëèòü −→
dptest := ~r(~xtest) = (r1(~xtest), ..., rq(~xtest)) = (~wm+1

1 · ~xtest, ..., ~wm+1
q · ~xtest)

Óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ r1(~xtest), ..., rq(~xtest) ïî óáûâàíèþ rj1(~xtest), ..., rjq(~xtest)

Íàéòè ïîðîã t
(−−−→
dptest

)
:= a1 · r1(~xtest) + ... + aq · rq(~xtest) + aq+1

Íàéòè s(~xtest) :=
∣∣∣
{

l|rl(~xtest) > t
(−−−→
dptest

)
, l ∈ Y

}∣∣∣
Âûâîä: ytest =

{
j1, ..., js(~xtest)

}
- íàáîð óìåñòíûõ òåì äëÿ äîêóìåíòà ~xtest

5. Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ è òî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêà-
öèè. Ïóñòü Test = {(~xi, yi)|1 ≤ i ≤ m, ~xi ∈ Rn, yi ⊂ Y} - ñîâîêóïíîñòü òåñòîâûõ äîêóìåíòîâ.
Ïóñòü ñèñòåìà îáó÷åíèÿ ïðîèçâîäèò ôóíêöèþ ðàíæèðîâàíèÿ r : Rn×Y → R , óïîðÿäî÷èâàþ-
ùóþ òåìû èç Y â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ðåëåâàíòíîñòüþ äëÿ äîêóìåíòà ~x (÷åì áîëüøå r(~x, l) ,
òåì áîëåå òåìà l óìåñòíà). Ïóñòü rank(~x, l) - ðàíæèðîâàíèå òåìû l îòíîñèòåëüíî äîêóìåíòà
~x , ïðîèçâåä¼ííîå ôóíêöèåé ðàíæèðîâàíèÿ r , ò.å. rank(~x, l) - ýòî èíäåêñ òåìû l â ñïèñêå òåì,
îòñîðòèðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ÷åòûðå îáùåïðèíÿòûå êðèòåðèÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàíæè-
ðîâàíèÿ [6] äëÿ multi-label ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

One Error. Çíà÷åíèå îøèáêè OneError äëÿ îäíîãî äîêóìåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ â 1, åñëè
òåìà, ðàíæèðîâàííàÿ âûøå âñåõ, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç óìåñòíûõ òåì, è â íîëü â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó, îøèáêà ïî âñåé òåñòîâîé ñîâîêóïíîñòè OneErrorTest îòðàæàåò äîëþ
äîêóìåí-òîâ, äëÿ êîòîðûõ òåìà, ðàíæèðîâàííàÿ âûøå âñåõ, íå ïðèíàäëåæèò íàáîðó óìåñò-
íûõ òåì:

OneErrorTest = 1
m

m∑
i=1

OneError(~xi), ãäå OneError(~xi) =

{
1, arg min

l∈Y
rank(~xi, l) /∈ yi

0, otherwise
.

×åì ìåíüøå çíà÷åíèÿ OneErrorTest , òåì ëó÷øå êà÷åñòâî ðàíæèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ïðîáëåìû single-label êëàññèôèêàöèè OneErrorTest èäåíòè÷íà îáû÷íîé îøèáêè êëàññèôèêà-
öèè.

Average Precision. Âòîðîé êðèòåðèé îöåíêè êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ � Average Precision
(AvgP): AvgPTest = 1

m

m∑
i=1

AvgP (~xi), Çíà÷åíèå òî÷íîñòè AvgP (~xi) äëÿ îäíîãî äîêóìåíòà èç-
ìåðÿåò ñðåäíþþ äîëþ óìåñòíûõ òåì â ðàíæèðîâàííîì ñïèñêå òåì (cðåäíåå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïî-
çèöèÿì óìåñòíûõ òåì â ðàíæèðîâàííîì ñïèñêå): AvgP (~xi) = 1

|yi|
∑
l∈yi

|{l′∈yi:r(~xi,l
′)≥r(~xi,l)}|

|{l′∈Y:r(~xi,l′)≥r(~xi,l)}| . ×åì

âûøå çíà÷åíèå AvgPTest , òåì ëó÷øå êà÷åñòâî ðàíæèðîâàíèÿ è ïðè ñîâåðøåííîì ðàíæèðî-
âàíèè AvgPTest = 1 .

Coverage. Çíà÷åíèå îøèáêè Coverage îòðàæàåò, êàê äàëåêî íåîáõîäèìî ñïóñòèòüñÿ ïî
îòðàíæèðîâàííîìó ñïèñêó òåì, ÷òîáû íàéòè âñå óìåñòíûå òåìû:
CoverageTest = 1

m

m∑
i=1

Coverage(~xi), ãäå Coverage(~xi) = max
l∈yi

rank(~xi, l) .
×åì ìåíüøå Coverage, òåì ëó÷øå êà÷åñòâî ðàíæèðîâàíèÿ.

Ranking Loss. Çíà÷åíèå îøèáêè Ranking Loss (RL) ïðåäñòàâëÿåò ñðåäíþþ äîëþ ïàð òåì,
êîòîðûå íåêîððåêòíî óïîðÿäî÷åíû:
RLTest = 1

m

m∑
i=1

1
|yi||ȳi|RL(xi), ãäå RL(~xi) = |{(l, s) ∈ yi × ȳi : r(~xi, l) ≤ r(~xi, s)}|, ȳi = Y/yi.

×åì ìåíüøå çíà÷åíèå RLTest , òåì ëó÷øå êà÷åñòâî ðàíæèðîâàíèÿ.
Äëÿ îöåíêèòî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêàöèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèéHamming

Loss [2], êîòîðûé îöåíèâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó ïðåäñêàçàííûì è èñòèííûì íàáîðàìè òåì:
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HLTest(f) = 1
m

m∑
i=1

1
|Y| |(f(~xi))∇(yi)| ,

ãäå a∇b = (a ∪ b)\(a ∩ b), a ⊆ Y, b ⊆ Y ;
f(~x) − ôóíêöèÿ multi-label êëàññèôèêàöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ôóíêöèþ
ðàíæèðîâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(~x) = {l|r(~x, l) > t(~x), l ∈ Y} , ãäå t(~x) - ïîðîãîâàÿ ôóíê-
öèÿ. ×åì ìåíüøå çíà÷åíèå HLTest(h) , òåì ëó÷øå òî÷íîñòü multi-label êëàññèôèêàòîðà.

6. Ýêñïåðèìåíòû. Òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà multi-label êëàññèôèêàöèè ïðîâî-
äèëîñü íà íàáîðå äàííûõ Reuters-2000. ×èñëî ðàçëè÷íûõ òåì, ê êîòîðûì êëàññèôèöèðîâàíû
äîêóìåíòû ýòîãî íàáîðà, ðàâíî 101. Êàæäûé äîêóìåíò â ýòîì íàáîðå ïîìå÷àåòñÿ ìíîæåñòâîì
óìåñòíûõ äëÿ íåãî òåì. Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ íàáîðà Reuters-2000 ðàâíà
3.2 .Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íàøåãî ìåòîäà ìû èñïîëüçîâàëè ïîäìíîæåñòâà (1 ñëó÷àé - 3000 îáó÷à-
þùèõ, 3000 òåñòîâûõ äîêóìåíòîâ; 2 ñëó÷àé - 15000 îáó÷àþùèõ, 15000 òåñòîâûõ äîêóìåíòîâ)
íàáîðà Reuters-2000 â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, äîñòóïíîãî íà ñàéòå [7]. Ïîäìíîæåñòâà îáó÷à-
þùèõ è òåñòîâûõ äîêóìåíòîâ â êàæäîì èç ñëó÷àåâ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ïðèçíàêîâ äëÿ ýòîãî âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 47236. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðèâåä-
åíû â òàáëèöàõ 1 è 2 (ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü íà Intel Pentium 4 (3.0 GHz), 500 MB RAM).

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ïðåèìóùåñòâà íàõîæäåíèÿ ïîðîãîâîé
ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, ðàçðà-
áîòàííûé ìåòîä ïîêàçûâàåò ñîêðàùåíèå âî âðåìåíè îáó÷åíèÿ ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè â ñëó-
÷àå íàõîæäåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì, ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ íàõîæäåíèåì ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îòûñêàíèå ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ëèíåéíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàä-ðàòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðèìåðíî â 500 ðàç ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì âî
âòîðîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä èç ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ â ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ
ðåëåâàíòíîñ-òåé òåì òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåèìóùåñòâî ïî îáú¼ìó ïàìÿòè, íåîáõîäè-
ìîé äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû multi-label êëàññèôèêàöèè, îöåíåííûå ñ
ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Hamming Loss, áëèçêè ïî òî÷íîñòè. Èç òàáëèöû 1 òàêæå âèäíî, ÷òî íà
ýòàïå òåñòèðîâàíèÿ íîâûõ äîêóìåíòîâ ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ðàáîòàåò â ðåæèìå online.

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå âðåìåíè îáó÷åíèÿ è òî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêàöèè ñóùåñòâóþ-
ùåãî è ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäîâ ðàíæèðîâàíèÿ â ìåòîäû êëàññèôè-
êàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ

Àëãîðèòì ÌÌÐ (ñ
ïîðîãîâîé ôóíêöèåé â
ïðîñòðàíñòâå ïðèçíà-
êîâ)

Àëãîðèòì ÌÌÐ (ñ ïîðîãîâîé
ôóíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå âåêòî-
ðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì)

Âðåìÿ îáó÷åíèÿ íà 3000
äîêóìåíòîâ

7 ìèíóò 5.9 ìèíóò

Hamming Loss
(3000/3000)

0.0157 0.0155

Âðåìÿ îáó÷åíèÿ íà 15000
äîêóìåíòîâ

55 ìèíóò 45 ìèíóò

Hamming Loss
(15000/15000)

0.0123 0.0126

Âðåìÿ êëàññèôèêàöèè 0.033 ñåêóíäû íà äîêó-
ìåíò

0.031 ñåêóíäû íà äîêóìåíò

Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ è òî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêàöèè ðàç-
ðàáîòàííîãî ìåòîäà îò ðàçìåðà îáó÷àþùåãî íàáîðà. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-
òû ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ è òî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêàöèè ïðåäëîæåííîãî
ìåòî-äà (ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì) â çàâèñèìîñòè îò
ðàçìåðà îáó÷àþùåãî íàáîðà. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, âñå êðèòåðèè óëó÷øàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
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ðàçìåðà îáó÷àþùåãî íàáîðà.

Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ è òî÷íîñòè multi-label êëàññèôèêàöèè
îò ðàçìåðà îáó÷àþùåãî íàáîðà

Reuters− 2000(101− topic, 47236− feature)

Íàáîð äàííûõ
(îáó÷àþùèå/
òåñòîâûå äîêó-
ìåíòû)

OneError Average

Precision

Coverage RankingLoss Hamming

Loss

1000/1000 0.1880 0.7728 11.6220 0.0405 0.0181
2000/2000 0.1220 0.8260 8.2635 0.0252 0.0158
3000/3000 0.1247 0.8364 8.1053 0.0241 0.0155
7000/7000 0.0841 0.8684 6.9226 0.0183 0.0141
10000/10000 0.0774 0.8841 6.1572 0.0155 0.0131
15000/15000 0.0657 0.8959 5.6571 0.0137 0.0126

7. Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êëàññèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ òåê-
ñòîâûõ äîêóìåíòîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü â online-ðåæèìå è ïðè ýòîì äà¼ò õîðîøåå
êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè è èñïîëüçóåò íåáîëüøîé îáú¼ì ïàìÿòè. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä êëàñ-
ñèôèêàöèè ìíîãîòåìíûõ äîêóìåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèôèêå çàäà÷è ôèëüòðàöèè Web-òðà-
ôèêà. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà íàáîðà óìåñòíûõ òåì íàìè
ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì (äëÿ
çàäà÷è òåêñòîâîé êëàññèôèêàöèè ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â ñîòíè ðàç ìåíüøå ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ).

Çàìåòèì, ÷òî âûáðàííûé ìåòîä ðàíæèðîâàíèÿ ÌÌÐ ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ çàäà÷, â êî-
òîðûõ ìåðà ñõîäñòâà � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íî çàäà÷à êëàññèôèêàöèè òåêñòîâûõ è Web-
äîêóìåí-òîâ � îäíà èç íèõ.

Îñíîâíûå äîñòîèíñòâà ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, óíèâåðñàëüíîñòü,
ââèäó âîçìîæíîñòè âûáîðà ìåòîäà ðàíæèðîâàíèÿ, ïðèãîäíîãî èìåííî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà çàäà÷. Âî-âòîðûõ , ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå íàõîæäåíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàí-
ñòâå âåêòîðîâ ðåëåâàíòíîñòåé òåì ñîêðàùàåò âðåìÿ îáó÷åíèÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ íàõîæäåíèåì
ïîðîãîâîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ), îñîáåííî äëÿ çàäà÷ î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñ-
òè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîääåðæèâàåòñÿ ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-2111.2005.9 è ãðàíòàìè ÐÔÔÈ
06-01-00691, 05-01-00744.
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Êàôåäðà Îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ââåäåíèå. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ê
ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è âîçíèêàþùèì ïðè ýòîì òðóäíîñòÿì è
îñîáåííîñòÿì. Â ðàçäåëàõ 3,4 îïèñûâàþòñÿ ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì ñõåìû ïðèìåíåíèÿ ìåòî-
äà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ è íåãëàäêèõ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ). Ýòè ïîäõîäû áûëè ðåàëèçîâàíû â Ñèñòåìå Optimus, îïèñàí-
íîé â [1], ïîçâîëèâ ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ
èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåð.

1. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó (ÌÏÏ) ïîäðîáíî îïèñàí è èññëåäîâàí â [3].
Èçíà÷àëüíî îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è îáîáùàåòñÿ íà ôóíê-
öèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèëüíîå îáîáùåíèå øèðîêî èçâåñòíîãî
ìåòîäà Íüþòîíà (ñì. [6,7]). Âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå äàëåå áóäóò ïðåäúÿâëÿòüñÿ ê ôóíêöèÿì,
áóäóò íîñèòü õàðàêòåðíûé äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñìûñë �ïî÷òè âñþäó� (çà èñêëþ÷åíèåì ìíî-
æåñòâà ìåðû íóëü). Èñõîäíàÿ çàäà÷à - íàõîæäåíèå êîðíÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

Φ(p) = 0, ãäå p ∈ Rn, Φ : Rn → Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé p∗ . Ââåäåì
ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà µ .

H(p, µ) = Φ(p)− (1− µ)Φ(p0), 0 6 µ 6 1,

ãäå p0 ∈ Rn - íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðèðàâíèâàÿ åå íóëþ, ïîëó÷àåì ìîäèôèöèðîâàííîå
óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì

H(p, µ) = 0.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ èçâåñòíûì êîðíåì:

H(p, 0) = 0 ⇒ Φ(p)− Φ(p0) = 0, èìååì êîðåíü p = p0.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ = 1 ïîëó÷àåì èñõîäíîå óðàâíåíèå:

H(p, 1) = 0 ⇒ Φ(p) = 0 ⇒ p = p∗.

Âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå è äðóãèõ âèäîâ ôóíêöèè H(p, µ) , îáëàäàþùèõ ñõîæèìè ñâîéñòâàìè.
Ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ïóñòü ∀µ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(p, µ) = 0 : p = p(µ) , ïðè÷åì âåêòîð-
íàÿ ôóíêöèÿ p(µ) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà [0, 1] .

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(p) äèôôåðåíöèðóåìà è det dΦ
dp 6= 0 .
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî µ óðàâíåíèå H(p(µ), µ) = 0 èëè Φ(p(µ)) = (1−µ)Φ(p0) , ïîëó÷èì:

dΦ
dp

∣∣∣∣
p=p(µ)

dp(µ)
dµ

= −Φ(p0),

ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ p(0) = p0 ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè:




dp

dµ
= −

[
dΦ
dp

]−1

Φ(p0)

p(µ)|µ=0 = p0, 0 6 µ 6 1
.

Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, íàõîäèì êîðåíü èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé p∗ = p(µ)|µ=1 .
Çàìå÷àíèÿ:

1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÎÄÓ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé µ .

2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè òðåáóåòñÿ íå îáðàùåíèå ìàòðèöû, à ëèøü ðåøåíèå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé dΦ

dp è ñòîëáöîì ïðàâûõ ÷àñòåé −Φ(p0) .

3. Ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííî, èñïîëüçóÿ âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, êàê íîâûå íà-
÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ p0 , äî òåõ ïîð, ïîêà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü íå áóäåò äîñòèãíóòà.

4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è Êîøè îäíîãî øàãà ìåòîäà Ýéëåðà,
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêèé ìåòîä Íüþòîíà.

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ êîíòðîëåì òî÷íîñòè (íàïðèìåð, ðàçëè÷íûõ
ñõåì Ðóíãå-Êóòòà ñ ïåðåìåííûì øàãîì) òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèëü-
íî ñíèæàþòñÿ áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè ñêîðîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷, êîòî-
ðûå áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå, ïðèìåíåíèå êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáÿçàòåëü-
íî. Ïîäðîáíî èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îïèñàíû â [10]. Â Ñèñòåìå Optimus èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà Èíãëåíäà 5-ãî ïîðÿäêà ñ êîíòðîëåì òî÷íîñòè, èòåðàöèîííàÿ òî÷íîñòü
è êîíå÷íàÿ íåâÿçêà óñòàíàâëèâàþòñÿ îòäåëüíî. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
àâòîðîì ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (Àäàìñà, Ãèðà) íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì, ò.ê. îíè íå äîñòè-
ãàþò íóæíîé òî÷íîñòè â îáëàñòÿõ ðàçðûâîâ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (â ÇÎÓ � ïåðåêëþ÷åíèé
óïðàâëåíèé). Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà Áóò÷åðà, Ôåëüäáåðãà è ìåòîä Äîðìàíäà-Ïðèíöà DOP853
(â ðåàëèçàöèè Ý. Õàéðåðà, Ã. Âàííåðà [11]) òàêæå ïîêàçàëè õóäøèå ðåçóëüòàòû.

2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ÎÄÓ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó èññëåäîâàí
â ðàáîòå [2]. Èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè
â äâóõ òî÷êàõ: 




dx

dt
= f(x, t)

R(x(a), x(b)) = 0
, x ∈ Rn, R : Rn × Rn → Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è x∗(t) . Ñâå-
äåì íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ê ïîèñêó êîðíåé íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè, êîòîðûé áóäåì
ïðîèçâîäèòü ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äàëåå âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò t , ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íà îòðåçêå [a, b] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(p, t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè dx
dt = f(x, t) , x(t∗) = p ,

ãäå t∗ ∈ [a, b] � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. x(p, t) � ñåìåéñòâî êðèâûõ
ïàðàìåòðà p ∈ Rn , óäîâëåòâîðÿþùèõ èñõîäíîé ñèñòåìå ÎÄÓ, ñîäåðæàùåå èñêîìîå ðåøåíèå

x∗(t) = x(p∗, t).

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈß ÏÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÓ 67

Îáîçíà÷èì X(p, t) = ∂x(p,t)
∂p ∈ Rn×n ìàòðèöó ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè x(p, t) ïî p , ïðåäïîëîæå-

íèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ìàòðèöû íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ f(x, t) , íåîáõîäèìî
ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîé (ïî÷òè âñþäó) ïðîèçâîäíîé f ′x(x, t) .

Ïðèìåíèì ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé Φ(p) = 0 , ãäå

Φ(p) = R(x(p, a), x(p, b)), Φ(p) : Rn → Rn.

Ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè, íàçûâàåìóþ âíåøíåé çàäà÷åé:
{

dp
dµ = −

[
dΦ
dp

]−1
Φ(p0)

p(µ)|µ=0 = p0, 0 6 µ 6 1
,

äëÿ åå ðåøåíèÿ íóæíî íàõîäèòü ïðîèçâîäíóþ (ãðàäèåíò) ôóíêöèè Φ(p) :

dΦ
dp

=
dR

dx

∣∣∣∣ x = x(p, a)
y = x(p, b)

X(p, a) +
dR

dy

∣∣∣∣ x = x(p, a)
y = x(p, b)

X(p, b).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ x(p, a) , X(p, a) , x(p, b) , X(p, b) ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè, íàçûâàåìóþ âíóò-
ðåííåé çàäà÷åé: {

dx
dt = f(x, t)
dX
dt = f ′x(x, t)X

, x(t∗) = p, X(t∗) = I.

Ïîñëå ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è ïîëó÷èì p∗ = p(µ)|µ=1 è ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è

x∗(t) = x(p∗, t).

Âñå çàìå÷àíèÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñïðàâåäëèâû è çäåñü. Òàê êàê ïîëó÷åííîå àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, æåëàòåëüíî ïðèìåíÿòü è äëÿ âíåøíåé çàäà÷è, è äëÿ
âíóòðåííåé ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ñ êîíòðîëåì òî÷íîñòè, ïðè÷åì, â ñâÿçè ñ ïîòåðåé òî÷íîñòè
â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé, òî÷íîñòü ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî óñòàíàâëèâàòü íà
ïîðÿäîê áîëüøå.

Ñõåìà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ÷ðåçâû÷àéíî ãèáêà è, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ââåñòè â ÄÓ
ïàðàìåòð, ïî êîòîðîìó áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïðîäîëæåíèå. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ,
êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà î÷åíü ñëîæíà è íå ïîääà¼òñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó ðåøåíèþ (íàïðèìåð,
ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò î÷åíü áîëüøóþ êîíñòàíòó Ëèïøèöà). Äëÿ ïëàâíîãî ïåðåõîäà îò áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷è ê áîëåå ñëîæíîé â ïðàâóþ ÷àñòü ââîäèòñÿ ïàðàìåòð ε òàê, ÷òî ïðè ε = 1
èìååì èñõîäíóþ ñèñòåìó (èëè õîðîøåå å¼ ïðèáëèæåíèå), à ïðè ε = 0 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòàÿ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷à (íàïðèìåð, î÷åíü ãëàäêàÿ). Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ýòîò ïàðàìåòð áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñãëàæèâàíèÿ. Îïèøåì ïðåäëîæåííóþ ñõåìó ñ ïàðàìåòðîì ε , èìååì:

{
dx
dt = f(x, t, ε)
R(x(a), x(b)) = 0 , ε ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(p, t, ε) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè dx
dt = f(x, t, ε) , x(t∗) = p .

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå Φ(p, ε) = 0 ñ ôóíêöèåé

Φ(p, ε) = R(x(p, a, ε), x(p, b, ε)),

èñïîëüçóÿ ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó ε , ò.å. èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ

H(p, ε) = Φ(p, ε)− (1− ε)Φ(p0, 0).

Òîãäà âíåøíÿÿ çàäà÷à áóäåò âûãëÿäåòü òàê:
{

dp
dε = −

[
dΦ(p,ε)

dp

]−1 (
dΦ(p,ε)

dε + Φ(p0, 0)
)

p(ε)|ε=0 = p0, 0 6 ε 6 1
.
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Îáîçíà÷èâ X(p, t, ε) = ∂x(p,t,ε)
∂p è e(p, t, ε) = ∂x(p,t,ε)

∂ε , ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèè Φ(p, ε) :

dΦ(p, ε)
dp

=
dR

dx

∣∣∣∣ x = x(p, a, ε)
y = x(p, b, ε)

X(p, a, ε) +
dR

dy

∣∣∣∣ x = x(p, a, ε)
y = x(p, b, ε)

X(p, b, ε),

dΦ(p, ε)
dε

=
dR

dx

∣∣∣∣ x = x(p, a, ε)
y = x(p, b, ε)

e(p, a, ε) +
dR

dy

∣∣∣∣ x = x(p, a, ε)
y = x(p, b, ε)

e(p, b, ε).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ x(p, a, ε) , x(p, b, ε) , e(p, a, ε) , e(p, b, ε) è ìàòðèö X(p, a, ε) , X(p, b, ε)
ðåøàåòñÿ âíóòðåííÿÿ çàäà÷à:





dx
dt = f(x, t, ε)
dX
dt = f ′x(x, t, ε)X
de
dt = f ′x(x, t, ε)e + f ′ε(x, t, ε)

, x(t∗) = p, X(t∗) = I, e(t∗) = 0.

Îïèñàííàÿ ñõåìà çíà÷èòåëüíî ýôôåêòèâíåå ïðîñòîãî ïîýòàïíîãî óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà.

Â Ñèñòåìå Optimus òî÷íîñòü ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è, òî÷íîñòü âíåøíåé çàäà÷è (èòå-
ðàöèîííàÿ òî÷íîñòü) è êîíå÷íàÿ íåâÿçêà óñòàíàâëèâàþòñÿ îòäåëüíî.

3. Ñâåäåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà.

Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è Ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ðåêîìåí-
äóþ îáðàòèòüñÿ ê òðóäó [8]. Ðàññìîòðèì êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðåøàåìûé
Ñèñòåìîé Optimus. Íà÷íåì ñ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ èç ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî.

dx
dt = f(x, u, t), ãäå x ∈ Rn , u ∈ U ⊂ Rm ;

x(0) ∈ X0, x(T ) ∈ X1,

ãäå X0 è X1 � ïîëíîìåðíûå ñòðîãî âûïóêëûå êîìïàêòû, çàäàííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè îïîð-
íûìè ôóíêöèÿìè c(X, ψ) (ñì. [7]) èëè òî÷êè.

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H(x, ψ, u, t) = (f(x, u, t), ψ).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìèçàòîð u∗(x, ψ, t) = arg max
u∈U

H(x, ψ, u, t) .
Ñèñòåìà ÄÓ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

{
dx
dt = Hψ(x, ψ, u∗(x, ψ, t), t)
dψ
dt = −Hx(x, ψ, u∗(x, ψ, t), t)

.

Êðàåâûå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè:

x(0) = c′(X0, ψ(0)), x(T ) = c′(X1,−ψ(T )),

â ÷àñòíîì ñëó÷àå òî÷åê îíè âûãëÿäÿò òàê:

x(0) = x0, x(T ) = x1.

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåäîâ êðàåâûå óñëîâèÿ (ôóíêöèÿ íåâÿçêè) ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì.
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Äëÿ çàäà÷ ñ íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì, òàêèõ êàê çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî
ñäåëàòü çàìåíó âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ = t

T è ââåñòè âðåìÿ T â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé. 




dx
dτ = T ·Hψ(x, ψ, u∗(x, ψ, τ), τ)
dψ
dτ = −T ·Hx(x, ψ, u∗(x, ψ, τ), τ)
dT
dτ = 0

.

Òåïåðü íîâàÿ ïåðåìåííàÿ τ ∈ [0, 1] , íî òðåáóåòñÿ åùå îäíî êðàåâîå óñëîâèå, â êà÷åñòâå êîòîðîãî
âîçüìåì óñëîâèå íîðìèðîâêè ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà. Òàêèì
îáðàçîì, èìååì 2n + 1 ÄÓ è ñòîëüêî æå êðàåâûõ óñëîâèé.

Äëÿ çàäà÷ ñ òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì Φ(x(T )) èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðàâîå êðàåâîå
óñëîâèå:

ψ(T ) = −Φ′(x(T )) − äëÿ çàäà÷ íà ìèíèìóì,
ψ(T ) = Φ′(x(T )) − äëÿ çàäà÷ íà ìàêñèìóì.

Äëÿ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì
T∫
0

f0(x(t), u(t), t)dt èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëü-
òîíà-Ïîíòðÿãèíà:

H(x, ψ, u, t) = ψ0f0(x(t), u(t), t) + (f(x, u, t), ψ),

ãäå äëÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì ψ0 = −1 , à íà ìàêñèìóì ψ0 = 1 . Äîáàâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ
x0 , ñîîòâåòñòâóþùåå åé óðàâíåíèå

dx0

dt
= f0(x, ψ, u∗(x, ψ, t), t)

è êðàåâîå óñëîâèå x0(0) = 0 . Â ñëó÷àå íåôèêñèðîâàííîãî ïðàâîãî êîíöà êðàåâîå óñëîâèå íà
ïðàâîì êîíöå x(T ) = x1 çàìåíÿåòñÿ íà ψ(T ) = 0 .

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ê
ïîñòàâëåííûì êðàåâûì çàäà÷àì íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ óñëîâèé. Òðåáóåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ (ïî÷òè âñþäó) ïðîèçâîäíûõ ∂2

∂x2 f(x, u, t) è ∂2
∂x2 f0(x, u, t) ,

∂

∂u
f(x, u, t) è ∂

∂u
f0(x, u, t) ,à òàêæå ∂

∂x
u∗(x, ψ, t) è ∂

∂ψ
u∗(x, ψ, t).

Äëÿ àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêèé âèä ìàêñèìèçàòîðà

u∗(x, ψ, t) =
dc(U, ψ̄)

dψ̄

∣∣∣∣
ψ̄=H′

u(x,ψ,t)

,

îäíàêî æå, åñëè îáëàñòü óïðàâëåíèÿ íå U ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëü-
íèê), òî ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðîèçâîäíàÿ

dΦ
dp

=
dR

dx

∣∣∣∣ x = x(p, a)
y = x(p, b)

X(p, a) +
dR

dy

∣∣∣∣ x = x(p, a)
y = x(p, b)

X(p, b)

ìîæåò âûðîæäàòüñÿ (äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ î÷åíü ÷àñòî), ÷òî âëå÷åò îñòàíîâêó ðàñ÷åòà. Äëÿ
èçáåæàíèÿ ýòîãî â Ñèñòåìå Optimus ïðèìåíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêîå ñãëàæèâàíèå îáëàñòè óïðàâ-
ëåíèÿ. Ñãëàæèâàíèþ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî áûëî
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî, ïîëüçîâàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ðàñøèðèòü âåêòîð óïðàâëåíèé äî ðàçìåð-
íîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, äîáàâèâ ôèêòèâíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà óïðàâëåíèé â óðàâíå-
íèÿ, èõ íå ñîäåðæàùèå. Åñëè ýòî áóäåò ñäåëàíî, ñãëàæåííàÿ îáëàñòü óïðàâëåíèÿ áóäåò ñòðîãî
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ µ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ñõåìû ïðîäîë-
æåíèÿ ε :

µ = µ0

(
µ1

µ0

)ε

, ãäå
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µ0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ, µ1 � êîíå÷íîå çíà÷åíèå, ïî óìîë÷àíèþ,
ðàâíîå òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ, òðåáóåìàÿ äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è, f ′ε(x, t, µ) = f ′µ(x, t, µ) · µ′ε = f ′µ(x, t, µ) · µ ·
ln µ1

µ0
.

Â ñëó÷àå ñãëàæèâàíèÿ îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèñõîäèò â òðè ñòàäèè:

1. Ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà µ0 , íèçêîé òî÷íîñòüþ è îãðàíè÷åí-
íûì êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé.

2. Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ µ âêëþ÷àåòñÿ â îáùóþ ñõåìó ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó,
ïðîèçâîäèòñÿ åãî ïîñòåïåííîå óìåíüøåíèå, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó îò ïðîñòîãî ãëàäêîãî
âèäà ê èñõîäíîìó íåãëàäêîìó âèäó.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ìàëûì êîíå÷íûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà µ1 äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé
òî÷íîñòè.

Ñèñòåìà Optimus íå òðåáóåò îò ïîëüçîâàòåëÿ ââîäà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, îíî íàõîäèò-
ñÿ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ñòðåëüáû. Ñòðîèòñÿ ñåòêà ñïåöèàëüíîãî âèäà ïî ìíîãîìåðíîé ñôåðå
ïðîñòðàíñòâà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçáèåíèÿ ìîæåò óñòàíàâëèâàòüñÿ
ïîëüçîâàòåëåì, ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ ñëîæíûõ çàäà÷ óëó÷øàòü êà÷åñòâî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè, ñòðîèòñÿ ñåòêà ïî ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Äàëåå äëÿ êàæäîé òî÷êè ñåò-
êè ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ íåâûñîêîé òî÷íîñòüþ, è âûáèðàåòñÿ
òî÷êà ñ ìèíèìàëüíîé íåâÿçêîé ïî êðàåâûì óñëîâèÿì. Åñëè âðåìÿ ïðîöåññà íå ôèêñèðîâàíî, òî
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìåòîäå ñòðåëüáû ïîëüçîâàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàäàòü åãî
ïðèáëèçèòåëüíî, ïî óìîë÷àíèþ áåðåòñÿ ðàâíûì 1. Ñèñòåìà Optimus àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàåò
ïàðàìåòð t∗ ÌÏÏ ðàâíûì 0 èëè T â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî êðèòåðèþ
ìèíèìóìà íåâÿçêè.

4. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëå-
íèþ çàäà÷.

Äî ýòîãî ìîìåíòà ñâåäåíèå çàäà÷è ÎÓ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è äàëü-
íåéøåå ðåøåíèå åå ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðîèçâîäèëîñü â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ìàêñèìèçàòîð ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà çàäàí àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ íåëèíåéíûõ ïî
óïðàâëåíèþ çàäà÷ âûâîä àíàëèòè÷åñêîãî âèäà ìàêñèìèçàòîðà ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà ïîëüçîâà-
òåëÿ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíåíèåì, îäíàêî æå, âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ çàäà÷àõ íàéòè
åãî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ñïåöèàëüíî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ñïî-
ñîá ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ìàêñèìèçàòîðà è ïîñëåäóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ åãî
ïðîèçâîäíîé. Ýòîò àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â Ñèñòåìå Optimus, åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîäòâåð-
æäåíà íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ. Áëàãîäàðÿ íåìó óíèâåðñàëüíîñòü êîìïëåêñà äåéñòâèòåëüíî
ñèëüíî óâåëè÷èëàñü. Îïèøåì àëãîðèòì.

Ðàçîáü¼ì ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé íà íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî l ïîäïðîñòðàíñòâ òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû îáëàñòè óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâàì áûëè íåçàâèñèìû,
ò.å. èñõîäíàÿ îáëàñòü óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå èõ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

u = (u′1, u
′
2, ..., u

′
l), l 6 m.

u′i = (ui1, ui2, ..., uiNi), u′i ∈ U ′
i ⊂ RNi ,

∑

16i6l

Ni = m.

U = U ′
1 × U ′

2 × ...× U ′
l .

Íàõîæäåíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ èçâåñòíîé çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ãðàôà íà
ñâÿçàííûå ïîäãðàôû. Ãðàô îáëàäàåò m âåðøèíàìè, ìåæäó âåðøèíàìè i è j ðåáðî îòñóò-
ñòâóåò, åñëè

∂2c(U,ψ)
∂ψi∂ψj

≡ 0.
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Ñðåäè âñåõ íàáîðîâ óïðàâëåíèé u′i âûäåëèì òå, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî óïðàâëåíèÿ uij ,
âõîäÿùèå â ñèñòåìó ëèíåéíî. Îáúåäèíèì âñå óïðàâëåíèÿ, âõîäÿùèå â òàêèå íàáîðû, â âåêòîð
ū = (ū1, ..., ūN̄ ) . Îñòàëüíûå íàáîðû óïðàâëåíèé îáîçíà÷èì (ïåðåíóìåðóåì):

ũ = (ũ1, ũ2, ..., ũl̃), l̃ 6 l.

Îáúåäèíèì èõ â ãðóïïû, ìåæäó êîòîðûìè ìàêñèìèçàöèþ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà
ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàçäåëüíî. Äëÿ ýòîãî åù¼ ðàç ðåøèì çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ ãðàôà íà ñâÿçàííûå
ïîäãðàôû. Ãðàô îáëàäàåò l̃ âåðøèíàìè, ìåæäó âåðøèíàìè i è j ðåáðî îòñóòñòâóåò, åñëè
ìàòðèöà

∂2H(x, ψ, u, t)
∂ũi∂ũj

≡ 0.

Äîïóñòèì ìû ïîëó÷èëè k ãðóïï ïî Ñi óïðàâëåíèé â êàæäîé, îáîçíà÷èì èõ:

ũi = (ũi
1, ũ

i
2, ..., ũ

i
Ñi

), 1 6 i 6 k.

N̄ +
∑

16i6k

Ñi = m

Â èòîãå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

H(x, ψ, u, t) = (g(x, ψ, t), ū) +
∑

16i6k

h(x, ψ, ũi, t);

u = (ū, ũ1, ..., ũk), ū ∈ RN̄ , ũi ∈ RÑi .

Ìàêñèìèçàòîð ëèíåéíîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ îòäåëüíî:

ū∗(x, ψ, t) = arg max
ū∈Ū

H(x, ψ, ū, ũ, t) = ċ(Ū , g(x, ψ, t))
def
=

dc(Ū , ψ̄)
dψ̄

∣∣∣∣
ψ̄=g(x,ψ,t)

Ìàêñèìèçàòîð íåëèíåéíîé ÷àñòè, â îáùåì ñëó÷àå, íå íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè; áóäåì íàõîäèòü
åãî ÷èñëåííî â êàæäîé òî÷êå.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:
{

dx
dt = Hψ(x, ψ, ū∗(x, ψ, t), ũ∗(x, ψ, t), t)
dψ
dt = −Hx(x, ψ, ū∗(x, ψ, t), ũ∗(x, ψ, t), t)

Èëè ââîäÿ ðàñøèðåííóþ ïåðåìåííóþ x̃ = (x, ψ) :

dx̃

dt
= F (x̃, ū∗(x̃, t), ũ∗(x̃, t), t)

Òèï êðàåâûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì òèïîì ÇÎÓ.
Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è íåîáõî-

äèì ãðàäèåíò ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ïî x̃ .

d

dx̃
(F (x̃, ū∗(x̃, t), ũ∗(x̃, t), t)) = Fx̃ + Fū · ū∗x̃ + Fũ · ũ∗x̃

Îïèøåì ìåòîä íàõîæäåíèÿ ũ∗x̃ = ũ∗x̃(x̃, u∗, t) .
Ñ÷èòàåì, ÷òî, íàõîäÿñü â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (x̃, t) , ìû ÷èñëåííî íàøëè çíà÷åíèå ìàê-

ñèìèçàòîðà ũ∗ = ũ∗(x̃, t) , à òàêæå ū∗ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1. Ìàêñèìèçàòîð ũ∗ ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Ũ , òîãäà Hũ(x̃, u∗, t) = 0 .

2. Ìàêñèìèçàòîð ũ∗ ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè Ũ , òîãäà Hũ(x̃, u∗, t)⊥Ũ .

1 ñëó÷àé: ìàêñèìèçàòîð ũ∗ ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Ũ .
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x̃ óðàâíåíèå Hũ(x̃, ū∗, ũ∗(x̃, t), t) = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè u∗ =

(ū∗, ũ∗) :
d

dx̃
(Hũ(x̃, ū∗, ũ∗(x̃, t), t)) = Hũx̃(x̃, u∗, t) + Hũũ(x̃, u∗, t) · ũ∗x̃ = 0

Îòñþäà
ũ∗x̃ = ũ∗x̃(x̃, u∗, t) = − [Hũũ(x̃, u∗, t)]−1 Hũx̃(x̃, u∗, t)

2 ñëó÷àé: ìàêñèìèçàòîð ũ∗ ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè Ũ .

Îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîñòè Hũ(x̃, u∗, t)⊥Ũ â òî÷êå u∗(x̃, t) = u∗ â òåðìèíàõ îïîðíîé
ôóíêöèè:

(ũ∗(x̃, t), ψ) = c(Ũ , ψ)
∣∣
ψ=Hũ(x̃,u∗(x̃,t),t)

Îòñþäà, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî ψ :

ũ∗(x̃, t) = c′(Ũ , Hũ(x̃, u∗(x̃, t), t))

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x̃ , ïîëó÷èì:

ũ∗x̃(x̃, t) = c′′(Ũ ,Hũ(x̃, u∗, t)) [Hũx̃(x̃, u∗, t) + Hũũ(x̃, u∗, t) · ũ∗x̃(x̃, t)]

Âûðàçèì ũ∗x̃(x̃, t) :

ũ∗x̃(x̃, u∗, t) =
[
E − c′′(Ũ , Hũ(x̃, u∗, t)) ·Hũũ(x̃, u∗, t)

]−1
· c′′(Ũ ,Hũ(x̃, u∗, t)) ·Hũx̃(x̃, u∗, t)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ, â êîòîðûõ ìàêñèìèçàòîð àíàëèòè÷å-
ñêè íå âûðàæàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè ñ
àíàëèòè÷åñêèì âèäîì ìàêñèìèçàòîðà ñíèæàåòñÿ íå ñèëüíî, ò.ê. ê íåçàâèñèìîé ëèíåéíîé ÷àñòè
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñ ÿâíîé ïîäñòàíîâêîé ìàêñèìèçàòîðà (êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä).

Îïèñàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò åùå óíèâåðñàëèçèðîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä è îõâàòèòü î÷åíü
øèðîêèé êëàññ çàäà÷, íåäîñòóïíûõ äðóãèì ìåòîäàì.

5. Ïðèìåð ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷è.
Â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâèëüíîñòè òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê è èõ ïðàêòè÷åñêîé ðåà-

ëèçàöèè ðàññìîòðèì îäèí êðàñèâûé ïðèìåð. Ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå ðîáîòà íà ïëîñêîñòè
ñ äëèíîé áàçû b , ñ âåäóùèì ïåðåäíèì êîëåñîì, êîòîðîå ìîæåò ìãíîâåííî ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà
óãîë îò −π/2 äî π/2 . Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ èç òî÷êè (x1

1, x
1
2, ϕ

1) â òî÷êó
(x2

1, x
2
2, ϕ

2) . Â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íåëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ:




ẋ1 = cos(x3 + u)
ẋ2 = sin(x3 + u)
ẋ3 = sin(u)/b

x(0) = (4, 0,−π/4)T

x(T ) = (5, 5, π/4)T

|u| 6 π/2
J(u) = T → min

,

äëÿ åå ðåøåíèÿ Ñèñòåìîé Optimus èñïîëüçóåòñÿ âûøåîïèñàííàÿ ñõåìà.
Ëèñòèíã ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â Ñèñòåìå Optimus:
vector(1, u)
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vector(3, x, f(x, u))
b = 1
f1 = cos(x3 + u1)
f2 = sin(x3 + u1)
f3 = sin(u2)/b
cubic(U, −π/2, π/2)
x0 = {4, 0, −π/4}
x1 = {5, 5, π/4}
T = optcontrol(f, U, x0, x1)
# Êîë-âî èòåðàöèé 3, âûçîâîâ ôóíêöèè 5 201 154. Âðåìÿ ðåøåíèÿ 2.404 ñåê.
# Îïòèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåõîäà T = 5.71358 ñ òî÷íîñòüþ 6 çíàêîâ
# Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
plot(x_opt, 2(1), 0, 1)

plot(x_opt, {1,2,3}, 0, 1)

plot(u_opt1, 0, 1) # Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
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Åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå ðàçëîæèòü êîñèíóñ ñóììû è ñèíóñ ñóììû ïî ôîðìóëàì è ââåñòè
íîâûå óïðàâëåíèÿ {

v1 = sin(u)
v2 = cos(u) ,

òî ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó




ẋ1 = −v1 sin(x3) + v2 cos(x3)
ẋ2 = v1 cos(x3) + v2 sin(x3)
ẋ3 = v1/b

x(0) = (4, 0,−π/4)T

x(T ) = (5, 5, π/4)T

v2
1 + v2

2 6 1, v2 > 0
J(u) = T → min

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåò
ïðèíàäëåæàòü ãðàíèöå îáëàñòè, ò.å. v2

1 + v2
2 = 1 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé çàäà÷å.

Ïðèâîäèì ëèñòèíã ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è:
vector(2, v)
vector(3, x, f(x,v))
b=1
f1 = −v1 ∗ sin(x3) + v2 ∗ cos(x3)
f2 = v1 ∗ cos(x3) + v2 ∗ sin(x3)
f3 = v1/b
# Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íîâîé îáëàñòè óïðàâëåíèÿ
c_V(v) = He(v2) ∗ hypot(v1,v2) + He(−v2) ∗ abs(v1)
domain(V, c_V)
# Ñòðîèì íîâóþ îáëàñòü óïðàâëåíèÿ
plot(V)

x0 = {4, 0, −π/4}
x1 = {5, 5, π/4}
T = optcontrol(f, V, x0, x1, x_opt, v_opt)
# Êîë-âî èòåðàöèé 5, âûçîâîâ ôóíêöèè 3 492 720. Âðåìÿ ðåøåíèÿ 1.091 ñåê.
# Îïòèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåõîäà T = 5.71358 ñ òî÷íîñòüþ 6 çíàêîâ
plot(x_opt, 2(1), 0, 1)

plot(x_opt, (1,2,3), 0, 1)
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plot(v_opt, (1,2), 0, 1)

vector(2, u_opt(t))
# Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì óïðàâëåíèÿì
u_opt1 = hypot(v_opt1(t), v_opt2(t))
u_opt2 = asin(v_opt1(t))
plot(u_opt, (1,2), 0, 1)

Ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òðàåêòîðèþ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, èäåíòè÷íûå òà-
êîâûì â èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷å. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò âåðíîñòü êàê
òåîðèè ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷, òàê è åãî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
â Ñèñòåìå Optimus.
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Êàôåäðà Àâòîìàòèçàöèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

Ââåäåíèå. Âñÿêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ñîîòíîñèòñÿ ñ îïðåäåë¼ííûì âðåìåíåì
è ìåñòîì, à ïîòîìó âàæíûì àñïåêòîì ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ó÷¼ò ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ çàâèñèìîñòåé. Ñ ïðîãðåññîì â óñëîâèÿõ òðàíñïîðòèðîâêè è ñâÿçè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
ðàçëè÷íûìè ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñòàíîâèòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèìûì îò
ðàñïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Î÷åíü âàæíî ïîíÿòü, à òàêæå îïèñàòü õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ïðîáëåìû ãîðîäîâ âåñüìà óñëîæíèëèñü â ðåçóëüòàòå òåõ-
íîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà è èçìåíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ëþäåé. Ãîðîäñêèå ñèñòåìû íàøåãî âðåìåíè
õàðàêòåðèçóþòñÿ âîçðàñòàíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïðîòåêàþùèõ â
íèõ ïðîöåññîâ. Îáðàçöàìè ñëîæíîñòè ãîðîäñêèõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ ìåòðîïîëèè, òàêèå, êàê Íüþ-
Éîðê, Ñòîêãîëüì, Ïàðèæ è Òîêèî. Öåíòðàëèçàöèÿ ãîðîäîâ íàáëþäàëàñü êàê â ðàçâèòûõ, òàê è
â ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàíàõ; íî âî ìíîãèõ ðàçâèòûõ ñòðàíàõ íà÷àëè ïðîÿâëÿòüñÿ ïðîöåññû äåöåí-
òðàëèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññó äåöåíòðàëèçàöèè â Çàïàäíîé Åâðîïå ñïîñîáñòâóåò îáúåäè-
íåíèå ãîñóäàðñòâ â Åâðîïåéñêèé Ñîþç. Â ãåîãðàôèè è íàóêå îá ýêîíîìèêå ãîðîäîâ è ðåãèîíîâ
ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ìîäåëåé äëÿ îáúÿñíåíèÿ íàñòîÿùèõ è ïðîãíîçà áóäóùèõ ïðîöåññîâ ãðà-
äîôîðìèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåîáëàäàþò òðè ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ïîäõîäà. Ïåðâûé,
íàçûâàåìûé íåîêëàññè÷åñêîé ýêîíîìèêîé ãîðîäîâ, ðàçâèâàëñÿ ýêîíîìèñòàìè-óðáàíèñòàìè. Ñ
60-õ ãîäîâ ïîçàïðîøëîãî âåêà áûëî ðàçâèòî è ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ ìîäåëåé (íàïðè-
ìåð, Èçàðä, 1966). Íî ïîäõîä íåîêëàññè÷åñêîé ýêîíîìèêè îãðàíè÷åí, êàê ïðàâèëî, àíàëèçîì
ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé è çàâåäîìî ïðåäïîëàãàåò èõ óñòîé÷èâîñòü. Âòîðîé ïîäõîä ðàçðàáà-
òûâàëñÿ, â îñíîâíîì, èññëåäîâàòåëÿìè â îáëàñòè íàóêè î ðåãèîíàõ è ãåîãðàôèè (íàïðèìåð,
Âèëüñîí, 1981). Âðåìÿ è ìåñòî â ýòîì ïîäõîäå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Îäíàêî, ïîñêîëüêó
ïðîñòðàíñòâî ïðè ýòîì ðàçáèâàåòñÿ íà äèñêðåòíûå çîíû, îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì îáúÿñíèòü
âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ãîðîäñêèõ àðåàëîâ. Òðåòèé ïîäõîä, íàçûâàåìûé ïðîñòðàíñòâåííûì äè-
íàìè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì äèíàìèêè ãîðîäîâ èñïîëüçóåò íåïðå-
ðûâíîå ïðîñòðàíñòâî(íàïðèìåð, Áåêìàí, Ïóó è Çàíã, 1990). Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñîâðåìåí-
íûì òðàäèöèÿì ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè, ãäå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà áûëà îòáðîøåíà è
çàìåíåíà ïðîñòûìè ìàòðèöàìè àáñòðàêòíûõ ðàññòîÿíèé, îí ïîñòóëèðóåò: ïðîñòðàíñòâåííî çà-
âèñèìà ñàìà ýêîíîìè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü, îïèñûâàåìàÿ ñâîåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòüþ.
Â ôîêóñå èìåííî ýòîãî ïîäõîäà íàõîäèòñÿ ïðîáëåìà ýâîëþöèè âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ãîðî-
äîâ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàçâèòèè ãîðîäà ÷àùå âñåãî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìîäåëèðîâàíèè ãîðîäñêîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ïðîñòðàí-
ñòâåííîé äèôôóçèè.

Îïèøåì îäíó ìîäåëü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîìó àðåàëó ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ êà÷åñòâà æèëîãî ôîíäà. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîä-
íóþ ãîðîäñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè:
u(x, y, t) - ïëîòíîñòü íàñåëåíèÿ â òî÷êå M(x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t ,
q(x, y, t) - êà÷åñòâî æèëèùíîãî ôîíäà (öåíà) â òî÷êå M(x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t ,
ãäå r =

√
x2 + y2 - ðàññòîÿíèå îò öåíòðàëüíîãî äåëîâîãî ðàéîíà (ÖÄÐ) äî ìåñòà ïðîæèâàíèÿ.
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Ìû ïðåíåáðåãàåì äåìîãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è ïðîöåññàìè ìèãðàöèè ìåæäó ãîðîäîì
è "âíåøíèì ìèðîì". Ñ ó÷åòîì äèôôóçèè íàñåëåíèÿ ãîðîäñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:





ut = α(f(q)− u) + div(θgradu),
qt = −δq + H(I(i, q)),
M(x, y) ∈ G,

(1)

ãäå G îáîçíà÷àåò ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ãîðîäñêîãî ïðîñòðàíñòâà, α - ïàðàìåòð àäàïòàöèè, θ
- êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íàñåëåíèÿ, δ - ñêîðîñòü ðàçðóøåíèÿ æèëîãî ôîíäà. Îòìåòèì ÷òî,
êîýôôèöèåíò θ ìîæåò çàâèñåòü îò u è q , à òàêæå îò x , y è t . Äèôôóçèîííûì èçìåíåíèåì
êà÷åñòâà æèëüÿ â ýòîé ìîäåëè ïðåíåáðåãàåì, òî åñòü óðàâíåíèå äëÿ q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Äëÿ ôóíêöèè u íà ãðàíèöå îáëàñòè G ñòàâèòñÿ êðàåâîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà:
{

θ ∂u
∂n + βu|∂G = 0, (2)

åñëè β = 0 , òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ∂u
∂n |∂G = 0 îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä

÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè t = 0 äëÿ ôóíêöèé u è q äîáàâëÿþòñÿ òàêæå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: {

u|t=0 = u0(x, y),
q|t=0 = q0(x, y). (3)

Âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (1) îïèñûâàåò, èçìåíåíèå êà÷åñòâà æèëüÿ âî âðåìåíè. ×ëåí δq ,
âõîäÿùèé â ýòî óðàâíåíèå ñ ìèíóñîì, îïèñûâàåò ýôôåêòû ðàçðóøåíèÿ æèëîãî ôîíäà. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå æèëèù ïîääåðæèâàåòñÿ âëàäåëüöàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó
ðàñõîäîâ íà ñîäåðæàíèå æèëîãî ôîíäà, è ñòîèìîñòü æèëüÿ çàâèñèò îò äîõîäà âëàäåëüöà ñ
åäèíèöû æèëîãî ôîíäà. Ïóñòü îáùèé äîõîä îáîçíà÷åí êàê I . Äîõîä â îïðåäåëåííîé òî÷êå
çàâèñèò îò ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ è êà÷åñòâà æèëîãî ôîíäà, òî åñòü I = I(u, q) , ïðè÷åì ïðî-
èçâîäíàÿ ∂I/∂u ýòîãî ôóíêöèîíàëà çíàêîíåîïðåäåëåíà, à ïðîèçâîäíàÿ ∂I/∂q ïîëîæèòåëüíà.
Çíàê ∂I/∂u â îáùåì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå q íå îïðåäåëåí, òàê êàê óâåëè÷åíèå
ëèáî óìåíüøåíèå äîõîäà ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñèòó-
àöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ∂I/∂q ïîëîæèòåëüíà, ïîòîìó ÷òî óëó÷øåíèå êà÷åñòâà æèëüÿ ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì óðîâíå ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ äîëæíî ïðèâåñòè ê âîçðàñòàíèþ äîõîäà âëàäåëüöà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàòðàòû íà ïîääåðæàíèå æèëîãî ôîíäà ïîëîæèòåëüíî ñâÿçàíû ñ äîõîäîì,
òî åñòü dH/dI > 0 . Äëÿ ïðîñòîòû ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ çàòðàò íà ïîääåðæàíèå æèëîãî
ôîíäà êàê:

H(I) =
µuq2

1 + σu
, (4)

ãäå µ è σ ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü q2

1+σu êàê ðåíòó åäè-
íèöû æèëîãî ôîíäà, òî âåëè÷èíà uq2

1+σu ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé äîõîä äîìîâëàäåëüöà â
äàííîé òî÷êå. Ïàðàìåòð µ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòíîøåíèå çàòðàò íà ïîääåðæàíèå
æèëîãî ôîíäà ê îáùåìó äîõîäó.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà èññëåäîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, êîã-
äà ôóíêöèè u è q çàâèñÿò îò r è t , ãäå r =

√
x2 + y2 - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì äî ÖÄÐ,

ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðîèçâåäåì ïðîöåäóðó îáåçðàçìåðèâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

αt → t, q =
µQ

ασ
, u =

U

σ
, k =

θ

α
, ν =

δ

α
, g(Q) = σf(

µQ

ασ
).

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé U è Q ïðèìåò âèä:
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∂U
∂t = g(Q)− U + 1

r
∂
∂r (kr ∂U

∂r ), k = k(U,Q, r, t)
∂Q
∂t = −νQ + UQ2

1+U ,

k ∂U
∂r + βU |r=1 = 0,

U |t=0 = U0(r),
Q|t=0 = Q0(r).

(5)

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì,
íî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ k(U) ñïðàâåäëèâû òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ àñèìïòîòèê, êîãäà
ñèñòåìà "çàáûâàåò"äåòàëè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ðàçâèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðîé.

2. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Â ðàìêàõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ñîçäàí ñïåöèàëüíûé äèàëîãîâûé

èíòåðôåéñ, ñîäåðæàùèé ïîëÿ ââîäà èñõîäíûõ äàííûõ (íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîëè-
÷åñòâî òî÷åê N , íà êîòîðîå ðàçáèâàåòñÿ îòðåçîê [0, 1] , øàã ïî âðåìåíè τ , áèôóðêàöèîííûé
ïàðàìåòð ν , êîýôôèöèåíò β â ãðàíè÷íîì óñëîâèè òðåòüåãî ðîäà). Ãðàôèêè ïîêàçûâàþò çàâè-
ñèìîñòü îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ íà ïîñëåäíåì âðåìåííîì ñëîå îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðàëüíîãî
äåëîâîãî ðàéîíà. Êðàñíàÿ ëèíèÿ äåìîíñòðèðóåò ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ, à çåëåíàÿ -
ïîâåäåíèå íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ, òî åñòü ôóíêöèè . Â òàáëèöå îòðàæàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ñ÷åòà íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå (ïëîòíîñòü íàñåëåíèÿ, êà÷åñòâî æèëèùíîãî ôîíäà
íà äàííîì ðàññòîÿíèè îò ÖÄÐ).

Âûõîä íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ
íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ U/max(U) íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå.

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
3.1 Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ôóíêöèé k(U) = U è g(Q) = Q .

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèé U è Q ïî
ïðîñòðàíñòâó, òî åñòü U(r, 0) = 1 ,Q(r, 0) = 1 .Áèôóðêàöèîííûé ïàðàìåòð ν = 0, 5 (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà÷èíàÿ ïðèìåðíî ñ t = 1, 5 ðåøåíèå âûõîäèò
íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó, òî åñòü íîðìèðîâàííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè U íå ìåíÿåòñÿ
ñî âðåìåíåì, ïðè ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê 0. (ðèñ. 2)
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Ðèñ. 2. Âûõîä íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó.

Åñëè æå áèôóðêàöèîííûé ïàðàìåòð ν ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâåí
0.1 , òî ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ýòîò ôàêò èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ãðàôèê:

Ðèñ. 3. Íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå.

Ìû íàáëþäàåì òàê íàçûâàåìóþ "ïèëó ñâèäåòåëüñòâóþùóþ î òîì, ÷òî ðåøåíèå íåóñòîé÷è-
âî. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ íå
ñóùåñòâóåò.

3.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ.
Âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå:





U(r, 0) = 1 + 0, 9 sin(10πr)
Q(r, 0) = 1
ν = 0.5

(6)

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî áûñòðî, ñèñòåìà "çàáûâàåò"íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Íà
ðèñ.5 çàìåòíî êàê ñèíóñîèäà ïðåâðàùàåòñÿ â êðèâóþ, ñõîæóþ ïî ôîðìå ñ òîé, ÷òî ìû ïî-
ëó÷èëè äëÿ U = 1 . Â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå âûõîäèò íà ïðîìåæóòî÷íóþ
àñèìïòîòèêó, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ãðàôèê íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè.

Ðèñ. 4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà.

Ðèñ. 5. Ðåøåíèå âûõîäèò íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó.
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Ðèñ. 6. Âûõîä íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó.

3.3 Äðóãèå âèäû íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ìîäåëü Êëàðêà.
Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå, ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáèðàåòñÿ

ôóíêöèÿ U = x3(1− x)2 .




U(r, 0) = r3(1− r)2
Q(r, 0) = 1
g(Q) = Q
k(U) = U
ν = 0.5

(7)

Ðèñ. 7. Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 4 ðåøåíèå âûõîäèò íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó.

Ðèñ. 8. Ôèíàëüíûé ðåçóëüòàò.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäåëåé, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿëîñü èçó÷å-
íèå ïðîñòðàíñòâåííîé íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ. Îäíà èç íàèáî-
ëåå èçâåñòíûõ ñðåäè íèõ - ìîäåëü Êëàðêà, îïèñûâàþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ íåðàâíîìåðíîñòü â
ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ â ãîðîäå. Ìîäåëü Êëàðêà èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî
ïëîòíîñòü íàñåëåíèÿ â ãîðîäå ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàåò ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà ãîðîäà. Ïîýòî-
ìó äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäíåãî âàðèàíòà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìû áåðåì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
íàñåëåíèÿ U = e−10x . Èìååì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
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U(r, 0) = e−10r

Q(r, 0) = 1
g(Q) = Q
k(U) = U
ν = 0.5

(8)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 4 ãðàôèê ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì, êîãäà U = x3(1− x)2 .

Ðèñ. 9. Ãðàôèê íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè äëÿ ìîäåëè Êëàðêà.

3.4 Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ôóíêöèé k(U) = eU è g(Q) = Q4 .
Ïîñêîëüêó öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ôóíê-

öèé k(U) è g(Q) íà ðåøåíèå, òî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé k(U) = eU . Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíûõ óñëîâèé áåðåì òå æå òðè ôóíêöèè, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàçäåëàõ.

Èòàê,




U(r, 0) = r3(1− r)2
Q(r, 0) = 1
g(Q) = Q4

k(U) = eU

ν = 0.5

(9)

Ðèñ. 10. Ãðàôèê íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè íàïîìèíàåò àíàëîãè÷íûé ãðàôèê èç ïðåäûäóùåãî
ñëó÷àÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî íîðìèðîâàííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ èçìåíèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàçäåëîì, ïðåäøåñòâîâàâøèì äàííîìó. Îí ñòàë áîëåå ïîëîãèì, à ðåøåíèå çàäà÷è åùå ðàíüøå
âûõîäèò íà ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè U(r, 0) =
1 + 0, 9 sin(10πr) .
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Ðèñ. 11. Íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 2 ðåøåíèå ëåæèò íåìíî-
ãî âûøå ÷åì åãî àíàëîãè äëÿ äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îäíàêî íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü
îñòàëàñü íåèçìåííîé.

4. Çàêëþ÷åíèå.
Èòàê, áûëî ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïëîòíîñòè ãîðîäñêîãî íàñå-

ëåíèÿ ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ êà÷åñòâà æèëîãî ôîíäà. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà êîýôôèöèåíòîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ øèðîêî èçâåñòíîé ìîäåëè Êëàð-
êà, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è "áûñòðî çàáûâàåò"äåòàëè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âûõîäèò íà
òàê íàçûâàåìóþ ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó, õàðàêòåð êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò îïåðàòîðà
çàäà÷è. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðáàíèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íå çàâèñèò îò ïðèâõîäÿùèõ
ôàêòîðîâ, à îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé ñàìîé ìîäåëè.

Âàðèàíòîâ âûáîðà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé (ôèêñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ) îêà-
çûâàåòñÿ íàñòîëüêî ìíîãî, ÷òî íàïðàâëåííîå èçó÷åíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà äàííûé ìîìåíò îòäåëüíîé è äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêîé
çàäà÷åé. Âîçìîæíî, ñëåäóåò ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñîñòîÿíèé íà îñíîâå ðåàëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ ãðàäîôîðìèðîâàíèÿ, âçÿòûõ èç ìåæäóíàðîäíîãî îïûòà ïîñòðîåíèÿ ãîðîäîâ, íàêîïëåííîé
ñòàòèñòèêè ïî ïîäîáíûì âîïðîñàì, à òàêæå ñ ó÷åòîì ìíåíèÿ ñïåöèàëèñòîâ èç îáëàñòè ñî-
öèîëîãèè è ôîðìèðîâàíèÿ ãîðîäñêèõ ñòðóêòóð. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è áóäåò óæå ñëåäóþùåé
âàæíîé ñòóïåíüþ íà ïóòè ê ïîíèìàíèþ òàêèõ ïðîáëåì, êàê ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ âíóòðè
ãîðîäñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ýâîëþöèè ãîðîäñêîé ñòðóêòóðû, à â äàëüíåéøåì è áîëåå ãëîáàëüíûõ
âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ ôîðìèðîâàíèÿ óðáàíèñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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Êàôåäðà Ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ââåäåíèå. Áàçà çíàíèé ðåøàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ (ÐÃÇ) [1], íà äàííûé ìîìåíò,
èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è ñîäåðæèò ðàçíîðîäíûå çíàíèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿ-
ùåíà ñîçäàíèþ íîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ÐÃÇ â âèäå îíòîëîãèè [2, 3], ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïîäðîáíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ñòðóêòóðû çíàíèé ðåøàòåëÿ.

Ôîðìàëüíî áàçà çíàíèé ðåøàòåëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îòíîñèòåëüíî íåçàâèñè-
ìûõ äðóã îò äðóãà ÷àñòåé: áàçà ñòåðåîòèïîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâíûì ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûì
ñðåäñòâîì ïîèñêà ðåøåíèÿ; áàçà çàäà÷è, ñîäåðæàùàÿ çíàíèÿ î ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ çàäà÷è
è îòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè; áàçà öåëåé, õðàíÿùàÿ çíàíèÿ îá èñêîìîé öåëè è öåëÿõ, äîáàâëåí-
íûõ â ãðàô ïëàíèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ (ÃÏÐ) â õîäå ïëàíèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè ñîñòàâíûå ÷àñòè áàçû çíàíèé ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Ïðîëîã è ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå íåñêîëüêèõ ôàéëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ñâîé ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêó.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïîëîæåíèå íå ïîçâîëÿåò âîñïðèíèìàòü çíàíèÿ ÐÃÇ êàê åäèíîå öåëîå è
ñêðûâàåò íåêîòîðûå âàæíûå ñâÿçè è ôàêòû áàçû çíàíèé. Ïðåäñòàâëåíèå íà îñíîâå îíòîëîãèé
ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê è äîáàâëÿåò â ÐÃÇ çíàíèÿ íîâîãî âèäà - ìåòàçíàíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé çíàíèÿ îá îðãàíèçàöèè è ñïîñîáàõ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ïëàíèðîâà-
íèÿ â ðåøàòåëå.

Áàçó çíàíèé ÐÃÇ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: ÷àñòü ñîäåðæàùàÿ, ôóíäàìåíòàëüíûå äëÿ
ñèñòåìû çíàíèÿ, ê ïðèìåðó, çíàíèÿ î ïëàíèðîâàíèè. Ýòà ÷àñòü ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ ðåøàòå-
ëÿ, è òåõ ïðèíöèïîâ, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ åãî ðàáîòà. Äðóãàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ,
îáëàäàþùóþ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ê íåé ìîæíî îòíåñòè íàáîðû ñòåðåîòèïîâ, ñè-
òóàöèé, îòíîøåíèé è ò.ä. Ýòà ÷àñòü ïðåäïîëàãàåò ÷àñòîå èçìåíåíèå, ïîýòîìó å¼ ïîääåðæêó
ëîãè÷íåå âñåãî âûïîëíÿòü àâòîìàòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ñðåäñòâî ïîä-
äåðæêè áàçû çíàíèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îíòîëîãèþ, îïèñûâàþùóþ ïåðâóþ ÷àñòü
ðåøàòåëÿ, â êà÷åñòâå êàðêàñà äëÿ äîáàâëåíèÿ â íå¼ ÷àñòî èçìåíÿåìûõ ýëåìåíòîâ èç âòîðîé
÷àñòè.

1. Îíòîëîãèè çíàíèé ðåøàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ÿçûêà äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ çíàíèé Ðåøàòåëÿ áûë âûáðàí OWL [4]. Ïîñêîëüêó ÿçûê OWL ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé
÷àñòüþ ñèñòåìû òåõíîëîãèé Semantic Web, îí, òàê æå êàê è RDF, èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå ñâîå-
ãî ñèíòàêñèñà ÿçûê XML. Ýòî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà îïòèìàëüíîé ôîðìîé
ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, îðèåíòèðîâàííîé îäíîâðåìåííî è íà ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, è íà
÷åëîâåêà. Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî äëÿ WWW ñèíòàêñèñà ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü óæå ñó-
ùåñòâóþùèå xml-àíàëèçàòîðû äëÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà web-îíòîëîãèè è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ,
òåì ñàìûì, íà àíàëèçå èõ ñåìàíòèêè.

Â ÿçûêå web-îíòîëîãèè èñïîëüçóåòñÿ â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå îäèí èç íàèáîëåå ïîïó-
ëÿðíûõ (è èíòóèòèâíî ïîíÿòíûõ) ñåãîäíÿ ïîäõîäîâ - îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ìåòîä îïèñà-
íèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà. Áàçîâûå èäåè ÿçûêà OWL - ñâîéñòâà, êëàññû, îáúåêòû è îãðàíè÷åíèÿ
ðåàëèçóþò ïðåäñòàâëåíèå î ìèðå, êàê î ìíîæåñòâå ñóùíîñòåé (îáúåêòîâ), õàðàêòåðèçóåìûõ
íåêîòîðûì íàáîðîì ñâîéñòâ. Ýòè ñóùíîñòè ñîñòîÿò ìåæäó ñîáîé â îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèÿõ
è îáúåäèíÿþòñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðèçíàêàì (ñâîéñòâàì è îãðàíè÷åíèÿì) â ãðóïïû (êëàññû).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ñîçäàíèÿ è ïîääåðæêè OWL îíòîëîãèé ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä
èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûå ïîìèìî îáùèõ ôóíêöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ è ïðîñìîòðà âûïîëíÿþò ïîä-
äåðæêó äîêóìåíòèðîâàíèÿ îíòîëîãèé, ýêñïîðò OWL îíòîëîãèé â äðóãèå ôîðìàòû è ÿçûêè,
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ïîääåðæêó ãðàôè÷åñêîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèå áèáëèîòåêàìè ò.ä. Ïðèìåðîì ðåäàêòî-
ðà OWL îíòîëîãèé ìîæåò ñëóæèòü Protege [5] - ëîêàëüíàÿ, ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìàÿ Java-
ïðîãðàììà, ðàçðàáîòàííàÿ ãðóïïîé ìåäèöèíñêîé èíôîðìàòèêè Ñòåíôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ (ñîçäàíèÿ, ðåäàêòèðîâàíèÿ è ïðîñìîòðà) îíòîëîãèé
ïðèêëàäíîé îáëàñòè.

Ïðè ïîñòðîåíèè îíòîëîãèè ÐÃÇ âûáðàíà ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñóíêå 1 ñõåìà èíòåãðàöèè
ïîíÿòèé. Ñòðåëêè óêàçûâàþò çàâèñèìîñòè ìåæäó îíòîëîãèÿìè. Îíòîëîãèè íèæíåãî óðîâíÿ
èñïîëüçóþò ïðè îïèñàíèè ñâîèõ ïîíÿòèé ïîíÿòèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â îíòîëîãèÿõ âåðõíåãî óðîâ-
íÿ, ÷òî èçîáðàæåíî ñòðåëêàìè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà îòíîøåíèé ìåæäó ïîíÿòèÿìè ÐÃÇ.

Ê îíòîëîãèè âåðõíåãî óðîâíÿ, ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòíåñòè ñàìûå îáùèå àáñòðàêòíûå
ïîíÿòèÿ.

Îíòîëîãèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñîäåðæèò çíàíèÿ î ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ è ñâÿçÿõ ìåæ-
äó íèìè.

Îíòîëîãèÿ çàäà÷ âêëþ÷àåò â ñåáÿ óïðàâëÿþùèå ñòåðåîòèïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì
ñðåäñòâîì ëîãè÷åñêîãî âûâîäà è ñèòóàöèè íåîáõîäèìûå äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ. Ïîìèìî ýòîãî,
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îíòîëîãèÿ çàäà÷ ñîäåðæèò ãðàô ïëàíèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ, îòðàæàþùèé âåñü ïðîöåññ ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Îíòîëîãèÿ ïðèëîæåíèå ñîñòîèò èç ôóíêöèîíàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ, îïèñûâàþùèõ äåéñòâèÿ,
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ñòåðåîòèïà, è îïèñàíèå ñèòóàöèè, â êîòîðîé îí ïðèìå-
íèì. Äåéñòâèÿ ñòåðåîòèïîâ ëèáî èçìåíÿþò ñîäåðæèìîå áàçû çàäà÷è, ëèáî äîáàâëÿþò öåëè â
áàçó öåëåé. Îïèñàíèå ñòåðåîòèïà âêëþ÷àåò îáúåêòû è îòíîøåíèÿ êîíêðåòíîé ðåøàåìîé çàäà-
÷è.

1.1 Îíòîëîãèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ. Ê îíòîëîãèè âåðõíåãî óðîâíÿ îòíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ:
Îáúåêò
Èìåíîâàííàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, ñîäåðæàùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ñòðóê-

òóðû. Â ðàññìàòðèâàåìîé îíòîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé èåðàðõèè äëÿ âñåõ ïîíÿòèé, îïðåäå-
ëåííûõ â íèçëåæàùèõ îíòîëîãèÿõ.

Ê ïðèìåðó, ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà, îïðåäåëåííîãî â îíòîëîãèè ïðåäìåòíîé îá-
ëàñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì îáúåêòà îíòîëîãèè âåðõíåãî óðîâíÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè íà ÿçûêå OWL,
îíòîëîãèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ èìïîðòèðîâàíà â íèçëåæàùèõ îíòîëîãèÿõ, ïîýòîìó ãåîìåòðè÷å-
ñêèé îáúåêò íàïðÿìóþ íàñëåäóåò îáúåêò:

<owl:Class rdf:ID="Ãåîìåòðè÷åñêèé_îáúåêòÀ
<rdfs:subClassOf>
<owl:Class rdf:ID="Îáúåêò"/>
</rdfs:subClassOf>
. . .
Îòíîøåíèå
Îòíîøåíèå â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêöèè ñâîéñòâî ÿçûêà OWL. Îòíîøåíèÿ

ìîãóò îïðåäåëÿòü ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ è ñòàíäàðòíûìè òèïàìè äàííûõ, ëèáî
ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâèòåëÿìè äâóõ êëàññîâ. Ïðè îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ, âîçìîæíî ââåñòè
îãðàíè÷åíèå íà åãî äåéñòâèå, ò.å. çàäàòü äîìåí è äèàïàçîí. Ê ïðèìåðó, äëÿ îïèñàíèÿ òîãî
ôàêòà, ÷òî òðåóãîëüíèê èìååò ïåðèìåòð è ÷òî îí ïðåäñòàâëåí ÷èñëîì ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé,
â îíòîëîãèè äëÿ êëàññà òðåóãîëüíèê çàäàåòñÿ îòíîøåíèå "ïåðèìåòð"ñ ñîîòâåòñòâóþùèì äèà-
ïàçîíîì. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé, èñïîëüçóåòñÿ âñòðîåííûé â ÿçûê OWL
ìåõàíèçì õàðàêòåðèñòèê ñâîéñòâ. Ñ åãî ïîìîùüþ, ìîæíî îïðåäåëèòü òðàíçèòèâíîñòü, ñèì-
ìåòðè÷íîñòü è ôóíêöèîíàëüíîñòü îòíîøåíèÿ. Ê ïðèìåðó, ïðè îïèñàíèè îòíîøåíèÿ "öåíòð
îêðóæíîñòè"óêàçàíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ôóíêöèîíàëüíî:

<owl:ObjectProperty rdf:about="#öåíòð_îêðóæíîñòèÀ

<rdf:type rdf:resource="http://www.w3.org/2002/07/owl#FunctionalProperty"/>
<rdfs:domain rdf:resource="#îêðóæíîñòü"/>
</owl:ObjectProperty>
Âñÿêàÿ îêðóæíîñòü èìååò óíèêàëüíûé öåíòð îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ïîòîìîê

êëàññà îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü ñâÿçàí òîëüêî ñ åäèíñòâåííûì öåíòðîì îêðóæíîñòè, èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî öåíòð_îêðóæíîñòè.

Òèïû äàííûõ
Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ îíòîëîãèÿ ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå OWL, â êà÷åñòâå òèïîâ äàííûõ

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ âñòðîåííûå òèïû XML Schema.
1.2 Îíòîëîãèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Â áàçå çíàíèé õðàíèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îáúåêòàõ è îòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè. Â îíòîëîãè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè áûëà îáíîâ-
ëåíà êëàññèôèêàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ: îíè áûëè ðàçäåëåíû íà ïðîñòûå è ñîñòàâíûå.
Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ: òî÷êà, îòðåçîê è ïðÿìàÿ. Êî âòîðîé: ÷åòûðåõóãîëüíèê, òðåóãîëü-
íèê, óãîë è îêðóæíîñòü. Ýòè îñíîâíûå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíîé èåðàðõèè, ñîñòîÿùåé èç
íàñëåäóåìûõ îáúåêòîâ, óòî÷íÿþùèõ äàííûå.

Îïèñàíèå îáúåêòîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òèï îáúåêòà, èíôîðìàöèþ î âîçìîæíîñòè áðàòü çíà÷å-
íèå îáúåêòà è ñïèñîê åãî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Íåêîòîðûå ñîñòàâíûå ÷àñòè îáúåêòîâ ñãðóïïèðîâà-
íû ïî ïðèíöèïó áëèçîñòè ðîëåé, êîòîðûå îíè ìîãóò èãðàòü ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
Âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà îáúåêòîâ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðåäñòàâëåíà â âèäå íàáîðà îòíîøåíèé
ñâÿçûâàþùèõ ñîñòàâíûå îáúåêòû ñ ïðîñòûìè. Ê ïðèìåðó, äëÿ òðåóãîëüíèêà óêàçàíî, ÷òî ýòîò
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îáúåêò ñîäåðæèò ïî òðè ñòîðîíû, óãëà, òî÷êè, áèññåêòðèñû, ìåäèàíû, âûñîòû è ñðåäíèõ ëè-
íèé. Ýòî îïèñàíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå áèíàðíûõ îòíîøåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòüþ,
ñâÿçûâàþùèõ òðåóãîëüíèê ñ äðóãèìè îáúåêòàìè. Ïîìèìî ýòîãî, òðåóãîëüíèê èìååò ïëîùàäü
è ïåðèìåòð.

Ïðè îïèñàíèè îòíîøåíèé ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, â íà÷àëå, çàäàåòñÿ êëàññ
"îòíîøåíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè". Äëÿ íåãî îïðåäåëÿåòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà
äëÿ îòíîøåíèé ðåøàòåëÿ: èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêîå ýòî îòíîøåíèå, êîíôèãóðàöèîííîå èëè
ïðîáëåìíîå, ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ è äîïóñòèìûå îáúåêòû â äàííîì îòíîøåíèè. Êîí-
êðåòíûå îòíîøåíèÿ, îïèñàííûå â áàçå çíàíèé ðåøàòåëÿ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè ýòîãî
êëàññà. Äàëåå äëÿ êàæäîãî îòíîøåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òèïàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ, êîòîðûå ìîãóò íàõîäÿùèõñÿ â äàííîì îòíîøåíèè, ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ è èõ êîëè÷åñòâå.
Äëÿ çàäàíèÿ êîëè÷åñòâà íåêîòîðîãî òèïà îáúåêòîâ â îòíîøåíèè èñïîëüçóåòñÿ ìåõàíèçì êàð-
äèíàëüíîñòè ñâîéñòâ ÿçûêà OWL.

1.3 Îíòîëîãèÿ ïëàíèðîâàíèÿ. Ïëàíèðîâàíèå â ÐÃÇ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñòåðåî-
òèïîâ [6]. Îñíîâíûå ïðèíöèïû òàêîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ñâÿçàíû ñ òåì êàê ÷åëîâåê îáû÷íî ðåøàåò
ñëîæíóþ çàäà÷ó. Îí èñïîëüçóåò ñâîé è ÷óæîé íàêîïëåííûé îïûò. Ïðîáóåò ïðèìåíèòü ïîäõî-
äÿùèå ñòåðåîòèïíûå ðåøåíèÿ: îáíàðóæèâàÿ èçâåñòíóþ ñèòóàöèþ, ïðåäïðèíèìàåò òå äåéñòâèÿ,
êîòîðûå ó íåãî ñ äàííîé ñèòóàöèåé àññîöèèðóþòñÿ. Òàêèå äåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ óæå
íîâûõ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü äðóãèå èçâåñòíûå ñòåðåîòèïíûå ïðèåìû ðåøå-
íèÿ. Ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ñòåðåîòèïîâ ïîâòîðÿåòñÿ è ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåøåíèþ, ëèáî ê
óáåæäåíèþ, ÷òî òàêîãî ðåøåíèÿ íåò.

Â îáùåì ñëó÷àå ñòåðåîòèï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèòóàöèþ, îïðåäåëÿþùóþ óñëîâèÿ, â êîòî-
ðûõ îí ïðèìåíèì, è äåéñòâèÿ, êîòîðûå íóæíî ñîâåðøèòü ïðè ïðèìåíåíèè ñòåðåîòèïà.

Óïðàâëÿþùèå ñòåðåîòèïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëèçîâàííûå ïðèåìû óïðàâëåíèÿ õî-
äîì ïëàíèðîâàíèÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ, è íå çàâèñÿò îò îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ. Óïðàâëÿþùèå ñòåðåî-
òèïû âûçûâàþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå äåéñòâèÿ íóæíî âûïîë-
íèòü. Ñóùåñòâóþò ÓÑ äëÿ ïîèñêà òåêóùåé öåëè íà ÃÏÐ, äëÿ ïîèñêà ñòåðåîòèïîâ, ïîäõîäÿùèõ
äëÿ óòî÷íåíèÿ òåêóùåé öåëè; äëÿ ïðèìåíåíèÿ íàéäåííûõ ñòåðåîòèïîâ è ò.ä.

Êàæäûé óïðàâëÿþùèé ñòåðåîòèï ñîäåðæèò èìÿ ñèòóàöèè, êîãäà îí ïðèìåíèì è äåéñòâèå,
âîçíèêàþùåå ïðè åãî ïðèìåíåíèè. Çíàíèÿ ñîäåðæàùèåñÿ â áàçå óïðàâëÿþùèõ ñòåðåîòèïîâ
ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå:

• Çíàíèÿ î òîì, â êàêèõ óñëîâèÿõ ëó÷øå ïðèìåíÿòü òó èëè èíóþ ñòðàòåãèþ.

• Çíàíèÿ î ñïîñîáàõ âûáîðà òåêóùåé öåëè.

• Çíàíèÿ î âûáîðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ. Ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïîñîáû îòáîðà ÔÑ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ óòî÷íåíèÿ ïëàíà èëè âûâîäà íîâûõ ôàêòîâ.

• Çíàíèÿ î äåéñòâèÿõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ.

• Çíàíèÿ î ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé øàã ïëàíèðîâàíèÿ. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïîíÿòèÿ "øàãà ïëàíèðîâàíèÿ".

• Çíàíèÿ î ñïîñîáå ââîäà óñëîâèé çàäà÷è è âûâîäà îáúÿñíåíèÿ ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 2. Ïëàíèðîâàíèå íà îñíîâå ñòåðåîòèïîâ.

Îïèñàíèå ñèòóàöèè ôóíêöèîíàëüíîãî ñòåðåîòèïà ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé, íàêëà-
äûâàåìûõ íà ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, èõ ýëåìåíòû, çíà÷åíèÿ îáúåêòîâ è ýëåìåíòîâ, îòíîøå-
íèÿ ìåæäó îáúåêòàìè è ýëåìåíòàìè. Â ñëó÷àå ñ ñèòóàöèÿìè óïðàâëÿþùèõ ñòåðåîòèïîâ, óñëî-
âèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà ñîñòîÿíèå äíåâíèêà ïëàíèðîâàíèÿ. Ïîõîæèå ñèòóàöèè ÷àñòî îáúåäèíå-
íû â îäíó, à ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè îïèñûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàñòðîéêàõ. Íàñòðîéêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíóþ êîíêðåòèçàöèþ ñèòóàöèè è îíà íå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ
îïèñàíèÿ îáúåêòîâ èëè èõ ýëåìåíòîâ: âñå îáúåêòû äîëæíû áûòü óêàçàíû â îïèñàíèè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèòóàöèè.

Â õîäå ïëàíèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ãðàôà ïëàíèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
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Â îíòîëîãèè, ýòîìó ïîíÿòèþ ñîîòâåòñòâóåò ïëàí. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äåéñòâèé â ïëàíå
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìîé ìåòîê. Ñâÿçêè îïðåäåëÿþò ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ àð-
ãóìåíòîâ; and ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ, or - ïàðàëëåëüíîìó, block ïî-
êàçûâàåò, ÷òî àðãóìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Çíàíèÿ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ïðîöåññà ïëàíèðîâàíèÿ õðàíÿòñÿ â äíåâíèêå ïëàíèðîâàíèÿ.
Íà åãî îñíîâàíèè ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïîçíàâàíèå ñèòóàöèé äëÿ óïðàâëÿþùèõ ñòåðåîòèïîâ. Äíåâ-
íèê ïëàíèðîâàíèÿ ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î òåêóùåé öåëè è ïðèìåíèìûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ñòåðåîòèïàõ. Ïîìèìî ýòîãî äíåâíèê âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåêóùóþ ñòðàòåãèþ ïëàíèðîâàíèÿ è ñî-
ñòîÿíèå ñåàíñà.

1.4 Îíòîëîãèÿ ïðèëîæåíèÿ. Îíòîëîãèÿ ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå áàçó ôóíêöèî-
íàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ (ÔÑ), ò. å. çíàíèÿ î òîì, êàêèå äåéñòâèÿ íóæíî âûïîëíèòü äëÿ óòî÷íåíèÿ
òåêóùåé öåëè ïðè íàëè÷èè êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. ÔÑ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçîâàííûé
ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ôóíêöèîíàëüíûå ñòåðåîòèïû âûçûâàþòñÿ, êîãäà íóæíî óòî÷íèòü òåêóùóþ öåëü. Êàæäîé
âîçìîæíîé öåëè äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü íå ìåíåå îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñòåðåîòèïà. Èíà÷å
ýòà öåëü íèêîãäà íå áóäåò äîñòèãíóòà, òàê êàê çíàíèÿìè î âîçìîæíûõ ñïîñîáàõ äîñòèæåíèÿ
öåëåé îáëàäàþò òîëüêî ôóíêöèîíàëüíûå ñòåðåîòèïû. Ïîëíîå îïèñàíèå ñèòóàöèè, â êîòîðîé
äåéñòâóåò ôóíêöèîíàëüíûé ñòåðåîòèï, ñîäåðæèòñÿ â ñîâîêóïíîñòè îïèñàíèé àáñòðàêòíîé ñè-
òóàöèè è îäíîé èç åå íàñòðîåê, è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óíèêàëüíûì èìåíåì, ñîñòàâëåííûì
èç èìåí ýòîé ñèòóàöèè è íàñòðîéêè.

Äåéñòâèå ñòåðåîòèïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåçóñëîâíûé íàáîð ñïåöèàëüíî îôîðìëåííûõ îïå-
ðàòîðîâ, êîòîðûå îáúåäèíåíû ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè "and "or "block". Ýòè îïåðàòîðû äîëæíû
áûòü âûïîëíåíû ïðè ïðèìåíåíèè äàííîãî ñòåðåîòèïà äëÿ óòî÷íåíèÿ öåëè. Îïèñàíèå äåéñòâèé
ñòåðåîòèïîâ õðàíèòñÿ îòäåëüíî îò îïèñàíèÿ àáñòðàêòíûõ ñèòóàöèé. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñòåðåîòèïà ÿâëÿåòñÿ ëèáî óòî÷íåíèå öåëè öåïî÷êîé ïîäöåëåé, ëèáî çàïèñü â Áàçó
Çàäà÷è íîâûõ ôàêòîâ, îáúåêòîâ.

Ïîìèìî ýòîãî, îíòîëîãèÿ ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæèò ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ñìûñë ïðèìåíå-
íèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ. Êàæäîé èç ôîðìóë ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ñòåðåîòèï, äåéñòâèÿ
â êîòîðîì ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàñòðîéêè ñèòóàöèè. Ê ïðèìåðó, â íàñòðîéêàõ
ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå èç âåëè÷èí îáúåêòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëå-
íèÿõ, èçâåñòíû â ìîìåíò âûçîâà ñòåðåîòèïà.

Îïèñàíèå çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïåðå÷èñëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îòíîøåíèé
çàäàííûõ íàä íèìè, âåëè÷èí èçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ è öåëü çàäà÷è.
Ïîñëåäíÿÿ ìîæåò ñîñòîÿòü â íåîáõîäèìîñòè íàéòè çíà÷åíèå ýëåìåíòà îïðåäåëåííîãî îáúåêòà,
ëèáî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Â îíòîëîãè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, óñëî-
âèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ýêçåìïëÿðîâ êëàññîâ, îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíûå
îòíîøåíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Èíôîðìàöèÿ î âåëè÷èíàõ ýëåìåíòîâ îáúåêòîâ, ìîæåò
áûòü çàäàíà íåïîñðåäñòâåííî âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ.

2. Ïðîãðàììíàÿ ïîääåðæêà áàçû çíàíèé. Ïðåäëàãàåìîå ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî ïðè-
íèìàåò íà âõîä OWL äîêóìåíò, ñîäåðæàùèé îíòîëîãèè âåðõíåãî óðîâíÿ, ïëàíèðîâàíèÿ è
ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Îáðàáàòûâàÿ îïðåäåëåííûå ôàéëû ðåøàòåëÿ, îíî äîïîëíÿåò èñõîäíóþ
îíòîëîãèþ íàáîðàìè êëàññîâ îïèñûâàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, îòíîøåíèÿ ìåæäó íè-
ìè, ñèòóàöèè è ñòåðåîòèïû. Â ñëó÷àå óñïåøíîãî âûâîäà âûäàåòñÿ äîêóìåíò íà ÿçûêå OWL,
îïèñûâàþùèé àêòóàëüíûå, íà äàííûé ìîìåíò, äëÿ ðåøàòåëÿ çíàíèÿ, à â ñëó÷àå âîçíèêíîâå-
íèÿ îøèáîê - òåêñòîâîå îïèñàíèå ýòèõ îøèáîê. Ïîìèìî ýòîãî, ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è: ïî OWL äîêóìåíòó, ñîäåðæàùåìó ïîëíóþ îíòîëîãèþ
çíàíèé ðåøàòåëÿ, âûäàâàòü îïèñàíèå çíàíèé îá îáúåêòàõ, îòíîøåíèÿõ è ò.ä. íà ÿçûêå Ïðîëîã,
â ôîðìàòå ñîîòâåòñòâóþùåì âíóòðåííåìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåøàòåëÿ.
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Ðèñ. 3. Ñõåìà ðàáîòû ïðîãðàììíîãî ñðåäñòâà è ÐÃÇ.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå íîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ðåøàòåëÿ è ïðîãðàììíîãî
ñðåäñòâà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî èíòåãðèðîâàòü â åäèíóþ ñòðóêòóðó âñå çíàíèÿ ðåøàòåëÿ, íî è
îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ
äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ è ïîääåðæêè áàçû çíàíèé ðåøàòåëÿ.

Â êà÷åñòâå ÿçûêà ðåàëèçàöèè áûë âûáðàí ÿçûê Java. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé òàêîãî âûáîðà,
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ îòêðûòûõ èíòåðôåéñà ðà-
áîòû ñ îíòîëîãèÿìè: API Jena è OWL API [7]. Ýòè áèáëèîòåêè èìåþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâóþ
ôóíêöèîíàëüíîñòü è ïðåäïîëàãàþò èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà Java.

3. Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå, ðàññìîòðåí íîâûé ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ðåøà-
òåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà îñíîâå îíòîëîãèé.

Ïîñòðîåíà îíòîëîãèÿ áàçû çíàíèé, èíòåãðèðóþùàÿ ðàçíîðîäíûå çíàíèÿ ÐÃÇ â åäèíîå öå-
ëîå. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îíòîëîãèè, áûëà âûäåëåíà ÷àñòü, îïèñûâàþùàÿ çíàíèÿ îá îðãàíèçà-
öèè è ñïîñîáàõ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ïëàíèðîâàíèÿ â ÐÃÇ. Â êà÷åñòâå ÿçûêà îïèñàíèÿ çíàíèé,
áûë âûáðàí ÿçûê OWL (Ontology Web Language), ÿâëÿþùèéñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñèñòåìû òåõ-
íîëîãèé Semantic Web.

Ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî ïîääåðæêè áàçû çíàíèé, îáåñïå÷èâàþùåå àâòîìàòè÷å-
ñêèé ïåðåâîä îïèñàíèÿ áàçû ôóíêöèîíàëüíûõ ñòåðåîòèïîâ è êîíñòðóêöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
îïèñàíèÿ ñòåðåîòèïîâ, â îíòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå è îáðàòíî.

Èñïîëüçîâàíèå íîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ðåøàòåëÿ è ïðîãðàììíîãî ñðåäñòâà ïîçâî-
ëèëî íå òîëüêî èíòåãðèðîâàòü â åäèíóþ ñòðóêòóðó âñå çíàíèÿ ðåøàòåëÿ, íî è îáåñïå÷èëî
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ ðåäàê-
òèðîâàíèÿ è ïîääåðæêè áàçû çíàíèé ðåøàòåëÿ.

Àâòîð áëàãîäàðèò Êîðóõîâó Ë.Ñ. è Ìàëûøêî Â.Â. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Êàôåäðà Ñèñòåìíîãî àíàëèçà

Ââåäåíèå. Ñðî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, ëåæàùàÿ â îñíîâå òåîðèè îöåíêè àê-
òèâîâ ñ ôèêñèðîâàííûì äîõîäîì è ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èç íàèáîëåå äèñêóññèîííûõ âîïðîñîâ
ïðîâåäåíèÿ ýôôåêòèâíîé äîëãîâîé è äåíåæíîé ïîëèòèêè, ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò èíòåíñèâíûõ çà-
ðóáåæíûõ èññëåäîâàíèé óæå áîëåå 30 ëåò. Â Ðîññèè, íàïðèìåð, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êðèâàÿ
äîõîäíîñòè ê ïîãàøåíèþ, íî îáùåïðèçíàííîé â ìèðå ìîäåëè ïîñòðîåíèÿ êðèâîé áåñêóïîííîé
äîõîäíîñòè (zero-coupon yield curve, êðèâîé äîõîäíîñòè ñïîò) äî ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò [2].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê òðàäèöèîííî èñ-
ïîëüçóþò 2 ïîäõîäà: ïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå è èíòåðïîëÿöèîííûå ìåòîäû.

Ñðåäè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü ñïëàéíîâûé ïîäõîä, êîòîðûé áûë âïåð-
âûå ïðåäëîæåí â ðàáîòå [5]. Èäåÿ ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè âñåãî èíòåðâàëà, îõâà-
òûâàþùåãî ìàêñèìàëüíûé ñðîê îáðàùåíèÿ îáëèãàöèé, íà îòðåçêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ íåçàâèñèìî, îáû÷íî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ïðîñòóþ ïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðåõîäû îò îäíîé ôóíêöèè ê äðóãîé íà
ãðàíèöàõ îòðåçêîâ áûëè äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, âïåðâûå îïèñàííû â ðàáîòå [4], â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ñðî÷íîé ñèñòåìû ñïîò-ñòàâîê. îí çàêëþ÷àåòñÿ â
èñïîëüçîâàíèè îäíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ îïèñàíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ñïîò-ñòàâîê â
ìîìåíòû âðåìåíè, íå ïðåâûøàþùèå ñðîê ïîãàøåíèÿ íàèáîëåå äëèííîé îáëèãàöèè. Åãî îòëè÷èå
îò èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ ìåíüøèé íàáîð
ïàðàìåòðîâ. Íî â òî æå âðåìÿ íóæíî îòìåòèòü åãî ìåíüøóþ ñïîñîáíîñòü ê àïïðîêñèìàöèè
ñðî÷íûõ ñòðóêòóð ñëîæíûõ ôîðì. Êðîìå òîãî, â ýòîì ïîäõîäå ïðèñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ âçàè-
ìîñâÿçü ìåæäó äèíàìèêîé îòäåëüíûõ ñåêòîðîâ ôîíäîâîãî ðûíêà, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðîâåäåíèå
àíàëèçà ïðîöåíòíûõ ñòàâîê â ðàìêàõ òåîðèè ðûíî÷íîé ñåãìåíòàöèè [2].

Ïîäõîä, ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå, îòíîñèòñÿ ê ñïëàéíîâûì ìåòîäàì è ÿâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ðàçâèòèåì îïèñàííîãî â ðàáîòå [1] ïîäõîäà. Åãî îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ
ñïëàéíîâûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî î âèäå ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ íå äåëàåòñÿ çàðàíåå
íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé. íî íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå å¼ ãëàäêîñòè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ýêî-
íîìè÷åñêè îáîñíîâàííûì: îí ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íåïðåðûâíîñòü îæèäàíèé ó÷àñòíèêîâ ðûíêà,
÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà èìååò ìåñòî íà ïðàêòèêå. Ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå ñïëàéíà ïðè äàííîì
ïîäõîäå � ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéä¼ì ê äåòàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âðåìåíí�oé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê

íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ íàõîæäåíèåì ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíà-
ëèçèðóåòñÿ ìîäåëü ðûíêà, â ðàìêàõ êîòîðîé âñå îáëèãàöèè èìåþò ðàâíóþ ñòåïåíü ðèñêîâàííî-
ñòè è ëèêâèäíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáóþ êóïîííóþ îáëèãàöèþ ìîæíî çàìåíèòü íàáîðîì
áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñðîêàìè ïîãàøåíèÿ. Ïóñòü çàâèñèìîñòü öåíû P
îáëèãàöèè îò ñðîêîâ ti, i = 0, ..., n è îáúåìîâ âûïëàò Fi, i = 0, ..., n èìååò âèä

P =
n∑

i=0

d(ti)Fi, (1)

ãäå d(t) - ôóíêöèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ. È ïóñòü íà ðûíêå òîðãóþòñÿ N èíñòðóìåíòîâ ñ öå-
íàìè Pk, k = 1, ..., N è îáú¼ìàìè âûïëàò Fi,k, i = 0, ..., n, k = 1, ..., N â ìîìåíòû âðåìåíè
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ti, i = 0, ..., n , ïðè÷¼ì ìîìåíòû ti ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ èíñòðóìåíòîâ. Ïðè ýòîì òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû öåíû èíñòðóìåíòîâ, ïðåäñêàçàííûå ïî íàéäåííîé ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ (1), áûëè áû áëèçêè ê òåêóùèì ðûíî÷íûì öåíàì. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõî-
äèì ê çàäà÷å: íàéòè ôóíêöèþ äèñêîíòèðîâàíèÿ d(t), t ≥ 0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. d(t) íå âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

2. d(t) > 0, d(0) = 1 ;

3.
∑n

i=0 d(ti)Fi,k = Pk , äëÿ âñåõ k = 1, ..., N .
Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé. Â ñàìîì
äåëå: èç ïðèâåä¼ííûõ óñëîâèé ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ
â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ, ò.å. îïðåäåëèòü d(ti) , ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà â óñëîâèè 3 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â
òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà íè îäíà îáëèãàöèÿ íå èìååò êóïîííûõ âûïëàò è âðåìåíà ïîãàøå-
íèÿ îáëèãàöèé íå ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå îäíîçíà÷íîìó îïðåäåëåëåíèþ íå
ïîääàþòñÿ äàæå d(ti) , íå ãîâîðÿ óæå î çíà÷åíèÿõ d(t) â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ. Â äàëüíåé-
øåì äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè íà ôóíêöèþ d(t) áóäåò íàëîæåíî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè,
ôîðìàëèçîâàííîå íåêîòîðûì ñïîñîáîì.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè,
ïðåäñòàâèì d(t) â âèäå

d(t) = exp
{
−

∫ t

t0

f2(τ)dτ

}
.

Çäåñü f2(τ) èìååò ñìûñë ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 3 ïîòðåáóåì, ÷òîáû d(t) äîñòàâëÿëà ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J2 =
N∑

k=1

wk

(
n∑

i=0

d(ti)Fi,k − Pk

)2

,

ãäå wk - âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå îáû÷íî âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ëèêâèäíîñòè
áóìàã è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, íå âîøåäøèõ â ìîäåëü ÿâíî. Ìåðîé ãëàäêîñòè óäîáíî âûáðàòü
ôóíêöèîíàë J1 :

J1 =
∫ tn

t0

(f ′(τ))2dτ. (2)

Ââåä¼ì ïàðàìåòðû
ck =

∫ tk

tk−1
(f(τ))2dτ, k = 1, ..., n.

Òîãäà J2 áóäåò ôóíêöèåé òîëüêî îò c1, ..., cn , è ìû ñìîæåì ðàçäåëèòü çàäà÷è: ìèíèìèçàöèþ
J1 ïî f ïðè ôèêñèðîâàííûõ ck è îáùóþ ìèíèìèçàöèþ òîëüêî ïî ck . Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî,
÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J1 ïðè ôèêñèðîâàííûõ
ck áóäåò ñïëàéí f(t) , èìåþùèé âèä:

f(t) =





C1 exp{√λi(t− tk)}+ C2 exp{−√λi(t− tk)}, λi > 0
C1 sin(

√−λi(t− tk)) + C2 cos(
√−λi(t− tk)), λi < 0

C1(t− tk) + C2, λi = 0
(3)

à òàêæå îïèñàíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ýòîãî ñïëàéíà, à èìåííî: åñëè f(t) äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó J1 ïðè ôèêñèðîâàííûõ ck , òî

1. ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà âñ¼ì îòðåçêå [t0, tn] ,
f(t) ∈ C2(ti−1, ti), i = 1, ..., n , f ′(t0 + 0) = f ′(tn − 0) = 0 ;
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2. f(t) 6= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [t0, tn] ;

3. ñèíóñîèäàëüíûå êîìïîíåíòû ñïëàéíà íå ìîãóò îñöèëëèðîâàòü: λi > − π2

(ti+1−ti)2
.

Ê ñîæàëåíèþ, ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci
1, C

i
2, λi , ïðåäëîæåííûé â

ñòàòüå [1], ñëèøêîì äëÿ ðåàëèçàöèè. Ê òîìó æå, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îáëàäàåò âûñîêîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, ÷òî ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò êðóã âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà, ïðèãîäíîãî äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

3. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Íèæå ìû ââåä¼ì äðóãîå ïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ñïëàéíà, ÷òî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû äëÿ
íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà. Çàäà-
÷à ìèíèìèçàöèè áóäåò ïðèâåäåíà ê âèäó, êîòîðûé ñäåëàåò âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå íåëèíåéíîãî
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Êðîìå òîãî, áóäåò ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà-
Ðàôñîíà äëÿ ìèíèìèçàöèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f(t) :

f(t) = pi−1φλi(ti − t) + piφλi(t− ti−1), t ∈ [ti−1, ti], (4)

ãäå

φλi
(x) =





sh(
√

λix)

sh(
√

λi(ti−ti−1))
, λi > 0

sin(
√−λix)

sin(
√−λi(ti−ti−1))

, − π2

(ti−ti−1)2
< λi < 0

x
ti−ti−1

, λi = 0

(5)

ãäå pi, i = 0, ..., n è λi, i = 1, ..., n - íîâûå ïàðàìåòðû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (4) è
(5) ýêâèâàëåíòíî (3) ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè f(t) . Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà
1, ïðèâåä¼ííîãî âûøå, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

f ′(ti − 0) = f ′(ti + 0); f ′(t0 + 0) = 0, f ′(tn − 0) = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èñêîìàÿ f(t) äîñòàâëåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J3 =
n−1∑

i=1

(f ′(ti + 0)− f ′(ti − 0))2 + f ′(t0 + 0)2 + f ′(tn − 0)2.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû f(t) äîñòàâëÿëà ìèíèìóì ôóíêöèîíàëàì J1, J2, J3 .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè, ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíè-
ìèçàöèè èõ ñóììû ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèõîäèì ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà

J = αJ1 + J2 + βJ3,

ãäå α, � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà æåëàåìóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ (÷åì áîëüøå α , òåì áîëåå
ãëàäêèì áóäåò ðåøåíèå), à β õàðàêòåðèçóåò øòðàô çà ðàçðûâ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Âûáðàí-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ÿâíî âû÷èñëèòü ãðàäèåíòû J ′1, J ′2, J ′3 . Íà ýòîì ýòàïå äëÿ
ìèíèìèçàöèè J ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûå èëè êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû. Õîðîøî
èçâåñòíî, îäíàêî, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Ïðèìåíåíèå
åãî íàïðÿìóþ ê J ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè âû÷èñëåíèÿ ãåññèàíà, ò.ê. J ′′2 èìååò ïëîòíóþ
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è òðåáóåò ëèáî âðåìåíè O(n3) è ïàìÿòè O(n3) , ëèáî âðåìåíè O(n4) è
ïàìÿòè O(n2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ. À â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ ýòîé çàäà÷è n ∼ 103 .

Ïîêàæåì, êàê çàäà÷à ìîæåò áûòü èçìåíåíà òàê, ÷òîáû J ′′2 èìåëà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïîç-
âîëÿþùóþ óìíîæàòü å¼ íà âåêòîð áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ ñàìîé ìàòðèöû, è
ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ÷èòàëàñü çà âðåìÿ O(n2) .
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åù¼ n äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ � óæå èçâåñòíûå ck . Äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ ðàâåíñòâà

ck =
∫ ti

ti−1

f2(τ) dτ, k = 1, ..., n,

ââåä¼ì åù¼ îäíî ñëàãàåìîå â âûðàæåíèå äëÿ J :

J = αJ1 + J2 + βJ3 + γJ4,

ãäå

J4 =
N∑

k=1

(
ck −

∫ ti

ti−1

f2(τ) dτ

)2

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå J ′′1 , J ′′3 è J ′′4 ïðè òàêîì ïîäõîäå áóäóò èìåòü âñåãî ïî íåñêîëüêî
çàïîëíåííûõ äèàãîíàëåé. À âûðàæåíèå äëÿ J2 óïðîñòèòñÿ è ïðèìåò âèä

J2(c1, ..., cn) =
N∑

k=1

wk

(
n∑

i=0

Fi,k exp

{
−

i∑

s=1

cs

}
− Pk

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ J ′′2 áóäåò èìåòü ñòðóêòóðèðîâàííûé âèä, ÷òî ïîçâîëèò,
íàïðèìåð, óìíîæàòü å¼ íà âåêòîð, íå ôîðìèðóÿ ÿâíî ìàòðèöó, çà âðåìÿ O(n) . Êðîìå òîãî,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû áóäåò äîñòàòî÷íî âñåãî O(n2) îïåðàöèé (ïî ÷èñëó êëåòîê).
Íî çà ýòè ïðèÿòíûå ñâîéñòâà ïðèõîäèòñÿ ðàñïëà÷èâàòüñÿ �ðàçáðàñûâàíèåì� îøèáêè ïðèáëè-
æåíèÿ íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò, íå âñå èç êîòîðûõ èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë, â ñâÿçè ñ ÷åì
ñëîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ìèíèìèçàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè.

Â ëþáîì ñëó÷àå, èìåÿ èíôîðìàöèþ î âòîðîé ïðîèçâîäíîé, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà (ñì, íàïðèìåð, [3]).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñëàãàåìûå J2 è J3 èìåþò âèä ñóììû êâàäðàòîâ. Åñëè ïðèâåñòè J2

ê òàêîìó æå âèäó, òî äëÿ ìèíèìèçàöèè J = αJ1 + J2 + βJ3 ìîæíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
íåëèíåéíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

×òîáû ñäåëàòü ýòî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî (ti−ti−1) ìàëû, âìåñòî èíòåãðàëà â (2) íàïèøåì
êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà äëÿ 3-õ óçëîâ:

J1 =
1
6

n∑

i=1

[f ′(ti−1)2 + 4f ′(
ti−1 + ti

2
)2 + f ′(ti)2].

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë J ïðèíèìàåò âèä
∑

i J
2
i , ïðè÷¼ì îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåðíîñòü,

ôèãóðèðóþùåå â íåëèíåéíîì ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì, òàê
êàê ó íàñ 2n + 1 ïåðåìåííûõ è 4n + 1 + N ñëàãàåìûõ. Îãðàíè÷åíèå æå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì ïåðåìåííûõ.

Óêàçàííûå äâà ïîäõîäà äîñòàòî÷íî õîðîøî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà: ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà
ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ õîðîøî ðàáîòàåò ïðè áîëüøîé òðåáóåìîé òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ, à íåëèíåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ çàìåíîé èíòåãðàëà êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëîé � åñëè òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ ãëàäêîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàòü îáà ïîäõîäà, âûáèðàÿ íóæíûé èñõîäÿ
èç óñëîâèé çàäà÷è. À èìåííî, èñõîäÿ èç âåëè÷èíû α . Ïðè áîëüøèõ α ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïåðâûé ìåòîä, à ïðè ìàëûõ - âòîðîé.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü f(t) ≡ p , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò r(t) ≡ p2 .
Ò.å. pi = p, λk = 0, i = 0, ..., n, k = 1, ..., n , ÷òî âèäíî èç (4)�(5), ãäå p � ðåøåíèå âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è J(p) → min . Äîñòàòî÷íî äâóõ èòåðàöèé îäíîìåðíîãî ìåòîäà Íüþòîíà èç
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ðàçóìíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ( p2 = 0.05 ), ÷òîáû ïîëó÷èòü íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò
ðàññìîòðåí íèæå.

Íàïîìíèì, ÷òî îáà ïàðàìåòðà α è β îïðåäåëÿþò æåëàåìóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ. Äîñòàòî÷-
íî îñòàâèòü îäèí èç íèõ, ïîñòàâèâ äðóãîé îò íåãî â çàâèñèìîñòü. Ýìïèðè÷åñêè áûëî ïîäîáðàíî
ñîîòíîøåíèå β = α .

4. Âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ Ïðåäëîæèì òàêæå ìåòîä íàõîæäåíèÿ áîëåå òî÷-
íîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè. Ââåä¼ì íîâûé
íàáîð ïàðàìåòðîâ di = d(ti), d = (d0, ..., dn)T è ïåðåíåñ¼ì òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè íà ôóíêöèþ
d(t) . Ïîëó÷èì çàäà÷ó 




Fd = P∫ tn
t0

(d′′(t))2dt → min
d0 = 1
di ≥ di+1 > 0,

ãäå F - ìàòðèöà ïîòîêîâ ïëàòåæåé: Fi,k - ðàçìåð ïëàòåæà ïî k -ìó èíñòðóìåíòó â ìîìåíò
ti , à P = (P1, ..., Pk)T - âåêòîð öåí èíñòðóìåíòîâ. Êàê è ïðåæäå, óñëîâèå ðàâåíñòâà Fd = P
çàìåíèì íà óñëîâèå ìèíèìóìà êâàäðàòà íåâÿçêè ‖Fd − P‖ → min . Êðîìå ýòîãî, çàìåíèì
èíòåãðàë íà èíòåãðàëüíóþ ñóììó ïî ðåø¼òêå ñ óçëàìè â ti , à ïðîèçâîäíóþ çàìåíèì íà å¼
ðàçíîñòíûé àíàëîã íà òîé æå ñåòêå‡.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì çàäà÷ó




‖Fd− P‖2 → min
‖D2d‖2 → min

d0 = 1
di ≥ di+1 > 0,

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
{
‖Hd− f‖2 → min

Ad ≤ b.
(6)

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò âûñîêîýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû [6].
Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

ìèíèìèçàöèè J , íåîáõîäèìî ïðèâåñòè åãî ê òîìó âèäó, ñ êîòîðûì îïåðèðóþò îïèñàííûå âûøå
ìåòîäû ìèíèìèçàöèè.

Äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ di ê ïåðåìåííûì pi, λj , ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
àëãîðèòì:

1. Îïðåäåëèì ck èç âûðàæåíèÿ

di = exp{−
i∑

k=1

ck}; ck = ln
dk−1

dk
.

2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå pi, i = 0, ..., n .
‡Ïîíÿòíî, ÷òî àäåêâàòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ëèøü ïðè ïîäõîäÿùåì ðàñïîëîæåíèè óçëîâ. Âîç-

íèêàåò ñîáëàçí ïðîñòî äîðàçáèòü ñëèøêîì áîëüøèå ïðîìåæóòêè ìåæäó óçëàìè, âñòàâèâ ôèêòèâíûå óçëû, ëèáî
ââåñòè â ðàññìîòðåíèå íîâóþ, ðàâíîìåðíóþ ñåòêó. Îäíàêî, ïðè ýòîì ïðèä¼òñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü ìàòðèöó F . Ïðå-
èìóùåñòâî ðàâíîìåðíîé ñåòêè â òîì, ÷òî êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íà íåé íà ïîðÿäîê âûøå,
÷åì íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. Çà ýòî ìû ðàñïëà÷èâàåìñÿ �îòðûâîì îò ðåàëüíîñòè�, ò.ê. âñòà¼ò âîïðîñ î âûáîðå
óçëîâ ñåòêè. Åñëè ðàíüøå îí ðåøàëñÿ ñàì ñîáîé, òî çäåñü ïðèõîäèòñÿ ïðèâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû
â ïîëüçó òîãî èëè èíîãî ðàçáèåíèÿ. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè òàêæå îòðèöàòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà
áûñòðîäåéñòâèè, òàê êàê ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óçëîâ ñåòêè. Êðîìå òîãî, â íàøó çàäà÷ó âõî-
äèò ïîëó÷åíèå íå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ëèøü ðàçóìíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòèõ öåëåé âïîëíå
äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé ñåòêè.
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3. Îïðåäåëèì λi èç ðàâåíñòâ

ck =
∫ ti

ti−1

f(t)2dt =
∫ ti

ti−1

(pi−1φλi
(ti − t) + piφλi

(t− ti−1))2dt

4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

I(p0, ..., pn) =
n−1∑

i=1

(f ′(ti + 0)− f ′(ti − 0))2 + f ′(t0 + 0)2 + f ′(tn − 0)2,

ãäå f(t) îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (4) ñ íàéäåííûìè λ1, ..., λn , è ðåøèì çàäà÷ó

I(po, ...., pn) → min
p0,...,pn

.

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ p0, ..., pn è ñîîòâåòñòâóþùèå èì λ1, ..., λn è áóäóò îïðåäåëÿòü íàéäåííóþ
ïðèáëèæ¼ííûì ìåòîäîì ôóíêöèþ.

Ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â èòåðàöèîííûõ ïðî-
öåäóðàõ ìèíèìèçàöèè.

Àëãîðèòì. Ïîäûòîæèâàÿ âûøåñêàçàííîå, îïèøåì àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ:

1. âûáðàòü çíà÷åíèå α ;

2. âûáðàòü âèä íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ: ãðóáîå èëè òî÷íîå;

3. íàéòè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:

• â ñëó÷àå, åñëè âûáðàíî ãðóáîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:
(a) ðåøèòü çàäà÷ó J(p) → min , ãäå J(p) = J ïðè óñëîâèè, ÷òî pi = p, i =

0, ..., n, λi = 0, i = 1, ..., n ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì p = 0.2 ;
(b) ïîëîæèòü p0

i = p, i = 0, ..., n, λ0
i = 0, i = 1, ..., n ;

ck =
∫ ti

ti−1

f(t)2dt =
∫ ti

ti−1

(pi−1φλi(ti − t) + piφλi(t− ti−1))2dt

• â ñëó÷àå, åñëè âûáðàíî òî÷íîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:
(a) ðåøèòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (6);
(b) íàéòè p0

i , i = 0, ..., n, c0
i , λ

0
i , i = 1, ..., n ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî

âûøå, â ÷àñòè 4;

4. âûáðàòü àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè, âîçìîæíî, èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ α ;

5. ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè J(pi, λi) èëè J(pi, λi, ck) , èñïîëüçóÿ îäèí èç äâóõ àëãîðèò-
ìîâ, îïèñàííûõ â ÷àñòè 3;

6. îöåíèòü êà÷åñòâî ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ; åñëè íåîáõîäèìî, âûáðàòü äðóãîå çíà÷åíèå
α è ïîâòîðèòü ñíà÷àëà;

5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëàäàåò âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ
è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà ïðàêòèêå. Êðîìå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ìåòîäîì, ðåàëèçî-
âàííûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (3), ïðèìåíÿòü êîòîðóþ äî ýòîãî áûëî íåâîç-
ìîæíî èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðèåìëåìîãî ñïîñîáà ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Íà
îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà Åâðîïåéñêîé Êîìèññèåé ïî Îáëèãàöèÿì (http://www.e�as-
ebc.org) â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñòàíäàðò äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðåäèòíûõ ñïðåäîâ
ñòðàí, âõîäÿùèõ â çîíó Åâðî.

3 ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìîíîòîííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

ñ ïîðîãîì 2 â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ èç êîíòàêòîâ, êîòîðûå ìîãóò
èìåòü ðàçëè÷íûå âåñà. Äîêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü π -ñõåìû èç ðàáîòû Ëîæêèíà Ñ.À. (3),
ðåàëèçóþùåé s2

n � ìîíîòîííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïîðîãîì 2, â êëàññå ìîíîòîííûõ
êîíòàêòíûõ ñõåì ñ çàäàííûìè âåñàìè êîíòàêòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. À èìåííî, äî-
êàçàíî, ÷òî, åñëè ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà p1, ..., pn çàäàþò "âåñ"êîíòàêòà äëÿ
ÁÏ x1, ..., xn ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì p1 + ... + pn = n è P = (p1/n, ..., pn/n) , òî ñëîæíîñòü
îïòèìàëüíîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé s2

n â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ òàêèìè "âåñà-
ìè"êîíòàêòîâ, ðàâíà n · l(P ), ãäå l(P ) - ñòîèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî
êîäà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P .

Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷å ðåàëèçàöèè ôóíêöèè s2
n â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêò-

íûõ ñõåì, îòìåòèì ðàáîòó (5). Â íåé íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ s2
n â êëàññå ìîíîòîí-

íûõ êîíòàêòíûõ ñõåì. Ñëîæíîñòü s2
n â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ðàâíà n[log n] +

2(n − 2[log n]) . Êðè÷åâñêèé â ðàáîòàõ (1), (2) ïîñòðîèë ìèíèìàëüíóþ ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ s2
n

â êëàññå π -ñõåì ñ òàêîé æå ñëîæíîñòüþ. Ëîæêèíûì â ðàáîòå (3)áûëà íàéäåíà ìèíèìàëüíàÿ
ñõåìà â êëàññå π -ñõåì ñ çàäàííûìè âåñàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ñëîæíîñòü êîòîðîé
ðàâíà ðàâíà n · l(P ) , ãäå l(P ) - ñòîèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî êîäà
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P . Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî è â ñëó÷àå
çàäàííûõ âåñîâ êîíòàêòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ìèíèìàëüíûå ñõåìû â êëàññå π -ñõåì
èç çàìûêàþùèõ êîíòàêòîâ, ÿâëÿþòñÿ èìè è â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå. Ïîíÿòèÿ,

íå îïðåäåëåííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, åñòü â êíèãàõ (6) è (4).
B = {0, 1} , Bn - n - ìåðíûé äâîè÷íûé êóá. Ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè(ÔÀË) f(x1, ..., xn)

áóäåì ïîíèìàòü, êàê îòîáðàæåíèå f : Bn → B .
Êîíòàêòíóþ ñõåìó íàçûâàåì ìîíîòîííîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ëèøü çàìûêàþùèå êîíòàêòû.
Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà p1, ..., pn çàäàþò "âåñ" êîíòàêòà äëÿ

ÁÏ x1, ..., xn ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì p1 + ... + pn = n , è ïóñòü P = (p1/n, ..., pn/n). Áóäåì
ñ÷èòàòü ñëîæíîñòüþ L+

KC(Σ;P ) ìîíîòîííîé êîíòàêòíîé ñõåìû Σ îò ÁÏ x1, ..., xn ñóììó "âå-
ñîâ"âñåõ åå êîíòàêòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+

KC(f ;P ) ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ÔÀË f â êëàññå
ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ âåñàìè, çàäàííûìè âåêòîðîì P, è îïðåäåëèì åå êàê ìèíèìàëü-
íóþ ñëîæíîñòü ñõåì, ðåàëèçóþùèõ f â äàííîì êëàññå. Ìèíèìàëüíîé ñõåìîé äëÿ f â êëàññå
ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ âåñàìè, çàäàííûìè âåêòîðîì P, áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñõåìó
Σ , äëÿ êîòîðîé âåðíî:

L+
KC(Σ; P ) = L+

KC(f ; P )

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sq
n ìîíîòîííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïîðîãîì q , òî åñòü

sq
n(x1, ... , xn) =

{
1, åñëè x1 + ... + xn > q;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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3. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè ñ ïîðîãîì 2 â
êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ çàäàííûìè âåñàìè êîíòàêòîâ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ïåðåìåííûõ.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà p1, ..., pn çàäàþò "âåñ"
êîíòàêòà äëÿ ÁÏ x1, ..., xn ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì p1 + ... + pn = n è P = (p1/n, ..., pn/n) , òî
L+

KC(s2
n; P ) = n · l(P ), ãäå l(P ) - ñòîèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî êîäà

äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (4), (7).
Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ äëÿ ÔÀË s2

n , ãäå n > 2 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s2
n(x1, ..., xn) =

∨

16i<j6n

xixj .

Âíà÷àëå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì. Ëåììà î ïðåîáðàçî-
âàíèè ñõåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó, ðåà-
ëèçóþùóþ ôóíêöèþ s2

n , ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü áåç óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè â ýêâèâàëåíòíóþ
ìîíîòîííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) åñëè âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ îäíèì èç ïîëþñîâ êîíòàêòîì xi , òî îíà íå èíöè-
äåíòíà äðóãèì êîíòàêòàì ïåðåìåííîé xi ;

2)êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà êîíòàêòàìè ñ êàæäûì èç äâóõ ïîëþñîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âíóòðåííÿÿ âåðøèíà c ñîåäèíåíà êîíòàêòàìè âèäà xi ñ ïîëþñîì

a è ñ äðóãîé âåðøèíîé d (Î÷åâèäíî, âåðøèíà d îòëè÷íà îò âòîðîãî ïîëþñà b ), òî "ïåðå-
áðîñèì"êîíåö ñ êîíòàêòà (c, d) â ïîëþñ a . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå
ìåíÿåò ïðîâîäèìîñòè ñõåìû. Ïðèìåíèâ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì
ñõåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 1).

Åñëè òåïåðü íåêîòîðàÿ âåðøèíà c íå ñîåäèíåíà êîíòàêòîì ñ ïîëþñîì a , òî îòîæäåñòâèì
åå ñ ïîëþñîì b . Ïðîâîäèìîñòü ñõåìû ïðè ýòîì íå âîçðàñòàåò, ò.ê. â ñèëó óñëîâèÿ 1) êàæäàÿ
öåïü ìåæäó a è c ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ êîíòàêòîâ. Íà ýòîì ýòàïå èñ÷åçíóò âíóò-
ðåííèå âåðøèíû, íå ñîñåäíèå ñ ïîëþñîì a . Ìåíÿÿ ðîëÿìè a è b è ïîâòîðÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîëó÷èì ñõåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 2). Åñëè ñõåìà ñíîâà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
1), ïðèìåíÿåì âûøåîïèñàííóþ îïåðàöèþ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåìû â ýêâèâàëåíòíóþ ñõåìó,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 1). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó,
ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ s2

n , ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü áåç óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè â ýêâèâàëåíò-
íóþ ìîíîòîííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ëåììû, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ìîíîòîííûå êîíòàêòíûå ñõåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1) è 2) ëåììû î ïðåîáðàçî-
âàíèè ñõåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó , íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè. Â äàëüíåéøåì ïðè îöåíêå
ñíèçó ñëîæíîñòè L+(s2

n) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì êàíîíè÷åñêèõ ñõåì, ïðè÷åì ðàäè
êðàòêîñòè ñëîâî "êàíîíè÷åñêàÿ êàê ïðàâèëî, áóäåì îïóñêàòü. Êîíòàêòû êàíîíè÷åñêîé ñõåìû
äåëÿòñÿ íà 2 ãðóïïû: òå, êîòîðûå èíöèäåíòíû îäíîìó èç ïîëþñîâ, è "âíóòðåííèå"êîíòàêòû,
ñîåäèíÿþùèå âíóòðåííèå âåðøèíû.

Ïóñòü a è b - ïîëþñû, à c1, ..., cr - âíóòðåííèå âåðøèíû íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé ñõå-
ìû. Íàçîâåì j -ì ïó÷êîì ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ, ñîåäèíÿþùèõ ïîëþñû a è b ñ âíóòðåííåé
âåðøèíîé cj . Ïó÷îê åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà 2 ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëóïó÷êà.
Êîíòàêòû ïîëóïó÷êà Aj ñîåäèíÿþò ïîëþñ a ñ âíóòðåííåé âåðøèíîé cj . Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîëóïó÷îê Bj . Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå:

Óòâåðæäåíèå.Â ìèíèìàëüíîé êàíîíè÷åñêîé ñõåìå êàæäûé ïó÷îê ñîäåðæèò íå áîëåå
îäíîãî êîíòàêòà xi äëÿ êàæäîãî i = 1, n . Ñòðîåíèå òóïèêîâûõ ñå÷åíèé (ñì. (5)) äàåò ñëå-
äóþùàÿ

Ëåììà î òóïèêîâîì ñå÷åíèè êàíîíè÷åñêîé ñõåìû. Êàæäîå òóïèêîâîå ñå÷åíèå êàíî-
íè÷åñêîé ñõåìû

1) ñîäåðæèò îäèí ïîëóïó÷îê êàæäîãî ïó÷êà;
2) ñîäåðæèò âñå âíóòðåííèå êîíòàêòû, ñîåäèíÿþùèå òå ïàðû âåðøèí, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò ïðîòèâîïîëîæíûì ïîëóïó÷êàì èç ñå÷åíèÿ;
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3) íèêàêèõ äðóãèõ êîíòàêòîâ íå ñîäåðæèò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ñå÷åíèå ñîäåðæèò öåëèêîì õîòÿ áû îäèí ïîëó-

ïó÷îê èç êàæäîãî ïó÷êà (èíà÷å ïó÷îê ñîäåðæàë áû öåïü, íå èìåþùóþ îáùèõ êîíòàêòîâ ñ
ñå÷åíèåì). Ïîêàæåì, ÷òî òóïèêîâîå ñå÷åíèå íå ìîæåò ñîäåðæàòü êîíòàêòû îáîèõ ïîëóïó÷êîâ
îäíîãî ïó÷êà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò òóïèêîâîå ñå÷åíèå T , ñîäåðæàùåå êîí-
òàêòû (a, ci) è (ci, b) ïðè íåêîòîðîì i . Â ñèëó òóïèêîâîñòè ñå÷åíèÿ T â ñõåìå åñòü öåïü
(a, ci), (ci, cj), ..., (ck, b) , â êîòîðîé ëèøü êîíòàêò (a, ci) ïðèíàäëåæèò T . Àíàëîãè÷íî â ñõåìå
åñòü öåïü (a, cg), ..., (ch, ci), (ci, b) , â êîòîðîé ëèøü êîíòàêò (ci, b) ïðèíàäëåæèò T . Íî òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòàêòîâ

(a, cg), ..., (ch, ci), (ci, b)

íå èìååò îáùèõ êîíòàêòîâ ñ òóïèêîâûì ñå÷åíèåì T è ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè öåïü ñõåìû, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, ëþáîå òóïèêîâîå ñå÷åíèå T ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäèí ïîëóïó÷îê èç êàæäîãî ïó÷êà. Äàëåå, åñëè Aj ⊆ T è Bk ⊆ T , òî òóïèêîâîå ñå÷åíèå T
ñîäåðæèò è âñå êîíòàêòû âèäà (cj , ck) (èíà÷å öåïü (a, ck), (ck, cj), (cj , b) íå èìåëà áû ñ íèì
îáùèõ êîíòàêòîâ).

ßñíî, ÷òî îïèñàííîå âûøå ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ îáðàçóåò ñå÷åíèå. Ïîýòîìó òóïèêîâîå ñå-
÷åíèå T íèêàêèõ äðóãèõ êîíòàêòîâ íå ñîäåðæèò.

Ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì óñëîâèÿì ëåììû î òóïèêî-
âîì ñå÷åíèè êàíîíè÷åñêîé ñõåìû, ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì ñå÷åíèåì, èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå. Êàíîíè÷åñêàÿ ñõåìà ñ r ïó÷êàìè ñîäåðæèò 2r òóïèêîâûõ ñå÷åíèé.
Ëåììà î ÷èñëå òóïèêîâûõ ñå÷åíèé, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòà îäíîé ïåðåìåííîé.

Â ìèíèìàëüíîé äëÿ íàáîðà âåñîâ P = (p1/n, ..., pn/n) êàíîíè÷åñêîé ñõåìå Σ , ðåàëèçóþùåé
ôóíêöèþ s2

n , ñóùåñòâóåò 2ri−ai òóïèêîâûõ ñå÷åíèé, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòîâ ïåðåìåííîé
xi , ãäå ai � ÷èñëî âíóòðåííèõ êîíòàêòîâ xi , à ri - ÷èñëî ïó÷êîâ, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòîâ
xi , â ñõåìå Σ äëÿ âñåõ i = 1, n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ri ïó÷êîâ, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòîâ xi , íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ê îäíîìó êëàññó îòíåñåì ïó÷êè, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðûõ ñîåäèíåíû öåïî÷êîé
êîíòàêòîâ xi . ×èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíî ri − ai . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ai = 0 ýòî
î÷åâèäíî. Ïîñêîëüêó âíóòðåííèå êîíòàêòû xi íå îáðàçóþò öèêëîâ (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè
ñõåìû), äîáàâëåíèå êàæäîãî êîíòàêòà xi óìåíüøàåò ÷èñëî êëàññîâ íà 1 (çà ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ
äâóõ êëàññîâ). Â ñèëó ñâîéñòâà 1) (ñì. ëåììó î ïðåîáðàçîâàíèè ñõåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó)
êàíîíè÷åñêèõ ñõåì âíóòðåííèå êîíòàêòû xi ìîãóò ñîåäèíÿòü òîëüêî ïó÷êè, íå ñîäåðæàùèå
êîíòàêòîâ xi .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òóïèêîâîãî ñå÷åíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî êîíòàêòîâ ïåðåìåííîé xi , äîñòàòî÷íî
âêëþ÷èòü â íåãî âñå ïîëóïó÷êè âèäà Aj èëè âñå ïîëóïó÷êè âèäà Bk èç ïó÷êîâ êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè. Îñòàëüíûå êîíòàêòû òàêîãî òóïèêîâîãî ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ëåììû î ÷èñëå òóïèêîâûõ ñå÷åíèé, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòà
îäíîé ïåðåìåííîé, ñõåìà Σ ñîäåðæèò íå ìåíåå

∑n
i=1 2ri−ai ðàçëè÷íûõ òóïèêîâûõ ñå÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñå÷åíèå, íå ñîäåðæàùåå êîíòàêòîâ ïåðåìåííîé xi , íå
ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ñå÷åíèåì, íå ñîäåðæàùèì êîíòàêòîâ ïåðåìåííîé xj , ïîñêîëüêó â ñõåìå
åñòü öåïü èç êîíòàêòîâ xi, xj .

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ìèíèìàëüíîé ñõåìû S+ äëÿ s2
n â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ

ñõåì ñ âåñàìè, çàäàííûìè âåêòîðîì P = (p1/n, ..., pn/n) , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
n∑

i=1

2−mi 6 1, (1)

ãäå äëÿ âñåõ i = 1, n mi � ÷èñëî êîíòàêòîâ xi â ñõåìå S+ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûøå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ r − ri ïó÷êîâ ñîäåðæàò êîíòàêòû

xi äëÿ âñåõ i = 1, n ,êðîìå òîãî ñõåìà S+ ñîäåðæèò ai âíóòðåííèõ êîíòàêòà ïåðåìåííîé xi .

mi = r − ri + ai. (2)
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Ñîïîñòàâëåíèå ñëåäñòâèé ëåììû î òóïèêîâîì ñå÷åíèè êàíîíè÷åñêîé ñõåìû è ëåììû î ÷èñëå
òóïèêîâûõ ñå÷åíèé, íå ñîäåðæàùèõ êîíòàêòà îäíîé ïåðåìåííîé. äàåò

2r >
n∑

i=1

2ri−ai ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (2) è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî n, n > 2 , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L+
KC(s2

n;P ) = n · l(P ),

ãäå l(P ) - ñòîèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî îïòèìàëüíîãî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P ïðå-
ôèêñíîãî äâîè÷íîãî êîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ñõåìó S+ , ðåàëèçóþùóþ s2
n ñî ñëîæíîñòüþ L(S+; P ) =

L+
KC(s2

n; P ) . Ïóñòü mi � ÷èñëî âõîæäåíèé êîíòàêòà i � îé ïåðåìåííîé äëÿ âñåõ i îò 1 äî n.
Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ñõåìû S+

L+
KC(s2

n;P ) =
n∑

i=1

mi.

Íåðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó Ìàêìèëëàíà (7) äëÿ äâîè÷íîãî îäíîçíà÷íî äåêîäè-
ðóåìîãî êîäà ñ n êîäîâûìè ñëîâàìè, â êîòîðîì j -å êîäîâîå ñëîâî, 1 6 j 6 n , èìååò äëèíó lj .
Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî

∑n
i=1 pi ·mi > n · l(P ), ãäå C ëþáîé îïòèìàëüíûé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé P ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä, à l(P ) - åãî ñòîèìîñòü. Ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü
îïòèìàëüíîé ñõåìû â êëàññå π -ñõåì, ïîñòðîåííîé â ñòàòüå (3) è òî, ÷òî åå ñëîæíîñòü ðàâíà
íèæíåé îöåíêå ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè s2

n â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ çàäàííûìè
âåñàìè êîíòàêòîâ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì,÷òî äëÿ ëþáîãî n, n > 2 , ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

L+
KC(s2

n;P ) = n · l(P ),

ãäå C ëþáîé îïòèìàëüíûé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä, à
l(P ) - åãî ñòîèìîñòü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Êàôåäðà Âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ

Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ñåòî÷íîé íîðìå
ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ âåñàìè äëÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè (çàäà÷à Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà)

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, 0 < t 6 T,

u(0, t) = 0,
∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t), 0 < t 6 T,

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 1.

(1)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (1) ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [1]. Â ÷àñòíîñòè äîêàçà-
íà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ïî
íà÷àëüíûì äàííûì è ïî ïðàâîé ÷àñòè. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíî êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû u0(x) ∈
C1[0, 1], u0(0) = 0, u′0(0) = u′0(1) . Òàì æå èçëîæåíû ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê
äàííîé ïîñòàíîâêå.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ çàäà÷è (1). Ïðåäâàðèòåëüíî â ïðÿìîóãîëüíè-
êå Π = {0 < x 6 1, 0 6 t 6 T} ââåä¼ì ñåòêó ωh,τ = ωh × ωτ , ãäå ωh = {xi = ih, i =
1, 2, . . . , N, hN = 1}, ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , M, τM = T} . Äàëåå áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèÿ

yn
i = y(xi, tn), yn

x,i =
yn

i+1 − yn
i

h
, yn

x,i =
yn

i − yn
i−1

h
, yn

xx,i =
yn

i+1 − 2yn
i + yn

i−1

h2
.

Äëÿ çàäà÷è (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõñëîéíûå ñõåìû ñ âåñàìè

yn+1
i − yn

i

τ
= σyn+1

xx,i + (1− σ)yn
xx,i, i = 1, 2, . . . , N − 1, n = 0, 1, . . . , M − 1,

yn+1
N − yn

N

τ
= 2h−1

(
σ(yn+1

x,0 − yn+1
x,N ) + (1− σ)(yn

x,0 − yn
x,N )

)
, n = 0, 1, . . . , M − 1,

y0
i = u0(xi), i = 1, 2, . . . , N, 0 6 σ 6 1, yn

0 = 0, n = 0, 1, . . . , M.

(2)

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòíûå ñõåìû (2) íà êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé àïïðîêñèìèðó-
þò äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó (1) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî h è ïåðâûì ïî τ ïðè σ 6= 1/2 , à
ïðè σ = 1/2 � ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî h è ïî τ .

Ââåä¼ì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé

H = {y = y(x), x ∈ ωh}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H cíàáæåíî íîðìîé, ïîðîæä¼ííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì

(u, v) =
N−1∑

i=1

huivi +
1
2
huNvN , ‖u‖ ≡ ‖u‖Lh

2
=

√
(u, u). (3)
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Ïîä íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L , äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñâå H , áóäåì ïîíèìàòü îïåðà-
òîðíóþ íîðìó, ïîä÷èí¼ííóþ íîðìå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H , ò.å.

‖L‖ = sup
‖x‖=1

‖Lx‖.

Çàïèøåì ðàçíîñòíûå ñõåìû (2) â îïåðàòîðíîì âèäå

yn+1 − yn

τ
+ σAyn+1 + (1− σ)Ayn = 0, n = 0, 1, 2 . . . , M − 1,

yk = yk(x) ∈ H, k = 0, 1, . . . , M, y0 = u0(xi), i = 1, 2, . . . , N.
(4)

Çäåñü yn(xi) = yn
i , i = 1, 2, . . . N, n = 0, 1, . . .M , îïåðàòîð A : H → H îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì
(Ay)i = −yxx,i, i = 1, 2, . . . , N − 1,
(Ay)N = −2h−1(yx,0 − yx,N ), y0 = 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà A . Çäåñü è äàëåå áóäåì äëÿ îïðåäåë¼í-
íîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî N íå÷¼òíî. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ðåøåíà àíàëè-
òè÷åñêè (ñì. [1]). Ðåøåíèå äëÿ íå÷¼òíîãî N âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

v0(xi) = xi, v2k(xi) = sin 2πkxi,
i = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, . . . , m, m = (N − 1)/2,

λk =
4
h2

sin2 πkh, k = 0, 1, . . . , m.
(5)

Îòìåòèì, ÷òî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî åñòü îïåðàòîð A âûðîæäåí. Âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà âåùåñòâåííû, íåîòðèöàòåëüíû è ïðè k = 1, 2, . . . ,m èìåþò äâîé-
íóþ êðàòíîñòü. Îäíàêî êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð. Ïîýòîìó ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íå îáðàçóåò áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ
ôóíêöèé H . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì êàê â ñìûñëå ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Lh

2 , òàê è â ëþáîì äðóãîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâà H .
Â ÷àñòíîñòè, ñîïðÿæ¼ííûì ê íåìó â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð
A∗ , îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâàìè

(A∗y)i = −yxx,i, i = 1, 2, . . . , N − 1, y0 = yN , (A∗y)N =
2
h

yx,N .

Äâóõñëîéíóþ ñõåìó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (4) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå, ðàçðå-
ø¼ííîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè yn+1 , òî åñòü â âèäå

yn+1 = Syn, n = 0, 1, . . . , (6)

ãäå S = (E + στA)−1 (E − (1− σ)τA) - îïåðàòîð ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû. Òàê êàê âñå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A íåîòðèöàòåëüíû, îïåðàòîð ïåðåõîäà ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì
τ > 0 è σ > 0 .

Ðàçíîñòíûå ñõåìû (4) èññëåäóþòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü â ïðîñòðàíñòâå H ñ íîðìîé (3). Çäåñü è
äàëåå ïîä òåðìèíîì óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàí-
íûì (ñì. [4]). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè â íîðìå
‖ · ‖ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî yn ∈ H âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
‖yn+1‖ 6 ‖yn‖ .

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (6) ðàçíîñòíîé ñõåìû, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå ðàâíîìåð-
íîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà ‖S‖ 6 1 , êîòîðîå â ïðîñòðàíñòâå H
ñ íîðìîé (3) ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó íåðàâåíñòâó S∗S 6 E .

Ðàçíîñòíûå ñõåìû (4) èçó÷àëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [2],[3]. Ïîñòðîåí ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé îïåðàòîð D : H → H , îïðåäåëÿþùèé ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó
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‖y‖D =
√

(Dy, y)
Lh

2

, â êîòîðîé äàííûå ñõåìû óñòîé÷èâû ïðè òåõ èëè èíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ïàðàìåòðû ñåòêè h > 0, τ > 0 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ σ ∈ [0, 1] . Îä-
íàêî ñòðóêòóðà îïåðàòîðà D âåñüìà ñëîæíà äëÿ èçó÷åíèÿ. Âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à
îòûñêàíèÿ êîíñòàíò ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñòðîåííîé íîðìû ñ Lh

2 íîðìèðîâêîé. Â òî æå âðåìÿ
ðàçíîñòíûå ñõåìû âèäà (2) äëÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà,
êàê èçâåñòíî, àáñîëþòíî óñòîé÷èâû ïðè 1/2 6 σ 6 1 , à ïðè 0 6 σ < 1/2 ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî
óñòîé÷èâûìè â Lh

2 íîðìå (ñì. íàïðèìåð [4]).
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (1) îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ëèøü íàëè÷èåì îä-

íîãî íåêëàññè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Îòñþäà âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàçíîñòíûå
ñõåìû (4) óñòîé÷èâû íå òîëüêî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, ïîðîæä¼ííîé îïåðàòîðîì D , íî è
â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ñåòî÷íîé íîðìå ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà σ, h, τ . Îñíîâíîé
ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè â Lh

2
íîðìå ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ âåñàìè äëÿ çàäà÷è Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà ïðè ëþáîì âûáîðå âåñîâîãî
ïàðàìåòðà σ ∈ [0, 1] .

2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà A . Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé-
÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì (4), ðàññìîòðèì îïåðàòîð B = 1/2(A+A∗) � ñèììåòðè÷åñêóþ ÷àñòü
îïåðàòîðà A . Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B .

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: A = h2A, A∗ = h2A∗ . Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B = 0.5(A+A∗) .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

By = λy, y = (y1 y2 . . . yN )T . (7)

Â ñèëó ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà B ó íåãî ñóùåñòâóåò ðîâíî N âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè, à èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ýòèì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì, ìîæíî ñîñòàâèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Â ðàçíîñòíîé ôîðìå çàäà÷à (7) èìååò
âèä 




2y1 − y2 − 0.5yN = λy1,
−yi−1 + 2yi − yi+1 = λyi, i = 2, 3, . . . , N − 1,
−y1 − 2yN−1 + 2yN = λyN .

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2], à çäåñü ëèøü ïðèâåä¼ì îêîí÷àòåëüíûé ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ. Âî ïåðâûõ, èìåþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà
λ = 2(1− cosφ), ãäå φ - âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

sin(N − 1)φ + 8 sinφ sin2 Nφ

2
= 0, 0 6 φ < 2π.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

yj = 2 sin jφ + sin(N − j)φ, j = 1, 2, . . . , N.

Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàâåäîìî íåîòðèöàòåëüíû, è, áîëåå òîãî, ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê
ðàâåíñòâî èõ íóëþ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè φ = 0 . Îäíàêî ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðè φ = 0
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Âî-âòîðûõ, èìåþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà

λ = 2(1− chφ), (8)

ãäå φ - âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

sh(N − 1)φ− 8 sh φ sh2 Nφ

2
= 0, −∞ < φ < +∞. (9)
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Óêàæåì ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé òàêîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

yj = 2 sh jφ + sh(N − j)φ, j = 1, 2, . . . , N. (10)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì (8), îòðèöàòåëüíû, ðàâåíñòâî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ íóëþ èñêëþ÷àåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì.

Ïîèñê îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
(9). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî âåêòîð (10) íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïðè ëþáîì
φ 6= 0 , ïîýòîìó âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äà¼ò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,
êîòîðîå çàâåäîìî ìåíüøå íóëÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Àâòîðû ðàáîòû [2]
íà îñíîâå ïðîâåä¼ííûõ âû÷èñëåíèé óñòàíîâèëè íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (9)
ïðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ N . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè äëÿ ëþáûõ N > 2 .

Çàïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå f(x) = 0 , ãäå

f(x) = sh(N − 1)x− 8 sh x sh2 Nx

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå÷¼òíà. Òî åñòü åñëè f(x) = 0 , òî è f(−x) = 0 . Íî òàêèì äâóì
íóëÿì ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ , ñîáñòâåííûå âåêòîðà
ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì (ñì. ðàâåíñòâà (8) è (10)). Êîðåíü x = 0 , êàê áûëî óñòàíîâëåíî
âûøå, íå äà¼ò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ f(x) öåëåñîîáðàçíî èçó÷àòü
òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) :

f ′(x) = (N − 1) ch(N − 1)x− 8
(

chx sh2 Nx

2
+ N shx sh

Nx

2
ch

Nx

2

)
, x > 0.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ïîëîæèòåëüíà, f ′(0) = N − 1 > 0, N > 2, è f(0) = 0 , â
ìàëîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ òàêîå çíà÷åíèå x+ > 0 , äëÿ êîòîðîãî
ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà.

Âû÷èñëèì ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x → +∞ . Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî îöåíèì å¼
ñâåðõó

f(x) = sh(N − 1)x− 4 shx(chNx− 1) 6 shNx− 4 sh x(chNx− 1) =
= (shNx− chNx shx) + (4− 3 chNx) shx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè x → +∞ , ïîñêîëüêó shNx < chNx, x > 0 , shx →
+∞ ïðè x → +∞. Âòîðîå ñëàãàåìîå, î÷åâèäíî, òàêæå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè x → +∞ .
Îòñþäà âèäíî, ÷òî

lim
x→+∞ f(x) = −∞.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî N > 2 íàéä¼òñÿ òàêîå çíà÷åíèå x− , ÷òî x− > x+ > 0 è f(x−) < 0 .
Òîãäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî
x0 ∈ (x+, x−) , íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f îáðàòèòñÿ â íóëü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð B = 0.5(A+A∗) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îòðèöàòåëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ ôóíêöèè f(x) , òî åñòü î åäèí-
ñòâåííîñòè îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B .
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Óðàâíåíèå (9) àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü íå óäà¼òñÿ, ïîýòîìó ñëåäóåò ïåðåéòè ê íåêîòîðîìó
ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

u = sh x, chx =
√

1 + u2,

v = sh Nx, chNx =
√

1 + v2.

Âûïèøåì ôóíêöèþ f â ïåðåìåííûõ (u, v) :

f(x) = (shNx chx− chNx shx)− 4 sh x chNx + 4 shx = v
√

1 + u2 − 5u
√

1 + v2 + 4u ≡ F (u, v).

Çàäà÷à f(x) = 0, x > 0 ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó íóëåé ôóíêöèè F (u, v) íà ìíîæåñòâå

Γ(N) = {Q = (u, v) | Q = Q(x) ≡ (shx, shNx), x > 0},

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê ôóíêöèè

u = u(v) = sh
(

1
N

arcshv

)
, v > 0. (11)

Èç ôîðìóëû (11) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî êðèâàÿ Γ(N) ëåæèò âûøå îñè àáñöèññ (ov) .
Êðîìå òîãî, äàííàÿ êðèâàÿ íàõîäèòñÿ íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé, â ÷àñòíîñòè, îíà ëåæèò
íèæå ñâîåé êàñàòåëüíîé ïðè v0 = 0 , êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
u = v/N, v > 0 .

Òàêèì îáðàçîì, Γ(N) öåëèêîì ëåæèò â ñåêòîðå S(N) , îáðàçîâàííûì ïðÿìûìè
u = v/N, v > 0 è u = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé êðèâîé ñî ìíî-
æåñòâîì íóëåé ôóíêöèè F (u, v) çàâåäîìî ïðèíàäëåæàò ñåêòîðó S(N) .

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: âû÷èñëèì íóëè ôóíêöèè F (u, v) íà ìíîæåñòâå {(u, v) |
u > 0, v > 0} . Òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

v
√

1 + u2 − 5u
√

1 + v2 + 4u = 0, u > 0, v > 0.

Äâàæäû âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, êîòîðîå â ïåðå-
ìåííûõ α = u2, β = v2 èìååò âèä

α(β) =
β(24β + 41) + 40β

√
β + 1

(24β)2 + 16 · 23β + 81
, β > 0. (12)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (11),(12) çàäà÷à ïîèñêà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íóëåé ôóíêöèè F (u, v) ñ
ìíîæåñòâîì Γ(N) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîðíåé óðàâíåíèÿ

α(β) = sh2

(
1
N

arcsh
√

β

)
, β > 0. (13)

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ
îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B (ñì. ñëåäñòâèå 1 èç òåîðåìû 1). Äîêàæåì
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

Ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàêèå èç íóëåé ôóíêöèè F (u, v) ìîãóò ëåæàòü âî ìíîæåñòâå S(N) .
Òàê êàê ôóíêöèÿ α(β) > 0, β > 0 , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî α(β) < β/N2.
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óñëîâèþ β > β∗(N) > 1, N > 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (13) çàâåäîìî áîëüøå åäèíèöû. Ôóíêöèÿ α(β) , à çíà÷èò è å¼ àíàëîã â ïåðåìåííûõ
(u, v) , íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïðè β > 0 . Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûìè
ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âñÿêîãî N > 2 ìîíîòîííî
óáûâàåò ïðè β > 1 , â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Îòñþäà
âûòåêàåò
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Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (9) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð B = 0.5(A+A∗) èìååò åäèíñòâåííîå îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ êîðíåì ôóíêöèè f(x) ðàâåíñòâîì (8), ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (10).

3. Àáñîëþòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñõåì ñ âåñàìè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ
ñõåì (4). Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì σ ∈ [0, 1] è äëÿ ëþáûõ h > 0, τ > 0 ñîîò-
âåòñòâóþùèé îïåðàòîð ïåðåõîäà ñõåìû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖S‖ > 1 . Ïðåäâàðèòåëüíî
ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü σ ∈ [0, 1], h > 0 , òàêîâû, ÷òî ÷èñëî λ̃ = ((1 − σ)γ)−1, γ = τ/h2 íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ïðè ëþáîì 0 < t1 < τ < t2 . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå r > 0 , ÷òî îïåðàòîð ïåðåõîäà S = S(τ) ðàçíîñòíûõ ñõåì (4) ïðè âñåõ τ ∈ (t1, t2)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖S‖ > 1 + r .

Çàìå÷àíèå ê ôîðìóëèðîâêå ëåììû 1. Â ñëó÷àå, êîãäà σ = 1 , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ̃ =
+∞ è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ïðè ëþáûõ h > 0, τ > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî . Äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå r > 0 , ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖S(τ)‖ >
√

1 + r, äëÿ âñåõ τ ∈ (t1, t2). (14)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðíîé íîðìû, äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(S∗Sy, y)
Lh

2

> (1 + r)(y, y)
Lh

2

. (15)

Äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì r > 0 äëÿ êàæäîãî τ ∈ (t1, t2) íàéä¼òñÿ âåêòîð y ∈ H ,
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (15). Ò.å. òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì τ ∈ (t1, t2)
íàðóøàåòñÿ îïåðàòîðíîå íåðàâåíñòâî S∗S 6 (1 + r)E .

Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì îïåðàòîðà ïåðåõîäà, çàïèøåì äàííîå îïåðàòîðíîå íåðàâåíñòâî
ïîäðîáíåå

(E − (1− σ)τA∗)(E + στA∗)−1(E + στA)−1(E − (1− σ)τA)) 6 (1 + r)E. (16)

Ïî óñëîâèþ ëåììû ïðè τ ∈ (t1, t2) ÷èñëî λ̃ = ((1−σ)γ)−1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A , ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð L = E−(1−σ)τA äëÿ âñåõ τ èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà
íåâûðîæäåí. Òîãäà, äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (16) ñïðàâà íà L−1 , ñëåâà íà (L∗)−1 , ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî

[(E + στA)(E + στA∗)]−1 6 (1 + r) [(E − (1− σ)τA)(E − (1− σ)τA∗)]−1 .

Ïåðåéä¼ì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê îáðàòíûì îïåðàòîðàì è ðàñêðîåì ñêîáêè

rE + τ((1 + r)σ + (1− σ))(A + A∗) + τ2(σ2(1 + r)− (1− σ)2)AA∗ > 0.

Ñîãëàñíî ðàíåå ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì ïîëó÷èì

(1 + rσ)B− 0.5γ(1− 2σ − rσ2)AA∗ +
r

2γ
E > 0,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

(1 + rσ) (By, y)
Lh

2

− 0.5γ(1− 2σ − rσ2) (A∗y,A∗y)
Lh

2

+
r

2γ
(y, y)

Lh
2

> 0, (17)

äëÿ âñåõ y ∈ H.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (14) äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé âåêòîð y ∈ H, y 6= 0 , íà
êîòîðîì íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî (17).

Îïåðàòîð B , ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 2 ïðåäûäóùåé ãëàâû, èìååò åäèíñòâåííîå
îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ− è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ y− .
Ðàíåå áûëî ñêàçàíî, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà A íåòðèâèàëüíî è îäíîìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî
ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà òàêæå íå òðèâèàëüíî è îäíîìåðíî. Áàçèñ â íåì îáðàçóåò ñåòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ y0 ≡ y0(xi) = 1, i = 1, 2, . . . , N .

Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (17) íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(α) =
y0 + αy−, −∞ < α < +∞. . Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ y0 è y− âåêòîð
y(α) 6= 0 ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì α .

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y− èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó. Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ y(α)
â íåðàâåíòñâî (17). Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì

P (α) ≡ P0α
2 + 2αC1

[
λ−(1 + rσ) +

r

2γ

]
+

r

2γ
> 0, ãäå

P0 =
[
λ−(1 + rσ) +

r

2γ
− 0.5γ(1− 2σ − rσ2)C2

]
, −∞ < α < +∞,

(18)

ãäå C1 =
(
y−, y0

)
, C2 =

(
A∗y−,A∗y−

)
> 0 . Çàìåòèì, ÷òî C1 > 0 , òàê êàê â ñèëó (10)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (y−)i(y0)i = (y−)i > 0, i = 1, 2, . . . , N . Êîíñòàíòà C2 òàêæå ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y− íå ëåæèò â ÿäðå îïåðàòîðà A∗ .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 1, ïàðàìåòð τ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (t1, t2), t1 > 0 . Ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû 0 < r < r2 = 2(−λ−)t1/h2 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîé ñòåïåíè α
ìíîãî÷ëåíà P (α) áóäåò ìåíüøå íóëÿ ïðè âñåõ τ ∈ (t1, t2) . Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (18)
ïðè P0 = 0 íàðóøàåòñÿ ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì α > 0 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò P0 ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (18) îòëè÷åí îò íóëÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå P (α) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè. Âû÷èñëèì åãî äèñêðèìèíàíò

D/4 = C2
1λ2
−(1 + rσ)2 − r

[
λ−
2γ

(1 + rσ)(1− 2C2
1 )− (1− 2σ − rσ2)C2/4

]
− r2

4γ2
(1− C2

1 ).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå äèñêðèìèíàíòà ïîëîæèòåëüíî ïðè ëþáîì r > 0 è íå çàâèñèò îò τ . Âåëè-
÷èíà, íàõîäÿùàÿñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ðàâíî êàê è ìíîæèòåëü ïðè r2 , ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ σ ∈ [0, 1], h > 0 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ τ, r , îãðàíè÷åííûìè íà ìíîæåñòâå
[t0, t2]× [ 0, r2] . Ïîýòîìó r > 0 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò îñòàâàëñÿ
ïîëîæèòåëüíûì ïðè ëþáîì τ ∈ (t1, t2) , áëàãîäàðà ÷åìó êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí P (α) èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ α1, α2 è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

P (α) = P0(α− α1)(α− α2), P0 6= 0.

Òîãäà âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè α2 , íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî α0 , ÷òî
P (α0) < 0 . Ò.î. íåðàâåíñòâî (17) íàðóøàåòñÿ íà âåêòîðå y(α0) = y0 + α0y−.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1 âûòåêàåò
Òåîðåìà 3 . Ïóñòü σ ∈ [0, 1], h = h0 > 0, τ = τ0 > 0 òàêîâû, ÷òî ÷èñëî
λ̃ =

(
(1−σ)γ

)−1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A , òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
(4) ïðè äàííûõ σ, h, τ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîé â Lh

2 íîðìå.

Íåóñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ âåñàìè äîêàçàíà ïðè ëþáûõ h > 0, τ > 0 , òàêèõ,
÷òî îïåðàòîð L = E − γ(1 − σ)A íåâûðîæäåí. Ðàññìîòðèì òåïåðü σ ∈ [0, 1], h0 > 0, τ0 >

0 , ïðè êîòîðûõ ÷èñëî λ̃ = (γ0(1 − σ))−1 ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A , ò.å. ïðè íåêîòîðîì k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (τ0(1 − σ))−1 = λk, ãäå λk,
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k = 1, 2, . . .m îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (5). Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð L íå îáðàòèì. Çàôèêñè-
ðóåì h = h0 è âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τn → τ0, n → +∞ Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τn >
τ0, n = 1, 2, . . . .

Ïóñòü Sn � îïåðàòîð ïåðåõîäà ñõåìû (4) äëÿ h = h0, τ = τn, n = 0, 1, 2, . . . . Ñïåêòð
îïåðàòîðà A êîíå÷åí. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ÷èñëî t2 > τ0 , òàêîå, ÷òî λ̃ =

(
(1−σ)γ

)−1
, γ = τ/h2

0
íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ïðè ëþáîì 0 < τ0 < τ < t2 . Ïóñòü
τn < t2, n > N . Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ñóùåñòâóåò r > 0 , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖Sn‖ > 1 + r, n > N. (19)
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ‖Sn − S0‖ → 0, n → +∞. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð Sn â âèäå

Sn = M−1
n Ln, ãäå Mn = E + στnA, Ln = E − (1− σ)τnA, n = 0, 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ‖Mn −M0‖ → 0, ‖Ln − L0‖ → 0, n → +∞. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü àíàëî-
ãè÷íûé ïðåäåë äëÿ îïåðàòîðà M−1

n . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì (ñì.[5]).

Óòâåðæäåíèå 1 . Ïóñòü Mn, n = 0, 1, 2, . . . � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû,
äåéñòâóþùèå â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðè÷¼ì ‖Mn − M0‖ → 0, n → +∞ . Òîãäà åñëè
îïåðàòîð M0 îáðàòèì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî îïåðàòîðû Mn

òàêæå îáðàòèìû ïðè n > N è ‖M−1
n −M−1

0 ‖ → 0, n → +∞ .

Òàê êàê
∣∣∣‖Sn‖−‖S0‖

∣∣∣ 6 ‖Sn−S0‖, à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ‖Sn‖ → ‖S0‖, ïðè n → +∞ . Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå
(19), ïîëó÷èì ‖S0‖ > 1+r > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) íåóñòîé÷èâà â ïðîñòðàí-
ñòâå H ñ íîðìîé (3) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî λ̃ = (γ(1 − σ))−1 ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A . Îòñþäà è èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðàçíîñòíûå
ñõåìû íåóñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ σ ∈ [0, 1], h > 0, τ > 0 .

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî àáñîëþòíàÿ íåóñòîé-
÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ âåñàìè áûëà äîêàçàíà òîëüêî â íîðìå (3), ÷òî âîâñå íå îçíà÷àåò
íåóñòîé÷èâîñòü â ëþáîé äðóãîé íîðìå. Êàê áûëî óæå ñêàçàíî âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóþò íîð-
ìû (ñì.,íàïðèìåð, [3]), â êîòîðûõ äàííûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî óñòîé÷èâûìè ñ îáû÷íûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ñåòêè h, τ .
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Ââåäåíèå.
Çàäà÷è ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé âîçíèêàþò â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, çà-

äà÷àõ àíàëèçà è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé. Ðàñòðîâûå èçîáðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïîâñå-
ìåñòíî è õðàíÿò â ñåáå èíôîðìàöèþ î öâåòå â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñòðà. Áîëüøàÿ ÷àñòü àëãîðèò-
ìîâ ìàøèííîé ãðàôèêè, àëãîðèòìîâ ââîäà, ñêàíèðîâàíèÿ ôîòî è âèäåîèíôîðìàöèè ðàññ÷è-
òàíà èìåííî íà òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé. Îäíàêî â ðàñòðîâîì ïðåäñòàâëåíèè
èçîáðàæåíèÿ îòñóòñòâóåò èíôîðìàöèÿ î ôîðìå îáúåêòîâ, ÷òî çàòðóäíÿåò èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
òàêèå êàê èçìåíåíèå ôîðìû è ìàñøòàáèðîâàíèå. Íàä ìàòðèöàìè ðàñòðà ìîæíî âûïîëíÿòü
òîëüêî ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ öâåòà ÿ÷ååê ðàñòðà. Ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèÿ â âåêòîð-
íîì (íåïðåðûâíîì) âèäå � ýòî îïèñàíèå åãî ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Äëÿ äâó-
ìåðíûõ èçîáðàæåíèé ýòè ôóíêöèè çàäàþòñÿ íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèêå èçîáðàæåíèÿ. Äëÿ
ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé - ýòî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè, à äëÿ öâåòíûõ � ýòî
âåêòîðíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, â 3-õ êîìïîíåíòíîì ôîðìàòå RGB −→

f = (fr, fg, fb). Åñëè èçîá-
ðàæåíèå çàäàíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñ íèì ìîæíî ïðîèçâîäèòü áîëüøå ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîáðàæåíèÿìè, çàäàííûìè â äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå ðàñòðîâîãî
èçîáðàæåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëèçå ôîðìû îáúåêòîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ íà íåì. Â òàêèõ
çàäà÷àõ äåéñòâîâàòü íåïîñðåäñòâåííî ñ ðàñòðîì ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëü-
çîâàíèå íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé �
ëîãè÷íîå ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû. Íåïðåðûâíûå ìîäåëè, çàäàííûå â âèäå ôóíêöèé, ïîçâî-
ëÿþò ïîñòðîèòü ñòðîãèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ýòèõ ìî-
äåëåé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé,
òàêèõ êàê:

• ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè ÿðêîñòè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ
ïî èçîëèíèÿì óðîâíÿ,

• ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìû îáúåêòîâ, çàäàííûõ ðàñòðîâûì ïðåäñòàâëåíèåì, âêëþ÷àþùèå â
ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ ôèãóð: ñæàòèå, ðàñòÿæåíèå, ïîâîðîòû è èçãèáû
â çàäà÷å ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

1. Îïèñàíèå îáùåãî ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íåïðåðûâíîé ìîäåëè ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ
ïðèíöèïàõ:

• èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî øàãà ðåøåíèÿ çàäà÷
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé,

• èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàê èíñòðó-
ìåíòà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äèàãðàììà íà ðèñóíêå 1 ïîêàçûâàåò ñõåìó ïðèìåíåíèÿ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïðåðûâíîé ìîäåëè.

Ìåòîä ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èñõîäíîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå âåêòîðèçóåòñÿ, òî
åñòü äëÿ íåãî ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü (1), çàòåì â ðàìêàõ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðîâî-
äèòñÿ òðåáóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå (2) è, íàêîíåö, ïðîâîäèòñÿ ðàñòåðèçàöèÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè
(3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàííîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
âåêòîðèçàöèè ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé è îáðàòíîé ê íåé çàäà÷è ðàñòåðèçàöèè â äàííîé ðàáî-
òå âûáðàíû èçâåñòíûå ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàáîòàõ [1] è [8]. Äëÿ âåêòîðèçàöèè ðàñòðîâîãî
èçîáðàæåíèÿ âûáðàíà ìîäåëü ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [1], [2]. Âåêòîðèçàöèÿ ïðî-
âîäèòñÿ â 2 ýòàïà:

1. ìíîãîóãîëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé;

2. íåïðåðûâíàÿ ñêåëåòèçàöèÿ ìíîãîóãîëüíûõ ôèãóð.

Äëÿ ðàñòåðèçàöèè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé (ïóíêò 3 äèàãðàììû ðèñóíêà 1) èñïîëüçóåòñÿ ïà-
ðàäèãìà ïëîñêîãî çàìåòàíèÿ [5] è èíòåðïîëÿöèÿ ñ ïîìîùüþ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Îñ-
íîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïóíêòó 2 äèàãðàììû, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿì â ðàìêàõ íåïðå-
ðûâíûõ ìîäåëåé. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàìêàõ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:

1. Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ âíóòðè îáëàñòè ïî çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöàõ íà
îñíîâå íåïðåðûâíîé ñêåëåòèçàöèè îáëàñòè (â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîá-
ðàæåíèé).

2. Ðàñ÷åò ãîìåîìîðôèçìà ìíîãîóãîëüíûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ èçîìîðôíûìè áàçîâûìè
ñêåëåòàìè (â çàäà÷å ìîðôèíãà èçîáðàæåíèé).

2. Îáùàÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðà-
æåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïðåðûâíîé ìîäåëè.

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîìåæóòî÷íîé íåïðåðûâíîé ôàçû â îáùåì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì
Am×n − ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà m× n, m ∈ N, n ∈ N
Bl×k − ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà l × k, l ∈ N, k ∈ N
Ii − èñõîäíîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå, Ii ∈ Am×n

If − ïðåîáðàçîâàííîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå, If ∈ Bl×k

{aij} ∈ U, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n
{bij} ∈ W, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , k
U − íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Rp

V − íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Rp
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Rp − p -ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R
Äàíî: ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå Ii ∈ Am×n .
Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå If ∈ Bl×k è àëãîðèòì Ω : Ii → If â âèäå êîìïîçèöèè Ω =

R ◦ T ◦ V , ãäå
V : Ii → Iv1 - îïåðàòîð âåêòîðèçàöèè ðàñòðîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ;
T : Iv1 → Iv2 - îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî (âåêòîðíîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ;
R : Iv2 → If - îïåðàòîð ðàñòåðèçàöèè íåïðåðûâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Iv1 , Iv2 � íåïðåðûâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ.
Íà îïåðàòîðû V , T è R íàêëàäûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, íåîáõîäèìîãî â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ îãðàíè÷åíèé:

1. Îïåðàòîð T ìîæåò áûòü ãîìåîìîðôíûì (íàïðèìåð â çàäà÷å ìîðôèíãà).

2. T ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì (íàïðèìåð â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðà-
æåíèé).

3. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îïåðàòîðû V è R ðàáîòàþò ñ ðàñòðîì (áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê), îíè
ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíûìè, òî åñòü âûïîëíåíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ ìîæåò èìåòü íèçêóþ
âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü (÷àñòî æåëàòåëüíî ëèíåéíóþ ïî ÷èñëó òî÷åê ðàñòðà).

4. Îïåðàòîð V ìîæåò "âûäåëÿòü"ôîðìó îáúåêòîâ íà ðàñòðå (íàïðèìåð, â çàäà÷àõ, ãäå
ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî ó÷èòûâàòü ôîðìû ïðèñóòñòâóþùèõ íà èçîáðàæåíèè îáúåêòîâ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîóãîëüíîé ìíîãîñâÿçíîé ôèãóðîé (ÌÌÔ) äëÿ áèíàðíîãî ðàñòðîâîãî
èçîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, âíóòðè êàæäîãî èç êîòîðûõ ëåæàò òîëüêî ÷åðíûå òî÷êè ðàñòðà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñêåëåòîì ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû [1] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî öåíòðîâ ìàê-
ñèìàëüíûõ âïèñàííûõ â íåå îêðóæíîñòåé. Ñêåëåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàíàðíûé ãðàô, âåð-
øèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåíòðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ãðàíèöû â òð¼õ è áîëåå òî÷êàõ,
à ðåáðàìè � ñåðåäèííûå îñè, ëèíèè, ñîñòîÿùèå èç öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ãðàíèöû
â äâóõ è áîëåå òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå 3. Âïèñàííûì ïóñòûì êðóãîì [8] (èëè ïðîñòî ïóñòûì êðóãîì) íàçûâàåòñÿ
êðóã íà ïëîñêîñòè, ó êîòîðîãî âñå âíóòðåííèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè äëÿ ÌÌÔ, à åãî
ãðàíèöà ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ÌÌÔ.

Ïîä ãðàíè÷íî-ñêåëåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü ñêå-
ëåò àïïðîêñèìèðóþùåé ÌÌÔ ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âïèñàííûõ
ïóñòûõ êðóãîâ.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíî-
âûõ èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé ïî èçîëèíèÿì ÿðêîñòè âîçíèêàþò âî
ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ â ìåäèöèíå, ãåîèíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ, â ñæàòèè èçîáðàæåíèé. Ïî-
ëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå â òàêèõ çàäà÷àõ èìååò íåáîëüøîå ÷èñëî îòòåíêîâ ñåðîãî, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ÿðêîñòè.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óðîâíåé ÿðêîñòè
Λ = {α1, α2, . . . , αM}
αi ∈ N, i = 1, . . . ,M
α1 < α2 < · · · < αM

Çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè ÿðêîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè íîâîãî ðàñòðîâîãî
èçîáðàæåíèÿ, â êîòîðîì öâåòà ïëàâíî ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà â äèàïàçîíå îò α1 äî αM

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ â òåðìèíàõ ïîäõîäà,
ïðåäëàãàåìîãî â äàííîé ðàáîòå (ðèñ.2).
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Äàíî: ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå Ii ∈ Am×n , ãäå aij ∈ Λ .
Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü àëãîðèòì Ω è ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå If ∈ Bm×n òàêèå, ÷òî Ω :

Ii → If , ãäå bij ∈ [α1 . . . αN ] , òî åñòü â íîâîì ðàñòðîâîì èçîáðàæåíèè If òî÷êè ðàñòðà ìîãóò
èìåòü ëþáóþ ÿðêîñòü èç äèàïàçîíà îò ìèíèìàëüíîãî ïîðîãà ÿðêîñòè äî ìàêñèìàëüíîãî.

Ðèñ. 2. Ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ.

3.2 Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íåïðåðûâíîé ìîäåëè ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî â ïåðâîì ðàçäåëå ïîäõîäà áóäåì ñòðîèòü àëãîðèòì Ω : Ii → If â
âèäå êîìïîçèöèè Ω = R ◦ T ◦ V .

Ïàðà ñîñåäíèõ ïîðîãîâ ÿðêîñòè çàäàåò èçîëèíèþ, ïîýòîìó â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü äëÿ âåêòîðèçàöèè ìíîæåñòâà òî÷åê ðàñòðà ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ ïîðîãîâ
àïïðîêñèìàöèþ ìíîãîóãîëüíîé ìíîãîñâÿçíîé ôèãóðîé (ÌÌÔ). Äëÿ ÌÌÔ ìîæíî ïîñòðîèòü
íåïðåðûâíîå ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïóñòü V : Ii → Iv1 � îïåðàòîð âåêòîðèçà-
öèè ðàñòðîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðîèò Iv1 � àïïðîêñèìàöèþ ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ ìíîãî-
óãîëüíîé ìíîãîñâÿçíîé ôèãóðîé (ÌÌÔ) è ãðàíè÷íî-ñêåëåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñ ÿðêîñòüþ,
çàäàííîé íà ÌÌÔ.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïðè èçâåñòíîé ÿðêîñòè íà ãðàíèöàõ ÌÌÔ íåïðåðûâíî èíòåð-
ïîëèðîâàòü ôóíêöèþ ÿðêîñòè âíóòðè ÌÌÔ. Âèçóàëüíî íåïðåðûâíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ ïëàâíûì ïåðåõîäîì öâåòà îò âíåøíåé ãðàíèöû îáëàñòè ê âíóòðåííèì ãðàíèöàì (îò
îäíîé èçîëèíèè ÿðêîñòè ê äðóãîé). Òðóäíîñòü ïëàâíîé çàêðàñêè îáëàñòè ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè íàèëó÷øåé ïîâåðõíîñòè ìåæäó åå âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèöàìè â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ãðàíè÷íûå ìíîãîóãîëüíèêè èìåþò ñëîæíóþ ôîðìó è âçàèìîðàñïîëîæåíèå.

Iv2 � íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÌÔ è ÿðêîñòüþ âû÷èñëåííîé âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷-
êàõ ÌÌÔ. T : Iv1 → Iv2 � îïåðàòîð ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ïëàâíîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè
ÿðêîñòè ìåæäó ñîñåäíèìè ãðàíèöàìè ÌÌÔ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

3.3 Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà T â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæå-
íèé.

Ôîðìàëüíî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ "îïåðàòîðà ïëàâíîé çàêðàñêè" ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Äàíî: Ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû ñ ôóíêöèåé ÿðêîñòè, çà-
äàííîé ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðå. Íà êàæäîì ìíîãîóãîëüíèêå ôóíêöèÿ ÿðêîñòè ðàâíà êîíñòàíòå
(ðèñ. 3).

Çàäà÷à: Âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ÿðêîñòè âíóòðè ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè (ðèñ. 3)
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñîñòîÿùèé èç

íåñêîëüêèõ ýòàïîâ:
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1) èíòåðïîëÿöèÿ â âåðøèíàõ ñêåëåòà ÌÌÔ (ðèñ. 3),
2) ïîñòðîåíèå ñêåëåòíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû, à èìåííî ñêåëåòíîé òðèàíãó-

ëÿöèè (ðèñ. 3),
3) èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè ïî ñêåëåòíîé òðèàíãóëÿöèè (ðèñ. 3).
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòàïîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [11] Äîìàõèíà Ì.À.,

Ìåñòåöêîãî Ë.Ì., Ìåõåäîâà È.Ñ., Ïåòðîâîé Ë.Ã. "Âîññòàíîâëåíèå ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé
ïî èçîëèíèÿì ÿðêîñòè".

Ðèñ. 3. Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ
ïîñòðîåíèÿ ñêåëåòíîé òðèàíãóëÿöèè.

4. Ìîðôèíã ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.
Çàäà÷à ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ êîìïüþòåðíîé ãðàôè-

êè. Íàïðèìåð, ïðè àíèìàöèè íóæíî çàêðàñèòü èçìåíÿþùèéñÿ ñèëóýò ÷åëîâåêà ïî çàäàííîìó
ýòàëîíó. Ìîðôèíã � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìû îáúåêòà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ çàäà÷à ðàñêðàñêè (òî åñòü âû÷èñëåíèÿ öâåòîâ òî÷åê ðàñòðà) ïðåîáðàçîâàííîé ôîðìû ïðè
èçâåñòíîé ðàñêðàñêå (öâåòîâ òî÷åê ðàñòðà) èñõîäíîé ôîðìû (Ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Ìîðôèíã ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé â çàäà÷å ìîðôèíãà ïîêàçàíà íà äèàãðàììå
ðèñóíêà 5. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

1. ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîé ìîäåëè ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî ðàñòðî-
âîãî èçîáðàæåíèÿ;

2. ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé, çàäàííûõ ãðàíè÷íî-ñêåëåòíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì;
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3. ðàñòåðèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ôîðìû íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ãîìåîìîðôèçìà.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàííîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå.
4.1 Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé â ðàìêàõ îáùåé êîíöåïöèè, îïèñàííîé

â ïåðâîì ðàçäåëå äàííîé ðàáîòû.
Ïóñòü èñõîäíîå è ïðåîáðàçîâàííîå èçîáðàæåíèÿ çàäàíû íà ìàòðèöàõ ðàçíûõ ðàçìåðîâ, íî

íàä îäíèì è òåì æå ïðîñòðàíñòâîì U , íàïðèìåð U ∈ R3 .
Ii ∈ Am×n , If ∈ Bk×l ,
{aij} ∈ U, i = 1, ..., m, j = 1, ..., n ,
{bij} ∈ U, i = 1, ..., k, j = 1, ..., l .
Ïóñòü Iv1 è Iv2 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ãðàíè÷íî-ñêåëåòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

1. V : Ii → Iv1 � îïåðàòîð âåêòîðèçàöèè â ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå;

2. T : Iv1 → Iv2 � îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìû. T äîëæåí áûòü ãîìåîìîðôíûì, òî
åñòü íåïðåðûâíûì è âçàèìíîîäíîçíà÷íûì;

3. R : Iv2 → If � îïåðàòîð ðàñòåðèçàöèè, êîòîðûé âû÷èñëÿåò òî÷êè ðàñòðà, ïîïàâøèå
â íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå Iv2 . R äîëæåí áûòü ëèíåéíûì ïî ÷èñëó òî÷åê ðàñòðà
èçîáðàæåíèÿ If , òî åñòü ëèíåéíûì ïî kl .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ V è R ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû,
îïèñàííûå â ðàáîòàõ [1], [2], [5] è [8], îñíîâàííûå íà ìíîãîóãîëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðàñòðîâîãî
èçîáðàæåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìåîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëîæíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé òðåáóåòñÿ
äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà.

Ðèñ. 5. Ìåòîä ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

4.2 Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà T â çàäà÷å ìîðôèíãà.
Â ðàáîòàõ [3] è [9] ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ äå-

ôîðìèðîâàííûõ îáúåêòîâ, îñíîâàííûå íà öèðêóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ñâÿçíûõ îáëàñòåé. Îäíàêî
îíè ðàáîòàþò êîððåêòíî ëèøü äëÿ îáúåêòîâ ñ ïðîñòûìè ñêåëåòàìè, èìåþùèìè âèä êðèâîëè-
íåéíîãî ñåãìåíòà. Â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ ñêåëåòíûõ ãðàôîâ ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ íåêîððåêò-
íûì â ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ æèðíûõ êðèâûõ, ãäå òåðÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ.
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Èçâåñòíî, ÷òî äâà ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è èõ ãîìåî-
ìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íî äëÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîé ãðà-
ôèêè è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò
â íåêîòîðîì ñìûñëå "ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë" èçîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë äîáàâèòü
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îòîáðàæåíèå T : Iv1 → Iv2 , êîòîðîå ìû ñîáèðàåìñÿ ñòðîèòü.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ, íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå "ñîõðàíåíèå
ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà" â îòîáðàæåíèè. Ïîäðîáíî î ôîðìàëèçàöèè ýòèõ ïîíÿòèé ìîæíî
íàéòè â ðàáîòå [12] Ïåòðîâîé Ë.Ã., Ìåñòåöêîãî Ë.Ì., "Ðàñ÷åò ãîìåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíûõ
ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ñ èçîìîðôíûìè áàçîâûìè ñêåëåòàìè".

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà îáúåêòà èìåþò ñîäåðæàòåëüíî áëèçêóþ ôîðìó,
åñëè èõ áàçîâûå ñêåëåòû èçîìîðôíû.

Ïîíÿòèå "ñîõðàíåíèå ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà" â îòîáðàæåíèè ââåäåì ëèøü äëÿ îáëàñòåé
ñ èçîìîðôíûìè áàçîâûìè ñêåëåòàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë
ïðîîáðàçà, åñëè îíî ïåðåâîäèò áàçîâûé ñêåëåò ïðîîáðàçà â áàçîâûé ñêåëåò îáðàçà. Ïðè ýòîì
ðåáðà è âåðøèíû áàçîâîãî ñêåëåòà ïðîîáðàçà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî èçîìîðôèçìó ðåáðàì è
âåðøèíàì áàçîâîãî ñêåëåòà îáðàçà, ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà.

Ïóñòü D1 è D2 � 2 ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè, èìåþùèå ñîäåðæàòåëüíî áëèçêóþ ôîð-
ìó. Q � ãîìåîìîðôèçì.

Q : D1 → D2

Q−1 : D2 → D1

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ãîìåîìîðôèçìà ñ ñîõðàíåíèåì ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ïðîîáðàçà â îòîá-
ðàæåíèè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äàíî: äâà ìíîãîóãîëüíèêà D1 è D2 , èìåþùèå ñîäåðæàòåëüíî áëèçêóþ ôîðìó.
Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå îòîáðàæåíèå Q : D1 → D2 , ïåðåâîäÿùåå D1 â D2 ,

ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà Q :
1. Îòîáðàæåíèå Q äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì è âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî åñòü ÿâëÿòüñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì.
2. Îòîáðàæåíèå Q äîëæíî ñîõðàíÿòü ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðîîáðàçà D1 .

4.3 Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèõ îáëàñòåé â çàäà÷å ìîð-
ôèíãà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèõ
îáëàñòåé:

1. Ïîñòðîåíèå ñêåëåòîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ è (íà ðèñ. 6 ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ 1: a→ á äëÿ
ïåðâîãî ìíîãîóãîëüíèêà è 7: ä→ å äëÿ âòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà).

2. Ïîñòðîåíèå áàçîâûõ ñêåëåòîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ è (íà ðèñ.6 ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ 2: á→ â
äëÿ ïåðâîãî ìíîãîóãîëüíèêà è 6: å→æ äëÿ âòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà).

3. Ïîñòðîåíèå áàçîâûõ îêðóãëåíèé ìíîãîóãîëüíèêîâ (ïðåîáðàçîâàíèÿ 3: â→ ã è 5: æ→ ç
ìíîãîóãîëüíèêîâ â "îêðóãë¼ííûå" ôèãóðû).

4. Ðàçáèåíèå áàçîâûõ îêðóãëåíèé íà ñîáñòâåííûå îáëàñòè ðåáåð áàçîâîãî ñêåëåòà è êîíöå-
âûå îêðóãëåíèÿ (íà ðèñóíêå 6 3à: ã→ è è 3ñ: ç→ ê ) .

5. Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ýòèõ îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ (ðèñ.6 3á: è→ ê).
6. Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé áàçîâûõ îêðóãëåíèé ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ñàìè

ìíîãîóãîëüíèêè (ðèñ.6 ïðåîáðàçîâàíèÿ 3: ã→ â è 5: ç→æ "îêðóãë¼ííûõ" ôèãóð â ìíîãîóãîëü-
íèêè).
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Ðèñ. 6. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèõ îáëàñòåé.

Óòâåðæäåíèå. Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 1-6, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðô-
íûì è äëÿ ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèõ îáúåêòîâ ñîõðàíÿåò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðîîáðàçà.

Ïåðâûé è âòîðîé ýòàïû ìåòîäà ðàñïèñàíû ïîäðîáíî â ðàáîòàõ [2] è [8]. Îñòàëüíûå ýòà-
ïû � â ðàáîòå [12] Ïåòðîâîé Ë.Ã., Ìåñòåöêîãî Ë.Ì., "Ðàñ÷åò ãîìåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíûõ
ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ñ èçîìîðôíûìè áàçîâûìè ñêåëåòàìè". Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
ìîæíî òàê æå íàéòè â ðàáîòå [12].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îòîáðàæåíèè áàçîâîãî ñêåëåòà îáëàñòè D1 â
áàçîâûé ñêåëåò îáëàñòè D2 è ïîñëåäóþùåì ãîìåîìîðôíîì îòîáðàæåíèè D1 → D2 ñ ïîìîùüþ
ðàçáèåíèÿ íà ñîáñòâåííûå îáëàñòè ðåáåð áàçîâîãî ñêåëåòà. Èç îáëàñòåé ñ èçîìîðôíûìè áàçî-
âûìè ñêåëåòàìè ìîæíî ïîëó÷èòü èçîìîðôíûå ðàçáèåíèÿ íà áîëåå ïðîñòûå îáëàñòè, êîòîðûå
ìîæíî îòîáðàæàòü äðóã íà äðóãà ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

Â ðàáîòå [12] ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçáèåíèÿ íà òàê íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûå îáëàñòè áà-
çîâûõ ðåáåð � îáëàñòè, ïðèâÿçàííûå ê êàæäîìó áàçîâîìó ðåáðó. (ðèñ.6è, ðèñ.6ê) Îíè èìåþò
ñïåöèàëüíûé âèä â ñèëó ñâîéñòâ áàçîâîãî ñêåëåòà, äëÿ íèõ ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû îòîáðàæåíèÿ
êàæäîé ïàðû òàêèõ îáëàñòåé ÷åðåç îòîáðàæåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèê è îáðàòíî íà ñîáñòâåííóþ
îáëàñòü.

4.4 Î âû÷èñëåíèè öâåòîâ òî÷åê ðàñòðà â çàäà÷å ìîðôèíãà.
Ïóñòü
FA � îáëàñòü, ãðàíèöà ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Iv1 .
FB � îáëàñòü, ãðàíèöà ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Iv2 .
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ω = R ◦ T ◦ V . Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå Ω : Ii → If .

Çàìåòèì, ÷òî Ω â äàííîì ñëó÷àå âñåãî ëèøü âû÷èñëÿåò îáðàçû òî÷åê èç FA . Òî åñòü äëÿ
ëþáîé òî÷êè aij ∈ FA

Ω(aij) = (x1, y1) ∈ FB

À îïåðàòîð Ω−1 = V ◦T−1◦R ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðîîáðàçû âñåõ òî÷åê ïðåîáðàçîâàííîé
ôîðìû FB . Òî åñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè bij ∈ FB

Ω−1(bij) = (x2, y2) ∈ FA

Äëÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ öâåòîâ âñåõ òî÷åê ðàñòðà íîâîé ôîðìû If ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èíòåðïîëÿöèè ïî áëèæàéøèì òî÷êàì ïðîîáðàçà.
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Îáîçíà÷èì
CA(x, y) � öâåò òî÷êè (x, y) ∈ FA ;
CB(x, y) � öâåò òî÷êè (x, y) ∈ FB .
Äëÿ êàæäîé òî÷êè ðàñòðà bij ∈ FB íåîáõîäèìî:

1. âû÷èñëèòü ïðîîáðàç òî÷êè bij ;

(x, y) = Ω−1(bij)

Ïðîîáðàç (x, y) ∈ FA .

2. èíòåðïîëèðîâàòü öâåò CA(x, y) â òî÷êå (x, y) ïî áëèæàéøèì ê (x, y) ÷åòûðåì òî÷êàì
ðàñòðà;

ai1j1 ∈ Am×n, ai2j2 ∈ Am×n, ai3j3 ∈ Am×n, ai4j4 ∈ Am×n

CA(x, y) = F (ai1j1 , ai2j2 , ai3j3 , ai4j4)

Ãäå F, íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì âçâåøåííîé ñóììå ai1j1 , ai2j2 , ai3j3 , ai4j4 .

F (ai1j1 , ai2j2 , ai3j3 , ai4j4) =
4∑

k=1

λkaikjk

4∑

k=1

λk = 1, λk > 0

3. ïîëîæèòü öâåò òî÷êè ðàñòðà bij ∈ Bl×k ðàâíûì èíòåðïîëèðîâàííîìó öâåòó CA(x, y) , òî
åñòü

bij = CB(Ω(x, y)) = CA(x, y)

Çàêëþ÷åíèå.
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîá-

ðàæåíèé, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ïðîìåæóòî÷íîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè ôîðìû, àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ôèãóðû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðàñòðîâîì èçîáðàæåíèè. Îïèñàíî ïðèìåíåíèå äàííîãî
ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé. Â îäíîé èç íèõ,
çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ, â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ÿðêîñòè. Â äðóãîé, çàäà÷å ìîðôèíãà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, âû÷èñëÿåòñÿ
âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ öâåòà â ïðåîáðàçîâàííîé ôîðìå.

Â ðàáîòå îïèñàíà îáùàÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà äâóõ çàäà÷ è èõ ñâåäåíèå ê çàäà÷àì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â ðàìêàõ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþò ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå
ôîðìû â âèäå ìíîæåñòâà ñåðåäèííûõ îñåé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ãðàíèö àïïðîêñèìèðóþùèõ
ôèãóð. Ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ïðåäñòàâëåíèé îáîñíîâàíû òåîðåòè÷åñêè â ðà-
áîòàõ [11] è [12].

Íà îñíîâå ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â äàííîé ðàáîòå, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ÿâëÿþùèåñÿ ïðàê-
òè÷åñêè çíà÷èìûìè àëãîðèòìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîçäàòü:

• Íîâûå èíñòðóìåíòû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé â ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ äâóìåðíîé ãðà-
ôèêè, òàêèå êàê çàêðàñêà íîâûõ ñèëóýòîâ ïî èìåþùåìóñÿ öâåòíîìó èçîáðàæåíèþ.

• Íîâûå èíñòðóìåíòû àíèìàöèè â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, òàêèå êàê ñîçäàíèå ïðîìåæó-
òî÷íûõ ôàç äâèæåíèÿ ñèëóýòà ïî íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ôàçå.
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• Èíñòðóìåíòû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåëüåôà ìåñòíîñòè ïî èçîëèíèÿì óðîâíåé.
• Èíñòðóìåíòû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé, çàêîäèðîâàííûõ ñ ïî-

ìîùüþ èçîëèíèé ïîñòîÿííîé ÿðêîñòè.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-00542).
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

Ââåäåíèå. Ìíîãèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå, ñâîäÿòñÿ â ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ðåøåíèÿõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëû, âûðàæà-
þùèå ýíåðãèþ ðåøåíèÿ, åãî ñêîðîñòü è ò.ä. Â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòî-
ðûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êîëåáàíèÿ íèòè
ïëàçìû â íåéòðàëüíîé ñðåäå.

Çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé íèòè ïëàçìû â íåéòðàëüíîé ñðå-
äå ïîñòàâëåíà â ðàáîòå Â.À.Èëüèíà [6], ãäå áûëà ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ãðà-
íè÷íîå óïðàâëåíèå íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïòèìèçàöèè ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ W 1

p è Lp .
Ðàññìîòðåíû äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: êîãäà èíòåðâàë âðåìåíè êðàòåí 2G(l) (ñì.
íèæå) è ïðîñòî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî èíòåðâàëà âðåìåíè.

Ïîìèìî ýòîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ. Óêàçàí êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî: ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è íå çàâèñèò îò âûáîðà âåñîâîé ôóíêöèè âíóòðè
äàííîãî êëàññà.

1. Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå óïðóãîé ñèëîé ñ çàêðåïëåííûì êîíöîì.
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ µ(t) , ïðè çàäàííûõ ϕ(x) è ψ(x) :




g(x)[g(x)ux(x, t)]x − utt(x, t) = 0
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
ux(0, t) = µ(t), u(l, t) = 0

, (1.1)

è èçâåñòíûìè ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x) . (1.2)

Òàêæå íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàë îò óïðàâëåíèÿ, èìåþùèé âèä
T∫

0

|µ(t)|pdt, p ∈ N . (1.3)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî T = 4(n + 1)G(l) , ãäå

G(x)
def
=

x∫

0

dξ

g(ξ)
(1.4)

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) u(x, t) èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé Ŵ 1
p (QT ) , ãäå

QT = {0 < x < l} × {0 < t < T} .

121



122 ÑÅÐÃÅÅÂ

Càìî ïðîñòðàíñòâî Ŵ 1
p (QT ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

u(x, t) ∈ W 1
p (QT ) , èìåþùèõ äëÿ ëþáîãî t0 ∈ [0, T ] è ëþáîãî x0 ∈ [0, l] ñëåäû u(x, t0) è

u(x0, t) , ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó W 1
p íà ñîîòâåòñâóþùèõ ìíîæåñòâàõ [0, l] è [0, T ] .

Íà÷àëüíîå è ôèíàëüíîå ñìåùåíèÿ ϕ(x) , ϕ1(x) áåðóòñÿ èç êëàññà W 1
p (0, l) , à ñêîðîñòè ψ(x) ,

ψ1(x) � èç êëàññà Lp[0, l] . Ïîòåíöèàë g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1
p [0, l] è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ:
0 < ε ≤ g(x) ≤ M ïî÷òè âñþäó íà [0, l] . (1.5)

Ïðè ýòîì óñëîâèè ôóíêöèÿ G(x) íåïðåðûâíà è ïðèíàäëåæèò W 1
p [0, l] .

Îïðåäåëèì ôóíêöèè:

ϕ̃(x)
def
= ϕ(G−1(x)), ψ̃(x)

def
= ψ(G−1(x)) ïðè x ∈ [0, G(l)]

ãäå G−1(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê G(x) .
Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ g(x) ÷åòíî, à ϕ1 è ψ1 íå÷åòíî (îòíîñèòåëüíî òî÷êè l ) íà îòðåçîê

[l, 2l] , ôóíêöèè ϕ̃ è ψ̃ íå÷åòíî (îòíîñèòåëüíî òî÷êè G(l) ) íà îòðåçîê [G(l), 2G(l)] . Òîãäà
ôóíêöèè ϕ è ψ ïðîäîëæàòñÿ íå÷åòíî (îòíîñèòåëüíî òî÷êè l ) íà îòðåçîê [l, 2l] . Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî ôóíêöèÿ G(x) , çàäàâàåìàÿ ïðè x ∈ [0, 2l] ôîðìóëîé (1.4) ñ ïðîäîëæåííîé ôóíêöèåé
g(x) , óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: G(2l) = 2G(l) .

1.2. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. Ââåäåì îáëàñòè ∆G
i , i = 1, 2, 3 , íà

ïëîñêîñòè (x, t) , îãðàíè÷åííûå ñëåäóþùèìè ëèíèÿìè (ñì. ðèñ.1):



∆G
1 îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè {t = 0, t = G(x), x = l}

∆G
2 îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè {x = 0, t = G(x), t + G(x)− 2G(l) = 0}

∆G
3 îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè {x = 0, t = T, t + G(x)− 2G(l) = 0, x = l}

Ðèñ. 1. Îáëàñòè ∆G
i .

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

ũ(x, t)
def
=





1
2

[
ϕ̃(G(x) + t) + ϕ̃(G(x)− t) +

G(x)+t∫
G(x)−t

ψ̃(ξ)dξ

]
, â ∆G

1

1
2

[
ϕ̃(G(x) + t) + ϕ̃(0) +

G(x)+t∫
0

ψ̃(ξ)dξ

]
, â ∆G

2

1
2

[
ϕ̃(0) + ϕ̃(G(2l)) +

G(2l)∫
0

ψ̃(ξ)dξ

]
≡ 0, â ∆G

3

(1.6)
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Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ 1
p (QT ) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:





g(x)[g(x)ũx(x, t)]x − ũtt(x, t) = 0
ũ(x, 0) = ϕ(x), ũt(x, t) = ψ(x)
ũx(0, t) = µ̃(t), ũ(l, t) = 0

ãäå

µ̃(t) =

{
1
2

1
g(0) [ϕ̃

′(t) + ψ̃(t)], 0 ≤ t ≤ 2G(l)
0, 2G(l) ≤ t ≤ T

(1.7)

è â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:

ũ(x, T ) = 0, ũt(x, T ) = 0 (1.8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç û ôóíêöèþ û(x, t)
def
= u(x, t)− ũ(x, t) . Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è





g(x)[g(x)ûx(x, t)]x − ûtt(x, t) = 0
û(x, 0) = 0, ût(x, t) = 0
ûx(0, t) = µ̂(t) = µ(t)− µ̃(t), u(l, t) = 0

è â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.2).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

û(x, t) =
2n+1∑

k=0

(−1)k

t−G(x)−2kG(l)∫

0

µ̂(τ)dτ −
2n+2∑

k=1

(−1)k

t+G(x)−2kG(l)∫

0

µ̂(τ)dτ

ãäå ôóíêöèÿ

µ̂(t) =

{
µ(t), t ∈ (0, T ]
0, t ≤ 0

(1.9)

Èç ýòîé ôîðìóëû âûòåêàåò óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü
èíòåãðàë (1.3), âûïîëíÿþùååñÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2l] :

−
2n+1∑

k=0

(−1)kµ̂(G(x) + 2kG(l)) =
ϕ′1(x)g(x) + ψ1(x)

2

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ̂(G(x) + 2kG(l)) = µ(G(x) + 2kG(l))− µ̃(G(x) + 2kG(l)) , è ñîîòíîøåíèå (1.7),
ïîëó÷èì, ÷òî:

µ̂(G(x) + 2kG(l)) =

{
µ(G(x))− 1

2g(0) [ϕ̃
′(G(x)) + ψ̃(G(x))], k = 0

µ(G(x) + 2kG(l)), k ≥ 1

Ïðîâîäÿ òðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ̃ , à òàêæå, ââîäÿ
îáîçíà÷åíèÿ

µk(G(x))
def
= µ(G(x) + 2kG(l)) (1.10)

B(x)
def
=

[
g(x)

(
ϕ′1(x)− ϕ′(x)

g(0)

)
+

(
ψ1(x)− ψ(x)

g(0)

)]
, (1.11)

ïåðåïèøåì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ:
2n+1∑

k=0

(−1)kµk(G(x)) = −1
2
B(x) (1.12)
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Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

íàéòè ìèíèìóì
T∫

0

|µ(τ)|pdτ ïðè óñëîâèè (1.12) . (1.13)

1.3. Ìèíèìèçàöèÿ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.10), ïåðåïèøåì èíòåãðàë (1.3) â ñëåäóþùåì
âèäå:

2l∫

0

1
g(x)

2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|pdx .

Ââåäåì êëàññ Ω2(n+1)
p , ñîñòîÿùèé èç íàáîðîâ {µk(G(x))}k=2n+1

k=0 ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
Lp[0, 2l] , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ (1.12).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà óêàçàííîãî èíòåãðàëà â êëàññå Ω2(n+1)
p ñôîðìóëèðóåì ëåììó

îá èíôèìóìå èíòåãðàëà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âåëè÷èíó:

I ≡ inf
{µk}⊂Ω

2(n+1)
p

2l∫

0

1
g(x)

2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|pdx

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Î(x) ïîòî÷å÷íûé èíôèìóì ñóììû

2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|p

íà ìíîæåñòâå Ω2(n+1)
p . Îòìåòèì, ÷òî Î(x) ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 2l] .

Ëåììà (Î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå 1) Åñëè ïîòî÷å÷íûé èíôèìóì Î(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ
x ∈ [0, 2l] äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì è òîì æå ýëåìåíòå
{µk(G(x))}k=2n+1

k=0 ∈ Ω2(n+1)
p , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

I =

2l∫

0

1
g(x)

Î(x)dx (1.14)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èñõîäíîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ñóììû

2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|p (1.15)

â êëàññå Ω2(n+1)
p .

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(µ0, . . . µ2n+1) =
2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|p + λ

[
2n+1∑

k=0

(−1)kµk(G(x)) +
1
2
B(x)

]

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p > 1 . Ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà îçíà-
÷àåò, ÷òî

∂L
∂µk

= p|µk(G(x))|p−1sgn(µk(G(x))) + (−1)kλ = 0
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äëÿ k = 0, 1, . . . , 2n + 1 .
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî êîíñòàíòà λ îäíà è òà æå äëÿ ëþáîãî k = 0 . . . 2n + 1 , òî, èñïîëüçóÿ

óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (12), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ µk(G(x)) , ïðè p > 1 ìèíèìèçèðóþùåãî
íåîáõîäèìóþ ñóììó â êëàññå Ω2(n+1)

p :

µk(G(x)) =
(−1)k+1

4(n + 1)
B(x), k = 0, 2n + 1 . (1.16)

Ñëó÷àé p = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèâèàëüíî: çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè èñõîäíîãî èíòåãðàëà
ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ñóììû âèäà

2n+1∑

k=0

|µk(G(x))|

ñ óñëîâèåì ñâÿçè
2n+1∑

k=0

(−1)kµk(G(x)) = −1
2
B(x) .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ {µk}k=2n+1
k=0 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣
1
2
B(x)

∣∣∣∣ ≤
2n+1∑

k=0

|µk(G(x))| .

Ïîñêîëüêó íà íàáîðå ôóíêöèé âèäà (1.16) ýòî íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, óêàçàí-
íûé íàáîð ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùèì è ïðè p = 1 .

Èç ôîðìóëû (1.16) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ µ(t) íà îòðåçêå [0, T ] = [0 , 4 (n + 1) G(l)]
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 4G(l) . À äëÿ íîðìû ôóíêöèè µ â ïðîñòðàíñòâå
Lp[0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

‖µ‖p
Lp[0, T ] =

T∫

0

|µ(t)|pdt = O

(
1
T

)
.

1.4. Åäèíñòâåííîñòü ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèè. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ôóíê-
öèè, ìèíèìèçèðóþùåé èíòåãðàë (1.3), ïðè p > 1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôèìóì èíòåãðàëà äîñòèãàåòñÿ íà äâóõ ôóíêöèÿõ µ1(t) è µ2(t) èç
êëàññà Lp[0, T ] , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñâÿçè (1.12). Òîãäà




T∫

0

|µ1(t)|pdt




1/p

= I1/p,




T∫

0

|µ2(t)|pdt




1/p

= I1/p . (1.17)

Ôóíêöèÿ µ(t) = 1
2µ1(t)+ 1

2µ2(t) òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp[0, T ] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ñâÿçè (1.12), ïîýòîìó äëÿ íåå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâíñòâî




T∫

0

|µ(t)|pdt




1/p

≥ I1/p . (1.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.17), ïîëó-
÷èì ÷òî 


T∫

0

|µ(t)|pdt




1/p

=




T∫

0

∣∣∣∣
1
2
µ1(t) +

1
2
µ2(t)

∣∣∣∣
p

dt




1/p

≤
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≤ 1
2




T∫

0

|µ1(t)|pdt




1/p

+
1
2




T∫

0

|µ2(t)|pdt




1/p

= I1/p . (1.19)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.18) è (1.19) ñîâìåñòíû òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâà â íèõ îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

µ1(t) = cµ2(t) ,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîñòîÿííàÿ äîëæíà
áûòü ðàâíà åäèíèöå, ò.å. µ1(t) = µ2(t) â Lp[0, T ] .

Ïðè p = 1 åäèíñòâåííîñòü íàðóøàåòñÿ, ïîñêîëüêó, íàðÿäó ñ ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèåé,
îòâå÷àþùåé íàáîðó (1.16), â êà÷åñòâå äðóãîé ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü

µ(t) =

{
−1

2B(G−1(t)), 0 ≤ t ≤ 2G(l)
0, 2G(l) < t ≤ T

2. Óïðàâëåíèå ñìåùåíèåì íà ëåâîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì ïðàâîì.
2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

µ(t) 



g(x)[g(x)ux(x, t)]x − utt(x, t) = 0
u(0, t) = µ(t), u(l, t) = 0
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

(2.1)

ñ çàäàííûìè ôèíàëüíûìè äàííûìè (1.2):

u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x) .

Ìîìåíò âðåìåíè T âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 2(n + 1) G(l) , ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Ðåøåíèå u(x, t) ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ â òîì æå êëàññå Ŵ 1
p (QT ) , ÷òî è â ïðåäûäó-

ùåé çàäà÷å, íà÷àëüíîå è ôèíàëüíîå ñìåùåíèÿ áåðóòñÿ èç êëàññà W 1
p (0, l) , à ñîîòâåòñòâóþùèå

ñêîðîñòè � èç êëàññà Lp[0, l] . Ïîòåíöèàë g(x) âûáèðàåòñÿ òàêæå èç W 1
p [0, l] ñ óñëîâèÿìè

(1.5). Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò òåïåðü êëàññó W 1
p [0, T ] . Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñâÿçè:

µ(0) = ϕ(0), µ(T ) = ϕ1(0) . (2.2)

Èíòåãðàë ãðàíè÷íîé ýíåðãèè, êîòîðûé íàäî ìèíèìèçèðîâàòü íà ìíîæåñòâå ãðàíè÷íûõ
óïðàâëåíèé µ ∈ W 1

p [0, T ] , âûãëÿäèò òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T∫

0

|µ′(t)|pdt (2.3)

2.2. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. Òàêæå, êàê â ðàçäåëå 1 îïðåäåëèì ôóíê-
öèè ϕ̃(x) , ψ̃(x) è ïðîäîëæèì èõ íå÷åòíî íà îòðåçîê [G(l), 2G(l)] , îäíîâðåìåííî ïðîäîëæèì
ïîòåíöèàë g(x) ÷åòíî íà [l, 2l] . Ôóíêöèÿ ũ(x, t) ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.6)
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è





g(x)[g(x)ũx(x, t)]x − ũtt(x, t) = 0
ũ(0, t) = µ̃(t), ũ(l, t) = 0
ũ(x, 0) = ϕ(x), ũt(x, 0) = ψ(x) ,

(2.4)
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ãäå

µ̃(t) =





1
2

[
ϕ̃(t) + ϕ̃(0) +

t∫
0

ψ̃(ξ)dξ

]
, 0 ≤ t ≤ 2G(l)

0, 2G(l) ≤ t ≤ T

(2.5)

Â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T ũ óäîâëåòâîðÿåò, êàê è ðàíåå, óñëîâèÿì (1.8). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ û(x, t) = u(x, t)− ũ(x, t) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è





g(x)[g(x)ûx(x, t)]x − ûtt(x, t) = 0
û(0, t) = µ̂(t) = µ(t)− µ̃(t), û(l, t) = 0
û(x, 0) = 0, ûx(x, 0) = 0

(2.6)

ñ ôèíàëüíûìè äàííûìè (1.2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

û(x, t) =
n∑

k=0

µ̂(t−G(x)− 2kG(l))−
n+1∑

k=1

µ̂(t + G(x)− 2kG(l)) (2.7)

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó, ïðåäñòàâëåíèå äëÿ µ̂ è ôîðìóëó (2.5), ìîæíî ïîëó÷èòü
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà ãðàíè÷íîé ýíåðãèè (ðà-
âåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ â Lp[0, 2l] ):

n∑

k=0

µ′k(G(x)) = −1
2
[g(x)δ′(x) + ∆(x)]

def
= −1

2
B(x) , (2.8)

ãäå
δ(x) = ϕ1(x)− ϕ(x), ∆(x) = ψ1(x)− ψ(x) ,

à ôóíêöèÿ µk(G(x)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê è â ðàçäåëå 1.
2.3. Ìèíèìèçàöèÿ. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé µk(G(x)) èíòåãðàë (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:
2l∫

0

1
g(x)

n∑

k=0

|µ′k(G(x))|pdx (2.9)

Ââåäåì òåïåðü, ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 1, êëàññ Ω
′n+1
p , ñîñòîÿùèé èç íàáîðîâ {µ′k(G(x))}k=n

k=0

ôóíêöèé èç Lp[0, 2l] . Ñïðàâåäëèâà ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå îá èíôèìóìå 1.
Ëåììà (Î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå 2). Ïóñòü

I = inf
{µ′k}⊂Ω

′n+1
p

2l∫

0

1
g(x)

n∑

k=0

|µ′k(G(x))|p

è Î(x) � ïîòî÷å÷íûé èíôèìóì ñóììû
n∑

k=0

|µ′k(G(x))|p ,

ñóùåñòâóþùèé äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 2l] íà ìíîæåñòâå Ω
′n+1
p . Òîãäà, åñëè ïîòî÷å÷íûé

èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ íà îäíîé è òîé æå ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé µ′k(G(x)) , òî âåðíî ðàâåí-
ñòâî

I =

2l∫

0

1
g(x)

Î(x)dx
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Óêàçàííàÿ ëåììà ñâîäèò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èñõîäíîãî èíòåãðàëà ê ìèíèìèçàöèè ñóììû
n∑

k=0

|µ′k(G(x))|p

íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ ôóíêöèé èç Ω
′n+1
p , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñâÿçè (2.8). Ñíîâà ââî-

äèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ òåïåðü èìååò âèä:

L(µ′0 . . . µ′n) =
n∑

k=0

|µ′k(G(x))|p + λ

[
n∑

k=0

|µ′k(G(x))|+ 1
2
B(x)

]

Êàê è â ðàçäåëå 1, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà p > 1 . Ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè Ëàãðàíæà îçíà÷àåò, ÷òî:

∂L
∂µk

= p|µ′k(G(x))|p−1sgn(µ′k(G(x))) + λ = 0 .

Äàëåå, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è â ðàçäåëå 1, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìèçèðóþùèé
íàáîð ôóíêöèé äîëæåí èìåòü âèä:

µ′k(G(x)) = − B(x)
2(n + 1)

. (2.10)

Â ñëó÷àå p = 1 íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó âèäà:

k=n∑

k=0

|µ′k(G(x))| .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èç Ω
′n+1
p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1
2
|B(x)| ≤

n∑

k=0

|µ′k(G(x))| ,

êîòîðîå íà íàáîðå ôóíêöèé (2.10) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî ýòîò íàáîð è ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìèçèðóþùèì.

2.4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè µ .Èòàê, ìû íàøëè ìèíèìèçèðóþùèé íàáîð ôóíêöèé {µ′k(G(x))} ,
ïî êîòîðîìó åùå íóæíî âîññòàíîâèòü íàáîð ôóíêöèé {µk(G(x))} (ýòîãî íå òðåáîâàëîñü â ïåð-
âîé çàäà÷å, ãäå óïðàâëåíèå ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ óïðóãîé ñèëû). Êàê ìû ïîêàæåì äàëåå,
ôóíêöèÿ µ , êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà W 1

p [0, T ] , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùèì
íàáîðîì {µ′k(G(x))} .

Èç ôîðìóëû (2.10) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:
x∫

0

µ′(G(ξ) + 2kG(l))
g(ξ)

dξ = − 1
2(n + 1)


δ(x)− δ(0) +

x∫

0

∆(ξ)
g(ξ)

dξ


 ,

ãäå x ∈ [0, 2l] . Èç íåãî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (êàê ýëåìåíòîâ èç Lp[0, 2l] ):

µ(G(x) + 2kG(l))− µ(2kG(l)) =
1

2(n + 1)


δ(0)− δ(x)−

x∫

0

∆(ξ)
g(ξ)

dξ


 (2.11)
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Íî, â ñèëó íå÷åòíîñòè,

δ(2l) = −δ(0),

2l∫

0

∆(ξ)
g(ξ)

dξ = 0

ïîýòîìó, ïîëàãàÿ x = 2l â (2.11), ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

µ(2(k + 1)G(l)) = µ(2kG(l)) +
δ(0)
n + 1

, (2.12)

çàöåïëåííûõ äðóã ñ äðóãîì, èç êîòîðûõ êàæäîå ïîñëåäóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
µ(2(k + 1) G(l)) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùåå µ(2kG(l)) . Òåì ñàìûì, âñå ýòè çíà÷åíèÿ
íàõîäÿòñÿ ïî èíäóêöèè èç óðàâíåíèÿ ñ k = 0 , êîòîðîå, ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñâÿçè (2.2), èìååò
âèä

µ(2G(l)) = ϕ(0) +
δ(0)
n + 1

. (2.13)

Èç ôîðìóë (2.12) è (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

µ(2kG(l)) = ϕ(0) + k
δ(0)
n + 1

. (2.14)

Ïðîâîäÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âèä ôóíêöèé µk(G(x)) :

µ(G(x) + 2kG(l)) = ϕ1(0)
G(x) + 2kG(l)
2(n + 1)G(l)

+ ϕ(0)
{

1− G(x) + 2kG(l)
2(n + 1)G(l)

}
+

+
1

2(n + 1)


δ(0)

(
1− G(x)

G(l)

)
− δ(x)−

x∫

0

∆(ξ)
g(ξ)

dξ


 , (2.15)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ k è ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 2l] . Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå µ(t) íà îòðåçêå
[0, T ] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

µ(t) = L(t) + α(t) (2.16)

äâóõ ÷ëåíîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ

L(t) = ϕ1(0)
t

T
+ ϕ(0)

(
1− t

T

)
(2.17)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, à âòîðîé çàäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèåé
α(t) ñ ïåðèîäîì 2l , îïðåäåëÿåìîé äëÿ ëþáîãî k è ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 2l] ôîðìóëîé

α(G(x) + 2kG(l)) =
1

2(n + 1)


δ(0)

(
1− G(x)

G(l)

)
− δ(x)−

x∫

0

∆(ξ)
g(ξ)

dξ


 . (2.18)

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî α(t) èìååò ïîðÿäîê O
(

1
T

)
(ðàâíîìåðíî ïî

t ∈ [0, T ] ) è çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòåé íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñìåùåíèé è ñêîðîñòåé.
2.5. Åäèíñòâåííîñòü. Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøàåòñÿ òàêæå, êàê â ðàçäåëå 2, òîëüêî

äëÿ èëëþñòðàöèè íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðè p = 1 íàäî áðàòü ôóíêöèþ

µ′(t) =

{
−1

2B(G−1(t)), 0 ≤ t ≤ 2G(l)
0, 2G(l) ≤ t ≤ T
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èëè

µ(t) =




−1

2

t∫
0

B(G−1(τ))dτ, 0 ≤ t ≤ 2G(l)

0, 2G(l) ≤ t ≤ T

(2.19)

3. Óïðàâëåíèå ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ñ çàêðåïëåííûì äðóãèì çà ïðîèç-
âîëüíîå âðåìÿ.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (2.1) ñ ôèíàëüíûìè äàííûìè (1.2)
è óñëîâèÿìè ñâÿçè (2.2). Ìèíèìèçèðóåòñÿ èíòåãðàë âèäà (2.3), îäíàêî âðåìÿ T âûáèðàåòñÿ
òåïåðü ðàâíûì
2nG(l) + ∆ , ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ∆ ∈ [0, 2G(l)] . Ïîòåíöèàë g(x) , êàê è
â ðàçäåëå 2, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1

p [0, l] è óäâîëåòâîðîÿåò óñëîâèþ (1.5). Ïðîäîëæàÿ
ôóíêöèþ g(x) ÷åòíî îòíîñèòåëüíî òî÷êè l íà îòðåçîê [l, 2l] , ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ G(x) ,
çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (1.4), íåïðåðûâíà íà [0, 2l] è ïîòîìó äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ [0, 2l] áóäåò
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∆ = G(δ) . Íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè è ãðàíè÷íîå
óïðàâëåíèå áåðóòñÿ èç òåõ æå êëàññîâ, ÷òî è â ðàçäåëå 2.

3.2. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. Òàêæå, êàê â ðàçäåëå 2, ñòðîèòñÿ ôóíê-
öèÿ ũ(x, t) , ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4) ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì (2.5) è íóëåâûìè
ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà ôóíêöèÿ û(x, t) = u(x, t) − ũ(x, t) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è
(2.6) ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (1.2). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå:

û(x, t) =
n∑

k=0

µ̂(t−G(x)− 2kG(l))−
n+1∑

k=1

µ̂(t + G(x)− 2kG(l)) . (3.1)

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òàêæå êàê â ðàçäåëå 2, âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñâÿçè, ïðè êîòîðûõ ìèíè-
ìèçèðóåòñÿ èíòåãðàë (2.3):

−
n−1∑

k=−1

µ̂′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) =
ϕ′1(x)g(x) + ψ1(x)

2
(3.2)

Ðàññìîòðèì ÷ëåí µ̂′(G(x) + G(δ) − 2G(l)) , îòâå÷àþùèé k = −1 . Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ
x ∈ [0, 2l] âûðàæåíèå G(x) + G(δ) − 2G(l) , ñîâïàäàþùåå ñ àðãóìåíòîì ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

G(x) + G(δ) ≥ 2G(l) .

Ïðîâîäÿ íåõèòðûå âû÷èñëåíèÿ è ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ôóíêöèè g(x) , ïîëó÷èì, ÷òî

G(x) + G(δ) ≥ 2G(l) ⇐⇒ x ∈ [2l − δ, 2l] (3.3)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ÷ëåíó ñ k = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå àðãóìåíò ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè ñîâïà-
äàåò ñ G(x) + G(δ) . Ýòî âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèò 2G(l) ïðè x ∈ [0, 2l − δ] .

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè x ∈ [0, 2l − δ] è x ∈ [2l − δ, 2l] .
Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà x ∈ [0, 2l − δ] , àðãóìåíò ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé k = −1 íå ïîëî-

æèòåëåí, ïîýòîìó îíà âûïàäàåò èç ôîðìóëû (3.2), à ñàìà ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä:

−
n−1∑

k=0

µ̂′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) =
ϕ′1(x)g(x) + ψ1(x)

2
. (3.4)

(Íèæíÿÿ ÷åðòà ó ôóíêöèè µ̂ îïóñêàåòñÿ, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå åå àðãóìåíò
íåîòðèöàòåëåí). Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè µ̂ è ôîðìóëû (2.5) ïîëó÷àåì, êàê è â ðàçäåëå 3:

−
n−1∑

k=0

µ′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) =
1
2
[r1(x) + R1(x)]

def
=

1
2
B1(x) (3.5)
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ãäå {
r1(x)

def
= ϕ′1(x)g(x)− ϕ′

(
G−1(G(x) + G(δ))

)
g

(
G−1(G(x) + G(δ))

)

R1(x)
def
= ψ1(x)− ψ

(
G−1(G(x) + G(δ))

) (3.6)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà x ∈ [2l − δ, 2l] . Èç ôîðìóëû (2.5) âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå àðãóìåíò ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé k = −1 , íåòðèöàòåëåí, ïîýòîìó óñëîâèÿ ñâÿçè ïðè
ýòîì ïðèîáðåòàþò âèä

−
n−1∑

k=−1

µ′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) =
1
2
[r2(x) + R2(x)]

def
=

1
2
B2(x) (3.7)

ãäå 



r2(x)
def
= ϕ′1(x)g(x)− ϕ′

(
G−1(G(x) + G(δ)− 2G(l))

)×
×g

(
G−1(G(x) + G(δ)− 2G(l))

)

R2(x)
def
= ψ1(x)− ψ

(
G−1(G(x) + G(δ)− 2G(l))

) (3.8)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå µk(G(x))
def
= µ(2kG(l) + G(δ) + G(x)) , ïåðåïèøåì óñëîâèÿ ñâÿçè (3.5) è

(3.7) â âèäå: 



n−1∑
k=0

µk(G(x)) = −1
2B1(x), x ∈ [0, 2l − δ]

n−1∑
k=−1

µk(G(x)) = −1
2B2(x), x ∈ [2l − δ, 2l]

(3.9)

Èòàê, èñõîäíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëåäóþùåé:

T∫

0

|µ′(t)|pdt → min, ïðè íàëè÷èè óñëîâèé (3.9) (3.10)

3.3. Ìèíèìèçàöèÿ. Çàïèøåì ìèíèìèçèðóåìûé èíòåãðàë (2.3) â òåðìèíàõ ââåäåííûõ
ôóíêöèé µk(G(x)) :

T∫

0

|µ′(t)|pdt =
n−1∑

k=0

2l−δ∫

0

1
g(x)

|µ′k(G(x))|pdx +
n−1∑

k=−1

2l∫

2l−δ

1
g(x)

|µ′k(G(x))|pdx (3.11)

Ââåäåì êëàññ Ω̃n
p , ñîñòîÿùèé èç ïàð (a, b) íàáîðîâ a = {ak(x)}n−1

k=0 ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-
ñòâà Lp[0, 2l− δ] è b = {bk(x)}n−1

k=−1 ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Lp[2l− δ, 2l] . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
I ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

I
def
= inf

Ω̃n
p





2l−δ∫

0

1
g(x)

n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))|pdx +

2l∫

2l−δ

1
g(x)

n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))|pdx



 ,

à ÷åðåç Î(x) � ïîòî÷å÷íûé èíôèìóì íà ìíîæåñòâå Ω̃n
p

Î(x)
def
=





inf
x∈[0, 2l−δ], {µk}⊂Lp[0, 2l−δ]

n−1∑
k=0

|µk(G(x))|p

inf
x∈[2l−δ, 2l], {µk}⊂Lp[2l−δ, 2l]

n−1∑
k=−1

|µk(G(x))|p
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà (Î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå 3). Åñëè èíôèìóì Î(x) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïî÷òè

âñåõ x èç îòðåçêà [0, 2l] íà îäíîì è òîì æå ýëåìåíòå èç êëàññà Ω̃n
p , òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

I =

2l−δ∫

0

1
g(x)

Î(x)dx +

2l∫

2l−δ

1
g(x)

Î(x)dx =

2l∫

0

1
g(x)

Î(x)dx (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôèìóì Î(x) íà ìíîæåñòâå Ω̃n
p äîñòèãàåòñÿ íà

ïàðå (µ̃1, µ̃2) , ãäå µ̃1 = {µ̃1
k} , µ̃2 = {µ̃2

k} . Î÷åâèäíî, ÷òî

I ≤
2l∫

0

1
g(x)

Î(x)dx

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ìíîæåñòâå Ω̃n
p íàéäåòñÿ

ïàðà (µ1, µ2) ñ µ1 = {µ1
k} , µ2 = {µ2

k} òàêàÿ, ÷òî

2l−δ∫

0

1
g(x)

n−1∑

k=0

|µ1′
k (G(x))|pdx +

2l∫

2l−δ

n−1∑

k=−1

1
g(x)

|µ2′
k (G(x))|pdx < I + ε .

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

2l−δ∫

0

1
g(x)

n−1∑

k=0

|µ̃1′
k (G(x))|pdx ≤

2l−δ∫

0

1
g(x)

n−1∑

k=0

|µ1′
k (G(x))|pdx

2l∫

2l−δ

1
g(x)

n−1∑

k=−1

|µ̃2′
k (G(x))|pdx ≤

2l∫

2l−δ

1
g(x)

n−1∑

k=−1

|µ2′
k (G(x))|pdx

Ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

2l∫

0

1
g(x)

Î(x)dx ≤
2l−δ∫

0

1
g(x)

n−1∑

k=0

|µ1′
k (G(x))|pdx +

2l∫

2l−δ

1
g(x)

|µ2′
k (G(x))|pdx

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàííàÿ ëåììà ñâîäèò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (3.10) ê äâóì çàäà÷àì óñëîâíîé ìèíèìèçà-

öèè ñóìì:
n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))|p → min,
n−1∑

k=0

µ′k(G(x)) = −1
2
B1(x), x ∈ [0, 2l − δ] (3.13)

è
n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))|p → min,
n−1∑

k=−1

µ′k(G(x)) = −1
2
B2(x), x ∈ [2l − δ, 2l] (3.14)

Êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè p > 1 è p = 1 . Íà÷íåì ñ
ïåðâîãî èç íèõ, êîãäà p > 1 .
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x ∈ [0, 2l − δ] è ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è
(3.13):

L(µ′0, . . . , µ
′
n−1) =

n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))|p + λ

[
n−1∑

k=0

µ′k(G(x)) +
1
2
B1(x)

]
.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì, ÷òî

µ′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) = − 1
2n

B1(x), x ∈ [0, 2l − δ], k = 0, n− 1 (3.15)

Åñëè æå x ∈ [2l − δ, 2l] , òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(µ′−1, . . . , µ
′
n−1) =

n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))|p + λ

[
n−1∑

k=−1

µ′k(G(x)) +
1
2
B2(x)

]

îòêóäà

µ′(2kG(l) + G(δ) + G(x)) = − 1
2(n + 1)

B2(x), x ∈ [2l − δ, 2l], k = −1, n− 1 (3.16)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ p = 1 .
Åñëè x ∈ [0, 2l − δ] , òî ìèíèìèçèðóåìàÿ ñóììà (3.13) èìååò âèä

n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))| → min .

Èç óñëîâèé ñâÿçè ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1
2
|B1(x)| ≤

n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))| ,

êîòîðîå íà ôóíêöèÿõ (3.15) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Òåì ñàìûì, ôóíêöèè (3.15) ðåàëèçóþò
ìèíèìóì ñóììû (3.13).

Åñëè æå x ∈ [2l − δ, 2l] , òî ìèíèìèçèðóåìàÿ ñóììà (3.14) ïðèíèìàåò âèä

n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))| → min ,

à èç óñëîâèé ñâÿçè âûòåêàåò íåðàâåíñòâî:

1
2
|B2(x)| ≤

n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))| .

Ðàâåíñòâî â íåì äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ (3.16), ðåàëèçóþùèõ ìèíèìóì ñóììû (3.14).
3.4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè µ . Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè µ òàêæå ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâî-

äèòü ïî-ðàçíîìó íà èíòåðâàëàõ [0, 2l − δ] è [2l − δ, 2l] .
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x ∈ [0, 2l− δ] . Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3.15), èìååì (êàê è

â ðàçäåëå 3):

µ(2kG(l) + G(δ) + G(x))− µ(2kG(l) + G(δ)) = − 1
2n

x∫

0

B1(ξ)
g(ξ)

dξ (3.17)
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Ïîëîæèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå x = 2l − δ è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

µ(2(k + 1)G(l))− µ(2kG(l) + G(δ)) = − 1
2n

2l−δ∫

0

B1(ξ)
g(ξ)

dξ
def
= C1 (3.18)

Â ñëó÷àå, êîãäà x ∈ [2l − δ, 2l] , èìååì, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3.16), àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî:

µ(2kG(l) + G(δ) + G(x))− µ(2(k + 1)G(l)) = − 1
2(n + 1)

x∫

2l−δ

B2(ξ)
g(ξ)

dξ . (3.19)

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå x = 2l , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

µ(2(k + 1)G(l) + G(δ))− µ(2(k + 1)G(l)) = − 1
2(n + 1)

2l∫

2l−δ

B2(ξ)
g(ξ)

def
= C2 (3.20)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.18), (3.20) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
µ(2(k + 1)G(l)) , µ(2(k + 1)G(l) + G(δ)) , êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èíäóêöèåé ïî k .
Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû áóäóò ôóíêöèè:

µ(2(k + 1)G(l)) = (k + 1)C1 + (k + 1)C2 + ϕ(0) (3.21)

µ(2(k + 1)G(l) + G(δ)) = (k + 1)C1 + (k + 2)C2 + ϕ(0) (3.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.21) è (3.22) ñîîòâåòñòâåííî â (3.17) è â (3.19), áóäåì èìåòü:

µ(2kG(l) + G(δ) + G(x)) = − 1
2n

x∫

0

B1(ξ)
g(ξ)

dξ − k

2n

2l−δ∫

0

B1(ξ)
g(ξ)

dξ − k + 1
2(n + 1)

2l∫

2l−δ

B2(ξ)
g(ξ)

dξ + ϕ(0) ,

(3.23)

µ(2kG(l)+G(δ)+G(x)) = − 1
2(n + 1)

x∫

2l−δ

B2(ξ)
g(ξ)

dξ−k + 1
2n

2l−δ∫

0

B1(ξ)
g(ξ)

dξ− (k + 1)
2(n + 1)

2l∫

2l−δ

B2(ξ)
g(ξ)

dξ+ϕ(0)

(3.24)
Åñëè æå ïîëîæèòü â íèõ δ ðàâíûì íóëþ è 2l , òî ïîñëå íñëîæíûõ óïðîùåíèé ïîëó÷àåòñÿ

ôîðìóëà, ñîâïàäàþùàÿ ñ (2.15) ïðè T = 2nG(l) è T = 2(n + 1)G(l) ñîîòâåòñòâåííî.
3.5. Åäèíñòâåííîñòü. Ïðè p > 1 ðàññìàòðèâàåìûé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âû-

ïóêëûì, ïîýòîìó åäèíñòâåííîñòü ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ, ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî, òàêæå êàê â ðàçäåëå 1. Ïðè p = 1 ôóíêöèîíàë èìååò, ïî-
ìèìî ïîñòðîåííîé ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèè è äðóãèå. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîâîé ìîæíî
âçÿòü ôóíêöèþ

µ′(t) =





− 1
2n

B1(G−1(t))
g(t) , 0 ≤ t ≤ G(2l − δ)

− 1
2(n+1)

B2(G−1(t))
g(t) , G(2l − δ) ≤ t ≤ 2G(l)

0, 2G(l) ≤ t ≤ T

èëè, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü:

µ(t) =





− 1
2n

t∫
0

B1(G−1(τ))
g(τ) dτ, 0 ≤ t ≤ G(2l − δ)

− 1
2(n+1)

t∫
G(2l−δ)

B2(G−1(τ))
g(τ) dτ, G(2l − δ) ≤ t ≤ 2G(l)

0, 2G(l) ≤ t ≤ T

(3.25)
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4. Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç Ëåììû î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü T = 2(n + 1)G(l) è p > 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(t) åñòü ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2G(l) , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå [0, T ] è óäîâëåñòâîðÿþùàÿ
ïî÷òè âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå óñëîâèþ

0 < a ≤ ρ(t) ≤ A . (4.1)

Òîãäà ìèíèìóì èíòåãðàëîâ
T∫

0

|µ′(t)|pdt (4.2)

è
T∫

0

ρ(t)|µ′(t)|pdt (4.3)

äîñòèãàåòñÿ íà îäíîé è òîé æå ôóíêöèè µ0(t) ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿçè
n∑

k=0

µk(G(x)) = −1
2
B(x) (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ρ(2kG(l) + G(x)) = ρk(G(x)) , x ∈ [0, 2l] . Â ñèëó
ïåðèîäè÷íîñòè ρk(G(x)) ≡ ρ̃(G(x)) . Ïîëüçóÿñü ýòèì, ïåðåïèøåì èíòåãðàë (4.3) â âèäå

2l∫

0

1
g(x)

n∑

k=0

ρk(G(x))|µ′k(G(x))|pdx =

2l∫

0

ρ̃(G(x))
g(x)

n∑

k=0

|µ′k(G(x))|pdx .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó èíòåãðàëó ëåììó î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå, ïîëó÷èì, ÷òî åãî ìèíè-
ìèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè òîé æå ñàìîé ñóììû, ÷òî è äëÿ èíòåãðàëà (4.2), ïðè÷åì ñ
òåìè æå ñàìûìè óñëîâèÿìè ñâÿçè. Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî áóäåò, åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ρ(t) ? Â
ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ ρ(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, íî âñå îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ
âûïîëíåíû, ëåììà î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå ñâîäèò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà (4.3) ê
ìèíèìèçàöèè ñóììû

n∑

k=0

ρk(G(x))|µ′k(G(x))|p

ñ óñëîâèÿìè ñâÿçè (4.4) (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî p > 1 ). È ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò ôóíêöèÿ:

µ(2kG(l) + G(x)) = ϕ(0)− 1
2

x∫

0

B(ξ)
g(ξ)

1
[ρ(2kG(l) + G(ξ))]1/(p−1)

1
S(ξ)

dξ−

−1
2

2l∫

0

B(ξ)
g(ξ)

1
S(ξ)

k∑

i=0

1
[ρ(2iG(l) + G(ξ))]1/(p−1)

dξ (4.5)

ãäå

S(x)
def
=

n∑

k=0

1
[ρk(G(x))]1/(p−1)

.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óæå çàâè-
ñèò îò èíäåêñà p > 1 . Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (4.1), íàëîæåííîå íà ôóíêöèþ ρ(t) , èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:
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1. Îöåíêa ñâåðõó:

|µ(2kG(l) + G(x))| ≤ |ϕ(0)|+ 1
2(n + 1)

x∫

0

|B(ξ)|
g(ξ)

dξ +
k + 1

2(n + 1)

2l∫

0

|B(ξ)|
g(ξ)

dξ (4.6)

2. Îöåíêà ñíèçó, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà |a− b| ≥ ||a| − |b|| :

|µ(2kG(l) + G(x))| ≥ |ϕ(0)| − 1
2(n + 1)

x∫

0

|B(ξ)|
g(ξ)

dξ − k + 1
2(n + 1)

2l∫

0

|B(ξ)|
g(ξ)

dξ (4.7)

Îòìåòèì, ÷òî ýòè îöåíêè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî p > 1 è ëþáîé ôóíêöèè ρ(t) , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé óñëîâèþ (4.1).

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñôóðìóëèðîâàòü åùå îäíî
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü T = 2(n + 1)G(l) , è ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå [0, T ] âûïîëíåíà

îöåíêà (4.1). Òîãäà ôóíêöèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ èíòåãðàë (4.3) ïðè p > 1 , çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
(4.5). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî p > 1 è ëþáîé ôóíêöèè ρ(t) , óäîâëåòâîðÿþùåé ïî÷òè âñþäó
óñëîâèþ (4.1), ñïðàâåäëèâû îöåíêè (4.6) è (4.7).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âðåìÿ T íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì 2G(l) , ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì,
÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà íåå â ñëåäñòâèè 1 (â ÷àñò-
íîñòè, ρ(t) îãðàíè÷åíà è ïåðèîäè÷íà).

Èíòåãðàë (4.3) èìååò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âèä
n−1∑

k=0

2l−δ∫

0

ρk(G(x))|µ′k(G(x))|p
g(x)

dx +
n−1∑

k=−1

2l∫

2l−δ

ρk(G(x))|µ′k(G(x))|p
g(x)

dx (4.8)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x ∈ [0, 2l − δ] . Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ρ(t) ñ
ïåðèîäîì 2G(l) ïðè ëþáîì k = 0, n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

ρk(G(x)) ≡ ρ(2kG(l) + G(δ) + G(x)) = ρ̃1((G(δ) + G(x)) .

Âûðàæåíèå G(δ) + G(x) , ñîâïàäàþùåå ñ àðãóìåíòîì ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè, ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [G(δ), 2G(l)] .

Åñëè x ∈ [2l − δ, 2l] , òî ïðè k = −1 âûðàæåíèå G(δ) + G(x)− 2G(l) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â èíòåðâàëå [0, G(δ)] . Ïîýòîìó

ρk(G(x)) ≡ ρ(2kG(l) + G(δ) + G(x)) = ρ̃2(G(δ) + G(x))

äëÿ ëþáîãî k = −1, n− 1 .
Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé ôîðìóëó (4.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

2l−δ∫

0

ρ̃1(G(x) + G(δ))
g(x)

n−1∑

k=0

|µ′k(G(x))|pdx+

+

2l∫

2l−δ

ρ̃2(G(x) + G(δ))
g(x)

n−1∑

k=−1

|µ′k(G(x))|pdx . (4.9)

Ïðèìåíÿÿ ê ýòèì èíòåãðàëàì Ëåììó î ïîòî÷å÷íîì èíôèìóìå 2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ èíòåãðàëîâ
(4.2) è (4.3) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè îäèíàêîâûõ ñóìì ñ îäèíàêîâûìè äîïîëíèòåëü-
íûìè óñëîâèÿìè ñâÿçè. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå Cëåäñòâèÿ 1:

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü T = 2(n+1)G(l)+∆ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(t) åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2G(l) , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå [0, T ] è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïî÷òè
âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå óñëîâèþ (4.1). Òîãäà ìèíèìóì èíòåãðàëîâ (4.2) è (4.3) ïðè p > 1
è íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿçè (4.4) äîñòèãàåòñÿ íà îäíîé è òîé æå ôóíêöèè µ0(t) .
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6. Èëüèí Â. À. Î ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì óðàâíåíèåì
k(x)[k(x)ux(x, t)]x − utt(x, t) = 0 . //ÄÀÍ, 2002, ò. 386, N 2, ñ. 156-159

3 ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3



ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, ñ. 138�146

ÓÄÊ 517.956.2

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÀÍÀËÎÃÀ ÇÀÄÀ×È ÒÐÈÊÎÌÈ ÄËß
ÑËÓ×Àß ÊÎÃÄÀ ËÈÍÈß ÏÅÐÅÌÅÍÛ ÒÈÏÀ ÍÅ

ÑÎÂÏÀÄÀÅÒ Ñ ÎÑßÌÈ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ
c© 2006 ã. Í.Î.Òàðàíîâ

nicktaranov@mail.ru

Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

Ââåäåíèå. Òåîðèÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà èìååò ñðàâíèòåëüíî íåäîëãóþ èñòîðèþ.
Ïåðâûìè ãëóáîêèìè èññëåäîâàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè ÿâèëèñü ðàáîòû Ô. Òðèêîìè, îïóáëèêî-
âàííûå â äâàäöàòûõ ãîäàõ íàøåãî ñòîëåòèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ

y
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, (1)

êîòîðîå ñåé÷àñ íàçûâàþò óðàâíåíèåì Òðèêîìè, îí èçó÷èë ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ êðàåâóþ çà-
äà÷ó (çàäà÷ó Òðèêîìè). Ïóñòü îáëàñòü D îãðàíè÷åíà êðèâîé Æîðäàíà σ, ëåæàùåé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(0, 0) è B(1, 0) îñè õ, ðàñïîëîæåííîé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè, è îòðåçêàìè õàðàêòåðèñòèê AC è BC óðàâíåíèÿ, âûõîäÿùèìè èç ýòèõ òî÷åê
è ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå C íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1), ðåãóëÿðíîå â D è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: u(x, y) = ϕ(x, y) íà σ è u(x, y) = ψ(x) íà
AC. Çàäà÷à âàæíà äëÿ àýðîäèíàìèêè áîëüøèõ ñêîðîñòåé. Îíà îïèñûâàåò
ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå ñæèìàåìîé ñðåäû ïðè òðàñçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ. Ïåðåìåíå òèïà
óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä ÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà.

Òðèêîìè äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè îïðåäåëåííûõ
äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ux è uy, ãëàäêî-
ñòè ôóíêöèè ψ è õàðàêòåðà äóãè σ. Èññëåäîâàíèÿ Òðèêîìè áûëè ïðîäîëæåíû â òðèäöàòûõ
ãîäàõ ×èáðàðèî è Ãåëëåðñòåäòîì.

Ì. A. Ëàâðåíòüåâ äëÿ óïðîùåíèÿ èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

sgn y
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, (2)

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è Òðèêîìè è åå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ïðîâåë
À.Â.Áèöàäçå ïðè ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå äóãè σ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü
D â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. À.Â.Áèöàäçå ðåøèë òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ (2) çàäà÷ó Òðèêîìè
â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè, à òàêæå çàäà÷ó, â êîòîðîé íà êðèâîé σ çàäàíà ∂u

∂~n . Â äàííîé ðàáî-
òå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå À.Â.Áèöàäçå â ðàáîòå . Ì.Ì.Ñìèðíîâ èññëåäîâàë
íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè, à òàêæå íåêîòîðûå ðîäñòâåííûå çàäà÷è (4).

Äëÿ çàäà÷è Òðèêîìè èìååò ìåñòî ïðèíöèï ýêñòðåìóìà: ðåøåíèå çàäà÷è
Òðèêîìè, îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà õàðàêòåðèñòèêå AC, íå ìîæåò äîñòèãàòü íà îòêðûòîì
îòðåçêå AB ëèíèè âûðîæäåíèÿ òèïà íè ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà, íè îòðèöàòåëüíîãî ìè-
íèìóìà. Ýòîò ïðèíöèï âïåðâûå áûë ñôîðìóëèðîâàí À.Â.Áèöàäçå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2).
Íåñêîëüêî ïîçäíåå îí áûë óñòàíîâëåí äëÿ óðàâíåíèÿ Òðèêîìè (1) â ðàáîòå Æåðìåíà è Áàäå.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è (2).

Ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â âèäå ðÿäà, à òàêæå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ðåøåíèé â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ îáëàñòÿõ áûëî ïîëó÷åíî Å.È. Ìîèñååâûì â ðàáîòå [1].
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2], êàñàþùèåñÿ ñèñòåìû ñèíóñîâ ñïåöèàëüíîãî
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âèäà, âõîäÿùèõ â ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé ðåøåíèå â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè. Äàëåå áóäåò ïðè-
âåäåíî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà àíàëîãà çàäà÷è (2) â ñëó÷àå íàêëîíà ëèíèè âûðîæäåíèÿ ê îñè
êîîðäèíàò äëÿ ñåêòîðà îêðóæíîñòè â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè, ïî àíàëîãèè ñ [1].

Èòàê, â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à, îáîáùàþùàÿ çàäà÷ó (2), äëÿ ñëó÷àÿ íåñîâïàäå-
íèÿ ëèíèè ïåðåìåíû òèïà ñ îñüþ êîîðäèíàò.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷.

Çàäà÷à 1 .
Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó âíóòðè ñëåäóþùåé îáëàñòè D .

Îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè D+, âíóòðè êîòîðîé çàäàíî óðàâíåíèå
∆u = 0 è ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè D−, ãäå çàäàíî óðàâíåíèå uyy = uxx, à òàêæå ëèíèè ïåðå-
ìåíû òèïà. Ëèíèÿ ïåðåìåíû òèïà - ýòî îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó A
íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì α ∈ (−π

4 , π
4 ) ê îñè Ox . Ýëëèïòè÷åñêàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà ëèíèåé

ïåðåìåíû òèïà è êðèâîé σ, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå B. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà
äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè AC = {(x, y) : y = −x} è BC = {(x, y) : y = x−√2 · sin (

π
4 − α

)} è
ëèíèåé ïåðåìåíû òèïà. Áóäåì òðåáîâàòü äâóêðàòíóþ íåïðåðûâíóþ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòåé, îäíîêðàòíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ëèíèè
ïåðåìåíû òèïà è íåïðåðûâíîñòü íà ãðàíèöe ∂D îáëàñòè D . Ðåøåíèå u(x, y) äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 0 õàðàêòåðè-
ñòèêå A , ôóíêöèÿ ϕ èç êëàññà Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 0 < p < 1 íà äóãå σ .

Áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó ñîïðÿæ¼ííîé ê çàäà÷å 1, åñëè 0 çàäàí íå íà õàðàêòåðèñòèêå AC,
à íà õàðàêòåðèñòèêå BC.

Ðèñ.1 Îáëàñòü D äëÿ çàäà÷è 1.

Çàäà÷à 1∗ .
Îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòüþ îáëàñòè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â

ýòîé çàäà÷å îáëàñòü ýëëèïòè÷íîñòè îãðàíè÷åíà îñüþ Oy ñ îäíîé ñòîðîíû è ëèíèåé ïåðåìåíû
òèïà ñ äðóãîé. Ïîëó÷èâøèéñÿ óãîë çàìêíóò ÷àñòüþ σ1 åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò, ïåðåñåêàþùåé Oy â òî÷êå D(0, 1) , à ëèíèþ ïåðåìåíû òèïà â òî÷êå B . Íà
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äóãå σ1 çàäàíà ôóíêöèÿ f èç êëàññà Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 0 < p < 1. Íà îòðåçêå AB
çàäàí 0.

Ðèñ.1 Îáëàñòü D äëÿ çàäà÷è 1∗ .

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 1. Òî æå êàñàåòñÿ è ñîïðÿæ¼ííûõ çàäà÷.
Ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è 1 .

Òåîðåìà. Ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì è îòðèöàòåëüíûé ìèíèìóì íåòðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòèãàåòñÿ íà êðèâîé σ .
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â D− .
Åñëè ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå u(x, y) äîñòèãàåòñÿ â D− , òî îíî äîñòèãàåòñÿ è â íåêîé âíóò-
ðåííåé òî÷êå îòðåçêà AB = {(x, y) : y = x tg α, x ∈ (0, cosα)} .
Â D− îáùåå ðåøåíèå äà¼òñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà:

u(x, y) = ϕ(x + y) + ψ(x− y)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
u(x,−x) = ϕ(0) + ψ(2x) = 0

=⇒
u(x, y) = f(x + y)

Òî åñòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ëèíèÿõ x + y = const ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ (x + y) äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (x, y) ∈ D− ïðèñóòñòâóþò íà AB .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè.
Â ñèëó ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì ( îòðèöàòåëü-
íûé ìèíèìóì ) u(x, y) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè. Îí ìîæåò äîñòèãàòüñÿ
ëèáî íà σ ëèáî íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà AB .
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïóñòü îí äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå M+
max âíóòðè

AB .
Òîãäà, èç óñëîâèé ñøèâàíèÿ, íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ:

u(x, y) = ϕ(x + y).

À çíà÷èò
ux = uy = K.

Â òî÷êå M+
max ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè ïåðåìåíû òèïà ∂u

∂~l
= 0 , ~l = {1, tg α}

Ïðèâåäåì ïðèíöèï Çàðåìáû-Æèðî:

Ïóñòü u(x, y) - ðåãóëÿðíîå íåòðèâèàëüíîå â îáëàñòè D∗ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ a1

∂u

∂x
+ b1

∂u

∂y
+ c1u = 0

ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé âíóòðè D∗ ôîðìîé ady2 + 2bdxdy + cdx2 .
Åñëè â òî÷êå P ãðàíèöû Γ∗ îáëàñòè D∗ ôóíêöèÿ u(x, y) ïðèíèìàåò ñâî¼ ýêñòðåìàëüíîå
çíà÷åíèå, à êîíòóð Γ∗ òàêîé, ÷òî ÷åðåç òî÷êó P ìîæíî ïðîâåñòè êðóæîê K , ëåæàùèé â
îáëàñòè D∗ , òî â óêàçàííîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåííîìó ê öåíòðó êðóæêà ðàäèóñó
~r îòëè÷íà îò íóëÿ; ïðè÷¼ì â ñëó÷àå ìàêñèìóìà ∂u

∂~r < 0 , à â ñëó÷àå ìèíèìóìà ∂u
∂~r > 0 .

Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó êðóæêà áóäåò

∂u

∂~r
=

{
−1,

1
tg α

}
·
{

∂u

∂x
,
∂u

∂y

}
=

{
−1,

1
tg α

}
· {K,K} = K

(
1

tg α
− 1

)

∂u

∂~l
= K(1 + tg α)

∂u

∂~r
=

∂u

∂~l
· 1
1 + tg α

·
(

1
tg α

− 1
)

Äëÿ íàøåé çàäà÷è ýòî çíà÷èò, ÷òî ∂u
∂~r = 0 , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ïðèíöèïà Çàðåìáû-

Æèðî. Â ñëó÷àå α = 0 ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ê öåíòðó êðóæêà ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y . Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà
ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé ê 1 .
Òåîðåìà Ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì è îòðèöàòåëüíûé ìèíèìóì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è, ñîïðÿæ¼ííîé ê 1, äîñòèãàåòñÿ íà êðèâîé σ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â D− . Åñëè ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå u(x, y)
äîñòèãàåòñÿ â D− , òî îíî äîñòèãàåòñÿ è â íåêîé âíóòðåííåé òî÷êå îòðåçêà AB = {(x, y) : y =
x tg α, x ∈ (0, cosα)} .

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè BC ñ îñüþ Oy . Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííîé ŷ = y −√2 sin(α− π

4 ) .
Â D− îáùåå ðåøåíèå äà¼òñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà:

u(x, ŷ) = ϕ(x + ŷ) + ψ(x− ŷ)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
u(x, x) = ϕ(2x) + ψ(0) = 0

=⇒
u(x, y) = f1(x− ŷ) = f(x− y)
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Òî åñòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ëèíèÿõ x− y = const ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ (x− y) äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (x, y) ∈ D− ïðèñóòñòâóþò íà AB .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè.
Â ñèëó ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì ( îòðèöàòåëü-
íûé ìèíèìóì) u(x, y) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè. Îí ìîæåò äîñòèãàòüñÿ
ëèáî íà σ ëèáî íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà AB .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïóñòü îí äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå M+

max âíóòðè
AB .
Òîãäà, èç óñëîâèé ñøèâàíèÿ, íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ:

u(x, y) = ψ(x− y).

À çíà÷èò
ux = K, uy = −K.

Â òî÷êå M+
max ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè ïåðåìåíû òèïà ∂u

∂~l
= 0 , ~l = {1, tg α}

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, èùåì ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó êðóæêà,
÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì Çàðåìáû-Æèðî.

∂u

∂~r
= {−1,

1
tg α

} ·
{

∂u

∂x
,
∂u

∂y

}
=

{
−1,

1
tg α

}
· {K,−K} = −K

(
1

tg α
+ 1

)

∂u

∂~l
= K(1− tg α)

∂u

∂~r
= −∂u

∂~l
· 1
1− tg α

·
(

1
tg α

+ 1
)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∂u
∂~r = 0 , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ïðèíöèïà Çàðåìáû-Æèðî. Â ñëó÷àå α = 0

ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó êðóæêà
ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y . Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà ðàññóæäåíèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðåøåíèå çàäà÷ äëÿ ñëó÷àÿ ñåêòîðà êðóãà.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè.
Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå u(r, θ) = R(r)Θ(θ). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ
â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì äëÿ R(r) :

r2R′′(r) + rR′(r)− λR(r);
R(0) = 0;
R(1) = 1.

Äëÿ Θ(θ) ïîëó÷èì:

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0;

Θ(
π

2
) = 0;

Θ(−π

2
) = 0.

Âûÿñíèì çíàê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ :
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1) Ïóñòü λ < 0, òîãäà ïîëó÷èì R = D1 cos(
√

λ · ln r) + D2 sin(
√

λ · ln r). Äàæå åñëè äîîïðåäå-
ëèòü ýòó ôóíêöèþ â íóëå, îíà íå áóäåò íåïðåðûâíà.

2) Ïóñòü òåïåðü λ = 0, òîãäà R = const . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

3) Ïðè λ > 0 ïîëó÷àåì R = r
√

λ è . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Θ(θ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Θ(θ) =

√
A2 + B2 · sin (

√
λθ + χ), ãäå χ - íåêîòîðûé óãîë, çàâèñÿùèé îò A è B.

Íàõîæäåíèå ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
Â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå un(r, θ) = rαn

sin(αnθ + βn).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå Cn(x + y)αn , òî ãðà-

íè÷íîå óñëîâèå íà õàðàêòåðèñòèêå áóäåò âûïîëíåíî.
Íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ux = uy. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ýòî óñëîâèå ïðèìåò âèä ur sin(α − π
4 ) − 1

ruθ cos(α − π
4 ). Ïîäñòàâèâ â ýòî ðåøåíèå

âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì:

cos(αnα + βn − α +
π

4
) = 0.

Èç óñëîâèÿ u|AB = 0 ïîëó÷èì: sinαn
π
2 + βn = 0.

=⇒

αn =
πn− π/4− α

π/2− α
,

βn = −π

2
· αn.

Â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå Cn(x+y)αn . Èç óñëîâèÿ
ðàâåíñòâà ðåøåíèé íà ëèíèè ïåðåìåíû òèïà ïîëó÷èì:

Cn =
sin(αn(α− π/2))

(
√

2 cos(π/4− α))αn

=⇒

un(x, y) =
[

x + y√
2 cos(π/4− α)

]αn

· sin(αn(α− π/2)).

Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè è â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷-
íîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì â ñâîèõ îáëàñòÿõ.

Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

lim
G→M0

∂un,g

∂~n
(G) = lim

E→M0

∂un,g

∂~n
(E),

ãäå un,g - ÷àñòíîå ðåøåíèå â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè, G - òî÷êà â ýòîé îáëàñòè, un,e - ÷àñòíîå
ðåøåíèå â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè, E - òî÷êà â ýòîé îáëàñòè,M0 - òî÷êà íà ëèíèè ïåðåìåíû
òèïà, à ~n - åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ýòîé ëèíèè.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà.
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Âûïèøåì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå:

∞∑

n=1

fn · rαn · sin
[
αn(θ − π

2
)
]
, (x, y) ∈ D+;

∞∑

n=1

fn

[
x + y√

2 cos(π/4− α)

]αn

· sin
[
αn(α− π

2
)
]
, (x, y) ∈ D−.

ãäå fn - êîýôôèöèåíòû áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå sinαn(θ − π
2 ).

Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòüè [2]. Â
ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà sin[(n+β/2)θ+γ/2], θ ∈ [0, π]. Íà îòðåçêå [0, π] âåðíû
âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

fn =
∫ π

0
f(θ)hn(θ)dθ, hn(θ) =

2
π

(2 cos θ/2)β

(tg θ/2)γ/π

n∑

k=1

(sin kθ)Bn−k,

Bl =
l∑

m=0

C l−m
γ/π Cm

γ/π−l(−1)l−m, Cn
l =

l(l − 1) . . . (l − n + 1)
n!

.

Ïðåîáðàçóåì ñèíóñû èç ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå
ôóíêöèé òàê, ÷òîáû θ ìåíÿëñÿ îò 0 äî π. Ïîëó÷èì: (−1)n · sin[(n− 1/4− α/π)θ + π/4 + α].
Â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [2]:

β = −1/4− (2α/π), γ = π/2 + α.γ ∈ (0, π) ⊂ (0, 2π), β + γ/π = 0.

Êîýôôèöèåíòû fn îãðàíè÷åíû ( Ñë-å òåîðåìû 1 èç ñòàòüè [2]). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
2 (èç [2]) è èç ïðèçíàêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Äèðèõëå - Àáåëÿ, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
ïðè (r, θ) ∈ [0, 1]× [α, π/2].

Ãàðìîíè÷íîñòü â D+ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé ðÿäîì ìîæíî ïðîâåðèòü ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Èññëåäóåì ðÿä â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè íà ñõîäèìîñòü:
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ∀x, y : r = 1, θ = α, çíà÷åíèå (x + y) áóäåò áîëüøå, ÷åì ïðè ëþáûõ

x, y : (x, y) ∈ D−. Ìîæíî çàäàòü òî÷êó (x, y) : r = 1, θ = α êàê òó èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â A è ïðÿìîé y = x − √

2 sin(π/4 − α), êîòîðàÿ èìååò
íàèáîëüøóþ êîîðäèíàòó x.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ òî÷êè (x, y) : r = 1, θ = α âûïîëíÿåòñÿ (x +
y) =

√
2 cos(α − π/4). Çíà÷èò, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ fn, ðÿä äëÿ îáëàñòè

ãèïåðáîëè÷íîñòè ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî äëÿ 0 < r ≤ 1 − ε, ε > 0. Ñõîäèìîñòü âïëîòü äî r = 1
ñëåäóåò èç 1-îãî ïðèçíàêà Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé cõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûå ðÿäû òàêæå áóäóò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî. Òàêèì îáðàçîì, â òîì,
÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ðÿäîì ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ñâîåé îáëàñòè ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.
Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à.
Êîíôîðìíî îòîáðàçèì îáëàñòü ýëëèïòè÷íîñòè íà ïîëóêðóã ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ.3 Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

Ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ôóíêöèåé ϕ1, çàäàííîé íà ïîëóîêðóæíîñòè è
íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé, çàäàííîé íà ëèíèè A′B′.

∆u1 = 0,

u1|γ = ϕ1,

(
∂u1

∂y
− k

∂u1

∂x
)|y=0 = 0, k ∈ (−∞,+∞).

Òàêèå çíà÷åíèÿ k ñîîòâåòñòâóþò âñåì íàïðàâëåíèÿì íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè y ≥ 0 êðîìå íàïðàâëåíèé âäîëü îñè àáñöèññ. γ � ýòî äóãà îêðóæíîñòè,
îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [1].

Ðåøåíèå:

u1(r, θ) =
∞∑

n=0

rnϕn sin(nθ + δ),

ãäå ϕn - êîýôôèöèåíòû áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. δ = arcctg(k). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïðè k ∈ (−∞,+∞).

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííóþ â [1] èíòåãðàëüíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ÿâëÿþùóþñÿ ðå-
çóëüòàòîì ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà äëÿ ðåøåíèÿ.

u1(z) = Re
1
πi

∫

γ
ϕ1(arg t)

[
1

t− z
− 1

1− tz

]
×

[
(1− z)(1 + t)
(1 + z)(1− t)

]2 arcctg(k)/π (
1 + z

1 + t

)
dt,

Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè, çàäàííàÿ íà êðèâîé, ïåðåøåäøåé â ïîëóêðóã ïðè îòîáðàæåíèè,
âûïîëíåíî óñëîâèå Ã¼ëüäåðà, èç ðàáîòû [1]ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íà ëèíèè A′B′, ãäå
çàäàíà íàêëîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, áóäåò äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûì.

Çàäà÷à 1 è ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé.
Â ñëó÷àå çàäà÷è 1, ïîñëå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè íà ïîëóêðóã, äëÿ âñïîìî-

ãàòåëüíîé çàäà÷è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ k ∈ (0,+∞) â ñëó÷àå çàäà÷è 1 è k ∈ (−∞, 0) â ñëó÷àå
ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è.

Òåïåðü âûïîëíèì îáðàòíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ò.å. îòîáðàçèì ïîëóêðóã è ðåøåíèå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, çàäàííîå íà ïîëóêðóãå â èñõîäíóþ îáëàñòü.

×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è ñîïðÿæ¼ííîé
îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿù¼é ôóíêöèè â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè D− , óäî-
âëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ â ñâîåé îáëàñòè è óñëîâèÿì ñøèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â îáëàñòè ýëëèï-
òè÷íîñòè.

Ïóñòü ue(r, θ) - ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, Φ(r) = ue(r, α).
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Òåïåðü, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåò À.Â.Áèöàäçå (ñì. [5]) ïîäáåðåì âûðàæåíèÿ äëÿ
ðåøåíèÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ â
îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè áóäóò:

Φ
(

x + y√
2 cos(π/4− α)

)

äëÿ çàäà÷è 1 è
Φ

(
x− y√

2 sin(π/4− α)

)

äëÿ ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è.
Èòàê, ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà. Ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà. Ðåøåíèå çàäà÷è, ñîïðÿæ¼ííîé ê 1, ñóùåñòâóåò.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè
îäíîãî êëàññà ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà óðîâíå îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íà ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ áóëåâûõ ñõåì áûëè
âïåðâûå óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Î.Á. Ëóïàíîâà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà L(n) ,
ñâÿçàííîé ñ êëàññîì ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {&,∨,¬} Î.Á. Ëóïàíîâûì
â ðàáîòå [1] áûëà óñòàíîâëåíà àñèìïòîòèêà 2n/n , êîòîðàÿ èìåëà îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü
O (log n/n) . Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ áóëåâûõ ñõåì òàêæå ïðèìåíÿëñÿ â ðà-
áîòàõ ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ. Èññëåäîâàíèå îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè, òî åñòü íà-
õîæäåíèå íå ìåíåå äâóõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Øåííîíà, íà÷àëîñü ñ
ðàáîò Ñ.À. Ëîæêèíà (ñì., íàïðèìåð, [2], [3] è [4]). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîòû [3] ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà L(n)
c òî÷íîñòüþ O(log log n/n) .

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèíòåç êëàññà êîäîâûõ ôóíêöèé � ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèé,
ñâÿçàííûõ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè (ñì., íàïðèìåð, [4]).

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïóñòü E = {0, 1} ,
En � n -ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá è (x1, . . . , xn) � ñâÿçàííûé ñ íèì íàáîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
Íà íàáîðàõ En áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, êîòîðûé çàäàåòñÿ íóìå-
ðàöèåé ν : En → [0, 2n) òàêîé, ÷òî

ν(α1, . . . , αn) = α12n−1 + α22n−2 + · · ·+ αn20.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè îò áóëåâûõ ïåðåìåííûõ
{x1, x2, . . . , xn, . . .} , à ÷åðåç P2(n) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç P2 îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn .

Ïóñòü B = {E1, . . . , Eb} � ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé áàçèñ, ãäå ýëåìåíò Ei èìååò ki , ki > 1 ,
âõîäîâ, âåñ pi , pi > 0 , è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðèâåäåííûì âåñîì ýëåìåíòà Ei íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ρi = pi/(ki − 1) , îïðåäåëåííàÿ
ïðè ki > 1 . Ïóñòü ρB = min

ki>2
ρi � ïðèâåäåííûé âåñ áàçèñà B . Îáîçíà÷èì B′ = {Ei : ρi = ρB} ,

B′′ = B\B′ .
Áàçèñ B íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè ìíîæåñòâî B′ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ðåàëèçóþò ëèáî òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè, ëèáî òîëüêî êîíúþíêöèè ïåðåìåííûõ, ëèáî òîëüêî
äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ [2]. Ïóñòü κB = 1 â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî áàçèñà B è κB = 0 èíà÷å.

Ïóñòü UB(n) � ìíîæåñòâî ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ) â áàçèñå B îò ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xn , ðåàëèçóþùèõ îäíó áóëåâó ôóíêöèþ. Ââåäåì êëàññ ÑÔÝ UB(n, t) , êàê
ìíîæåñòâî ñõåì èç UB(n) , â êîòîðûõ ìîãóò âåòâèòñÿ íå áîëåå t âåðøèí. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà t = t(n) > n .

Äâå ÑÔÝ Σ1 è Σ2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ñèñòåìû
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñëîæíîñòüþ L(Σ) ÑÔÝ Σ íàçûâàåòñÿ ñóììà âåñîâ åå ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, à ñëîæíîñòü L(f) ôóíêöèè f , f ∈ P2(n) , îïðåäåëÿåòñÿ, êàê L(f) = minL(Σ) , ãäå
ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì Σ , Σ ∈ UB(n, t) , Σ ðåàëèçóåò f . Äëÿ n = 1, 2, . . . ââåäåì ôóíêöèþ

LB(n, t) = max
f∈P2(n)

L(f),

147
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì êëàññå ÑÔÝ.

Äëÿ êîíå÷íîãî àëôàâèòà A , ÷åðåç A∗ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ â A .
Ïóñòü C � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E∗ è |C| > 1 . Ïîëîæèì λC � ìàêñèìàëüíàÿ
äëèíà ñëîâ èç C . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉ ìíîæåñòâî ñëîâ âèäà a′aa′′ , ãäå a′, a′′ ∈ E∗ , |a′| < λC ,
|a′′| < λC , a ∈ C∗ . Ïóñòü qC(l) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ èç Ĉ äëèíû l . Èç äàëüíåéøåãî
ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé qC(l) = O(1) , è òîãäà â ñèëó [6], èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî qC(l) = σC l + O(1) , ãäå σC � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò C , 0 < σC 6 1 .

Ïóñòü a ∈ E∗ . Ñëîâî a , ïîëó÷åííîå èç a çàìåíîé 0 íà 1 è îáðàòíî, áóäåì íàçûâàòü
îòðèöàíèåì a .

Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f , f ∈ P2(n) , íàçûâàåòñÿ êîäîâîé ôóíêöèåé äëÿ êîäà C , C ⊂ E∗ ,
åñëè âåêòîð-ñòîëáåö åå çíà÷åíèé íà âñåõ 2n íàáîðàõ åäèíè÷íîãî êóáà En ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðîå ñëîâî èç ìíîæåñòâà Ĉ äëèíû 2n .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QC êëàññ âñåõ êîäîâûõ ôóíêöèé äëÿ êîäà C è ïóñòü QC(n) = P2(n) ∩QC .
Î÷åâèäíî, ÷òî |QC(n)| = qC(2n) . Ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè êîäîâûõ
ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç LB(QC(n), t) :

LB(QC(n), t) = max
f∈QC(n)

L(f).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà LB(QC(n), t) ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñ-
ëè äëÿ t = t(n) ðàçíîñòü (t(n) − n) ïî ïîðÿäêó íå ìåíüøå, ÷åì n , è t(n) ïî ïîðÿäêó íå
ïðåâîñõîäèò 2n/n3 , òî

LB(QC(n), t) = ρB
log |QC(n)|

log t

(
1 +

κB log log t±O(1)
log t

)
. (1)

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå C = {0, 1} ìíîæåñòâî QC(n) ñîâïàäàåò ñ P2(n) , à îöåíêà (1) ïðèíèìàåò
âèä:

LB(n, t) = ρB
2n

log t

(
1 +

κB log log t±O(1)
log t

)
.

2. Íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà. Â äàëüíåéøåì ñ ïîìîùüþ áóêâû c è c(B) ñ
ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè áóäåì îáîçíà÷àòü àáñîëþòíûå êîíñòàíòû è êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò
áàçèñà B , ñîîòâåòñòâåííî.

Èçâåñòíî [7], ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì 4q óïîðÿäî÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ q ðåá-
ðàìè.

Ëåììà 1. Êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñõåì â êëàññå UB(n, t) ñëîæíîñòè, íå
ïðåâîñõîäÿùåé L , íå áîëüøå, ÷åì (c7(B)t(log t)−κB )(1/ρB)L+n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõåìû Σ îáîçíà÷èì ÷åðåç V (Σ) ìíîæåñòâî âåðøèí Σ . Ïóñòü
M(Σ) îáîçíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî âåðøèí V (Σ) , êîòîðûå äîïóñêàþò âåòâëåíèå. Ïî óñëîâèþ
|M(Σ)| 6 t . Ïóñòü V ′(Σ) (ñîîòâåòñòâåííî V ′′(Σ) ) � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí èç V (Σ) , ñâÿçàí-
íûõ ñ ýëåìåíòàìè èç B′ (ñîîòâåòñòâåííî èç B′′ ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ÑÔÝ Σ èç ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà, äîñòàòî÷íî

1. âûáðàòü îðèåíòèðîâàííîå êîðíåâîå äåðåâî D íà âåðøèíàõ V ′(Σ)∪V ′′(Σ) , òàê, ÷òî ðåáðà
D îðèåíòèðîâàíû ê åãî êîðíþ, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ âûõîäîì Σ ;

2. ïîìåòèòü âåðøèíû äåðåâà D ñèìâîëàìè ÔÝ èç áàçèñà B ;

3. äîáàâèòü ê D èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, ïîìå÷åííûå x1, . . . , xn , è âûäåëèòü ìíîæåñòâî
âåòâÿùèõñÿ âåðøèí;

4. ïðîâåñòè îñòàâøèåñÿ ðåáðà ñõåìû Σ .
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×èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà äåðåâà D è íàíåñåíèÿ ïîìåòîê íà åãî âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò
(c1(B))L . Ñóùåñòâóåò íå áîëåå (c2(B))L+n ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü èç ìíîæåñòâà V (Σ)
ïîäìíîæåñòâî âåòâÿùèõñÿ âåðøèí.

×èñëî r òåõ ðåáåð Σ , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò D , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

r 6 (1/ρB)L− c3(B)L′′ + 1,

ãäå L′′ � ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÔÝ), ñâÿçàííûõ ñ óçëàìè èç
V ′′(Σ) ,

c3(B) = min
Ei∈B′′

{
1

ρB
− 1

ρi

}
> 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî òåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (u, w) âåðøèí äåðåâà D , íà êîòîðûõ
ýòè r ðåáåð ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû (ñ÷èòàåì, ÷òî äóãà èñõîäèò èç âåðøèíû u â âåðøèíó
w ). Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí (u,w) èç R ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî u ∈ M(Σ) , à ÷èñëî äóã,
âõîäÿùèõ â w , ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî âõîäîâ ñâÿçàííîãî ñ w ÔÝ.

Ïóñòü κB = 1 , òîãäà íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî B′ ñîäåðæèò âñå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè èç ñâîåãî çàìûêàíèÿ, çàâèñÿùèå íå ìåíåå, ÷åì îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. w ∈ V ′′(Σ) ;

2. w ∈ V ′(Σ) è w ëèáî èìååò â D èñõîäÿùåå ðåáðî, âåäóùåå â V ′′(Σ) , ëèáî ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì D .

Äëÿ κB = 0 , w ∈ V ′(Σ) ∪ V ′′(Σ) . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|R| 6 2t(c4(B)L′′ + 1)κBL1−κB ,

ãäå c4(B) � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âõîäîâ ó ÔÝ èç ìíîæåñòâà B′′ .
×èñëî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðîâåäåíèÿ òåõ ðåáåð Σ , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò D , íå áîëü-

øå, ÷åì Cr
|R| . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

(c5(B))L+n max
06L′′6L

(
t(L′′)κBL1−κB

(1/ρB)L− c3(B)L′′ + 1

)(1/ρB)L−c3(B)L′′+1

.

Ïðè κB = 0 çíà÷åíèå ìàêñèìóìà äîñòèãàåòñÿ ïðè L′′ = 0 . Â ñëó÷àå κB = 1 âîñïîëüçóåìñÿ
òåì ôàêòîì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ a , q ïðè óñëîâèè a > 1 , q > 0 , âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî:

max
x∈[0,q]

(
a · x
q − x

)q−x

6 (c6a/ log a)q.

Ïîäñòàâèâ â íåãî q = (1/ρB)L + 1 , x = c3(B)L′′ , çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Òåîðåìà 1. Äëÿ n = 1, 2, . . . ,

LB(QC(n), t) > ρB
log |QC(n)|

log t

(
1 +

κB log log t−O(1)
log t

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 è îáû÷íîãî ìîùíîñòíîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
(

c7(B)t
(log t)κB

)(1/ρB)LB(n,t)+n

> |QC(n)|,

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ îöåíêà.
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3. Óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé è èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü ϕ(y1, . . . , yp) � áóëåâà
ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, à Q � íåêîòîðûé êëàññ áóëåâûõ
ôóíêöèé. Ïóñòü Q(n) = Q ∩ P2(n) .

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé G , G ⊆ P2(m) íàçûâàåòñÿ ϕ -óíèâåðñàëüíûì ïîðÿäêà m äëÿ êëàññà
Q [5], åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ f , f ∈ Q(m) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f = ϕ(g1, . . . , gp),

ãäå gi ∈ G äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p .
Ïóñòü D � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ Y = {y1, . . . , yp} íà êîìïîíåíòû

Y1, . . . , Yd . Ðàçáèåíèå D íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðíûì ðàçáèåíèåì äëÿ ϕ(y1, . . . , yp) [2], åñëè äëÿ
ëþáîãî i , i = 1, . . . , d , è äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé y , y ∈ Yi ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà δ ∈ E è
íàáîð α = (α1, . . . , αp) ∈ Ep ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëÿ âñåõ (k, l) , 1 6 k, l 6 p , åñëè yk è yl ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ðàçáèåíèÿ D , òî
αk = αl ;

2. ϕ(y1, . . . , yp) = y ⊕ δ íà ìíîæåñòâå âñåõ íàáîðîâ β , β ∈ Ep , êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ α â
ïîçèöèÿõ ïåðåìåííûõ Y \Yi .

Ýíòðîïèåé H(D) ðàçáèåíèÿ D = {Y1, . . . , Yd} [2] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H(D) = − 1
|Y |

d∑

i=1

|Yi| log
|Yi|
|Y | .

Âåëè÷èíà H(ϕ) = minH(D) , ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñåëåêòîðíûì äëÿ ϕ ðàçáèåíèÿì
D , íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðíîé ýíòðîïèåé ôóíêöèè ϕ [2].

Ðàññìîòðèì ÔÝ Ej áàçèñà B , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ïðèâåäåííûé âåñ ρB . Ïóñòü íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà m è s òàêîâû, ÷òî d2m/se > kj . Ïîëîæèì h , p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
êîòîðûå âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé:

p = h(kj − 1) + 1,

⌈
2m

s

⌉
6 p <

2m

s
+ (kj − 1). (2)

Ïîñòðîèì öåïî÷êó èç h ÔÝ Ej , ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ïåðâûé âõîä. Ïîëó÷åí-
íóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(1)

p (y1, . . . , yp) , à ôóíêöèþ, êîòîðóþ îíà ðåàëèçóåò � ÷åðåç
ϕ

(1)
p (y1, . . . , yp) . Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ

(1)
p ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì,

÷òî
L(Φ(1)

p ) 6 ρBp .

Ëåììà 2. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m , s è p òàêîâû, ÷òî d2m/se > kj , à p óäîâëå-
òâîðÿåò (2) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî h . Òîãäà ñóùåñòâóåò ϕ

(1)
p -óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî G1

ïîðÿäêà m äëÿ êëàññà QC òàêîå, ÷òî |G1| 6 pqC(s) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ

(1)
p (y1, . . . , yp) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñâîèõ ïåðå-

ìåííûõ, òî äëÿ êàæäîãî i , i = 1, . . . , p íàéäåòñÿ íàáîð äâîè÷íûõ êîíñòàíò αi,1, . . . , αi,p òàêîé,
÷òî

ϕ(1)
p (αi,1, . . . , αi,i−1, yi, αi,i+1, . . . , αi,p) = yi ⊕ αi,i.

Åäèíè÷íûé êóá Em ìîæíî ðàçáèòü íà p ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïå-
ðåìåííûì y1, . . . , yp òàê, ÷òî i -ûé îòðåçîê ñîäåðæèò si 6 s íàáîðîâ, i = 1, . . . , p . Îáîçíà÷èì
÷åðåç G

(i)
1 , i = 1, . . . , p ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé g èç P2(m) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëÿ αi,i = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ αi,i = 1 ) ñòîëáåö çíà÷åíèé g íà íàáîðàõ i -îãî îòðåçêà
ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ñëîâîì (ñîîòâåòñòâåííî, ñ îòðèöàíèåì íåêîòîðîãî ñëîâà) äëèíû
si èç ìíîæåñòâà Ĉ ;
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2. äëÿ ëþáîãî j , 1 6 j 6 p , j 6= i çíà÷åíèÿ g íà íàáîðàõ j -îãî îòðåçêà ðàâíû αi,j .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî G1 = G
(1)
1 ∪ . . .∪G

(p)
1 ÿâëÿåòñÿ ϕ

(1)
p -óíèâåðñàëüíûì ïîðÿäêà m

äëÿ êëàññà QC . Ïðè ýòîì |G1| 6 pqC(s) .
Ïóñòü áàçèñ B íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, òîãäà ñîãëàñíî [2], äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p

ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ(0)
p (y1, . . . , yp) íàä B′ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ϕ

(0)
p (y1, . . . , yp) , ñó-

ùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì L(Φ(0)
p ) = ρBp+O(1) , H(ϕ(0)

p ) 6 c8(B) .
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê qC(l) = σC l +O(1) , òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ξC , çàâèñÿùàÿ îò êîäà

C , òàêàÿ, ÷òî qC(l) 6 σC l + ξC .
Ãîðèçîíòàëüíîé (âåðòèêàëüíîé) ïîëîñîé òàáëèöû T áóäåì íàçûâàòü íåñêîëüêî ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ñòðîê (ñîîòâåòñòâåííî, ñòîëáöîâ) T . Äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû I è âåðòèêàëüíîé
ïîëîñû J îáîçíà÷èì ÷åðåç T 〈I, J〉 òàáëèöó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîëîñ I è
J .

Ëåììà 3. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà s , m è p óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì s < 2m ,

p =
⌈

2m

s− c8(B)

⌉
. (3)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ϕ
(0)
p -óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî G0 ïîðÿäêà m äëÿ êëàññà QC òàêîå, ÷òî

|G0| 6 2σCs+ξC+1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D = {Y1, . . . , Yd} � ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ Y =

{y1, . . . , yp} ôóíêöèè ϕ
(0)
p , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ H(ϕ(0)

p ) .
Îïèøåì òàáëèöó èñòèííîñòè T0 ìíîæåñòâà ôóíêöèé G0 . Äëÿ ýòîãî Ðàññìîòðèì áóëåâ-

ñêóþ òàáëèöó T , ñîñòîÿùóþ èç p íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ I1, . . . , Ip , òàêèõ,
÷òî åñëè yk ∈ Yi , òîãäà ïîëîñà Ik ñîäåðæèò si = ds + log(|Yi|/p)e ñòðîê, k = 1, . . . , p . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîñû I1, . . . , Ip ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì y1, . . . , yp .

Äàëåå, T ñîñòîèò èç d íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ J1, . . . , Jd ñîîòâåòñòâóþùèõ
Y1, . . . , Yd òàêèõ, ÷òî ïîëîñà Ji ñîäåðæèò qC(si) ñòîëáöîâ, i = 1, . . . , d .

Ïóñòü Q è P � ÷èñëî ñòîëáöîâ è ñòðîê òàáëèöû T , òîãäà

Q =
d∑

i=1

qC(si) =
d∑

i=1

2σCsi+ξC 6 2σCs+ξC+1,

P =
d∑

i=1

|Yi|si > p(s−H(D)) > 2m,

Ïóñòü 1 6 k 6 p , yk ∈ Yi , à êîíñòàíòû δ(k) , α
(k)
1 , . . . , α

(k)
p óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëå-

íèþ ñåëåêòîðíîñòè ðàçáèåíèÿ D äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåìåííîé yk . Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû
T 〈Ik, Jl〉 ðàâåí α

(k)
l äëÿ l = 1, . . . , i−1, i+1, . . . , d , à ñòîëáöû áëîêà T 〈Ik, Ji〉 ïðè δ(k) = 0 (ñî-

îòâåòñòâåííî, ïðè δ(k) = 1 ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûå qC(si) ñëîâ (ñîîòâåòñòâåííî,
îòðèöàíèé ñëîâ) ìíîæåñòâà Ĉ äëèíû si .

Ïî ïîñòðîåíèþ, òàáëèöà T ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå 2m ñòðîê. Ïåðâûå 2m ñòðîê òàá-
ëèöû T îáðàçóþò òàáëèöó T0 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ϕ
(0)
p -óíèâåðñàëüíîñòè ñèñòåìû G0 äëÿ êëàññà QC çàìåòèì, ÷òî ìíî-

æåñòâî íàáîðîâ êóáà Em ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïîäìíîæåñòâà λ1, . . . , λp , ñîîòâåñòâóþùèå ãî-
ðèçîíòàëüíûì ïîëîñàì I1, . . . , Ip (åñëè íåêîòîðàÿ ïîëîñà íå ïîïàäàåò â T0 , òîãäà ñâÿçàííîå
ñ íåé ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì). Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ êîäîâàÿ ôóíêöèÿ îò m ïå-
ðåìåííûõ. Äëÿ 1 6 k 6 p íà ìåñòî ïåðåìåííîé yk , yk ∈ Yi äëÿ íåêîòîðîãî i , â ôóíêöèþ
ϕ0 áóäåì ïîäñòàâëÿòü òàêóþ ôóíêöèþ gk èç G0 , ÷òî ñòîëáåö gk ïðèíàäëåæèò ïîëîñå Ji è
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ïðè δ(k) = 0 (ïðè δ(k) = 1 ) gk ñîâïàäàåò ñ f (ñîîòâåòñòâåííî, ñ îòðèöàíèåì f ) íà íàáîðàõ
ìíîæåñòâà λk . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íàáîðà g1, . . . , gp âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f = ϕ(0)
p (g1, . . . , gp).

Ëåììà äîêàçàíà.

4. Âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà. Íàïîìíèì, ÷òî ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèåé
ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

µn(x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) =
∨

σ=(σ1,...,σn)∈En

xσ1
1 · · ·xσn

n yν(σ),

ãäå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ( y0, . . . , y2n−1 ) íàçûâàþòñÿ àäðåñíûìè (ñîîòâåòñòâåííî, èíôîðìà-
öèîííûìè) ïåðåìåííûìè.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç QC(n) . Îáîçíà÷èì x′ = (xn−m+1, . . . ,
xn) , x′′ = (x1, . . . , xn−m) (m < n ). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííûì
ãðóïïû x′′ :

f(x1, . . . , xn) =
∨

σ′′=(σ1,...,σn−m)

xσ1
1 · · ·xσn−m

n−m f(σ′′, x′). (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(σ′′, x′) ∈ QC(m) .
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ ñèñòåìà ôóíêöèé G ÿâëÿåòñÿ ϕ -óíèâåðñàëüíîé ïîðÿäêà

m äëÿ êëàññà QC , òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(σ′′, x′) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(σ′′, x′) = ϕ(g1, . . . , gp), (5)

ãäå g1, . . . , gp ∈ G .
Íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (4) ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ïðåäñòàâëåíèÿ (5) äëÿ êàæäîé

ôóíêöèè f(σ′′, x′) , ìîæíî ïîñòðîèòü ÑÔÝ Σf , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò f è èìååò ñëåäóþùóþ
ñòðóêòóðó:

1. â êà÷åñòâå ïîäñõåìû â Σf âõîäèò ñõåìà ΣG , ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó âñåõ ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé èç G ;

2. êàæäàÿ ôóíêöèÿ f(σ′′, x′) ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îòäåëüíîé ôîðìóëû Φ , ðåàëè-
çóþùåé ôóíêöèþ ϕ , íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âûõîäû ΣG â ñîîòâåòñòâèè ñ (5);

3. ñõåìà Σf ñîäåðæèò ïîäñõåìó Σ′′ , ðåàëèçóþùóþ ìóëüòèïëåêñîðíóþ ôóíêöèþ ïîðÿäêà
(n − m) îò àäðåñíûõ ïåðåìåííûõ x′′ , íà èíôîðìàöèîííûå âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ
âûõîäû ôîðìóë Φ â ñîîòâåòñòâèè ñ (4);

4. äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèé x1&x2 , x1 ∨ x2 è x1 èñïîëüçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëû
F& , F∨ è F¬ , òàêèå, ÷òî êàæäàÿ èõ ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â íèõ ðîâíî
îäèí ðàç, à âñå ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê îäíîìó èç âõîäîâ ñõåìû.

Ôîðìóëû F& , F∨ è F¬ ñóùåñòâóþò â ñèëó ïîëíîòû áàçèñà B . Ñëîæíîñòü ñõåìû Σf

ìîæíî îöåíèòü, êàê
L(Σf ) 6 L(Φ)2n−m + L(Σ′′) + L(ΣG). (6)

Òåîðåìà 2. Åñëè t = t(n) , ïðè÷åì (t(n) − n) ïî ïîðÿäêó íå ìåíüøå, ÷åì n è t(n) ïî
ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò 2n/n3 , òî

LB(QC(n), t) 6 ρB
log |QC(n)|

log t

(
1 +

κB log log t + O(1)
log t

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ QC(n) âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé Σf ,
ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñàíà âûøå. Âõîäû ñõåìû Σf âåòâÿòñÿ. Ïîäñõåìà Σ′′ ðåàëèçóåòñÿ ïî
ôîðìóëå

µn(x1, . . . , xn−m, y0, . . . , y2n−m−1) =
∨

σ1∈E

xσ1
1


 ∨

σ2∈E

xσ2
2 · · ·


 ∨

σn−m∈E

x
σn−m
n−m · yν(σ′′)





 ,

ãäå σ′′ = (σ1, . . . , σn−m) . Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü Σ′′ óäîâëåòâîðÿåò

L(Σ′′) = O(2n−m). (7)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ϕ âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé ϕ
(κB)
p , ââåäåííîé âûøå, à äëÿ ðåàëèçàöèè

ϕ
(κB)
p áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Φ(κB)

p . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì L(Φ(κB)
p ) 6 ρBp + O(1) .

Ñõåìà ΣG ðåàëèçóåò ϕκB -óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé GκB , ïîñòðîåííîå â ñëó÷àå
κB = 1 ( κB = 0 ) ïî ëåììå 2 (ñîîòâåòñòâåííî, ïî ëåììå 3). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü nc′ 6 t(n) 6 nc′′ , ãäå c′ > 1 , c′′ > 1 , òîãäà ñõåìà ΣG ðåàëèçóåò ôóíêöèè ñèñòåìû
GκB ïî èõ ñîâåðøåííûì ÄÍÔ. Â ýòîì ñëó÷àå

L(ΣG) = O (|GκB |m2m) . (8)

Âûõîäû ñõåìû ΣG âåòâÿòñÿ è â ñõåìå Σf áîëüøå íåò âåòâÿùèõñÿ âåðøèí. Â ñèëó (7) è
(8), íåðàâåíñòâî (6) ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî

L(Σf ) 6 ρBp 2n−m + O
(
2n−m + m2m|GκB |

)
.

Áóäåì âûáèðàòü ïàðàìåòðû òàê, ÷òî:

s =
⌊

1
σC

(
log t− κB log log t− ξC − (1− κB)

(
1− log

(
t− n

t

)))⌋
,

m =
⌊
2 log s− 1 + log σC + κB log

(
t− n

t

)⌋
,

à ïàðàìåòð p ïðè κB = 1 ( κB = 0 ) âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç (2) (ñîîòâåòñòâåííî, èç (3)).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî âåòâÿùèõñÿ âåðøèí ñõåìû Σf íå ïðåâîñõîäèò
t , òàê êàê

|GκB |+ n 6 t.

2. Â ñëó÷àå n = o(t(n)) ñõåìà ΣG ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäñõåì Σ1 , Σ2 è Σ3 ñî
ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé:

• âûõîäû ñõåì Σ1 è Σ2 âåòâÿòñÿ;
• ñõåìà Σ1 ðåàëèçóåò ñèñòåìó âñåõ 2m ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ðàíãà m îò ïåðå-

ìåííûõ ãðóïïû x′ ;
• ñõåìà Σ2 ðåàëèçóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îòðåçêîâ êóáà Em , ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ïåðåìåííûì y1, . . . , yp , ïî èõ ñîâåðøåííûì ÄÍÔ, èñïîëüçóÿ âûõîäû Σ1 ;
• äëÿ i = 1, . . . , p ñõåìà Σ3 ðåàëèçóåò ïî ñîâåðøåííîé ÄÍÔ âñå ôóíêöèè, îáðàùà-

þùèåñÿ â 0 âíå i -îãî îòðåçêà, è ñîâïàäàþùèå íà íåì ëèáî ñ íåêîòîðûì ñëîâîì èç
ìíîæåñòâà Ĉ ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû, ëèáî ñ åãî îòðèöàíèåì.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

L(Σ1) = O(m2m), L(Σ2) = O(2m), L(Σ3) 6 s|GκB |. (9)

Ïðè ðåàëèçàöèè êàæäîé ôóíêöèè g èç GκB , èñïîëüçóåòñÿ öåïî÷êà èç íå áîëåå, ÷åì
(p−1) ýëåìåíòà äèçúþíêöèè, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû ñõåì
Σ2 è Σ3 . Èç íåðàâåíñòâ (9) ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü ñõåìû ΣG îöåíèâàåòñÿ, êàê

L(ΣG) = O ((s + p)|GκB |+ m2m) . (10)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, âûõîäû ñõåìû ΣG âåòâÿòñÿ è â ñõåìå Σf áîëüøå íåò âåòâÿùèõñÿ
âåðøèí. Ñ ó÷åòîì (7), (10), íåðàâåíñòâî (6) ïåðåõîäèò â

L(Σf ) 6 ρBp 2n−m + O
(
2n−m + m2m + (s + p)|GκB |

)
.

Ïàðàìåòð p âûáèðàåòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå 1,

s =
⌊

1
σC

(log t− κB log log t− ξC − ĉ(1− κB))
⌋

,

m = b2 log s− 1− ĉ + log σCc ,

ãäå ĉ � êîíñòàíòà, ĉ > 1 è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

|GκB |+ n + 2m + p 6 t.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n êîíñòàíòà ĉ ðàâíà 2.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 äëÿ n = 1, 2, . . .

LB(QC(n), t) = ρB
log |QC(n)|

log t

(
1 +

κB log log t±O(1)
log t

)
.
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ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ è íåãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòè ïîäõîäû áûëè
ðåàëèçîâàíû â Ñèñòåìå Optimus, îïèñàííîé â [1], ïîçâîëèâ ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ ðåøàåìûõ
çàäà÷. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåð.

Áèáëèîãðàôèÿ 11 íàçâ.

Î. È. Èíîâåíêîâ. ÂËÈßÍÈÅ ÂÍÅØÍÈÕ ÔÀÊÒÎÐÎÂ ÍÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐÓ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÍÀ-
ÑÅËÅÍÈß Â ÌÅÃÀÏÎËÈÑÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ,
2006, âûïóñê � 3, Ñ. 77�83.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ
îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ àñïåêòîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ýêîíîìèêè. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ ïî àðåàëó ñ ó÷åòîì
êà÷åñòâà æèëîãî ôîíäà "áûñòðî çàáûâàåò"äåòàëè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âûõîäèò íà òàê íàçûâàåìóþ
ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòèêó, õàðàêòåð êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò îïåðàòîðà çàäà÷è. Ôàêòè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óðáàíèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íå çàâèñèò îò ïðèâõîäÿùèõ ôàêòîðîâ, à îïðåäåëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé ñòðóêòóðîé ñàìîé ìîäåëè.

Áèáëèîãðàôèÿ 4 íàçâ.

Þ. Í. Êàïóñòèí. Î ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÇÍÀÍÈÉ ÐÅØÀÒÅËß ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×
Â ÂÈÄÅ ÎÍÒÎËÎÃÈÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006,
âûïóñê � 3, Ñ. 84�91.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ íîâîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ðåøàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷
íà îñíîâå îíòîëîãèé. Íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü ðàçíîðîäíûå çíàíèÿ ðåøàòåëÿ â
åäèíîå öåëîå. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìåæäó äâóìÿ ïðåñòàâëåíèÿìè çíàíèé ðåøàòåëÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî ïîääåðæêè îíòîëîãèè çíàíèé, ïîçâîëÿþùåå
ïåðåâîäèòü íåêîòîðûå, íàèáîëåå àêòóàëüíûå, ÷àñòè áàçû çíàíèé â îíòîëîãèþ è îáðàòíî.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 íàçâ.

Â. À. Ëàïøèí. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÁÅÑÊÓÏÎÍÍÎÉ ÊÐÈÂÎÉ ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ
ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 92�98.

Ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ âðåìåíí�îé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê. Óêà-
çàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 íàçâ.

Ò. Ã. Ëàïøèíà. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÊËÀÑÑÅ ÌÎÍÎ-
ÒÎÍÍÛÕ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÑÕÅÌ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 99�102.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìîíîòîííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïî-
ðîãîì 2 â êëàññå ìîíîòîííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ èç êîíòàêòîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü
ðàçëè÷íûå âåñà. Íàéäåíà ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè äàííîé ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîì
êëàññå.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 íàçâ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3
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À. Þ. Ìîêèí. Î ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÕÅÌ Ñ ÂÅÑÀÌÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÀÌÀÐÑÊÎÃÎ�ÈÎÍ-
ÊÈÍÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 103�
110.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ âåñàìè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåëî-
êàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷à Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà). Äîêàçàíà àáñîëþòíàÿ íåóñòîé÷è-
âîñòü äàííûõ ñõåì â ñåòî÷íîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé íîðìå ïðè ëþáîì çíà÷åíèè âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ
σ ∈ [0, 1] .

Áèáëèîãðàôèÿ 5 íàçâ.

Ë. Ã. Ïåòðîâà. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÐÀÑÒÐÎÂÛÕ ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅÏÐÅÐÛÂ-
ÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÎ-ÑÊÅËÅÒÍÎÃÎ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎ-
ÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 111�120.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå íåïðå-
ðûâíûõ ìîäåëåé ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíííûå ìåòîäû ïîäðîáíî îïèñàíû äëÿ
äâóõ çàäà÷ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé: âîññòàíîâëåíèå ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé, çà-
äàííûõ ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâ ÿðêîñòè, è ìîðôèíã ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Áèáëèîãðàôèÿ 12 íàçâ.

C. A. Ñåðãååâ. ÃÐÀÍÈ×ÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÍÈÒÈ ÏËÀÇÌÛ
Â ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÉ ÑÐÅÄÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006,
âûïóñê � 3, Ñ. 121�137.

Äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé íèòè ïëàçìû â íåéòðàëüíîé ñðåäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è
íà ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, ïðè÷åì ïðåäëîæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäî-
ñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ òàêîâîãî â ïðîñòðàíñòâàõ W 1

p èëè Lp äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
p . Áûëà ðåøåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè T , íå îáÿ-
çàòåëüíî êðàòíîãî 2G(l) , è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà îáùàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò äëèíû èíòåðâàëà ïî
âðåìåíè. Êðîìå ýòîãî áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îïòèìèçàöèè âåñîâûõ èíòåãðàëîâ, íà êîòîðûé áûë äàí
äîâîëüíî èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò, à èìåííî: ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ôîðìóëû, âûðàæàáþùèé îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå äëÿ òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîëó÷åíû îöåíêè èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ðåøåíèÿ, ðàâíîìåðíî ïî
âñåì íàòóðàëüíûì p > 1 è âåñîâûì ôóíêöèÿì. Òàêæå â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ìèìèçàöèè âåñîâûõ
èíòåãðàëîâ áûë ïîëó÷åí êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé, îïòèìèçàöèÿ ñ êîòîðûìè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè-
âîäèò ê îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì p > 1 , è âûïèñàíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòîãî
ðåøåíèÿ.

Áèáëèîãðàôèÿ 6 íàçâ.

Í.Î.Òàðàíîâ. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÀÍÀËÎÃÀ ÇÀÄÀ×È ÒÐÈÊÎÌÈ ÄËß ÑËÓ×Àß ÊÎÃÄÀ ËÈ-
ÍÈß ÏÅÐÅÌÅÍÛ ÒÈÏÀ ÍÅ ÑÎÂÏÀÄÀÅÒ Ñ ÎÑßÌÈ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎ-
ËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 138�146.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèå àíàëîãà çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ ñëó÷àÿ ëèíèè ïåðåìåíû òèïà, íå
ñîâïàäàþùåé ñ îñÿìè êîîðäèíàò, êàê â ñëó÷àå äàííûõ íà îòðåçêå õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
íîëü, òàê è â ñëó÷àå äàííûõ íà îòðåçêå äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè.
Äîêàçàí ïðèíöèï ýêñòðåìóìà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

Áèáëèîãðàôèÿ 5 íàçâ.

À. Å. Øèãàíîâ. ÎÖÅÍÊÈ ÂÛÑÎÊÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀ-
ÖÈÈ ÊÎÄÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÑÕÅÌ ÈÇ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍ-
ÒÎÂ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2006, âûïóñê � 3, Ñ. 147�154.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè èç êëàññîâ, ñâÿçàííûõ ñ äâîè÷íûìè êîäàìè, â êëàññå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå ñ îïðåäåëåííûìè êîëè÷åñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî �âåòâÿùèõ-
ñÿ� âåðøèí. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè Øåííîíà, ïîëó÷åííûå â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, îãðàíè-
÷èâàþùåãî ÷èñëî �âåòâÿùèõñÿ� âåðøèí.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 íàçâ.


