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{Iспiоrlнчкч ашi
Ю.д, Тюлtенева22

{<ПРаКТИЧеСК1,1е>>, <практ},lко-ориент}tро-

ванные>, <<ж}{зненные> (Фгос. 20l0),

O.tlHaKo о чем Ntы гоl]орlll{, когда го-

l}opt{N,t о <неуN,tенl{и tlрl{меняТЬ !чIаТеМаТи-

ку,>? Яв,цяетсrl ли это неуN,lение tIастным

случаем - просто стало очев}{дным }lз-за

н еобы tl l] ocTt{ дчя росси йскt,t х ш кольн I,IKoB

<обы.целrного, контекста этих заданиЙ -
}{лl,r носит более обшtлii характер'?

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ
С ОБЫДЕННЫМ КОНТЕКСТОМ

Краеуголылый камень заданиi{ PISA по

N.raTe]v{aTl{Ke - концепцl4я моделировани,I,

Как ясно из самоfо термина, моделирова-

ние - это процесс созданttя модели, Мате-

матl4ческLtе l\{одели, как oHl-I описываются

в слоl]арях }tли l] исследовательской лl,лте-

ратуре. выполняют функuию репрезента-
ши}{ чего-либо в математиtlеских терминах,

Решllть зiцачу с обыденныl!{ контекстом -
зt{аtlит репре]ентироI]ать ситуацлtю мате-

Nrатически, наприNlер, ]!rатематическим

выражениеlч1. Молелирование в PlSA
опl{сыl]ается как состояшIее из трех когни-

т}lI]ных процессов: формулирование, при-

l\.1енение и интерпретаttия. При формули-

рOвани И проблеtlt ная ситуац}lя. оп исанна,l

1} терIиинах обыденной ,КиЗ}tи. переl]одится

на язык MaTeI}'laT'l,{Kи tl обре,гает математи-

ческуЮ структуру. Затем t,lужно прI{менить

ltпlеюшиесЯ мате]uатичеСкие знан ия, Да,lее

пр1.I интерПретации про1,Iсходит процесс,

по суг}r противоположныl:i проrrессу фор-

мулирования. когда требуется перевести

математ}lческое решение вновь в контекст

обыделlноii проблемы, т.е. придать ему обы-

денный смысл (PISA..., 20lЗ, с, 28-32), В

ряде подходов эти Ilроцессы описываются

как фазы или Luаги. и чисjtо самих стадиli

]\{ожет r)азниться (см., напрllмер: Fеrгi,

2006). Распространено предстаl]ление о

пятlл фазах процесса модел}|рования: пон}t-

N{ан ие, упрошtе н ие/с],руктурлlроltани е, ма-

тематизацI4rl, вы(I ислен r{я, и FIтерпре та]U.пя f
вал1,1дизация (Niss, Blunr, Galbraitlr, 2007),

Взгляд на моделирован1,1е. предJlожен-

ный ранее l] рамках куJlьтурно-l,tсторtlче-

ского подхода (Выготскиr,i, l999; Гальперин,

1958l ТМызина, 20ll), фокусироl]ался на

целенаправленном разl]итии навыков l\{оде-

л}lрования. Наиболее eN,{Ko оп}-tсаtlа после-

довательность и:] tIетырех rUагоll ПРИ I!,IОЛе-

лированI,1и в работах Н,Г CzulMltHoii (l988):

l) прелварИтельныл:i анаJlиз зада(Iи (noHtl-

]\1ание обшего смысла :]адачI,1. l}ыдеJlеi,tие

смысловых частеi,i и переформулироtsание

их такиI\,t образошл, чтобы cTaJl I]озможен l,{зо-

морфный переl]од их на ,lзык графических

средств); 2) перевол словесl{ой информашии

u ,roo.no; 3) преобразоваt{t,lе модели; 4) со-

отнесение результатоts. Важным для }tac в

этоrи IIодходе ,It]ляется момент 1-Iеревода

задаtIи с одного языка }{а другоti (с обылен-

ного }ta математический) и акшент на по0-

?оlповumельной ролtt переформул}lрованl4я,

прt{ KOTopoNt задача должна упроститься до

cBollx кrlючевых KoN,IпotleHToI],

С To.tKtt зI]ения осуlцествJlе}rllя ПеРе-

}}ода кJlючевой особенностью любой задачи

с обыденным контекстом является прис}"т-

cTf]l,te в ее форму;rировке семант}lческих

схем. к которым нужно подобрать мат,ема-

ти.tескttй ана,лог (Салмина. l988; tlIевкин,

2005l Sfard. 20l2). При моделировании ре-

ttlаюlцt,til должен выбрать из имеюшихся

у него когнI4тивных мат,ематических cxeN{

ry которая наиболее точно cooTI}eтcTByeT

семантl4ческой схеме задачи, В KoHe,lнolt

c(Ieтc, вопрос решения зсца!л}r может быть

с}]еден к наqичl{ю у решающего ког}tи,гиts-

}lых схем. которые яв,,lяются анаJIогаN{и се-

]\,rантическлlх отношен ий, предстаI]JlеI,t ных в

зманI,1и (Veвchaffel, Grеец De Соrtе, 2000),

Это }t отли,titет решенLIе задач на |чlOЛеЛИРО-

t]aНI4e от этаtIов. традицl,{онно относящихся

вообtце к решению залач (problem solving)

(сп.t, л,rя обlзора: Novick, Bassok, 2005), Тра-

дицt,tоtlltое опрtсание сводится к ориеttтl{-

ровке (пониманt4е. анаJI}tз. исследование

задачlr), этапаNt ]\{а н 1,I пу,ц,l tll lи ( эвр истI"{ки,

аJlГОРИТЛчIы и пр.). проl]ерке про}!lеж}"гоч-

ных l,i итоговых решlений, llo отношlенl,tю
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ilВреМяобУченияВшКоЛеуlаЩиЙся,ско-В-тре.гьих,семанТиЧесКиесхетиызаданиЙне
:tеВсеГо'приобрелМаТе]\!аТиЧесКИеанzLцоГиДоЛЖныИмеТЬусТояl]шихсяпереВоДоl]уре-
:.1'I (потратить)>r но не для <<сэко}Iомить>>, шаюIцего, т,е, должны быть новыми,

\lожноПреДПоложлlТЬ,qlgКонТеКсТныеза-НапрактикеобычныеТеКсТоВыеМа'те-

-чltбУд}тВыЗыtsаТЬналrбольшиеТрУДНосТи'МаТИЧесКиеЗадаНt,IясКореенеоДнороДны'
=;.iltбУдУгПOЛносТЬюсфорплулироВаНыНаТакКаКсоДержаТМаТеМаТиЧесКИеТермI.1ны.
:бьценноМ языке' *, 

"",оц'" 
у решаюше- ВопроС заклюtlаетсЯ в том, будут ли не-

:t \{атеI'{аТИЧеских аналогов. В пользу этого однородные школьные задания вызыI]ать

;е]ПоЛожениясВиДеТеЛЬсТВ}.ЮТНесКоЛЬкоспечифическиеошrлtбкИПосраВ}tеНиюс
7_;l]едованиiа, u чuйоrти, лпя up"q,nn""l non"o",oo обыденными, которые лучше

-]icKllx j2д2lr1 (Qumrninsetal,, 1988), репрезентирую1, ре&цьные жиЗНеННые си-

КромеТоГо'НаЛИЧиевформулировКеТуаЦИи,}{оrЦаКТИчесКИНеисПоЛЬЗУЮТс't
:б."r:енноil задачимате]иатичес*rч*raо*"rоо 

u про*rике обучения и оLtенки, Появ,llение

.i..itПр!IВыЧНЫхсеманТиЧесКrtхсхеМlчlоЖетнесоВtIадаЮЩихВиДоВошибокоЗНаt{аJIо
-rберн_rтьсядругиМ источI{икомтрудностей tl бы, что lllкольные текстовые задания вы-

:.-.;lбок.РеurаюшиЙМоЖетЛегКооПоЗнаВаТЬЗыВаЮТДрУГI4еТI]уДНосТиитребуютдрУг}lх
-1:хо\Iые семантические структуры 14 сразу умениii, чеN{ реальные обыденные ситуа-

,r.r]а\tешаТЬихМа].еI\,IаТИLIесКиМuп*о,о''ции.ЭтооЗнаtlаЛобы,всвоюоЧереДЬ.tIТО
ЗэтоitслtТУацИиЭТаПыМоДеЛИроВания-По.УсПешносТЬI]реШениИмаТемаТичесКих
i!l\tанIlе.УПрошенt-'lе,сТрУКТУрироВание-ТеКсТоВыхзаданийнегоl]ориТобупtении
:-...ьЗЮТсяирешаЮЩиЙперехОДиТсразУПриМеня-ГЬмаТеМаТиЧесКиеЗнаttияВнезНа.
q !i;ЧllСJ€Ниям, Поскольку анализа задачи комыхобыденныхситуаци,lх,

] ]:o\t c_,ly{ae не про1,1схоIlит, вероятность !,овольно много известно о том, как

:;;lсюк t] решении Nюжетувеличиваться, :Н'J}:'J"#"#J':r;frГ. ЪЖН":;

новt{знАиоднородностьздддний *ж;r_lЖil;,1?Т;r,ЗllffiН"f,],]]-
соБыдЕннымКОНТЕКСТОМ cKI4e трудности, привносимые обыДеННЫМ

осl.шеств,rениеПереВоДа!lпоДГоТоВКаКоНТеКсТом.Важно'гаЮКе,ЧТоI]ЭТихИссЛе-
(::-\I}-собственноttДоЛЖныОцениВаТЬсяДоваНияхнеУЧи'ГыВаеТс'],НасКоЛЬконовоЙ

=.j-;я\{llнаПриМененИеМаТемаТИЧесКихяВляеТс'IсеМаНТиltесКаясхеТ\,lаЗадачи.ВЛаде-
]-=;1}i u обо,дaьtuо, *о""*",, Час,го ис_ ет лрl реruающий готовым МаТеIчlаТИческим

;l:.ЬJjе\tые,uяэтоЙЦеЛиЗаДанияМоryТанаПоГоМиJlиемУпреДсТоИТегоПостроиТЬ.
iь;:-э ,Jравнены мехду собой по лоум nupo- Трулностлл и ошибки прИ РешеНИИ ОД-

ию



к).А, Т'юltе tteBtl
)4

нород},lых 1\{aTeMa,[lIttecKrlx заJlач I}ообIцс

llссле.lоl]аlI1,1 OtlCHb cKyllo и tppitlrtcHTaptto

(Niss. Bltrnl. Calbraith, 2007: Blunl, l егrI,

)tЙЫl r-ua*ig. XLl, ]0l0), TaKIr\t обрilзо\l,

псслеJlоl]ательсклlе RопрOсы, на ко-горые

(lудет о,гtзеч ать дан Ll ая работа, с_гlе/],уюrш и е,

С KaKtrMlt трудностяN,lи сопряже}{о реше-

н 1,1e обыде ri н ых Nla,t eMaTt{ilec Kl,Ix,on1-.1.,:

незнакоN{ы\lи cel\1ati,I,11t{ecKиI\{ll схе\lаN,lи :

Разллt,tаю,гсrl лlI l]l4,цы oLtt1,lбoK и трудt{о-.

cTeii длlr одноролных обыjlеttных и 1-1eo,i"1-

ltородн ы х NItlте]\1атическr,tх задаrt иii'J

ИСПЫТУЕМЫЕ 1,I МЕТОДИКА

В исс:tедоваНии yIIacl,Boi]fulll учеl{икlI

Vlll-X rclaccoB (l8 дt'liочек l,t 42 мальчллка)

оГltшеобразоtзате;tьноii LlIколы т: Москвы,

Школа tlN4eeT статус "Щентр 
оСrразоваttлtя",

tз ltc-ii реацизуе,tся ltрофильное обучеlлие

"o.,,,nori 
с Vlll Kilaccil, Участttикlл нашего

ч,aaraооuuu rtя обучап ltcb r to п роtРи,пя м : лl,r н -

гRl,{стиtlес Kl{ iit, TeaTpatbH ый, ф lt зlлко- ]\laTe_

матtrческrtii 11 обlцt{й,

бенка rlроси-ши об,ьяснить матемаIl{ческIl,

почсNtч иl\lеt,{но l,ак пролаl}еш ll]бавл,lется

оt (г.,lаlкоl}" }t NlflкоlII illIatIztca (crt, pttc, t l,

i-*

*L -п

dтгq*
а*

q*]-'*

l:'d,i' 1, ,

.,Ананас, - ,: l--
Prlt,. /. CKprrHulol ll } liltrlcopo_1llKз

(l,trdriig, Хш, ]() l0}

1,1И; l

3) платеrtirтизаl{1,Iя: рас- 

-

*:r- *:

ц]ý
I)et,ttettl,te этоii,]ада(Ilt подразуN,tевает

сjlеjlуюlлl{е этапы tlрошесса модеjlирования,

как эго указано l] lлссJlелоI]а}Iии М, Лtодвlr-

га и Б. Ксу:
l) поtrиь,tанt,lе пробjlе\{1,I: по1{'lТЬ, чТо

еСГll ДР}Гl'Iс спосOбы удаJlения (глазковD,

,, о оо,брu" 
" 

ы ii пролir в шо]lt cll особ я вл,lеl,ся

оп.ги 1\,ta]l btl ы]\{ с TotI ки зре l{ ия затраtI ll l}ae-

N{ого llpe]\{eIl14 11 )KOtlON{11t{ м,lкоти ананаса:

2)уll1эоtuение lt структур!lрование:

зафиксировirr,ь ( lla схелtе ) l]заи N,ropacltojlo-

Л.''''.' 'lt)ЧСК ll СllЯ]аIЬ tIX -'lll- Б a- ]
tII1я\tlt среза. l,ыпо,lнсl{l"{ыми | 

l} о
про;IаttIlо\1 Il iLIl,TepНaTlIl}IIы- У a 

,

-_Ь,, т

,)
ltlctпlepua,tbt
Исгlо,ць:}овапt,tсь два N,la,l elltal 1,IческлIх

:]аданl{я с обыденныN{ кон-tекс,tоN{: одr{о -

оjlнородное. второе * неоднородltое, ОГlа

l}кцючали IIезнако]\,{ые для JlетеЙ сеNlанти-

ческие схемы].-- - 
llepBoe з(l()анuе",Анаl{ас> (Ludwig, Xu,

20 l0). ОыО предстаl]ляст собоЙ jlByxмиHyт-

uoa 
'rnro"u. 

Ребенок доjlжен был просьtо_

,Ipeтb Bllllco, где ули(tлlый торговеlt чt,tстllт

ананаС опрелеленl]ыN,I способо]\tr, За,гем ре-

] [ltlBtt зну HcII0-1ы]()l}aнItIn\ ccil|allltltlccKиx c\c\l

\l bi lIo,ii i Bep;!.l1- 1п I} l lpeJBal)ll tс" lы l ых Cх:ccjl,ax с l:t()ccrIы()

;,;;; ;;;r;,,.; Vll l Ix b-Iacc()B, Ilc lIpltl li{ \lrвlII }t\llI ytlac]-

I,ra ,, ,ra,,,,,r,,,,,nl иccrIc]K)llatI1,1tt, Kpoltc ,!,OIo, l] ()cll()I!-

tl()Nr],lссЛСilot}аIllltIIl()с'lсзаlзсрlIlеil1,Iяl}сехllр()llсj]Уl)
l\1ы oIlрal llll t}a,t1,1 Kil),;lo0,сr pc[lct txa о,] l locll,I e,lIn IO I (}l о,

бr,t:tа,Itl }ajllltiil j],iя tlet1) :,tlaK0\,11t tl l}Ыll():llltllllt :tlt (]Iltl

lI()xo,$l1,1c ii!lttli!l,t В lt]KO]tc,'Jll t,tctltKl,tctlltc\l ojlli()г() l)c,

(lctlKit,yKalaBttlctt),tIto()-1Ila }a]l,atlaCltл,lit,crt1'lllitK()\la,

,,,a ro,,u,,,ua Il0, гI Bcl'}lltl- l }1 I lot}},l iIlv ]а jla I I I !tl,

1 P()]I1,1K jK)c lyltcl1 Il() ссыJlке: http://wwп:

уоut ubc.coпr/lvarcli']v= 
j,l Z-s,v-Y3c 5 М

"rоrрarо 
j].}ra образоI]i]}{t{ых о,грезка как

стороны геоN{етрt1llескоii (iигуры (в орl,tгtt-

на,че - ilряN{оуголы I()го треугоJI L}lltKa)]

4) вы,tлtсления: lIримеIjить cBoiicT,l]a

, aon{arp l'ruaa Koii tPlr гур ы /ш,I обосно l}att и я_

tlo(leN,ly одна c],opo}]t] дJIиннеii :rругоii (в

оригllt{аJ-Iе *,геореivlы Гlифаr opa)l

5) интергtретаltлl,I: избранныit rtродав-

цоN,I сllособ эко},lо1\,I14т ]\t,lKoTb tlHaHaca lI

llllc\lrl t{a cto очttсl ку',"'-- 
Brrrron" зuопча",Косп,tсrttавты>, I}],ITa I1]

.тuйорr"оlо учеГ)ltllка (Погоре.;rов, 2008):

оМогут л}l увидеть /1руг лруга косN,loнавtы,

лет,яi]lлtе }{?ц ll()l]ерх}lостью ЗеNrлl,'I rlа llысо-

те 230 км, ecJllJ рассто,Iние l\{ежду lllllvlt,I IIо

,Ъоrоll равно 2200 KNl'/ Раl[иус Зепл;ttl равен

6370 км".

'Могr"rllСll{)'t|l]()ВltlЬС!l}lilрчГ}lсспосltlбt'tрсtttс.
Iiия, llt) lIl]иllllrlIIl1lllыla,i ]I()l ика осlаеl,ся иl"tetttto Taкttit
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]вает,

:{ИЯ,

]ви-

, что
..оВ>>.

; jтся

зае-
_.]са;

::lИе:
_:.).1о-

Решенrrе задачл1 <Космонавты> в ,гер-

,. :.1\ \lо-lе-]IироI}а}lия cl]olltrTc,I к несколь-

._ ,.l iпэга\1, [Iоскольку 1\{оделирование

. . _ _: jтся ,tо.:Iько о(lыдеtlltого ЭЛеМеНl'а Эl'ОИ

... -::a;1. т,е. l]ollpoca <смогут лLl увr,lдеть'/>,

-. _. _1 lы \lодеJI[Iроваtли,] буд).I, от}lослtт,ься

- _- э_rr-] к этоN,{у l}Orlpocy, Псречислим их:

_ l пониtrланt,{е пробJlемы: поняl,ь, ч,го

_,:' -].i \r оЖет IvIe Ul a'I'b зрI,1т,е,ц ы | ому ко нтак-

- '' 1;,AJ}- КОС]!1ОНаВ'ГаМt,{]

i, 1,прошенr,tе t,{ cTpyKl,ypl,{pollarlиe: }{а-

-:: ,: ib окрркнос,гь Земллt и <(линию взора,},

: :, - ;.] i 1ть .lюбы N,l обра,}оN,t расстоя н t{e N,{e)tqlty

.-_.,.:,ностью l{ линrlеii взора KtlK иcKo]vtoel

_:, llатеlttатt,tзацлlя: paccNloтpel,b cXcN,ty

. : .. :е\,гоJьник;

], ilычttслсtlиlt: Ilримепить cBoiicl,Ba

:.j..,rбеJренного t4 tlря]\{оугольного l,реу-

-::ilKoB. приN{сни,ть 1,еOрсму Пифагорir
-_: :ia\oЖлeltl'IrI сТороlIы Т}]еУГо"IЬttИКа'

_::.altTb Л,liIНУ СTОРОtlЫ С РаДИУСОN'l;

:, lrн-r,ерпрета]lия: ItаЙдеlt}lа,I c],opo}ta

-:a.. . -r.]bl{llKa больLtе радиуса. лиr{и,l взора

-].-- ru).]IIT t}ыше поl]ерхt{осl,и Зепtллr, и кос-

_ -..].]ТЫ С\tOГУТ Уl]ИДСТЬ ЛРУГ ЛРУГа,

Эта залача нео,1}IородI{ая: O}la содер*

.- ,. \i]K \tат,е\.,lат,ические, так lI обыденные

- --..laHTbl. К матеп{ат,и!Iеским элеNtеl{,l,аN,I,

. *-, ] r li рпсс,[оя}l и ii, оl,носяl,ся (рал1,Iус >, << l}ы-

_:::, lt <I1ряNlая,). ЪрNtлtлt <<l}ысоl,аD l]с,гросн

: - j.ilПIILI}Iыйl обыдеttный KoHTeKc-t, .- э,го

::_--,,т.] нал ЗеN,tлей, 
,tе. Flад окружносl'ью,

':.-',-l BHOli оС)ыде н }{ ы i]l эJlе ме Hl' - Cat\'l l]ОП РС)С

;__:;i{ (С\,tОГУТ Лll КОСI\'lОНаВТЫ УВl'lДеТЬ ДРУГ

-]. ]:'.),. J,ети не лlмеJlи лр,lмого матеN,lатиче-

:.__-_ о aнaloI,a jця этого обыденt-lt,lго вопроса,

Этlt задачи разJIиLI&цись по однорол-

- ].:.jl. по форNtаlу (тексr,овая/r]идео) и по

-]:бчrl]зtlllю: (Смогут лц уl]идеть?>/ оОб'ь-

яс}{!l,tс N{атема,гичесц1l,r. По BceN{ ocTaJlb-

ны1\,I осt{оl]ным параметраl\,1 o}I1,I бы,lt1,1

схожи: требовали поиска }t переформуjI1,1-

рования проблемы, чер,тежа, преобразо-

l]ан!{я. матеI\{атrlзаци1,1, оба заданl,t,I прел-

]lагzши достатоLIную. но не !lзбыточнук)

инd)ормацию ll не требова,Jlлt tlfu,Iич}lя спе-

ши4)ического личFIого опыта, Предшtетrjые

знания, необходиil,tые для ре1-1tеt{ия обеt{х

задач, вIсцюча_пи разделы геоi!{етрии <Тре-

угоjlыlики) l,i <Ъорема Пифагорао, tlрои-

]Ie t,l FI ые Rсе Nl I,1 yLIacTI l и ками и ссле/lоваrlи я,

IIроцеdу,ра
Учаrцлtесяt опрашиваjI 1{сь !It{д1,1l]идуап ь-

t{o. После pe]tljeнt,Irl пeplroi,i зада(lI,1 без пере-

рыва ребенку rlре/тлагUlась вгора,L Последо-

l]aTe.J-I ы{Ос'l Ь задt,lч Nle H,Ul ас ь: поJI oB}I на ле, ге lt

сLlачi]-па решfulлl змачу "Ананас,>, 
Rторая IIо-

jIоI]и}iа -- <Космонавть1>5, Время ol раIlttчеtlо

не f)ьшо. }lo, как пра1]lrлол petllel{lte ребенкоI1,1

обеих задаЧ :]аtlt{мацо от 30 до 50 tvtI,tri,

Пос.пе flрелъявлеtl!lя задачи и инструк-

ши и реС)е но к ре ш rUI 1]ада чу самосl,оя],ел btlo

до тех пор. пока либо не дilваjl какоii-,го от -

вет, либО не прос}tЛ поN{Oчь, В пос,теднеlчt

с_пучае экспер}tl\{е}lтатор t]ыясtLIл l,рудно*

с,tи l,t поNtогаrl ребенку наl]од,ящи]!{и вопро-

сами. Если после дозлlрованног,I помоllllt

ребе н оК дви галс,i дал ьш е саI\1осТояl'е jI b}to,

помошь больше не ока:]ыt]а,гlась до следую-

шеЙ ocTaнoBKtl l{лI{ до конца решенllя,
Вся прошеллура заI]исывzulась lJa вIlдео-

камерУ l] затеI\,1 п роl,окол I,{роt]ал ась досл ol]-

но. П1,1сьN!енные запlrсl4 I\{огли быr,ь соот-

l]cceHы с l]!l/lе0:}аплtсью,

д н uл ч :з 11 р о ll1 о Ic oJ l о в

Отсут,стtзt,rе стандартизаll1,1li t] проце-

дуре tlо\{ош}t сделало час,готныit анал1,1,1

ош!Iбок }{евозI\{ожt{ыN{, BN{ecTo э],ого al{a-

' tI tоСrы }IteIiIlllli! ГL llиск tlблrсна tttt(xrpltaLtt,tctt

() зajttltllt\ l\lcж,iI}I ]ie l bNlrt, уяс i lpill lяBIltIt[Ill !l|acl llc t}

}lcc"lcjlOl]ilHtll,t. ll l,c}{t,l, K'l'O'l'(),]ll,Ko ellic IL]lаlIltроt]а,lся

,ц]Iя у({астия, Сlы-l и прtlлttрttl Iя i ы сllеlп{аjlыlые lll]o-

цсjtуры ttt'lltClt-l1-la It l]pc},leItи O|lpoca jle Ie}{,

как
lг!I-

:тва
:,i l Ir] .

,t (в

]ав-
ji] и

]из
08):
]ты,
:lco-
;1 по

вен
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лиз сосредоточился на максимаJIьно пол-

ном оtlисании видоl] ошибок и их типоло-

гизации. Прочелура акzlJlиза выполнялась

l] рамках подхода <<обоснованноЙ т,еории,>

igiotrnOea theory) (Strauss, СоrЬiп, l990),

Для проверки надежност},I разрабо-

танной типологии и критериев отнесения

ошибки или трудности к какому-то типу

несколько фрагментов протоколов были

слуtайным образом отобраны дJIя незави-

сrлмой кодировки двр{я членами исследо-

вательской группы, Сотласованность ко-

дировки наблюдалас ь в 95Vо сJ,tучаев, Это

свидетеjlьствова.ilо о достаточной надеж-

ности разработанной типологии ошибок,

РЕЗУЛЬТАТЫ

Из 60 участrtиков исследования само-

стоятельно решили задачу <,КосN{онавты,>

два tIеловека, <Ананас> - один, Все осталь-

ные дети смогли решить задачи при большей

или меныilей помощи эксперl4ментатора,

Все проявления трудностей и ошибки"

допушеt{ные детьми при решении задач,

мы разделили на четыре большие групг1ы,

Первая объединила дефиuит спечифи-

ческлlх t{авыков и знаний, прямо предус-

мотренных школьной програмпtой, Про-

блемы, относящиес,I к реtшению задач в

общем, попали во I]торую группу, Ошибки,

связанные с валидизацией сделанныхдопу-

шений и полученных решений - в третью

14. HaKoHelr,, собственно ошибки моДеЛИРО-

I}ания - в чет]]ертую, Рассмотрим подроб-

нее эти группы.
|. Спецuфчческuе преdмеmные u 11роце-

OypHbte ошuбкu
сюда попали ошибки, сделанные из-за

незнания предметноI,о материала, напри-

мер, свойств треугольника иJlи теоремы

П Йфагора. однако подаtsляющее бо,llьшиt+-

с,гво ошибок было вызва}{о пробелами в

},NIениИ рисоватЬ чертеЖ к задаtIе, умен1,1и,

TaKjKe относящемся к числу <<прогромм-

ных>. Прежде всего, многлlе детrt вообще

избегали чертежа, втом числе и после того,

как им прямо предлагалось это сделать, По-

скольку без чертежа ни одна из дt}ух задач

не могла быть решена, отс}"тствие чертежа

обычно полностью блокировало решение,

В прошессе рисования чертежа дети

могли затрудняться переносить все усло-

1}ия задачи на один рисунок и координи-

ровать их. В подавляюшем большинстве

Ъnyuua" лропорции чертежа бьt,ltи наруше-

"oi 
1р".. 3-5). Понятно, что такие чертежи

либБ оставались бесполезны, либо даже

препятствовали дальнейшему решению,

Рис. .?. Нескоординированныiл чертеж

L. r

Рис, 4. Неполные и небрежные чертежи

' * ",

Ч,

Рис. 5. Чертеж с резко выраженноiл диспропор-
циональностью

В задаче <,днанас,> сложностью стало

копирование изображения - ttавык, про-

веряемый при оценке готовности ребенка

к школе. Вместо <<шашечного> порядка в

РаСПОЛОЖеНИИ ЧеРНЫХ <(ГЛаЗКОВ> В аНаНаСе

оar, *orn, изображать их друг под друго\{

(рис. 6).
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С положением радиусов бь]л связан
и другоЙ стереотип: лети {lacTo рисо]]furl}t

раjlиусы, проведенFIые под прямыil,л угJIо]\I

/rругу к другу (рис, 8). что ]\,lогло вызl]ать за-
те]\{ дополнлIтельные,r,рудности в реIхениt{
задаttи (об этом н}лже).

P:ic. 6. Неправ}lльное изображение расположе-
H}irI точек на a}laHace

К этой же группе Nlы отнесли ошибки
: Ilзобрruкенилl высоты над Землеii (задача

"Космонавты>) как перпе}цикуляроr], опу-

-_iенных от <<точек-космонаtiтовD l]ерти кально
]ни3. а не по направлен1,1ю к центру окружно-

--rll. как следоIJало HapllcoBaT,b (рис. 7).

Рис. 7. Высота над окруjкностью лrзображается
Ki'l к высота нал горlt зо}Iта_ l bHoii л r t н t te it,

На рис. З ,гакже 1]идна эта оuJибка.
Очевидно, l.{MeHHo затруднение изобра-
jI{Tb l]ысоту над окружностью IIобудl{ло

_эебенка оставить эту часть pl,tcyнKa отдель-
ныN,l 14зображение]\1, где высота обозначе-
на перIIендикулярами к гориtонtальной
-l}Itlии, т.е. t} привыtIном для ребенка I]иде.

Эта х<е ошIибка подtsOлит нас к еlце
oJ,Ho]\{y t]иду (предN{етных ошL{бок> -- сте-

реотипии в расположении определенных
гео]\{етрических эJIементоts. ПрtлчлtноЙ
этого моryт Сrыть тttпоt}ые }lзображенl{я
тех или иных фtлгур в учебниках и ts ходе

},роков, так что в другой позt,llIии фигура
становl{тся уже неузнаваемой. Напришtер,
в задаче <Космонавты)) обозначеltныt:i ра-
-1}1ус остава]Iся жестко зафиксl4ро}]анtlым
в каком-то одноN{ месте окl]ужности и

был как будто елllнственным. Ребенок не

воспринимал другое простра[lстI]о Nlежду

центроN{ окружност,и и саN{оЙ окружно-
стью как тоже <радиус>. Это становI,Iлось

очевидным из таких, напрl{Nlер, воскл},ILIа..

ний: <l, da! Эtпо ,же ttto.жe раduус!,,

PrK:. 8. Рl.tгtlдное изображение радиусов,
блокирующее реше н tle зilда,l и

Друmя стереотипия проявилась лри ре-
IJ]ен}.{и задачи .,Ананас,r, когда l1ети соеди-
няли TotIKIt TaKtIM образом, 1{тобы получа-
емыЙ прямоугольн ы !"{ треуголь}I и к <(лежаJl>

на одноlчI из катетов (рис. 9). Прt,l таком по-
строе}{}lи стороны треугольника вкпючаJIи

по нескольку точек. что затр}цняло даль-
нейlilее сраtsнение. Если бы ребенок сое-

дl4нил в прямоугольный треугольник три

],оtIки, а не несколько. pel_пl4Tb задачу было

бtt :lначllтель}lо лег*Iе. Но TaKoii треуголь-
HI,IK был бы поttернут отЕlOсительно при-
вычного l,{зображенl{я, и эт,о затруJlF{яло его

пос,гроение. В детских ко1!1ментариях есть
прямая отсылка к стереотипии,, <,Я кок-mо
не прuвьtкла, чпlобьl tпреу?оJlьнuкu рilсllола?а -

"lllcb крцво>>, nHaBepHoe, поmому, чпtо обьtчно

Iпреуzольнuliu "сlпоя m " на сmоропе,r.

l\ ,

i, '\
!,

Prlc. 9. CTepeoTltпное изображенtlе пря]чоуголь-
ного треуго.[ьника

Интересно. ttTo дети не t{сгIоJlьзовали

форплальных обозна.lенttii на чертеже. Ра-

бота с геоN{етрическим и фl,tгураьt lt треб_чет

tlX }lменования, напрt{мер"греугольник
АВС. Это праt}ило вtзо,illlтся с самого FIачала

курса геометриlr. и к Kotlliy Vlll и тем бо-
лее Ix и Х кпасса можно было Сrы ожl4дать

том
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сфоршлирова}ltIосги э1,()го Ilаl]ыка. Xoтll
caNlo Ilo себе это }le llрtll}од1.1Jtо к да,.tьнеii-
шlI]\{ оLu}Iбка]\,I. но :1агру/tня]lо KoN,{\,IyHtIKa-

шиlо Ilo поl}оду задаtI}I.

2. Т'ру0 н ос пt Ll обut еео ха р а lt rпе р а, с в rlза н -

Hble с peцlcrltle,lt зсtdсtц G щеLlоi!
Как у;кс l,trl}tlpll,]Iocb. реш]ение любоli

]fulatllt TllcГlvcr llL,KoTopoii IIоследоl}2тс-,lIl-
I lостlr,цс iiстви й : lrcc,;l c)lo tзa tl ия l]робле t t trolt
С ИТУаI [И ll. l}ЫJleJIetl l{Я I{,1 loll е В ЫХ Э-I Ie i\le Нl О}].

форм1,.ltltрilt]кtl tJcKo\,lol,o и_illl обра]а же-[а-
,ге,,I bHoii с I-IT,V;l l.t t l 1.I. aKтyaj l t.|,Ja t tl l I,1 не l(o гOр ы х
прtlIIIJlых зl lагt lt ii. ачгорlt l,\l0l] lul tl эl]р}lстtI к.
их прt.li\lенснllя Ll N{oHлlOp1.1Hl-a лрогресса l]

peluelt1,1II. В tlашс:ьt случае l]ce этlI Ko\IпoI.IeJ{-

I Ы \1ОГ.lll С liltl, iIC l O{l l l llKOrl Заr'РlЛНСН tl ii.
llре;кле Rсего, ,,leT},r ]\lоглll пренебречь

a]I ItL l },lзом r,Iробjlе1\{ l toii сl]"ryацlII,1. Гl роя в,.rя -
-llOCl, Э'l-о. IlatIPr,l\l';'P. l] [tеIIоЛI,IЫх tlерТеЖах,

коlда }lc l}ce услоI]t{rl бы-тl.t tlеренесеtлы tl ско-
ордин1,1роI}аIIы. но ],cl\{ }te ]!,etlee непосредст-
венно лреill}арялl{ l]ыr l tlc,Terr ия (рис, l 0).

В обс и х задач ах недоисс,,lr:ilоI]аt{ 1.1e сиl,уа -

цI,1l{ lrр1,Iво:lll{ло к T,o]\Iy. (lTo иско]\{ое не было
ollpeitejleHo. Ък. в зацаче .<Aнatlac> l] чертех
\lorrlИ ltКЦЮЧаl'ЬСЯ ТОЛЬКО j]tIНИl{ СРеЗа. РеаЛЬ-
l{o пр()Ilзi}еленltые продаl]цоl\I. }{о t.Ie т,е, Ko,Io-

рые ]uOL|lи бы быть сде-lаны. Из-за этого не
было и llperl\,leTa cpaBllelIt.,lrl. В задаче "Кос-
ýtонаl]ты > оl,су] с,гl}ис I{c KoN{o го ll pl,i l]одиj[о к
пос.;I сдую шlи ]\t (Ьор\{а,1 ьн ы ]\,l rI С)есt]]\.,1 ысJl е t ! -

llы\, j\.{аll1,1пуляцllri\l с дiл|FIIlINлlI. I,1rtlepectro.
что ла)liе пряNIое указа}Il4е на бсссN.lыс_ilе}{-

}locTl п роцелур }Ie осl,аI,1авл l.i }lало ребе I l ка.

Эtiс,ttерu-чеlttпапtор,. А ч]о lы сеiiчас ttыта-
еtлься Haiitil']

Рt,бенок: ll rtlшу во,г эlо расс,iояние (N{ехд),

Koc\loHaI]Ta\lti ).

?.: оно ,*:е изl]сс,Ill(),
Р.: I,{er,, я ег0 lltlt!,.
?.: А чт,о сго 11cKa гь -, oI,1o ll,]t}L,c,tllo - 2200l)
Р,: l].a. но это не l,о.

B:rtecTo форлtулироlзания t4ско\lого
летl{ Ilo:ll]\le tlrl,Ill его любыN,I другп]\I неиз-
llсстны\1, которое \1оглI1 l]ы(Iис"цl{ть.

Р ч с. l ( ). I I езllкоt.t.tе tt н ы ii чr'рте;,ti. с l(оторого
llсбеtrtrк пlrя\lо |I1,I l;i,,lc)I llji)(,ll l lt к iiыtlIlr,,lc,llllrl\l

1). (сраз}, лос-]L, IlpOtt 1eHllrl l}it.l1ачtl oKoclto-
ijаl]lы, l1 pilcOl]atlIlrt черlе)ка к Heii): Moxtttl
,1()с l ai ь },L{ea)lllIK lto t corleтpttlt'/

).:д tlrt поlrохет]
/).: llorltlяc,,i. llai\lного поrло;iiеr,..., Бt,jlс,г

Hit\lt]oro -]eI,LlL,,.. (лосlаег у.tебttик, открыI}аеl
е го сра j), I l а -Ie 

\] L, - oKгr},;Kt t ocTll ". tl ] l leт (lr,1)1,е.,t, ll.
i]tIcш llс, I lO\oxlla tttI с,t,tl собсl Bett гl ыii рисугtок).
Так, KiiKite (lорrr1.1ы з_tесь есть... (,tолго слtотри,t,

li } 
tlc:l lI к!, ). \Itlлно lIillI l ll -t.llllI\ tlкрулllос l lI.,,

I,'l ltru,pccHo. что HlI Cleccl1l,tcrlettIlыx ttta-

}lllпу,]яtll1ii. l.tlI пол]\,ен с llcKoNrыi\,1 не было
за\lеtIеI{о прI1 pelUeHtllI заjiаtl1,I "Attattac".
КОlОРаЯ lIe ВЮlЮtIаlil \li'llеNlаТltЧеСКltС Э;lе-
\lенты. tlpoBoшIrp},юtltltx бессllыс,lсiлные
]\Iанllпу.lяl1I{lI с Jа}]IIы\l}l.

Иcc,,re.ltorlaHlte проблел,tltоii ситуаllI,1}t
\tог,;l() осIIоl}ыl}а,tьсrl t{e на кlIочеI]ых. а tla
поl]ерх}lостt{ых Jста-lях. Напрltлtер. l} за]tа-
,le <.Кос\!оllаt}Iы> ребеIlок \,Iог paccy)Ula,l,b
о }{fu I1,1(I 1.I ll обJакоlr \lcк]ly KOc}!ol lat}T?l]\{ 1.1 л

l]реN,rени c},"r,oK. скорос I ll. с Ko],opoii о}]и

лI]ttI,ают,ся. о 1,o\I. \lог},т -1t,l оI{и увl.ulст,ь с

эl,оii t}ысо,rы зе}1-1ю. о ctUle пр1,1l,яже}l1.IrI

t,I пр. lJ зада(Iе "Ананас" де,[I1 обсу)dlапи
(сгр\/кl,чр\/ N{rlKoT,ll a}taHaca>. особеннос,I}{
инстру]\Iента. которы\1 ctl}1tшaeTorl кожура.
t;tубину l1 шll1i]lIlly -i,tyHKIl, (lop1.1v I{ ко-ц1,1tIс-

cTI]o кожуры ll пр.

3. Оtu uбкц ва" t u d чзсt tlu u

ошr.tбкl,t t]ililllilltзalll,,Il{ -- это оluибкlt"
коl,орые касаютсrI безоснсlва-l,е,,Iыlого прt{-
Flятllrl су)iдениi,i как l]с1,1tнi{ых. Они выра-
жалпсь как в с-:Iабост}l ;lогtillескIlх с]}яlзеii

I] рассуждеli}tll. так l1 - caN,Ioe I]Iat]Hoe - в

oTcyTcTllltlI проl}еркtl пtlстроеrttttlit лсlгl,tкt.t.
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I!спtочнttкu ошuбок прu вьlпOлltенuu

_]J:-l. не проблеN{атизировали полуtlенные

ý-aЁiя lпи их осноl]ания, Например, ре-

iЁ:+_r:( \rОГ строllть РаССУ,КДеНИя безо всякоlt

:эi]il с.fанными или делать вывод без опоры

:; :}Je хе предшествующее рассумение,

Р-: А rtoжHo написать ответ, основываясь не

-; :_1чных цифрах, а на своем мненИи ИЗ ТоГО,

J- -* оо, a"*rо обо всем этом деле']

?.: Ec_,tIt он будет обосноtsан, то - пожалуи-

_-, \1HeHtte же нужно обосновать,

Р,: Я считаю, что oнtt не могут друг друга

=,..rr. 
Tu* *ак радиус Земли равен бЗ70, а рас-

:-,];,:ilte \{ежду ниlllи равно 2200, Как известно,

:€\1_1я кругЛая, и получается} что часть Земли

11,:зт закрывать им обзор друг для дРуга,

Часть допушений делалась только на

_-iнове первого нарисованного варианта

-.or.*u. Например, в рисунке к задаче

.коa,rrо"uоrы>> ребенок расположиЛ ра-

:.it},сы под прямым углом, и этот вариант

:pir""*-a" затем как ед}1I{ственно воз-

,ю;кный бе:з проверки основани,I для тако-

_" aопу*aп"я. В задаче <Ананас,> ребенок

\tОГ ПРОСТО ПеРеСЧИТаТЬ ВИДИtt'tЫе На ЭКРа-

;е Itли чертеже линии срезов и коJIиtlество

:очек и нЪ этой основе делать выI]оды, не

;зJ,}мавшись о том, что количестI]о, по-

]авшее в поле зрения, может быть совер-

]]енно случайным,

4. Ошu бкu,uоdаtuров aHu я

В эту группы входили ошибки и труД-

ности, касающиеся исключительно этапов

\{оделирования, т,е, последовательного

пaрauолu обыденных семантических схем

в математические 11 обратно,

Главным источником проблем в ма-

темат}tзации обыденного лиСКУРСа бЫЛа

ltзначальная ycTaHoI-}Ka ребенка: рассма-

тривать обыденное как не допускаюшее

какой-либо математизации в принципе,

J,ети не могли пр,{ступtlть к структуриро-

ванию обыденных элементов ни на чер-

i.*., "" в обсркдении, Например, при

nonoir*. описать (зарисовать), как lrMeHHo

срезает продавец черные (<глазки)) ананаса,

дети рисовалt{ чертежи без какой-либо яс-

ной структуры (рис, 1 1),

эого
.еLtияN{

(осмо-
\1ожно

Будет
]ывает
:1Т9ЖИ.

:vHoK).
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_.]cTLl..,

:l\ Ма-
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:Нас)>,

; ЭЛе-
rtные

. эции
-ана
]ада-
ilать

ми.
они

зть с
aния

и
:осТи

ура,
itче-

:lри-

Рuс. l 1 .Избегание изображения четкой

структуры в задаче "Ананас"

Предложение экспериментатора на-

praourro <(ананас)> более ,teTKo вызываJlо

"aooy*an". 
или даже отказы, !,ети водили

руч*ЬИ в воздухе, лtзображая расположс-

ния точек, lto не прикасацись кбумаге, М.ы

определили эту установку как несlпро?чu

подход ребенка к обыденному,

То же (нестрогое>> от}{ошение кобыден-

ным семантическим схемам прояви,qось и

при структурироl]ании вопроса <смог}"т ли

;;;;;i, u ,*,u, ,Космонавты>, Перевод

этого вопроса, для которого дети не имел_и

готовых ]\{атематических схем-эквиваJIеI{-

тов (что знач}tт <}в}t,п,ят>> на язьlке матема-

тики?), в элемент чертежа было главной

трудностью для всех детей за исключением

,ЬЁ*. B"n" ребенок делал краткую запись

.buu", то обьlчно в записи фиryрирова,tо:

ii"o, Д, й, S (радиус, высота, расстоянлле),

Найпtu: с,мо2уm лч увudеmь'|,>

Если ребенок по мере структурирования

обыденного вопроса правильно определял,

что <линия взора> должна проходлlть выше

nno"ap*roar" j","o, он, тем не менее, }te

включаJI в чертеж какой-то схематическtrй

экI]иваJIент этого <<выше)), Чертеж к Тому

времени рке содержал строгие математиче-

ские элементы: окружность, цеlтр, pully",

две точки над окруж}tостьЮ, !,ОРИСОВаТЬ,
зелi

-R
ки.
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как-то обозначить обыденный элемент
(..вышеu) на уже существуlощей строгой
схеме ребенок не моц даже если на словах
он определял ситуацию верно: ,rонч dоллс-
Hbl смоmреmь не ''по rcасаmельной ''>. Ребенок
мог (так же как это бьшо в задаче <,Днанас,>)
I]одить карандашом над чертежом, рисуя
НlrКНЫЙ ОТРеЗок в воздухе, но добавить этот
отрезок к чертежу он не мо[ Часто именно
в этот момент ребенок в качестве искомого
подменял так и не нарисованный отрезок
уже нарисованными математическими, т.е.
строгими, элементами чертежа. Интересно,
что при этой подмене ребенок сам мог при-
знавать, что он ищет не то, что н!rкно.

Когла появлялся строгий uapra*, д-u-
нейшая математизация не вызываJrа труд-
ностей. Мы не зафиксировали ни одной
ошибки леревода обыденных элементов
на язык математики после того, как эти
обыденные элементы бьтли структуриро-
ваны и показаны на схеме.

оБсу?t{дЕниЕ

мы пытались ответить н2 два вопроса:
l) с какими трудностrIми сопряжено ре-шение задач с обьценным контекстом, t}
которо]\{ есть незнакомые семантиlIеские
схемы? И 2) разпичаются ли эти трудности
дпя однородных и неоднородньtх заданий?
Напомним, что вопрос стоял именно о ка-
чественном сравнении характера ошибок
при рехJении обьцеlrных однородньIх и
НеОДнОродных задач. Поскольку однород-
н ые задачи репрезентироваJIи <<жизненные)>,
((реzulЬНЫе> задачи, а неоднородные .- обыч-
ные школьные текстовые, то поямение не-
СОВПаДающих видов ошибок означало бы,
что однородные и неоднородные требуrот
разных умений мя своего решениrI.

Выделенные наLlи группы ошибок -ЛредМетные, общие дпя решения любых за-
дач, ошибки вzцIидизации и оrrlибкl-r моде-
лирования - встречаJIись и в однородной, и
В неоднородной задаче. В этом смысле не-
СОВПаДающих влцоR ошибок обнаружено не

бьrпо. однако при решении неоднородной
ЗаДачи с обьценным контекстом все эти
ошибки усуryблялись влиянием математи-
ческих элеN{ентов в составе задачи. Матема-
тические составJIяющие задавали свою ло-
гику решения, становившуlося помехой дпя
процесса моделирования. Влияние матема-
тическ}lх элементов проявилось в группе
<<пред]\,tетных> ошибок, когда ребенок не
мог интегрировать обыденные элементы
в геоil{етриqескилi чертеж. В группе обцих
ошибок решения задач математические
элементы провоцироваJIи подмену собой
искоI\{ого и преждевременные вычисления
формального характера. В группе ошибок
вzlJIидизации, где, казzшось бы, математиче-
ские элеN{енты доJDкны задавать критичный
и строгий подход к логике рассуждения,
этого не происходило. Наконец, в группе
ошибок моделирования математические
элементы также усуryбляли ситуацию, по-
тому что они сами требовали одновремен-
ного встречного перевода.

основываясь на н;L.Iичии этих дополни-
тельных трудностей, возникающих при ре-шении неоднородных задач, можно угвер-
ждать, что задача с обыденным контекстом
становится сложнее, а не легtIе, если содер-
жит математические элементы, т.е. если она
неоднородная. Неоднородная обыденная
задача, Как видно из наших результатов,
не требует дтIя своего решениrI процессов
иных, чем полностью обыденнаlа задача, но
все этрt процессы протекают труднее. Мож-
но бьшtо бы возразить: тоца многочислен-
ные текстовые задачи, присугствующие в
стаFцартных учебниках, могли бы гаран-
TlIpoBaHHo подготовить ребенка к реше-нию полностью обьценных заданий, чего
мы как раз и не наблюдаем ts достюкениях
российских детей по данным PISA. йавной
причиной этого мы считаем тот факц что
текстовые задачи из учебников чаще всего
типовые. <Ti,lп,> как раз и означает, что ре-бенок рке владеет стандартным способом
ее решения, имеет математический анмог
дrя обыденноii семантик1.I задачи. В этих
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