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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ðàáîòå ìû äàåì îáçîð íåêîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ïðèâåëè ê îòêðûòèþ äèíàìè÷åñêîãî õà-

îñà è åãî òðåõ ôîðì, äâóõ êëàññè÷åñêèõ � ýòî �êîíñåðâàòèâíûé õàîñ� è �äèñ-

ñèïàòèâíûé õàîñ�, à òàêæå òðåòüåé, ñîâñåì íîâîé � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ �ñìå-

øàííàÿ äèíàìèêà�, ïðè êîòîðîé ìíîæåñòâà àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ èìåþò

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ãîìîêëèíè÷åñêèì òðà-

åêòîðèÿì Ïóàíêàðå, ò.å. äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ê ñåäëîâûì ïåðè-

îäè÷åñêèì, êàê îñíîâíûì ýëåìåíòàì äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Ìû ïîêàçûâàåì íà

ïðîñòûõ ïðèìåðàõ, êàê òàêèå òðàåêòîðèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ âîç-

ìóùåíèÿõ äâóìåðíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì. Êàê èçâåñòíî, ãîìîêëèíè÷åñêèå

òðàåêòîðèè áûëè îòêðûòû Ïóàíêàðå. Â ðàáîòå ìû îáñóæäàåì òó ñàìóþ çàäà÷ó

(ïëîñêóþ îãðàíè÷åííóþ êðóãîâóþ çàäà÷ó òðåõ òåë), ïðè ðåøåíèè êîòîðîé áûëî

ñäåëàíî ýòî îòêðûòèå, à òàêæå, â ïðèëîæåíèè, ïðèâîäèì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå

ôàêòû, êàñàþùèåñÿ åãî èñòîðèè.

1 Ââåäåíèå

Òåîðèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà � ìåæäèñöèïëèíàðíàÿ íàóêà, èçó÷àþùàÿ ðàçëè÷íûìè
ìåòîäàìè �íåðåãóëÿðíûå, íåïðåäñêàçóåìûå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèå îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà� [1].
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîæíûå õàîòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷å-
ñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è ò.ï. ìîäåëåé åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè. Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà íàöåëåíà íà îáúÿñíåíèå ýòèõ ÿâëåíèé ïðåèìó-
ùåñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì, à òàêæå íà ðàçðàáîòêó âñåâîçìîæíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ, êà÷åñòâåííûõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ õàîñà. Îäíîé èç îñíîâíûõ
çàäà÷ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè ïåðåõîäå ê íåìó îò ïðîñòûõ ðåæèìîâ: ñòàöèîíàðíûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ è
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êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ. È çäåñü áîëüøóþ ðîëü èãðàåò òåîðèÿ áèôóðêàöèé � ðàçäåë êà-
÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èçó÷àþùèé ÿâëåíèÿ ïåðåñòðîåê ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè èõ ïàðàìåòðîâ.

Êîãäà ãîâîðÿò î äèíàìè÷åñêîì õàîñå â êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåìàõ, îáû÷íî èìåþò
â âèäó äâå åãî ñîâåðøåííî ðàçíûå ôîðìû: êîíñåðâàòèâíûé è äèññèïàòèâíûé õàîñ.
Îäíàêî ñîâñåì íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ê ýòèì äâóì êëàññè÷åñêèì
ôîðìàì äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ñëåäóåò äîáàâèòü åùå îäíó ôîðìó, ò.í. ñìåøàííóþ äè-
íàìèêó [2], êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå ñàìîñòîÿòåëüíûé
òèï õàîñà, à ñ äðóãîé, ñî÷åòàåò â ñåáå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà è êîíñåðâàòèâíîãî,
è äèññèïàòèâíîãî õàîñà. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî â ñìåøàííîé äèíàìèêå ïðèñóò-
ñòâóþò êàê äèññèïàòèâíûå àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû (àòòðàêòîðû â îáðàòíîì âðå-
ìåíè), òàê è íåêîòîðûå ýëåìåíòû êîíñåðâàòèâíîãî õàîñà � èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà
(ò.í. îáðàòèìûå ÿäðà), êîòîðûå íè÷åãî íå ïðèòÿãèâàþò è íè÷åãî íå îòòàëêèâàþò.

Êîíñåðâàòèâíûé õàîñ õàðàêòåðåí äëÿ ñèñòåì, ñîõðàíÿþùèõ ôàçîâûé îáúåì, â
÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîãîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì âñå ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî òàêîé õàîòè÷åñêîé (íåèíòåãðèðóåìîé) ñèñòåìû äàæå â ñëó÷àå ïîëóòîðà è äâóõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû âûãëÿäèò êàê íåêîòîðîå íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêîå �õàîòè÷å-
ñêîå ìîðå� ñ áåñïîðÿäî÷íî ðàçáðîñàííûìè âíóòðè íåãî ýëëèïòè÷åñêèìè îñòðîâàìè
(îñòðîâêàìè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó) [3, 4, 5, 6]. Çäåñü õàîñ êàê áû �ðàçìàçàí�,
òèïè÷íî êðàéíå íåðàâíîìåðíî, ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó òàê, ÷òî äàæå âíóò-
ðè ýëëèïòè÷åñêèõ îñòðîâîâ ìîæíî îïÿòü îáíàðóæèòü çîíû õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ,
ðàçäåëåííûå êîíòèíóóìîì èíâàðèàíòíûõ ÊÀÌ-òîðîâ [7, 8, 9, 10]. Â ñëó÷àå ÷èñëà ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû áîëüøå 2 ñèòóàöèÿ åùå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ. Çäåñü ìíîãîìåðíûå ÊÀÌ-
òîðû óæå íå ðàçäåëÿþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà, è ïîâåäåíèå
òèïè÷íûõ òðàåêòîðèé ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, â ñèëó âîçìîæíîñòè
èõ õàîòè÷åñêîãî äðåéôà, ò.í. äèôôóçèè Àðíîëüäà [11, 5, 6].

Äèññèïàòèâíûé õàîñ èìååò ñîâñåì äðóãóþ ïðèðîäó, îí àññîöèèðóåòñÿ ïðåæäå âñå-
ãî ñî ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè [12] � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè çàìêíóòûìè èí-
âàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè ñ íåòðèâèàëüíîé äèíàìèêîé. Ïîýòîìó ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû óñòðîåíî ñîâñåì ïî-äðóãîìó, ÷åì ó êîíñåðâàòèâíûõ ñè-
ñòåì. Êîãäà òàêîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, â íåì ñóùåñòâóþò �äûðêè� äâóõ
òèïîâ � ýòî ïîãëîùàþùèå îáëàñòè, â êîòîðûå âõîäÿò âñå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóòðà-
åêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå èõ ãðàíèöó, è îòòàëêèâàþùèå îáëàñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïîãëîùàþùèìè â îáðàòíîì âðåìåíè. Ïðè ýòîì àòòðàêòîðû ëåæàò âíóòðè ïîãëîùàþ-
ùèõ îáëàñòåé, à ðåïåëëåðû � âíóòðè îòòàëêèâàþùèõ îáëàñòåé. Ñîîòâåòñòâåííî, çäåñü
àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû ëåæàò â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ýòè äâå ôîðìû äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, êàê âèäíî, íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî. Ïðè
ýòîì èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ñèñòåì, áëèçêèõ ê ãàìèëü-
òîíîâûì, ñì., íàïðèìåð, [13, 14, 15, 16, 17], êàñàëèñü òîëüêî âîïðîñîâ î òîì, êàê ðàç-

2



ðóøàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòü ïðè äèññèïàòèâíûõ âîçìóùåíèÿõ. Îäíàêî, ìîæíî ïîñòà-
âèòü îáðàòíûé âîïðîñ: à êàê îíà ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ? Òî÷íåå, âîçìîæíî ëè, âîîáùå,
÷òî ïðè äèññèïàòèâíûõ âîçìóùåíèÿõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì êàêèå-òî ýëåìåíòû êîí-
ñåðâàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñîõðàíÿþòñÿ � åñëè íå äëÿ âñåõ âîçìóùåíèé,
òî õîòÿ áû äëÿ òèïè÷íûõ, ò.å. îáðàçóþùèõ ïîäìíîæåñòâà âòîðîé êàòåãîðèè Áýðà
â ìíîæåñòâå âñåõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ âîçìóùåíèé. Îòâåò îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì
è, êðîìå òîãî, îí ïðèâåë, âåñüìà íåîæèäàííî, ê îòêðûòèþ ñìåøàííîé äèíàìèêè �
íîâîé, òðåòüåé ôîðìû äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

Îñíîâíûå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñìåøàííîé äèíàìèêè áûëè çàëîæå-
íû â ðàáîòàõ [2, 18, 19]. Â ýòîé òåîðèè íåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî, êðîìå òîãî, ÷òî
àòòðàêòîð çäåñü ïîíèìàåòñÿ íå êàê ïðèòÿãèâàþùåå (ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âîå) çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ñèñòåìû, à êàê óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî. Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå òèïà óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ïîñòîÿííî
äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêå [20]
êàê óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ε-òðàåêòîðèé1, à â ôèçèêå � êàê óñòîé÷èâîñòü
îòíîñèòåëüíî ìàëîãî îãðàíè÷åííîãî øóìà. Òàêîå îïðåäåëåíèå àòòðàêòîðà íå ÿâëÿ-
åòñÿ íîâûì, îíî âîñõîäèò ê ðàáîòàì Êîíëè, Ðþýëÿ è Õàðëè [21, 22, 23]. Ïðè ýòîì
ðàçäåëåíèå ôîðì õàîñà íà êîíñåðâàòèâíûé è äèññèïàòèâíûé ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ,
íî òàêæå è ïîÿâëÿåòñÿ ÷òî-òî íîâîå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è R ìíîæåñòâà àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ ñèñòåìû: â òåðìè-
íîëîãèè [2], A � ýòî ïîëíûé àòòðàêòîð ñèñòåìû, à R � ýòî ïîëíûé ðåïåëëåð ñèñòåìû.2

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, âñå òðàåêòîðèè êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì íåóñòîé÷èâû îòíîñè-
òåëüíî ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèé (õîòÿ ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû èëè îðáèòíî-óñòîé÷èâû
ïî Ëÿïóíîâó). Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ [2], âñå êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû óñòðîåíû
îäèíàêîâî: åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ìíîæåñòâîì â ïðÿìîì è îáðàòíîì âðåìåíè
çäåñü ÿâëÿåòñÿ âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M, êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííî è àòòðàêòîðîì, è ðåïåëëåðîì ñèñòåìû. Òîãäà â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé
äèíàìèêè ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå A = R, à â ñëó÷àå äèññèïàòèâíîé � ñîîòíîøåíèå

1Äëÿ îòîáðàæåíèÿ âèäà x̄ = f(x) åãî òðàåêòîðèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê âèäà
(..., xi, xi+1, ...), ãäå xi+1 = f(xi); à ε-òðàåêòîðèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (..., yi, yi+1, ...), ãäå
ρ (yi+1, f(yi)) < ε è ρ(a, b) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a è b. Òðàåêòîðèÿ L óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó,
åñëè áëèçîñòü íà÷àëüíûõ òî÷åê x0 è x′

0 òðàåêòîðèé L è L′ âëå÷åò áëèçîñòü òî÷åê xi ∈ L è x′
i ∈ L′ ïðè

âñåõ i ≥ 0. Óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè L ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèé îçíà÷àåò áëèçîñòü
ê L âñåõ ε-òðàåêòîðèé ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ε > 0, ò.å. áëèçîñòü xi è yi ïðè âñåõ i ≥ 0.

2Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èç [2]. Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî íàçûâà-
åòñÿ öåïíî-òðàíçèòèâíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî òî÷êàìè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
ε-òðàåêòîðèÿ èõ ñîåäèíÿþùàÿ. Àòòðàêòîðîì òî÷êè x íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîå öåïíî-òðàíçèòèâíîå
ìíîæåñòâî Ax, äîñòèæèìîå ïî ε-òðàåêòîðèÿì îò òî÷êè x (ò.å. ìåæäó òî÷êîé x è ëþáîé òî÷êîé èç
Ax äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-òðàåêòîðèÿ, èõ ñîåäèíÿþùàÿ). Ïîëíûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáúåäèíåíèÿ àòòðàêòîðîâ âñåõ åå òî÷åê.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûé ðåïåëëåð R, êàê ïîëíûé àòòðàêòîð â îáðàòíîì âðåìåíè.
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A∩R = ∅. Ïî çàêîíàì ôîðìàëüíîé ëîãèêè îñòàåòñÿ åùå îäíà âîçìîæíîñòü: A∩R ̸= ∅
è A ̸= R, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ ñèñòåìû èìåþò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, íî íå ñîâïàäàþò, â îòëè÷èå îò êîíñåðâàòèâíîãî ñëó÷àÿ. Ýòî
ñìåøàííàÿ äèíàìèêà.

Çàìåòèì, ÷òî çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî C = A ∩ R îáëàäàåò âåñüìà
íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ, îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è àòòðàêòîðîì, è ðåïåëëåðîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî, êàê ðåïåëëåð, íå ïðèòÿ-
ãèâàåò íèêàêèõ òðàåêòîðèé (è äàæå ε-òðàåêòîðèé), è, êàê àòòðàêòîð, íå îòòàëêèâàåò
íèêàêèõ òðàåêòîðèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî C, íàçâàííîå íàìè â [2] îáðàòèìûì
ÿäðîì (reversible core), èìååò ÿâíûå ÷åðòû êîíñåðâàòèâíîé äèíàìèêè. Òåì íå ìåíåå,
äèíàìèêà â åãî îêðåñòíîñòè íå ìîæåò áûòü ÷èñòî êîíñåðâàòèâíîé. Â ÷àñòíîñòè, â
ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòèìîå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà äèññèïàòèâíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ äëÿ ε-
òðàåêòîðèé â ïðÿìîì è ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíîì âðåìåíè).3 Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ñìåøàííàÿ äèíàìèêà � ýòî òîò òèï äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, ïðè êîòîðîì åãî
äèññèïàòèâíûå è êîíñåðâàòèâíûå ýëåìåíòû (äèññèïàòèâíûå àòòðàêòîðû-ðåïåëëåðû
è îáðàòèìûå ÿäðà) íåóñòðàíèìî ñöåïëåíû, è äîâîëüíî ñëîæíûì ñïîñîáîì. ×òî êàñà-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, òî åùå â ðàáîòå [19] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò ñèñòåìû èç ò.í. àáñîëþòíûõ îáëàñòåé Íüþõàóñà [27, 28] , êîòîðûå èìåþò
îäíîâðåìåííî ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ (ñòîêîâ) è ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåïåëëåðîâ (èñòî÷íèêîâ), çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ êîòîðûõ èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå. Ïî ëþáîìó ðàçóìíîìó îïðåäåëåíèþ àòòðàêòîðà ñèñòåìû, ïåðèîäè÷å-
ñêèå ñòîêè äîëæíû åìó ïðèíàäëåæàòü, òàêæå êàê è ïåðèîäè÷åñêèå èñòî÷íèêè äîëæ-
íû ïðèíàäëåæàòü ðåïåëëåðó. Ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò âñå
ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè è èõ çàìûêàíèå, àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî R ñîäåðæèò âñå ïåðè-
îäè÷åñêèå èñòî÷íèêè è èõ çàìûêàíèå. Ýòî âëå÷åò íåïóñòîòó ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ
A è R. Íî òàêæå è A ̸= R, ïîñêîëüêó àòòðàêòîðó íå ïðèíàäëåæàò ïåðèîäè÷åñêèå
èñòî÷íèêè, à ðåïåëëåðó � ñòîêè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíûõ îáëàñòåé Íüþõàóñà â ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ñèñòåì, êàê ïîêàçàíî â [19, 29], íóæíî ÷òîáû ýòè ñèñòåìû áûëè
ñî çíàêîïåðåìåííîé äèâåðãåíöèåé (èëè, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé, èõ èòåðàöèè ãäå-òî
ñæèìàëè îáúåìû, à ãäå-òî ðàñòÿãèâàëè) è îáëàäàëè ñëîæíîé äèíàìèêîé. Îáà ýòè
ñâîéñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûìè, â òîì ÷èñëå äëÿ ñèñòåì èç ïðè-

3Äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ïðèìåðàìè îáðàòèìûõ ÿäåð ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûå ñèììåòðè÷íûå ýëëèï-
òè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè îáðàòèìûõ äâóìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå, êàê áûëî
ïîêàçàíî â [24, 2] (ñì. òàêæå [25]), îêðóæåíû äèññèïàòèâíûìè çîíàìè-ãèðëÿíäàìè, ñîäåðæàùèìè
ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè è èñòî÷íèêè � òå ñàìûå äèññèïàòèâíûå àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû. Î ñòðóêòóðå
äèíàìèêè íà îáðàòèìûõ ÿäðàõ â îáùåì ñëó÷àå ïîêà ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íåèçâåñòíî. Çäåñü ìîæ-
íî îòìåòèòü òîëüêî îäíó ðàáîòó [26] Åìåëüÿíîâîé è Íåêîðêèíà, â êîòîðîé òàêàÿ äèíàìèêà áûëà
èññëåäîâàíà ÷èñëåííî â ñèñòåìå äâóõ àäàïòèâíî ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ.
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ëîæåíèé. Ïîýòîìó ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèìåðîâ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ
îáíàðóæåíà ñìåøàííàÿ äèíàìèêà, èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî, ñì., íàïðèìåð, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ññûëêè â [25].

Îäíîé èç öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòî-
ðûå â ñîâîêóïíîñòè ïðèâåëè ê îòêðûòèþ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà è âñåõ åãî òðåõ ôîðì.
Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿçàíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ïóàíêàðå ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé â áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ è, òåì ñàìûì,
ñ îòêðûòèåì êîíñåðâàòèâíîãî õàîñà. Ýòîé òåìå ïîñâÿùåíû òðè ðàçäåëà ñòàòüè, � 2
è � 3, à òàêæå ïðèëîæåíèå, � 6. Ïðè ýòîì â � 2 ìû äàåì îïðåäåëåíèå ãîìîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé Ïóàíêàðå, êàê ãðóáûõ, òàê è íåãðóáûõ (ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé),
à òàêæå ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå çàäà÷è, â êîòîðûõ îíè ïîÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì. Îäíà èç ñàìûõ ïðîñòûõ òàêèõ çàäà÷ � çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùå-
íèÿõ äâóìåðíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, èìåþùåé ïåòëþ ñåïàðàòðèñû ñåäëîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ â � 2.1 è � 2.2. Â � 2.3 äàåòñÿ îïèñàíèå ãî-
ðàçäî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è, ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë, ïðè
èññëåäîâàíèè êîòîðîé Ïóàíêàðå îòêðûë ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Â � 3 è � 4 ìû
äàåì êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð îñíîâíûõ ýòàïîâ ñòàíîâëåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè
äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.4 Â � 5 êðàòêî ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåîðèè ãëî-
áàëüíûõ áèôóðêàöèé, à òàêæå ïîêàçàíî êàê èõ èññëåäîâàíèå ïðèâåëî ê îòêðûòèþ
íîâûõ òèïîâ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è ñìåøàííîé äèíàìèêè. Â ïðèëîæåíèè, � 6, ìû
ïðèâîäèì íåêîòîðûå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ �ãåíèàëüíîé� îøèáêè Ïó-
àíêàðå, ñâÿçàííîé ñ åãî ïåðâîíà÷àëüíûì �íåîòêðûòèåì� äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Ýòà
îøèáêà, îäíàêî, áûëà áûñòðî èñïðàâëåíà ñàìèì Ïóàíêàðå, íî íåâîëüíî ñòèìóëèðî-
âàëà ïåðåñìîòðåòü êîðåííûì îáðàçîì îñíîâû åãî æå ñîáñòâåííîé òåîðèè, êîòîðûå
ñòàëè, â êîíöå êîíöîâ, ìàòåìàòè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

4Ýòîò îáçîð íè â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó äàæå â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êà÷å-
ñòâåííîé òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñëîæíûì õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåê-
òîðèé. Ìû ñîâñåì íå êàñàåìñÿ òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ íàïðàâëåíèé òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà,
êàê ìåòðè÷åñêàÿ è ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ (÷üè äîñòèæåíèÿ îáÿçàíû òàêèì âûäàþùèìñÿ ó÷åíûì êàê
Áèðêãîô, Áîãîëþáîâ, Êðûëîâ, Áîóýí, Ðþýëü, Ñèíàé è äð.), ÊÀÌ òåîðèÿ (òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà-
Àðíîëüäà-Ìîçåðà), ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâû êîòîðîé áûëè çàëîæåíû
åùå â ðàáîòå À.À. Àíäðîíîâà, À.À. Âèòòà è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [30], îïóáëèêîâàííîé â 1933 ã. è
îïåðåäèâøåé íåëèíåéíóþ íàóêó ëåò íà 40-50, è äð.
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2 Î ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ Ïóàíêàðå â ïåðè-

îäè÷åñêè âîçìóùåííûõ äâóìåðíûõ êîíñåðâàòèâ-

íûõ ñèñòåìàõ.

Ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé Ïóàíêàðå íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ, äâîÿêîàñèìïòîòè-
÷åñêàÿ (ïðè t → +∞ è ïðè t → −∞) ê ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå. Â ñëó÷àå
ïîòîêîâ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí ãîìîêëèíè÷åñêàÿ êðèâàÿ Ïóàíêàðå èëè ïðîñòî
ãîìîêëèíè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ó ñåäëîâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæå-
íèÿ L ñóùåñòâóþò èíâàðèàíòíûå óñòîé÷èâîå W s è íåóñòîé÷èâîå W u ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðûå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî L. Ïðè ýòîì, ïî îïðåäåëåíèþ,W s ñîäåðæèò
âñå òå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê L ïðè t → +∞, à W u � âñå òå òðàåêòîðèè,
êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê L ïðè t → −∞. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòî-
ðèÿ äîëæíà ïðèíàäëåæàòü îäíîâðåìåííî è W s, è W u, ò.å. Γ0 ∈ {W s ∩W u}\L, ñì.
ðèñ. 1. Åñëè óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå òðàíñâåðñàëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîêëèíè÷å-
ñêàÿ òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ ãðóáîé; â ñëó÷àå íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãîâî-
ðÿò î íåãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè èëè î ãîìîêëèíè÷åñêîì êàñàíèè. Òàêæå
òðàåêòîðèè, ëåæàùèå â ïåðåñå÷åíèè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äâóõ ðàçíûõ ñåä-
ëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàçûâàþòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè.

Ðèñ. 1: Ýñêèç òðåõìåðíîé ñèñòåìû, èìåþùåé ñåäëîâîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå L è ãîìîêëèíè÷å-

ñêóþ ê íåìó òðàåêòîðèþ (êðèâóþ) Γ0.

Ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè áûëè îòêðûòû À. Ïóàíêàðå â
êîíöå 19 âåêà ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î âîçìóùåíèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì èç íåáåñíîé ìåõàíèêè, ñì. ïîäðîáíåå â � 2.3. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû
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äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó íèõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ
ðåøåíèé ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî, âî âñÿêîì ñëó÷àå íåñðàâíèìî ïðîùå, ÷åì â
îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ïóàíêàðå [31]. Ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî Ïóàíêàðå îòêðûë
ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè â îäíîì èç ñàìûõ òðóäíûõ è íåïðèñïîñîáëåííîì äëÿ
ýòîãî êëàññå ñèñòåì.

2.1 Ïðîñòûå ïðèìåðû ñèñòåì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèìè òðàåêòîðè-
ÿìè

Äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëîâûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ áûëè õîðî-
øî èçâåñòíû åùå äî Ïóàíêàðå. Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ïîòîêîâ èì ñîîòâåòñòâóþò ïåòëè
ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òàêæå ãîìîêëèíè-
÷åñêèìè ïåòëÿìè. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẍ− λ(x− x2) = 0, (1)

èëè â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå

ẋ =
∂H0

∂y
= y, ẏ = −∂H0

∂x
= λ(x− x2) (2)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0(x, y) = y2/2− λ(x2/2− x3/3).
Ñèñòåìà (2) èíòåãðèðóåìà, è åå ôàçîâûé ïîðòðåò èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1).

Ñèñòåìà (2) èìååò íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, y)
äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: ñåäëî O1(0, 0) ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±

√
λ è öåíòð O2(1, 0) ñ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±i
√
λ. Îäíà èç ñåïà-

ðàòðèñ ñåäëà, âûõîäÿùàÿ èç ðàâíîâåñèÿ O1(0, 0)
ïðè t → −∞, âîçâðàùàåòñÿ â íåãî æå ïðè t →
+∞, îáðàçóÿ ïåòëþ ñåïàðàòðèñ Γ0, êîòîðàÿ ëå-
æèò íà óðîâíå H0 = 0 ãàìèëüòîíèàíà è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èìååò óðàâíåíèå y2 = λ(x2− 2x3/3), 0 <
x ≤ 3/2.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1), íåòðóäíî ïîñòðîèòü
ïðèìåðû äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê ñåäëîâûì ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíè-
ÿì. Íàâåðíîå ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåìû

ẍ− λ(x− x2) = 0,

θ̇ = 1,
(3)
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â êîòîðîé íîâàÿ ïåðåìåííàÿ θ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π. Åå ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ R2 × S1, ãäå S1 � îêðóæíîñòü. Ïîòîê (3) èìååò äâà ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ L1 è L2 ïåðèîäà 2π, ïðîõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O2 ñèñòåìû (2). Íî òåïåðü ñåäëîâîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå
L1 : {x = ẋ = 0, 0 ≤ θ < 2π} èìååò äâóìåðíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèÿ W s(L1) è W u(L1), äâå ïîëîâèíêè êîòîðûõ W s

1 (L1) è W u
1 (L2) ñîâïàäàþò.

Ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà (3) èìååò êîíòèíóóì äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,
êàæäîé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ðåøåíèå ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ êîîðäè-
íàòàìè (x, ẋ) íà ïåòëå ñåïàðàòðèñ ñèñòåìû (1), ñì. ðèñ. 3a.

Ðèñ. 3: (a) Ñåïàðàòðèñíûå ïîâåðõíîñòè Wu
1 (L1) è W s

1 (L1) ñîâïàäàþò â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå, äëÿ

ñèñòåìû (3); (b) îíè ðàñùåïëåíû ïðè âîçìóùåíèè, äëÿ ñèñòåìû (5).

Ïîñêîëüêó â ýòîì ïðèìåðå ñåêóùèå θ = 0 è θ = 2π îòîæäåñòâëåíû, èññëåäîâà-
íèå òðåõìåðíîé ñèñòåìû (3) óäîáíî ñâîäèòü ê èçó÷åíèþ äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ
T : θ = 0 7→ θ = 2π ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû. Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
áóäåò â òî÷íîñòè òàêèì æå êàê è ó äâóìåðíîé ñèñòåìû (1), ñì. ðèñ. 2. Îäíàêî òåïåðü
ýòî áóäåò äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà � äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå T ñäâèãà íà âðåìÿ t = 2π ïî
òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3). Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà O1(0, 0) � ýòî òåïåðü ñåäëîâàÿ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ T , åå óñòîé÷èâîå W s è íåóñòîé÷èâîå W u îäíîìåðíûå
èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ óæå íå îòäåëüíûå òðàåêòîðèè, à èíâàðèàíòíûå êðèâûå,
ñîñòîÿùèå èç êîíòèíóóìà òðàåêòîðèé.

Òàêîå ïîâåäåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ïîâåðõíîñòåé õàðàêòåðíî äëÿ èí-
òåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ÷òî áûëî õîðîøî èçâåñòíî åùå äî Ïóàíêàðå.
Ôóíäàìåíòàëüíîå äîñòèæåíèå Ïóàíêàðå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîêàçàë, ÷òî ó íåèí-
òåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëî-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, íå ñîâïàäàÿ.
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Ðèñ. 4: Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ôàçîâîãî ïîðòðåòà îòîáðàæåíèÿ Tε. Ýòî ñîõðàíÿþùåå ïëîùàäü

îòîáðàæåíèå, èìåþùåå äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, ñåäëî O1ε è ýëëèïòè÷åñêóþ O2ε. Ïðè ýòîì ñåïàðà-

òðèñû ñåäëà ðàñùåïëåíû. Òî÷êà O2ε îêðóæåíà êîíòèíóóìîì çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ �

ÊÀÌ-êðèâûõ, è ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ðåçîíàíñíûõ çîí, ñîäåðæàùèõ �ãèðëÿíäû� èç ñåäëîâûõ è ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îäíà èç òàêèõ çîí ïîêàçàíà íà ðèñóíêå (a). Óâåëè÷åííûé

ôðàãìåíò îäíîãî çâåíà ãèðëÿíäû ïîêàçàí íà ðèñóíêå (b): ñåïàðàòðèñû ñåäåë â ãèðëÿíäå ðàñùåïëå-

íû, íî ýòî ðàñùåïëåíèå, êàê ïîêàçàë åùå Ïóàíêàðå [31], ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî ïî ε.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â íåàâòîíîìíîì óðàâíåíèè

ẍ− λ(x− x2) = λε sin t, (4)

êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå êàê àâòîíîìíóþ òðåõìåðíóþ ñèñòåìó

ẍ− λ(x− x2) = λε sin θ,

θ̇ = 1.
(5)

Çäåñü îòîáðàæåíèå Tε : θ = 0 7→ θ = 2π èìååò ïî-ïðåæíåìó ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó O1(ε), ïðè ýòîì O1(ε) → O(0, 0) ïðè ε → 0. Â ñâîþ î÷åðåäü, èíâàðèàíòíûå
êðèâûå W s

ε è W u
ε áóäóò áëèçêè ê W s

0 è W u
0 íà ëþáîì êîìïàêòíîì êóñêå. Íî òåïåðü

îíè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ñì. ðèñ. 4a. Òàêæå ýòî ðàñùåïëåíèå, íî óæå äëÿ äâóìåðíûõ
ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåéW s(Lε) èW u(Lε) ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ Lε ñèñòåìû
(5), ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3b.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4) è ñîîòâåòñòâóþùåìó åìó îòîáðàæåíèÿ Tε çà ïåðèîä t = 2π
âîçìóùåíèÿ, ðàñùåïëåíèå èíâàðèàíòíûõ êðèâûõW s

ε èW
u
ε íåïîäâèæíîé òî÷êè O1(ε)

ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ìåòîäîì Ìåëüíèêîâà [32]. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ,
ïîñêîëüêó îíè ïðåäñòàâëÿþò ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ, ìû ïðîâåäåì â ïàðàãðàôå íèæå.

9



2.2 Î ðàñùåïëåíèè ñåïàðàòðèñ â óðàâíåíèè (4)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå íåàâòîíîìíîé ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû

ẋ =
∂H

∂y
= y, ẏ = −∂H

∂x
= λ(x− x2) + λε sin t, (6)

ãäå H(x, y, t) = H0(x, y) + λεH1(x, y, t) è H1(x, y, t) = −x sin t.
Ïðè ε = 0 ñèñòåìà (6) èíòåãðèðóåìà, ñì. ðèñ. 2, è îíà èìååò ïåòëþ ñåïàðàòðèñ Γ0,

óðàâíåíèå êîòîðîé, êàê ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

xs(t) =
3

2 ch2(
√
λt/2)

, ys(t) = −3
√
λ sh(

√
λt/2)

2 ch3(
√
λt/2)

, (7)

ãäå sh(t) è ch(t) � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ è êîñèíóñ.5

Âîçüìåì òî÷êó M0 = (x0 = xs(t0), y0 = ys(t0)) íà ïåòëå Γ0, è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
íîðìàëü n0 = (−ẏ, ẋ)|ε=0. Òåïåðü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ðàññìîòðèì ñâÿçíûå êóñêè
lsε è l

u
ε èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W

s
ε (O1ε) è W u

ε (O1ε) îò òî÷êè O1ε äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ n0. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ lsε è luε ñ n0 ÷åðåç Ms è Mu. Êàê áûëî
ïîêàçàíî â ðàáîòå Â.Ê. Ìåëüíèêîâà [32], ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Ms è Mu, ò.å.
âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé W s

ε è W u
ε ïðè t áëèçêèõ ê t0, õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé ∆(t0) = ε∆1(t0)+O(ε
2). Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ∆(t0), ò.í.

ìåòîä Ïóàíêàðå-Ìåëüíèêîâà äëÿ ñèñòåì, áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì ãàìèëüòîíîâûì,
áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå [31] è Ìåëüíèêîâà [32]. Êàê âèäíî, ãëàâíûé âêëàä
â ôóíêöèþ ∆(t0) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε äàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå ε∆1(t0). Ôóíêöèÿ
∆1(t0) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìåëüíèêîâà, äëÿ êîòîðîé â ðàáîòå [32] áûëà ïîëó÷å-
íà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà. Â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè
Ìåëüíèêîâà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∆1(t0) = −
∫ +∞

−∞
[
∂H1

∂x
(xs(t+t0), ys(t+t0), t)ẋs(t+t0)+

∂H1

∂y
(xs(t+t0), ys(t+t0), t)ẏs(t+t0)]dt

Â ñëó÷àå ñèñòåìû (6), òàê êàê ∂H1/∂y ≡ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

∆1(t0) = λ

∫ +∞

−∞
ẋs(t+ t0) sin tdt = λ

∫ +∞

−∞
ys(t) sin (t− t0)dt = 1.5λ(α sin t0 + β cos t0),

5Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå (7). Ïðè ε = 0 ïåòëÿ èìååò óðàâíåíèå y2 = λ(x2 − 2/3 x3),
ãäå 0 < x ≤ 3/2. Òîãäà êîîðäèíàòà x(t) òî÷êè íà ïåòëå Γ0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ẋ =√
λx

√
1− 2/3 x, êîòîðîå ñòàíäàðòíî èíòåãðèðóåòñÿ:∫ x

x0

dx

x
√
1− 2/3 x

=
√
λ

∫ t

t̄0

dt

Åñëè âçÿòü íà÷àëüíóþ òî÷êó (x(t̄0) = 3/2, y(t̄0) = 0) íà ïåòëå Γ0, òî ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå (7).
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ãäå, â ñèëó (7),

α = −
√
λ

∫ +∞

−∞

sh
√
λt/2

ch3
√
λt/2

cos t dt = 0, β =
√
λ

∫ +∞

−∞

sh
√
λt/2

ch3
√
λt/2

sin t dt =
−4π

λsh π
2
√
λ

Çäåñü α = 0 êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó, à äëÿ
β (ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì) ïîëó÷àåòñÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë. Îêîí÷àòåëüíî,

∆1(t0) = − 6π

sh π
2
√
λ

cos t0.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ∆1(t0) = 0 ïðè t0 = π
2
+ kπ, k = 0,±1, ..., è âñå

ýòè íóëè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ìåëüíèêîâà

∆′
1(t0) = ±12πe−π/2

√
λ
(
1− e−π/

√
λ
)
â ýòèõ òî÷êàõ íå ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì ÷åðåäó-

þùèåñÿ òî÷êè ñ �+� è �−� ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðàçíûì ãðóáûì ãîìîêëèíè÷åñêèì ê
O1ε òðàåêòîðèÿì. Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé W s

ε è W u
ε èìååò

ïîðÿäîê ε ïðè ìàëûõ ε è ôèêñèðîâàííîì λ > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì
(6), â êîòîðîì ε è λ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè, ðàñùåïëå-
íèå ìíîãîîáðàçèé W s

ε è W u
ε íóæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíîé ïîðÿäêà εe−π/2

√
λ. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, îíî ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî λ ïðè λ → 0. Òîãäà, ÷òîáû
ãîâîðèòü îïðåäåëåííî î ñóùåñòâîâàíèè ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñ, ε òàêæå äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì. Â ÷àñòíîñòè, ÷ëåíû ñ ε2 â ôóíêöèè ðàñùåïëåíèÿ ∆(t0)

äîëæíû áûòü ìåíüøå, ÷åì ε∆1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè ε = o
(
e−π/2

√
λ
)
.

2.3 Çàäà÷à Ïóàíêàðå è îòêðûòèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé

Êàê ìû ïîêàçàëè íà ïðèìåðå èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ãðóáûå ãîìîêëèíè÷åñêèå
òðàåêòîðèè Ïóàíêàðå ïîÿâëÿþòñÿ îáùèì îáðàçîì ïðè âîçìóùåíèÿõ èíòåãðèðóåìûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îäíàêî çäåñü ìíîãî çàâèñèò îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ìû
ðàññìîòðåëè, íàâåðíîå, ñàìóþ ïðîñòóþ: çàäà÷ó î ðàñùåïëåíèè ñåïàðàòðèñû ãðóáîãî
(ãèïåðáîëè÷åñêîãî) ñåäëà äâóìåðíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ïðè ìàëîì ïåðèîäè÷å-
ñêîì âîçìóùåíèè. Â ñâîåì çíàìåíèòîì ìåìóàðå [31] Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàë ïîõîæóþ
ïî ñìûñëó, íî ãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ è àêòóàëüíóþ çàäà÷ó íåáåñíîé ìåõàíèêè, ò.í.
îãðàíè÷åííóþ ïëîñêóþ êðóãîâóþ çàäà÷ó òðåõ òåë. Â åãî ôîðìóëèðîâêå îíà âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì [31], c.362:
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• �Ïðåäñòàâèì ñåáå äâà òåëà, ïåðâîå áîëüøîé ìàññû, âòîðîå êîíå÷íîé, íî î÷åíü
ìàëîé ìàññû, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè äâà òåëà îïèñûâàþò âîêðóã èõ îáùåãî
öåíòðà òÿæåñòè îêðóæíîñòè, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî. Ðàññìîòðèì çàòåì òðåòüå
òåëî áåñêîíå÷íî ìàëîé ìàññû, òàêîé, ÷òî åãî äâèæåíèå èñïûòûâàåò âîçìóùå-
íèå èç-çà ïðèòÿæåíèÿ ïåðâûõ äâóõ òåë, íî ñàìî îíî íå ìîæåò âîçìóùàòü îðáè-
òû ýòèõ òåë. Êðîìå òîãî, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà äâèæåíèå òðåòüåãî òåëà
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòåé, îïèñûâàåìûõ äâóìÿ ïåðâûìè ìàññàìè.

Ýòî êàê ðàç ñëó÷àé ìàëåíüêîé ïëàíåòû, äâèæóùåéñÿ ïîä âëèÿíèåì Ñîëíöà è
Þïèòåðà, åñëè ïðåíåáðå÷ü ýêñöåíòðèñèòåòîì Þïèòåðà è íàêëîíåíèåì îðáèò.

Ýòî ìû èìååì è â ñëó÷àå Ëóíû, äâèæóùåéñÿ ïîä âëèÿíèåì Ñîëíöà è Çåìëè, åñ-
ëè ïðåíåáðå÷ü ýêñöåíòðèñèòåòîì çåìíîé îðáèòû è íàêëîíåíèåì ëóííîé îðáèòû
ê ýêëèïòèêå.�

Òàêèì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññû mi òåë pi óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
m1 = M ≫ m2 = ε,m3 = 0. Òîãäà äâèæåíèå òåë ìàññ M è ε ïðîèñõîäèò â ñèëó
èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé êðóãîâîé çàäà÷å äâóõ òåë. Ïðè
ýòîì òåëî p3 ñîâåðøàåò ñâîè äâèæåíèÿ ïîä âëèÿíèåì äâóõ äðóãèõ, è óæå ñèñòåìà,
îïèñûâàþùàÿ åãî äèíàìèêó, ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé ïðè ε ̸= 0. Ïðè ε = 0 îíà
èíòåãðèðóåìà � ýòî çàäà÷à Êåïëåðà äëÿ òåë ñ áîëüøîé ìàññîé M è èíôèíèòåçè-
ìàëüíîé ìàññîé m3. Òàê êàê â ñèñòåìå òåë {p1, p2} äâèæåíèå òåëà p2 ïåðèîäè÷íî, òî
äâèæåíèå òåëà p3 äîëæíî îïèñûâàòüñÿ äâóìåðíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ìàëûì

Ðèñ. 5: Ôàçîâûé ïîðòðåò ðåäóöèðîâàí-
íîé ñèñòåìû â ðåçîíàíñíîé çîíå.

(ïîðÿäêà ε) ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì. Â ýòîé
çàäà÷å Ïóàíêàðå èññëåäóåò âîïðîñ îá óñòîé÷èâî-
ñòè äâèæåíèÿ òåëà p3 ïðè ìàëûõ ε.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à ïîõîæà íà òó, êî-
òîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè âûøå. Íî òåïåðü ðå÷ü
èäåò î òîì, åñëè ñðàâíèâàòü ñî ñëó÷àåì ñèñòå-
ìû (1), ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òðàåêòîðèÿìè, ëåæàùè-
ìè âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñåïàðàòðèñîé
Γ0, ðèñ. 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñäâèãà Tτ ïî
òðàåêòîðèÿì íà âðåìÿ τ , ðàâíîå ïåðèîäó äâèæå-
íèÿ òåëà p2. Ïðè ε = 0 ýòî îòîáðàæåíèå ðàñïà-
äàåòñÿ íà êîíòèíóóì îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé,
îïðåäåëåííûõ íà çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðè-
âûõ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ðàöèîíàëüíûìè è èððà-
öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ (ïîíÿòèå ÷èñëà
âðàùåíèÿ áûëî òàêæå ââåäåíî Ïóàíêàðå). Ïðè ε ̸= 0 îðáèòû ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè âðàùåíèÿ, τ = p/q, ðàçðóøàþòñÿ è íà èõ ìåñòå îáðàçóþòñÿ ðåçîíàíñíûå çîíû, íà
êîòîðûõ îòîáðàæåíèå Tτ ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì êîíñåðâàòèâíûì îòîáðàæåíèåì, ó
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êîòîðîãî ïîÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äâóõ òèïîâ � ñåäëîâûå è ýëëèïòè÷åñêèå
îäíîãî è òîãî æå ïåðèîäà q, êîòîðûå îáðàçóþò ãèðëÿíäû òàêèå, êàê êàê íà ðèñ. 4a).
Äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ T q

τ çàìåíÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì
ïîòîêîì, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë 2π/q è îïðåäåëåííûì íà
êîëüöå K = {r1 < r < r2, 0 ≤ θ < 2π}. Òîãäà â ýòîì ïîòîêå òî÷êè îòëè÷àþùèåñÿ ïî θ
íà 2π/q ìîæíî îòîæäåñòâèòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâûé ðåäóöèðîâàííûé ïîòîê
ìàÿòíèêîâîãî òèïà íà öèëèíäðå Kq = {r1 < r < r2, 0 ≤ θ < 2π/q}. Ýòîò ïîòîê èìååò
2 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: ñåäëî è öåíòð, è ñåïàðàòðèñû ñåäëà îáðàçóþò ãîìîêëèíè÷å-
ñêóþ âîñüìåðêó, îõâàòûâàþùóþ öèëèíäð, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ðèñ. 5 â âèäå êîëüöà
íà ïëîñêîñòè.

Â ðàáîòå Ïóàíêàðå [31] ïîëó÷åíà öåëàÿ ñåðèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êî-
òîðûå ñîñòàâèëè áàçèñ ñîâðåìåííîé òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñóùåñòâîâàíèå
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ � îäèí èç íèõ. ×òîáû
èçó÷èòü ýòî ÿâëåíèå â äåòàëÿõ Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàåò êîíêðåòíûé ïðèìåð ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, çàâèñÿùåé îò äâóõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ
ε è µ, ãäå ε � ýòî ìàññà òåëà p2, à µ � ýòî âíóòðåííèé ïàðàìåòð ðåäóöèðîâàííîé
ñèñòåìû â ðåçîíàíñíîé çîíå Qp/q. Ýòè äâà ïàðàìåòðà îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìû, íî
µ→ 0 ïðè ε→ 0 è, êðîìå òîãî, µ→ 0 ïðè q → ∞, ò.å. àìïëèòóäà èçìåíåíèÿ µ îãðà-
íè÷èâàåòñÿ øèðèíîé ñîîòâåòñòâóþùåé ðåçîíàíñíîé çîíû. Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàåò
ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì ñëåäóþùåãî âèäà

H(x1, x2, y1, y2) = y1 + y22 − 2µ sin2 x2
2

− µε cosx1 sinx2,

ãäå xi è yi � êîîðäèíàòû è èìïóëüñû, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû xi ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè
ïåðåìåííûìè ñ ïåðèîäîì 2π. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò âèä:

ẋ1 =
∂H
∂y1

= 1, ẏ1 = − ∂H
∂x1

= −µε sinx1 sinx2,

ẋ2 =
∂H
∂y2

= 2y2, ẏ2 = − ∂H
∂x2

= µ sinx2 + µε cosx1 sinx2.
(8)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ êîîðäèíàòà y1 íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ äëÿ x2 è y2, è òîãäà, åñëè y1
íå ó÷èòûâàòü, ñèñòåìà (8) ñòàíîâèòñÿ ïî ôîðìå ïîõîæåé íà ñèñòåìó (5) ñ x1 = θ. Ïðè
ε = 0 óðàâíåíèÿ äëÿ x2 è y2 èìåþò âèä ẋ2 = 2y2, ẏ2 = µ sinx2. Ýòà äâóìåðíàÿ ñèñòåìà
îïèñûâàåò äâèæåíèå �ìåäëåííîãî� ìàÿòíèêà, åå ôàçîâûé ïîðòðåò íà öèëèíäðå, åñëè
åãî ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü, � òàêîé êàê íà ðèñ. 5.

Ïóàíêàðå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíî ìàëûì ïî µ ïðè µ→ 0. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðåäóöèðîâàííîãî ïîòîêà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñåäëà
ðàâíû λ1,2 = ±

√
2µ. Ïðè ε = 0 ñåïàðàòðèñû ñåäëà O ïîïàðíî ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ

ãîìîêëèíè÷åñêóþ âîñüìåðêó. Ïðè ε ̸= 0 îíè ðàñùåïëÿþòñÿ. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, Ïó-
àíêàðå ñòðîèò óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé òî÷êè O â âèäå
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ðÿäîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

W s,u = W 0 + ws,u
1 ε+ ws,u

2 ε2 + ... (9)

Ïðè ýòîì îí ïîêàçûâàåò, ÷òî, âî ïåðâûõ, ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ, à, âî-âòîðûõ, ðàçíîñòü
δ1 = |ws

1 − wu
1 | ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî µ, èìåííî, max δ1 = exp(− π√

2µ
), ñì. òàêæå

çàìå÷àíèå 1.
×òî êàñàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, òî îíè îñòàâàëèñü óñòîé÷è-

âûìè è âïîëíå îòâå÷àëè íàáëþäåíèÿì çà ìàëûìè ïëàíåòàìè â íåáåñíîé ìåõàíèêå
� êàê ïèñàë Ïóàíêàðå: �... îñîáàÿ öåííîñòü ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííîé áðåøüþ, ÷åðåç êîòîðóþ ìû ìîãëè áû
ïîïûòàòüñÿ ïðîíèêíóòü â îáëàñòü, ñ÷èòàâøóþñÿ íåäîñòóïíîé.� [33], ò.1, ñòð. 75.

Â ýòîì ñìûñëå, ñåäëîâûå îðáèòû íåóñòîé÷èâû è êàê-áû �íåèíòåðåñíû�. Îäíàêî
Ïóàíêàðå ñäåëàë ôóíäàìåíòàëüíîå îòêðûòèå, ÷òî èõ èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ðèñ. 6: Èëëþñòðàöèÿ ñëîæíîñòè ãîìî-

êëèíè÷åñêîé �ôèãóðû� â ñëó÷àå äâóìåð-

íîãî îòîáðàæåíèÿ.

ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. È òîãäà, íàðÿäó ñ íåóñòîé÷è-
âîñòüþ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, âîç-
íèêàåò ìåõàíèçì âîçâðàùàåìîñòè ê íèì � ýòî òî,
÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ñâîéñòâîì äèíàìè-
÷åñêîãî õàîñà. Áîëåå òîãî, Ïóàíêàðå ðàññìàòðè-
âàë ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé â êà÷åñòâå âàæíîãî êðèòåðèÿ íåèíòå-
ãðèðóåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ñóùåñòâåí-
íûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ
ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ.

Âîçìîæíî èç-çà òîãî, ÷òî Ïóàíêàðå áîëüøå
èíòåðåñîâàëè âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ
íåáåñíîé ìåõàíèêè, ó íåãî ïðàêòè÷åñêè íå áû-
ëî ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, êðîìå îäíîãî: îí ïîêà-
çàë, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îäíà ãðóáàÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, òî èõ ñóùåñòâóåò òàêæå åùå
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå Ïóàíêàðå
âûâîäèò èç òîãî ôàêòà, ÷òî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé ïåðè-
îäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè (ýòî ïîíÿòèå îí ñàì
è ââåë â òåîðèþ), à ïîýòîìó â ñâîåì ïåðåñå÷åíèè îíè äîëæíû íåîáõîäèìî îáðàçîâû-
âàòü âåñüìà íåòðèâèàëüíóþ, çàïóòàííóþ �ôèãóðó�, ñì. ðèñ. 6, ïî ïîâîäó êîòîðîé îí
ïèñàë, [33], ò.2, ñ. 339 :

• �Åñëè ïîïûòàòüñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ ýòèìè äâóìÿ êðè-
âûìè è èõ áåñ÷èñëåííûìè ïåðåñå÷åíèÿìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
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äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, òî ýòè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò íå÷òî âðîäå
ðåøåòêè, òêàíè, ñåòè ñ áåñêîíå÷íî òåñíûìè ïåòëÿìè. Íè îäíà èç ýòèõ ïåòåëü íå
äîëæíà ïåðåñå÷ü ñàìî¼ ñåáÿ, íî îíà äîëæíà íàâèâàòüñÿ íà ñåáÿ î÷åíü ñëîæíûì
îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåñå÷ü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç âñå ïåòëè ñåòè. Ïîðàæàåøüñÿ
ñëîæíîñòè ýòîé ôèãóðû, êîòîðóþ ÿ äàæå íå ïûòàþñü èçîáðàçèòü.�

Ýòó âûðàçèòåëüíóþ öèòàòó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåôîðìàëüíîå, íî ãåîìåò-
ðè÷åñêè òî÷íîå, îïèñàíèå-îïðåäåëåíèå ãîìîêëèíè÷åñêîãî õàîñà.

Ðèñ. 7: (à) Ê ìåòîäó Áèðêãîôà: îêðåñòíîñòü òî÷êè O ðàññëàèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå,

êîòîðûå ïðîäîëæàþòñÿ çà ýòó îêðåñòíîñòü è èìåþò òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (âáëèçè ãîìîêëèíè÷å-

ñêîé òî÷êè), ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èç êîòîðûõ îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèì òî÷êàì. (b) Ïîäêîâà Ñìåéëà

â ãîìîêëèíè÷åñêîì ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè èòåðèðîâàíèè èñõîäíîé îêðåñòíîñòè Π, ñîäåðæà-

ùåé ñåäëî O è ãîìîêëèíè÷åñêóþ òî÷êó. (c) Ìåòîä Øèëüíèêîâà ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âñå îðáèòû

ìíîæåñòâà N : êàæäàÿ èç ýòèõ îðáèò îäíîçíà÷íî êîäèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé è åäèíèö:

ñèìâîë �0� ñîîòâåòñòâóåò èòåðàöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè U0 ñåäëà O îðáèòû, à �1� � îáõîäó èç U0 â

U0 ïî òðàåêòîðèÿì, áëèçêèì ê ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòå.

Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî áîëåå èëè ìåíåå äåòàëüíàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â
îêðåñòíîñòè ãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû Ïóàíêàðå îñòàâàëàñü íåèçâåñòíîé ôàê-
òè÷åñêè âïëîòü äî ñåðåäèíû 1960-õ ãîäîâ. Åäèíñòâåííûé ÷àñòíûé ðåçóëüòàò áûë ïî-
ëó÷åí Ä.Áèðêãîôîì â 1935 ã., êîòîðûé ïîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â ýòîé îêðåñòíîñòè â ñëó÷àå ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü äâóìåðíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé [34], ñì. ðèñ. 7a.
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Â 1965 ã. C. Ñìåéë [35] óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà (ïîäêîâû Ñìåéëà) â îêðåñòíîñòè ãðóáîé ãîìîêëèíèêè, ðèñ. 7(b). Â 1967
ãîäó Ë.Ï. Øèëüíèêîâ �çàêðûë� ïðîáëåìó, äàâ ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ìíîæå-
ñòâà N òðàåêòîðèé, öåëèêîì ëåæàùèõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé
îðáèòû Ïóàíêàðå. Â ÷àñòíîñòè, îí äîêàçàë [36], ÷òî

• ìíîæåñòâî N ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷íî è åãî òðàåêòîðèè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òðàåêòîðèÿìè òîïîëîãè÷åñêîé ñõåìû Áåðíóëëè èç
äâóõ ñèìâîëîâ, ñì. ðèñ. 7(c).

Îòìåòèì, ÷òî Øèëüíèêîâ ïåðâûì îäíîâðåìåííî ïîñòàâèë è ðåøèë çàäà÷ó ïîë-
íîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè âáëèçè ãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, òåì ñàìûì �äåìè-
ñòèôèöèðîâàâ� ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïóòàíèöó Ïóàíêàðå. Ñàì îí ñ÷èòàë ýòîò ðåçóëüòàò
ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì è íå óñòàâàë ïîâòîðÿòü, ÷òî ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà Ïóàí-
êàðå � ýòî �ýëåìåíòàðíûé êèðïè÷èê� õàîñà, ñì. òàêæå åãî îáçîð [37].

3 Êîíñåðâàòèâíûé õàîñ: îò Ïóàíêàðå äî íàøèõ äíåé

Êîíñåðâàòèâíûé õàîñ áûë îòêðûò â ôóíäàìåíòàëüíîì òðóäå Ïóàíêàðå �Î ïðîáëåìå
òðåõ òåë è îá óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè� [31], êîòîðûé åùå èìåíóþò �ïðèçîâûì ìåìóà-
ðîì�, ïîñêîëüêó îí áûë ïðåäñòàâëåí íà ìåæäóíàðîäíûé êîíêóðñ èìåíè øâåäñêîãî
êîðîëÿ Îñêàðà II íà ëó÷øåå ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå àêòóàëüíîé íàó÷íîé ïðî-
áëåìû (ñì. òàêæå � 6). Ýòîò ìåìóàð â äàëüíåéøåì âîøåë êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü â
ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä Ïóàíêàðå �Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè�. Â ýòîì ïîðà-
çèòåëüíîì ïî áîãàòñòâó èäåÿìè è ðåçóëüòàòàìè òðåõòîìíèêå Ïóàíêàðå ïî ñóùåñòâó
çàëîæèë îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â îñîáåííîñòè òåîðèè
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.6 À åãî îòêðûòèå ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ Ïóàíêàðå
ðàññìàòðèâàë â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êðèòåðèÿ èõ íåèíòåãðèðóåìîñòè) ïî ïðàâó ïðè-
ðàâíèâàåòñÿ ê îòêðûòèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà.

Êðîìå òîãî, Ïóàíêàðå â ñâîèõ �Íîâûõ ìåòîäàõ� ôàêòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàë íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà � ýòî òî, ÷òî ñåé÷àñ íà-
çûâàåòñÿ �÷óâñòâèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé� è �îãðàíè÷åííîñòü
ðåøåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå�. Â ðàññìîòðåííûõ Ïóàíêàðå ìîäåëÿõ íåáåñíîé

6Ýòîò êàïèòàëüíûé òðóä áûë ïåðåâåäåí íà ðóññêèé ÿçûê [33], è â àííîòàöèè ê èçäàíèþ áûëî
îòìå÷åíî: �Â �Íîâûõ ìåòîäàõ íåáåñíîé ìåõàíèêè� À. Ïóàíêàðå ðàçðàáîòàë òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîèë òåîðèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, èññëåäîâàë ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû,
âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèå ðÿäà äðóãèõ çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè, àñò-
ðîíîìèè. Ýòî ïðîèçâåäåíèå, ñòàâøåå êëàññè÷åñêèì, îêàçàëî áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òî÷íûõ
íàóê è íå ïîòåðÿëî ñâîåãî çíà÷åíèÿ è â íàøè äíè.�
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ìåõàíèêè îáà ýòè ñâîéñòâà äèíàìèêè âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóáûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è êîìïàêòíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà. Ãëàâíîé îñî-
áåííîñòüþ îòêðûòîãî Ïóàíêàðå êîíñåðâàòèâíîãî õàîñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çäåñü íàðÿäó
ñ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñîñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå ïî Ëÿïó-
íîâó ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà), êîòîðûå âîçìîæíî ïëîòíû â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ãèïîòåçà Ïóàíêàðå, íå äîêàçàííàÿ äî ñèõ ïîð).

Âàæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî åùå Àäàìàð â 1898 ã. [38] ïîêàçàë, ÷òî êîíñåðâàòèâ-
íûé õàîñ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ è â äðóãîé ôîðìå, áåç óñòîé÷èâûõ ïî Ëÿïóíîâó òðàåê-
òîðèé. Îí ïðèâåë ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû, ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà çàìêíóòîé ïîâåðõ-
íîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Àäàìàðó äëÿ ýòîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ �áèëüÿðä Àäàìàðà�, óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå åå òðàåêòîðèè íåóñòîé÷èâû.

Äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ ïðèìåðà Àäàìàðà, à ïî ñóùåñòâó íîâûå òåîðèè, áûëè
ïîëó÷åíû òîëüêî ëèøü â 60-70-õ ãîäàõ XX âåêà â ðàáîòàõ Ä.Â. Àíîñîâà, ß.Ã. Ñèíàÿ
è äð. Ó Àíîñîâà ýòî ïðèâåëî ê ñòàíîâëåíèþ è ðàçâèòèþ ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè, ò.å.
òåîðèè ãðóáûõ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì, à ó Ñèíàÿ � ê ðàçâèòèþ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè è
òåîðèè áèëüÿðäíûõ ñèñòåì.

Ñ ðàçâèòèåì èäåé Ïóàíêàðå î êîíñåðâàòèâíîì õàîñå â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ,
áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì, ñâÿçàíî ñòàíîâëåíèå â 50-60-õ ãîäàõ çíàìåíèòîé ÊÀÌ-
òåîðèè � òåîðèè Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà, îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êî-
òîðûõ ÿâèëîñü òî, ÷òî á�îëüøåå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ òîðîâ (ôèíèòíûõ äâèæåíèé â
íåáåñíîé ìåõàíèêå) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ êîíñåðâàòèâíûõ âîçìóùåíèÿõ. ×òî ïðî-
èñõîäèò ñ äðóãèìè òîðàìè, áûëî òàêæå îáúÿñíåíî, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ çíàìåíè-
òîé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå7 è åå îáîáùåíèé. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ðåçîíàíñíûå òîðû ðàçðóøàþòñÿ è íà èõ ìåñòå âîçíèêàþò ðåçîíàíñíûå ñòðóêòó-
ðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé â îáùåì ñëó÷àå ãèðëÿíäû èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ñåäëîâîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïîâ (ïðè ýòîì, ÷òî áûëî ïîêàçàíî åùå Ïóàíêàðå, èí-
âàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäåë ðàñùåïëåíû, è ýòè ðàñùåïëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëû ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ èçó÷åíèåì êîíñåðâàòèâíîãî õàîñà, îñòà-
åòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé è ïîïóëÿðíîé.

7Ýòà òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: Ïóñòü äàíî ñîõðàíÿþùåå ïëîùàäè âçàèìîîäíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå ïëîñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè êîëüöà ñäâèãàþòñÿ

îòîáðàæåíèåì â ðàçíûå ñòîðîíû. Òîãäà ýòî îòîáðàæåíèå èìååò íå ìåíåå äâóõ íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê. Ïóàíêàðå íå óñïåë äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, íî ðàáîòó íà ýòó òåìó âñå æå îïóáëèêîâàë â 1912 ã.,
ñì. [39]. Îáúÿñíÿÿ ïðè÷èíó ýòîãî, îí ïèñàë: �Íèêîãäà äî ñèõ ïîð ÿ íå âûñòóïàë â ïå÷àòè ñ íàñòîëü-
êî íåçàêîí÷åííîé ðàáîòîé... Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíà÷åíèå ïðåäìåòà ñëèøêîì âåëèêî, à ñîâîêóïíîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëèøêîì çíà÷èòåëüíà, ÷òîáû ÿ ðåøèëñÿ áåñïîëåçíî çàáðîñèòü èõ.� Äî-
êàçàòåëüñòâî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå (êîòîðóþ íàçûâàþò òàêæå �ïîñëåäíåé òåîðåìîé
Ïóàíêàðå�) áûëî ïîëó÷åíî Áèðêãîôîì [40].
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4 Äèññèïàòèâíàÿ äèíàìèêà è õàîñ

Åñëè íå âäàâàòüñÿ â íåêîòîðûå äåòàëè, òî ãîä ðîæäåíèÿ äèññèïàòèâíîãî õàîñà ìîæíî
íàçâàòü îïðåäåëåííî � ýòî 1963, ãîä îïóáëèêîâàíèÿ çíàìåíèòîé ðàáîòû Ý. Ëîðåíöà
�Äåòåðìèíèðîâàííîå íåïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå� [41]. Â ýòîé ðàáîòå áûë íå òîëüêî
ïðèâåäåí ïðèìåð çíàìåíèòîãî àòòðàêòîðà òðåõìåðíîé ñèñòåìû, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà, íî òàêæå ôàêòè÷åñêè çàíîâî îòêðûòû óñëîâèÿ �÷óâñòâèòåëü-
íîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé� (èëè �ýôôåêò áàáî÷êè�, êàê åãî åùå íàçûâàë
Ëîðåíö) è �îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé�, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàáëþäåíèÿ õàîñà.8

Ðàáîòà Ëîðåíöà [41], êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, äîëãîå âðåìÿ íå áûëà èçâåñòíà ìàòå-
ìàòèêàì. Îäíàêî, êàê òîëüêî ìàòåìàòèêè î íåé óçíàëè, â êîðîòêîå âðåìÿ, â êîíöå
70-õ � íà÷àëå 80-õ, ïîÿâèëîñü áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò íà ýòó òåìó, ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè
èç ñáîðíèêà �Ñòðàííûå àòòðàêòîðû� [42], à òàêæå öèêë ðàáîò Àôðàéìîâè÷à, Áûêîâà
è Øèëüíèêîâà [43, 44, 45], â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëü-
òàòû ïî òåîðèè àòòðàêòîðîâ ëîðåíöåâñêîãî òèïà.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî àòòðàêòîð Ëîðåíöà ïîÿâèëñÿ êàê áû ñïîíòàííî � áåç êàêîé-
ëèáî îñîáîé ïðåäûñòîðèè.9 Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî âûãëÿäèò ñòðàííûì. Êàçàëîñü áû,
÷òî òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ïóàíêàðå è Àäàìàðà, à òàêæå èõ ãåíèàëüíûå èäåè
ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, äîëæíû áûëè çàäîëãî äî 60-õ ãîäîâ ñòèìóëèðîâàòü
óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ è ôèçèêîâ íà äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Îäíàêî
ýòîãî íå ïðîèçîøëî, ïî âèäèìîìó ïî äâóì îñíîâíûì ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ � ýòè èäåè
áûëè �ñëèøêîì ïèîíåðñêèìè�, è ê òîìó æå íè ó Ïóàíêàðå, íè ó Àäàìàðà íå áûëî, ÷òî
íàçûâàåòñÿ, ñâîèõ øêîë. Îíè áûëè, ïî ñóùåñòâó, ó÷åíûìè-îäèíî÷êàìè. Âî âòîðûõ,
èäåè äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà îòîøëè íà âòîðîé ïëàí ïîñëå îòêðûòèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Êàê ïèñàë Ä. Ðþýëü [47]: �Íîâàÿ ìåõàíèêà èçìåíèëà íàó÷íûå ïåðñïåêòèâû
ôèçèêîâ è çàáðàëà âñþ èõ ýíåðãèþ íà ìíîãî ëåò. Ïî÷åìó îíè äîëæíû áûëè ñòàðàòü-
ñÿ, íàïðèìåð, îáúÿñíèòü ñëó÷àéíîñòü ÷óâñòâèòåëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, êîãäà êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ââåëà íîâûé � áîëåå
ñóùåñòâåííûé èñòî÷íèê ñëó÷àéíîñòè è õàîòè÷íîñòè�.

Îäíàêî ðàçâèòèå íàóêè íèêîãäà íå ÿâëÿëîñü ïðÿìîëèíåéíûì è íåçàâèñèìûì îò
äîñòèæåíèé ïðåäøåñòâåííèêîâ (íåêîòîðûå èç òàêèõ äîñòèæåíèé, ïðàâäà, èíîãäà çà-

8Êàê ïèñàë Ý.Ëîðåíö â ðåçþìå ê ñâîåé ñòàòüå [41]: �Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè ðåøå-
íèÿìè óñòàíîâëåíî, ÷òî íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáû÷íî íåóñòîé÷èâû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðåøåíèÿ
ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîãóò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ�. Èçâåñòåí
òàêæå åãî çàìå÷àòåëüíûé àôîðèçì-îïðåäåëåíèå: �Äèíàìè÷åñêèé õàîñ: êîãäà íàñòîÿùåå îïðåäåëÿåò
áóäóùåå, íî ïðèáëèçèòåëüíîå íàñòîÿùåå íå îïðåäåëÿåò åãî äàæå ïðèáëèçèòåëüíî�.

9Åñëè íå ñ÷èòàòü òîãî, ÷òî ñàìà ìîäåëü Ëîðåíöà, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé òðåõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áûëà ïîëó÷åíà êàê ñèëüíîå óïðîùåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íî-àìïëèòóäíîé êîíâåêöèè â ñëîå æèäêîñòè, ïîäîãðåâàåìîé
ñíèçó (ýêñïåðèìåíò Ðåëëåÿ [46]).
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áûâàþòñÿ è ïåðåîòêðûâàþòñÿ çàíîâî). Â 20-30-õ ãîäàõ XX âåêà, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì
ðàäèîòåõíèêè, ñòàëè âåñüìà àêòóàëüíûìè çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ À.À. Àíäðîíîâà � ýòî �òàêèå êî-
ëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ìîæåò
îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé è îïðåäåëÿåòñÿ íå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à ñâîéñòâàìè ñàìîé ñèñòåìû�
[48], c.221. È çäåñü ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì, ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó ôèçèêîé
è ìàòåìàòèêîé, ñòàëî îòêðûòèå Àíäðîíîâà òîãî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîì àâ-
òîêîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû Ïóàíêàðå [49]. Â ñâÿçè ñ ýòîé
ïàðàäèãìîé, èì áûëà ïîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè áèôóðêà-
öèîííûõ ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â àâòîíîìíûõ
ñèñòåìàõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàê èçâåñòíî, ýòî ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííîìó ðàçâèòèþ è
ïðîäâèæåíèþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè è òåîðèè áèôóðêàöèé äâóìåðíûõ ñèñòåì íà ïëîñ-
êîñòè [50, 51] â ðàáîòàõ íèæåãîðîäñêîé (ãîðüêîâñêîé) øêîëû Àíäðîíîâà ïî íåëèíåé-
íîé äèíàìèêå.10

Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ ðàáîòàõ áûëè èçó÷åíû âñå îñíîâíûå, êîðàçìåðíîñòè 1, áè-
ôóðêàöèè, ïðèâîäÿùèå ê (óñòîé÷èâûì) ïðåäåëüíûì öèêëàì: áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ òèïà ñëîæíûé ôîêóñ (æåñòêàÿ è ìÿãêàÿ áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà),
áèôóðêàöèè íåãðóáûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ èç ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåòåëü ñåäëà è ñåäëî-óçëà. Ïîñëåäíÿÿ áèôóðêàöèÿ áûëà
îòêðûòà â ðàáîòå Àíäðîíîâà è Âèòòà [52] âåñüìà íåîáû÷íûì ñïîñîáîì. Îíà áûëà
�óâèäåíà� ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé11 â óðàâíåíèè Âàí äåð
Ïîëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì

ẍ+ µ(x2 − 1)ẋ+ ω2
0x = µA sinωt

âáëèçè 1:1 ðåçîíàíñà, ò.å. êîãäà ω = ω0. Çäåñü â óñðåäíåííîé äâóìåðíîé ñèñòåìå áûëà
íàéäåíà çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç êîíòèíóóìà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîãëè ëèáî ñîâñåì èñ÷åçíóòü, ëèáî îñòàòüñÿ òîëüêî äâà.
Àíäðîíîâ è Âèòò äîãàäàëèñü, ÷òî ïðîñòåéøèì, êîðàçìåðíîñòè 1, àíàëîãîì òàêîé
áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåäëî-óçëà.

×òî êàñàåòñÿ äèññèïàòèâíîãî õàîñà, òî îí áûë, íàîáîðîò, ñíà÷àëà �óñëûøàí�. Â
1927 ã. Âàí äåð Ïîëü è Âàí äåð Ìàðê [54] îïóáëèêîâàëè ñâîè ðåçóëüòàòû ïî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ãåíåðàòîðà ñ íåîíîâîé ëàìïîé, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä

10Ïðè ýòîì àâòîðû [50, 51] îòìå÷àëè îãðîìíóþ ðîëü ïèîíåðñêèõ ðàáîò Ïóàíêàðå, â ÷àñòíîñòè,
åãî ìåìóàðà [53] â ñòàíîâëåíèè ýòîé òåîðèè: �Âïåðâûå çàäà÷à êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íåòðèâèàëüíûõ ñâîèõ àñïåêòàõ ñ ïîëíîé îò÷åòëèâîñòüþ áûëà ïîñòàâëåíà
Ïóàíêàðå (â êîíöå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ�, [50], ñ. 15.

11Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî àâòîêîëåáàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò äâóõ äðóãèõ èçâåñòíûõ â ôèçèêå êîëåáàíèé:
ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ. Ñâîéñòâà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, à âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé � îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ñèñòåìó.
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âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ïðè ýòîì îíè íàïèñàëè ñëåäóþùåå: �×àñòî â
òåëåôîííîé òðóáêå ñëûøåí ïåðåõîäíûé øóì, ïðåæäå ÷åì ÷àñòîòà ïåðåñêàêèâàåò íà
ñëåäóþùåå áîëåå íèçêîå çíà÷åíèå. Îäíàêî ýòî âòîðîñòåïåííîå ÿâëåíèå, ãëàâíûé ýô-
ôåêò çàêëþ÷àåòñÿ â ðåãóëÿðíîì äåëåíèè ÷àñòîòû�. À ýòî îçíà÷àëî, ÷òî îíè �ñëóøàëè�
äâà ðàçíûõ ðåæèìà: ðåæèì ñîñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè (÷àñòî î÷åíü áîëüøèìè, â ýêñïåðèìåíòàõ îíè áûëè â 100-200
ðàç áîëüøå, ÷åì ïåðèîä âíåøíåé ñèëû), à òàêæå ðåæèì ñëîæíîé äèíàìèêè (õîòü
è îöåíåííûé èìè êàê âòîðîñòåïåííûé ýôôåêò). Ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî îíè
îáíàðóæèëè äèíàìè÷åñêèé õàîñ, à ñêîðåå âñåãî, ñòðàííûé àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé
â ðåçóëüòàòå ðàçðóøåíèÿ äâóìåðíîãî ðåçîíàíñíîãî òîðà [55].

Ðàáîòà [54] áûëà ñêîðåå �ñïîíòàííîé� â öèêëå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êîëåáàíèÿì.
Äðóãàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè àíãëèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ì. Êàðòðàéò è Äæ.
Ëèòòëâóäà [56], â êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè öåëåíàïðàâëåííî áûë îáíàðóæåí äåòåðìèíè-
ðîâàííûé õàîñ, îêàçàëà áîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå íåëèíåéíîé äèíà-
ìèêè. Ýòà ðàáîòà áûëà îïóáëèêîâàíà â 1945 ãîäó, è áûëà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ïåðèî-
äè÷åñêè âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ

ÿ − k(1− y2)ẏ + y = bλk cos(λt+ a) (10)

ïðè áîëüøèõ k, ò.å. ïðè áîëüøîì òðåíèè è áîëüøîé àìïëèòóäå âíåøíåé ñèëû. Ïðè
ýòîì áûëî îòêðûòî, ÷òî òðåõìåðíàÿ äèññèïàòèâíàÿ ìîäåëü ìîæåò èìåòü ñ÷åòíîå
÷èñëî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è êîíòèíóóì àïåðèîäè÷åñêèõ. Â ÷àñòíî-
ñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â óðàâíåíèè (10), ïîìèìî äâóõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, ñóùåñòâóåò òàêæå íåòðèâèàëüíîå ìíîæåñòâî, äîïóñêàþùåå îïèñàíèå â
òåðìèíàõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè.

B 1949 ã. Í. Ëåâèíñîí [57] äàë îáúÿñíåíèå ýòèì ðåçóëüòàòàì íà ïðèìåðå áîëåå
ïðîñòîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

εẍ+ ϕ(x)ẋ+ εx = b sin t, (11)

ãäå ε > 0 � ìàëàÿ êîíñòàíòà è ϕ(x) = 1 ïðè |x| > 1, ϕ(x) = −1 ïðè |x| < 1. Ëå-
âèíñîí ïîêàçàë, ÷òî â óðàâíåíèè (11) ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå òîìó, ÷òî áûëî ó Êàðòðàéò è Ëèòòëâóäà, îäíàêî îí ñïåöèàëüíî îòìåòèë (è
äàæå èñïîëüçîâàë ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ) òîò ôàêò,÷òî ýòî ìíîæåñòâî â îòîáðàæå-
íèè Ïóàíêàðå çà ïåðèîä ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Òåì íå ìåíåå, ðàáîòû
Êàðòðàéò, Ëèòòëâóäà è äàæå Ëåâèíñîíà ïî-âèäèìîìó áûëè ñëèøêîì ñëîæíûìè äëÿ
ìàòåìàòèêîâ òîãî âðåìåíè,12 è ïîíàäîáèëñÿ ãåíèé Ñ. Ñìåéëà, ÷òîáû íàïîëíèòü èõ
ãåîìåòðè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì è íå òîëüêî.

12Âïîñëåäñòâèè óðàâíåíèå Ëåâèíñîíà áûëî äåòàëüíî èçó÷åíî â ðàáîòàõ À.Â. Îñèïîâà [58, 59, 60], â
êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ëåâèíñîíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ìû íå çíàåì, ïîëó÷åíû ëè ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå ñëîæíîãî óðàâíåíèÿ
(10) Êàðòðàéò è Ëèòòëâóäà.
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Ê 1960-ì ãîäàì Ñ. Ñìåéë áûë óæå õîðîøî èçâåñòåí â ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå, áëà-
ãîäàðÿ åãî âûäàþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì â òîïîëîãèè.13 Îäíîé èç åãî ïåðâûõ ðàáîò ïî
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì áûëà ñòàòüÿ [64], â êîòîðîé îí âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
ãðóáûå ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, êîòîðûå áûëè íàçâàíû âïîñëåäñòâèè ñèñòåìà-
ìè Ìîðñà-Ñìåéëà, ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïî ýòîìó
ïîâîäó Ñìåéë ïîçäíåå âñïîìèíàë [65]: �Â òî âðåìÿ, êàê òîïîëîã, ÿ ãîðäèëñÿ ñòàòüåé,
êîòîðóþ ÿ òîëüêî ÷òî îïóáëèêîâàë ïî äèíàìèêå. ß áûë âîñõèùåí ãèïîòåçîé â ýòîé
ñòàòüå, ñëåäñòâèåì êîòîðîé áûëî òî, ÷òî (â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè) ¾õàîñà íå
ñóùåñòâóåò¿!�. Îäíàêî âñêîðå îí ïîëó÷èë ïèñüìî îò Ëåâèíñîíà, î òîì, ÷òî ãèïîòå-
çà ñêîðåå âñåãî íåâåðíà. Êîãäà Ñìåéë îçíàêîìèëñÿ ñ ðàáîòîé Ëåâèíñîíà, â êîòîðîé
áûëè îäíè ôîðìóëû, îí ïîïûòàëñÿ ïåðåâåñòè åå �íà ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê�.14 Â ðå-
çóëüòàòå áûëà îòêðûòà ïîäêîâà Ñìåéëà. Ýòî îòêðûòèå áûëî ñäåëàíî â 1960 ã., êîãäà
Ñìåéë áûë íà ñòàæèðîâêå (êàê ïîñòäîê) â Ðèî äå Æàíåéðî, â òîëüêî ÷òî îñíîâàííîì
Èíñòèòóòå ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (IMPA) � êàê îí ñàì ïèñàë �ìîÿ ëó÷øàÿ
ðàáîòà áûëà ñäåëàíà íà ïëÿæàõ Ðèî�.

Â 1961 ãîäó Ñìåéë îáíàðîäîâàë [61] ñâîé çíàìåíèòûé ïðèìåð ïîäêîâû Ñìåéëà �
äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ íåòðèâèàëüíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, íà Ìåæ-
äóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî íåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì â Êèåâå. Äîêëàä Ñìåéëà ïðîèç-
âåë áîëüøîå âïå÷àòëåíèå íà ìíîãèõ ó÷àñòíèêîâ ñèìïîçèóìà.15 Ñ ýòîãî ìîìåíòà, êàê
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, è íà÷àëàñü ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðàâäà, ñàìîãî òåðìèíà �äèíàìè÷åñêèé õàîñ� â òî âðåìÿ åùå íå ñó-
ùåñòâîâàëî. Îí ïîÿâèëñÿ è ñòàë ïîïóëÿðíûì ïîñëå îïóáëèêîâàííîé â 1975 ñòàòüè
Ëè è Éîðêà [66] ñî çâó÷íûì íàçâàíèåì �Period Three Implies Chaos�. Íóæíî ñêà-
çàòü, îäíàêî, ÷òî ãîäîì ðàíåå ñëîâî �õàîñ� ïîÿâèëîñü â íàçâàíèè ñòàòüè Ðîáåðòà
Ìýÿ [67] �Biological Populations with Nonoverlapping Generations: Stable Points, Stable

13Â 1958 ãîäó Ñìåéë ïðîèçâåë ñåíñàöèþ â äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè, îòêðûâ âîçìîæíîñòü
�âûâîðà÷èâàíèÿ íàèçíàíêó� ñôåðû â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [62], âïîñëåäñòâèè íàçâàííîé ïàðà-
äîêñîì Ñìåéëà. Îí òàêæå äîêàçàë îáîáùåííóþ ãèïîòåçó Ïóàíêàðå äëÿ n-ìåðíîé ñôåðû ïðè n ≥ 5
[63]. Çà ýòè òîïîëîãè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ñìåéë ïîëó÷èë â 1966 ãîäó Ôèëäñîâñêóþ ïðåìèþ � âûñøóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ íàãðàäó äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ.

14Êàê ñàì Ñìåéë ïèñàë â çàìå÷àòåëüíîé ïî ñòèëþ è ñîäåðæàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé íîâåëëå ñ íà-
çâàíèåì �Finding a Horseshoe on the Beaches of Rio� [65]: �ß ðàáîòàë äíè è íî÷è, ïûòàÿñü îòâåòèòü
íà âûçîâ ìîèì óáåæäåíèÿì, áðîøåííûé ýòèì ïèñüìîì. Ïðåæäå âñåãî áûëî íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè
àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ Ëåâèíñîíà íà ìîé ñîáñòâåííûé ñïîñîá äóìàòü ãåîìåòðè÷åñêè.�

15Ïî âîñïîìèíàíèÿì Ä.Â. Àíîñîâà [70]: �Êèåâëÿíå èçäàëè ê íà÷àëó êîíôåðåíöèè òåçèñû ðÿäà äî-
êëàäîâ â âèäå îòäåëüíûõ áðîøþðîê, ïðè÷åì òåçèñû èíîñòðàíöåâ áûëè ïåðåâåäåíû íà ðóññêèé ÿçûê.
È âîò, ñòîÿ â î÷åðåäè ðåãèñòðèðóþùèõñÿ ó÷àñòíèêîâ è çàãëÿäûâàÿ ÷åðåç ïëå÷è âïåðåä, ÿ ïðî÷èòàë
íàçâàíèå îäíîé èç íèõ: Ñ. Ñìåéë �Ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåðåíöèðóåìûé ãîìåîìîðôèçì ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê�. Â ýòîò ìîìåíò ìèð äëÿ ìåíÿ ïåðåâåðíóëñÿ, è íà÷àëàñü
íîâàÿ æèçíü.�
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Cycles, and Chaos�, â êîòîðîé àâòîð ïèøåò, ÷òî òåðìèí �õàîòè÷åñêèé� áûë ïðèäó-
ìàí Äæåéìñîì Éîðêîì. Èíòåðåñíî, ÷òî òåðìèí �õàîòè÷åñêèé�(ïðàâäà, ïðèìåíè-
òåëüíî ê äâèæåíèþ æèäêîñòè) áûë èñïîëüçîâàí åùå â çíàìåíèòîé ðàáîòå Ðþýëÿ
è Òàêåíñà [12], îïóáëèêîâàííîé â 1970. Ïðè ýòîì ñëîâî �õàîòè÷åñêèé� âñòðå÷àåòñÿ
ó íèõ äâà ðàçà, òîãäà êàê �ñòðàííûé àòòðàêòîð� � ïÿòü ðàç.

Ïîäêîâà Ñìåéëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé. Ýòîò ïðèìåð, êàê ïèøåò ñàì Ñìåéë, áûë îòâåòîì
íà âîïðîñ Àíäðîíîâà î ñóùåñòâîâàíèè ãðóáûõ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðàâäà, �ïîäêîâà� ýòî åùå íå àòòðàêòîð, íî ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû íå çàñòàâèëè ñåáÿ æäàòü. Âñêîðå áûë ïðèäóìàí ðÿä ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ íåòðèâèàëüíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè: àòòðàêòîð
Ñìåéëà-Âèëüÿìñà, àòòðàêòîð Àíîñîâà, àòòðàêòîð Ïëûêèíà è äð., ñì., íàïðèìåð, [68].

Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû î÷åíü äîëãîå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ÷èñòî ìà-
òåìàòè÷åñêèé îáúåêò, òàê êàê íå âñòðå÷àëèñü â ìîäåëÿõ åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü ïîñëå ðàáîòû Òóðàåâà è Øèëüíèêîâà [69], â êîòî-
ðîé áûëè îïèñàíû ïðîñòûå áèôóðêàöèè, ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, à ãëàâíîå, ïîñëå ðàáîò Ñ.Ï. Êóçíåöîâà, ñì. [68], â
êîòîðûõ îí îáíàðóæèë íåòðèâèàëüíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ðÿäå ðàäèî-
ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Îäíàêî, â öåëîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ïðèëîæå-
íèÿõ êàçàëàñü âåñüìà òðóäíîé è, ïî-íà÷àëó, áåñïåðñïåêòèâíîé16. Òåì áîëåå, ÷òî â
íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ñòàëî àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ èññëåäîâàíè-
ÿìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè è åå ïðèëîæåíèé äëÿ íîâûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå
áûëè íàçâàíû â ðàáîòå Ðþýëÿ è Òàêåíñà [12] �ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè�. Ýòà ðàáîòà
âûçâàëà â ñâîå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ ó ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ, òàê êàê ïîêà-
çàëà, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûé ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ñöåíàðèé Ëàíäàó-Õîïôà [71, 72]
âîçíèêíîâåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè â ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè äîáàâëåíèÿ ÷àñòîò
ìîæåò ëåãêî ïðåðûâàòüñÿ è ïðèâîäèòü ê õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå óæå ïðè ïîÿâëåíèè
÷åòâåðòîé ÷àñòîòû � â [12] ýòî äîêàçàíî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïîñòî-
ÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òîðå T k ïðè k ≥ 4.17 Òåì ñàìûì â [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
äèíàìè÷åñêèé õàîñ (ñòðàííûå àòòðàêòîðû) ìîæåò âîçíèêàòü óæå ó êîíå÷íîìåðíûõ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

16Êàê ïèñàë Àíîñîâ [70]: �Òàêîå âïå÷àòëåíèå, áóäòî Ãîñïîäü Áîã ïðåäïî÷èòàåò ïîéòè íà íåêî-
òîðîå îñëàáëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè, íåæåëè âîçèòüñÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà òîïîëîãèþ àòòðàêòîðà,
âîçíèêàþùåãî ïðè åãî íàñòîÿùåé (ïîëíîé è ðàâíîìåðíîé) ãèïåðáîëè÷íîñòè îáðàçöà 60-õ ãîäîâ.�

17Â ðàáîòå Íüþõàóñà, Ðþýëÿ è Òàêåíñà [73] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò
ìåñòî è íà òðåõìåðíîì òîðå, ïðè k = 3. Â ðàáîòàõ Àôðàéìîâè÷à è Øèëüíèêîâà [74, 75, 55] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ñòðàííûå àòòðàêòîðû ìîãóò âîçíèêàòü è ïðè ðàçðóøåíèè äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ
òîðîâ.
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5 Còðàííûå àòòðàêòîðû, ãëîáàëüíûå áèôóðêàöèè è

ñìåøàííàÿ äèíàìèêà

Âñå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿ ñòðàííûå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ìîæíî ðàçäåëèòü íà 4 òèïà:

1) ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû;

2) ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû (àòòðàêòîðû ëîðåíöåâñêîãî òèïà);

3) ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå äèêèå àòòðàêòîðû (èõ èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû ïîêàçà-
íû íà ðèñ. 8);

4) êâàçèàòòðàêòîðû.

Àòòðàêòîðû ïåðâûõ òðåõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ íàñòîÿùèìè àòòðàêòîðàìè, òàê êàê
ñîõðàíÿþò ñâîþ õàîòè÷íîñòü ïðè âñåõ ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïðè ýòîì ïñåâäîãèïåð-
áîëè÷åñêèå äèêèå àòòðàêòîðû, òåîðèÿ êîòîðûõ áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå Òóðàåâà è
Øèëüíèêîâà [76], äîïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ. Ïðèìåðîâ òàêèõ àòòðàêòî-
ðîâ èçâåñòíî ïîêà íå òàê óæ ìíîãî. Ïðàêòè÷åñêè âñå îíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Íà
ðèñ. 8(a)�(d) ïîêàçàíû ïðèìåðû äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé,
à íà ðèñ. 8(e) ïîêàçàí ïðèìåð äèêîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà ÷åòûðåõìåðíîãî ïî-
òîêà (îí ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé-
÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì). Àòòðàêòîðû ðèñ. 8(a)�(c) èìåþò ñâîè àíàëîãè (ñèíãóëÿðíî-
ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû) â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ � ñîîòâåòñòâåííî àò-
òðàêòîð Ëîðåíöà, ãåòåðîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð Ëîðåíöà [77] è ñäâîåííûé àòòðàêòîð
Ëîðåíöà [78] (ñ îäíèì, äâóìÿ è òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ). Ó äèñêðåòíîãî âîñü-
ìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà 8(d) âîîáùå íåò ïîòîêîâîãî àíàëîãà (åñëè íå ñ÷èòàòü àíàëîãîì
ïðîñòîé àòòðàêòîð òèïà ãîìîêëèíè÷åñêîé âîñüìåðêè ñåäëà).

Îäíàêî ñòðàííûå àòòðàêòîðû ïåðâûõ òðåõ òèïîâ íå ñëèøêîì ÷àñòî âñòðå÷àþò-
ñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Âîçìîæíî ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèñòåìû ñ òàêèìè àòòðàêòî-
ðàìè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì æåñòêèì óñëîâèÿì âî âñåõ òî÷êàõ ïî-
ãëîùàþùåé îáëàñòè. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ � ýòî óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé
ãèïåðáîëè÷íîñòè, êîòîðûå, äëÿ ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, íàðóøà-
þòñÿ òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (â ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ), è êîòîðûå, äëÿ äëÿ
ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, îñëàáëÿþòñÿ äî óñëîâèé ðàñòÿæåíèÿ îáúåìîâ
íà öåíòðàëüíî-íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ âñåõ òî÷åê [76, 79].

Âñåãî ýòîãî íå òðåáóåòñÿ â ñëó÷àå êâàçèàòòðàêòîðîâ, ïîýòîìó ñîâåðøåííî íå ñëó-
÷àéíî òî, ÷òî îíè ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Ïîíÿòèå êâàçèàòòðàêòîðà
áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Àôðàéìîâè÷à è Øèëüíèêîâà [85] äëÿ îáîçíà÷åíèÿ øèðîêî-
ãî êëàññà àòòðàêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñòðàííûìè �íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè�.
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Ðèñ. 8: Ïðèìåðû ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ: (a) äèñêðåòíûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, [80, 81, 82, 77];

(b) äèñêðåòíûé ãåòåðîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, [77]; (ñ) ñäâîåííûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, [78];

(d) äèñêðåòíûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð, [83]; (e) äèêèé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, [84].

Òàêèå àòòðàêòîðû, ïî îïðåäåëåíèþ, ëèáî ñàìè, ëèáî ñêîëü óãîäíî áëèçêèå, ñîäåð-
æàò ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè ñ ÷ðåçâû÷àéíî óçêèìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ. Òàê ÷òî ýòè
ñòîêè ñòàíîâÿòñÿ ñîâåðøåííî íåçàìåòíûìè â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, è àòòðàêòîð
âûãëÿäèò õàîòè÷åñêèì.

Îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ êâàçèàòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð â
êâàäðàòè÷íîì îòîáðàæåíèè

T : x̄ = 1 + y + ax2, ȳ = bx,

êîòîðîå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [86] ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà è àñòðîíîìà Ìèøåëÿ
Ýíî. Îí îáíàðóæèë ñòðàííûé àòòðàêòîð â ýòîì îòîáðàæåíèè ïðè a = 1.4, b = 0.3.

Äî ñèõ ïîð òî÷íî (ìàòåìàòè÷åñêè) íåèçâåñòíî ÿâëÿåòñÿ ëè àòòðàêòîð ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ õàîòè÷åñêèì. Îäíàêî â ðàáîòå [87] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýêñòðå-
ìàëüíî áëèçêî ê êëàññè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ a = 1.4; b = 0.3 (íà ðàññòîÿíèè
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∼ 10−22)) ó îòîáðàæåíèÿ Ýíî ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ïåðèîäà 115, îáëàñòü
ïðèòÿæåíèÿ êîòîðîé èìååò øèðèíó ∼ 10−51. Êîíå÷íî, òàêóþ òðàåêòîðèþ íåâîçìîæ-
íî èäåíòèôèöèðîâàòü ñòàíäàðòíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì êâàçèàòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò äèññèïàòèâíûì îáëàñòÿì Íüþõàóñà [88], ò.å. îòêðû-
òûì îáëàñòÿì â ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïëîòíû ñèñòåìû ñ
ãîìîêëèíè÷åñêèìè êàñàíèÿìè, à òàêæå ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïåðè-
îäè÷åñêèõ ñòîêîâ.

Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â ðÿäå ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, [88,
89, 90, 91], â êîòîðûõ áûëè òàêæå èçó÷åíû îñíîâíûå áèôóðêàöèè, ïðèâîäÿùèå ê
âîçíèêíîâåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ. Òàêèå áèôóðêàöèè � ýòî áèôóðêàöèè ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ êàñàíèé ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû
âûñòóïàþò åùå è êàê êðèòåðèè òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå àòòðàêòîðû ÿâëÿþòñÿ êâà-
çèàòòðàêòîðàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäòâåðæäàþò èçâåñòíûé ýìïèðè÷åñêèé ôàêò
�íåíàáëþäàåìîñòè� ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ â (êâàçè)àòòðàêòîðàõ. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî è �îêíà óñòîé÷èâîñòè� (îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþ-
ùèõ ñóùåñòâîâàíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ), è áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ñòîêîâ ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè ïî âåëè÷èíå ïàðàìåòðà ðàñùåïëåíèÿ ãî-
ìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ [92, 93, 88, 94]. Â ýòîì ñìûñëå, ñèòóàöèÿ ñ àòòðàêòîðîì Ýíî,
ðàññìîòðåííàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ êâàçèàòòðàêòîðîâ.

Áèôóðêàöèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé áûëè âïåðâûå èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ãàâðèëî-
âà è Øèëüíèêîâà [92, 93], â êîòîðûõ áûëè ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå äèôôåîìîðôèç-
ìû (è òðåõìåðíûå ïîòîêè). Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñõîäíûé äèôôåîìîðôèçì èìååò
ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó O ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè λ è γ, ãäå 0 < |λ| < 1 < |γ|,
è êðîìå òîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(O) è W s(O) òî÷êè O èìåþò êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå â
òî÷êàõ íåêîòîðîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γ0, ðèñ. 9a. Çäåñü âàæíóþ ðîëü èã-
ðàåò ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ = |λ||γ|. Òàê â [93] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè σ < 1 ïðè ðàñ-
ùåïëåíèè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ ðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè, à ïðè σ > 1
� ïåðèîäè÷åñêèå èñòî÷íèêè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, êàê áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [95], îáëàñòè Íüþõàóñà ñó-
ùåñòâóþò â ëþáîé îêðåñòíîñòè äâóìåðíîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì
êàñàíèåì. Ïðè ýòîì, åñëè σ < 1, â òàêèõ îáëàñòÿõ Íüþõàóñà áóäóò ïëîòíû äèôôåî-
ìîðôèçìû ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ, à åñëè σ > 1 � ñî ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Îòñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çà-
äà÷à î ñóùåñòâîâàíèè (àáñîëþòíûõ) îáëàñòåé Íüþõàóñà, â êîòîðûõ ñèñòåìû ìîãóò
èìåòü îäíîâðåìåííî è ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè, è ïåðèîäè÷åñêèå èñòî÷íèêè.

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [19], â êîòîðîé áûëè èçó÷åíû áèôóðêàöèè äâó-
ìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ íåãðóáûìè ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè êîíòóðàìè ñìåøàííî-
ãî òèïà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òàêîé êîíòóð èìååò äâå ñåäëîâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè
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Ðèñ. 9: Ïðèìåðû äâóìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ (a) ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì; (b) ñ íåãðóáûì

ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì.

O1 è O2 ñ ñåäëîâûìè âåëè÷èíàìè σ1 < 1 è σ2 > 1, êðîìå òîãî, ïàðà èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé W u(O1) è W s(O2) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êàõ íåêîòîðîé
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γ12, è åùå îäíà ïàðà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé
W u(O2) èW s(O1) êâàäðàòè÷íî êàñàþòñÿ â òî÷êàõ íåêîòîðîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè Γ21, ñì. ðèñ. 9b. Òàêîé ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð áûë âûáðàí èç ïðîñòûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: ïðè ðàñùåïëåíèè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ ìîæíî
ïîëó÷àòü êâàäðàòè÷íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ êàê ê òî÷êå O1, òàê è O2, è òîãäà,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè áèôóðêàöèÿõ ýòèõ êàñàíèé ìîãóò ðîæäàòüñÿ êàê óñòîé÷èâûå,
òàê è âïîëíå íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè. À äàëüøå äåëî ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåõíèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé â [19] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíûõ
îáëàñòåé Íüþõàóñà â ëþáîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ íåãðóáûìè
ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè êîíòóðàìè ñìåøàííîãî òèïà.

Êàê ìû ñåé÷àñ çíàåì, â ðàáîòå [19] áûëî îòêðûòî íîâîå äèíàìè÷åñêîå ÿâëåíèå,
íàçâàííîå âïîñëåäñòâèè ñìåøàííîé äèíàìèêîé. Êàê îêàçàëîñü, ó ýòîãî ÿâëåíèÿ ñó-
ùåñòâóåò äâà âçàèìíî ñâÿçàííûõ, íî ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ óðîâíÿ. Ïåðâûé, ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêèé, � ýòî íîâûé öèêë ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñâÿ-
çàííûé ñ ñóùåñòâîâàíèåì ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ èñêëþ÷èòåëüíîå
è ìàêñèìàëüíîå ðàçíîîáðàçèå äèíàìèêè, è ïîñòóëèðóåìûé â òàêèõ íîâûõ ïîíÿòè-
ÿõ, êàê àáñîëþòíûå îáëàñòè Íüþõàóñà è óëüòèìàòèâíî äèêèå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíî-
æåñòâà [27, 28], ñèñòåìû ñ óíèâåðñàëüíîé äèíàìèêîé [96], ñèñòåìû ñ ìàêñèìàëüíîé
ýôôåêòèâíîé è áèôóðêàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ [29] è ò.ï. Âòîðîé óðîâåíü � ýòî âñå
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òî, ÷òî ïðèâåëî ê îòêðûòèþ íîâîãî, òðåòüåãî, òèïà äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ �ñìåøàííîé äèíàìèêîé�. Âòîðîé óðîâåíü � ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé, è îí
âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè ïðîñòî ìàòåìàòèêè è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàáî-
òà [19] îòíîñèòñÿ, êîíå÷íî, ê ïåðâîìó óðîâíþ, íî â íåé áûëè ïîëó÷åíû ïðîðûâíûå
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ñîáñòâåííî è ïîçâîëèëè, ïî÷òè ÷åðåç 20 ëåò, ïåðåéòè íà âòîðîé
óðîâåíü. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî, â ðàáîòàõ [97, 98] óæå â ÿâíîì âèäå îáñóæäàëèñü ïðî-
áëåìû ñìåøàííîé äèíàìèêè êàê òðåòüåé ôîðìû äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Â ðàáîòå [98],
ñì. òàêæå [99], áûëî, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ñìåøàííàÿ äèíàìèêà íàáëþäàåòñÿ
â íåãîëîíîìíîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ. Ïî ñóòè ýòî áûëà ïåðâàÿ ìîäåëü èç ïðè-
ëîæåíèé, â êîòîðîé ýòîò òèï õàîñà áûë öåëåíàïðàâëåííî îáíàðóæåí è èññëåäîâàí.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñìåøàííîé äèíàìèêè áûëî äàíî â ðàáîòàõ [18] è [2].
Ïðè ýòîì â [18] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî îáðàòèìûå (ðåâåðñèâíûå) ñèñòåìû, à â [2]
òåîðèÿ ñìåøàííîé äèíàìèêè áûëà ïîñòðîåíà â ñàìîì îáùåì âèäå, äëÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîâ êîìïàêòíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íà îñíîâå áàçîâûõ ïîíÿòèé òîïîëîãè÷åñêîé
äèíàìèêè.

5.1 Ïðèìåð ñèñòåìû ñî ñìåøàííîé äèíàìèêîé

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî íåìàëî äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ îáíàðó-
æåíà ñìåøàííàÿ äèíàìèêà. Òàê, â ðàáîòå [25] ïðèâåäåí ñïèñîê èç 16 ðàáîò, â êîòîðûõ,
â îáùåé ñëîæíîñòè, ðàññìîòðåíî 14 ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñî ñìåøàííîé äèíàìèêîé. Â
áîëüøèíñòâå èç ýòèõ ìîäåëåé òàêîé òèï õàîñà áûë îáíàðóæåí ÷èñëåííî è, íàñêîëü-
êî ìû çíàåì, òîëüêî äëÿ îäíîé èç íèõ, èìåííî, äëÿ ìîäåëè Ïèêîâñêîãî-Òîïàæà 4-õ
ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ [100], ñóùåñòâîâàíèå ñìåøàííîé äèíàìèêè ñòðîãî
äîêàçàíî â ðàáîòå [101].

Ìîäåëü Ïèêîâñêîãî-Òîïàæà [100] èìååò ñëåäóþùèé âèä

ψ̇1 = 1− 2ε sinψ1 + ε sinψ2

ψ̇2 = 1− 2ε sinψ2 + ε sinψ1 + ε sinψ3

ψ̇3 = 1− 2ε sinψ3 + ε sinψ2.

(12)

Ñèñòåìà (12) îïèñûâàåò äèíàìèêó äëÿ ðàçíîñòè ôàç ψi = Ψi − Ψi+1 ÷åòûðåõ ñèì-
ìåòðè÷íî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðîòàòîðîâ Ψ̇k = ωk, k = 1, ..., 4, ñ ÷àñòîòàìè ωi

òàêèìè, ÷òî ωi − ωi+1 = 1, i = 1, 2, 3. Ñîîòâåòñòâåííî, ψi ∈ [0, 2π) � ýòî óãëîâûå
ïåðåìåííûå, è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû (12) ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé òîð T3. Â
óðàâíåíèè (12) êîýôôèöèåíò ε çàäàåò âåëè÷èíó íåëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ðîòàòîðà-
ìè. Ïðè ýòîì â ðàáîòå [100] âèä ñâÿçè áûë âûáðàí ñïåöèàëüíî òàêèì, ÷òîáû ñèñòåìà
(12) áûëà îáðàòèìîé: îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè t → −t è
çàìåíû êîîðäèíàò âèäà

h : ψ1 → π − ψ3 , ψ2 → π − ψ2 , ψ3 → π − ψ1, (13)

27



êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. h2 = id, â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî òîðà.
Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò

ξ =
ψ1 − ψ3

2 , η =
ψ1 + ψ3 − π

2 , ρ =
ψ1 + ψ3 − π

2 + ψ2 − π

è âðåìåíè tnew = (2+ε cos(ρ−η))t, ñèñòåìà (12) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä, ñì. [101],

ξ̇ =
2ε sin ξ sin η

2 + ε cos(ρ− η)

η̇ =
1− ε cos(ρ− η)− 2ε cos ξ cos η

2 + ε cos(ρ− η)
ρ̇ = 1

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå íåàâòîíîìíîé ïåðèî-
äè÷åñêîé ïî âðåìåíè (ñ ïåðèîäîì 2π) ñèñòåìû âèäà

ξ̇ =
2ε sin ξ sin η

2 + ε cos(t− η)

η̇ =
1− ε cos(t− η)− 2ε cos ξ cos η

2 + ε cos(t− η)

(14)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (14) êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïðè âñåõ ε < 2. Êðîìå òîãî,
îíà ñàìà, à òàêæå åå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå T = T2π, ò.å. îòîáðàæåíèå ñäâèãà ïî
òðàåêòîðèÿì çà ïåðèîä t = 2π, îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì ñèììåòðèé [101].

• Îòîáðàæåíèå T2π ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè

R : ξ → ξ, η → −η,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíâîëþöèè (13). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
T2π è åãî îáðàòíîå T

−1
2π ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ èíâîëþöèèR, ò.å. T−1

2π = R◦T2π◦R.

• Ñèñòåìà (14) è îòîáðàæåíèå T2π ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âèäà

σ : ξ → π − ξ, η → π + η. (15)

• Îòîáðàæåíèå T2π ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåîðèåíòèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ, èìåí-
íî, T2π = (T̃ )2, ãäå T̃ = σ ◦ Tπ è Tπ � îðèåíòèðóåìîå îòîáðàæåíèå ñäâèãà ïî
òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (14) çà ïîë-ïåðèîäà (t = π).18

18Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñèììåòðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ò.í. ñèììåòðèè ïî-
òîêà ïî ñäâèãó âðåìåíè (time-shift symmetry), ÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ â ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùåííûõ
àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ [102, 103, 104].
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Ïðè ε = 0 ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé è åå äèíàìèêà òðèâèàëüíà � ôàçî-
âîå ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Ñîîòâåòñòâåííî, äèíàìèêà
îòîáðàæåíèÿ T2π(ε) ïðè ε = 0 áóäåò ïîëíîñòüþ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé. Îäíàêî ïðè óâå-
ëè÷åíèè ε ó T2π(ε) íà÷èíàþò ïðîèñõîäèòü ìíîãî÷èñëåííûå áèôóðêàöèè, ñâÿçàííûå ñ
âîçíèêíîâåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïåðâîíà÷àëüíî î÷åíü áîëüøèõ ïåðèîäîâ,
çàòåì ýòè ïåðèîäû ïîñòåïåííî óìåíüøàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ïðîñëåäèòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèè.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå T2π îáðàòèìî, òî áîëüøîé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿþò áè-
ôóðêàöèè, ñâÿçàííûå ñ ðîæäåíèåì ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòî-
ðûå ïåðåñåêàþò ìíîæåñòâî Fix(R) : {η = 0}∪{η = π} íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè
R.

Â áèôóðêàöèîííûé ìîìåíò íåãðóáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
äâóìåðíîãî îðèåíòèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ T2π èìååò äâà ìóëüòèïëèêàòîðà, ðàâíûå
+1. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ Q îòîáðàæåíèÿ T èìååò ïåðèîä n, ò.å. T n(q) = q
äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Q, òî åå ìóëüòèïëèêàòîðû ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öû ëèíåàðèçàöèè DT n â òî÷êå q. Â ñëó÷àå îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé ñèììåòðè÷íûå
ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ðîæäàþòñÿ îáû÷íî â ðåçóëüòàòå ò.í. ïàðàáîëè÷åñêèõ áè-
ôóðêàöèé, èìåþùèõ òèï �0 → 2�, êîãäà èç íè÷åãî ó T n âîçíèêàåò ñèììåòðè÷íàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè (+1;+1), êîòîðàÿ çàòåì ðàñïàäàåòñÿ íà
äâå ñèììåòðè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè � ñåäëîâóþ è ýëëèïòè÷åñêóþ. Äëÿ íàøåé çà-
äà÷è òàêèå áèôóðêàöèè íå î÷åíü èíòåðåñíû, òàê êàê îíè â ãëàâíîì ïîðÿäêå ÿâëÿþòñÿ
êîíñåðâàòèâíûìè.

Ãîðàçäî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îáðàòèìûå áèôóðêàöèè òèïà �0 → 4�, êî-
òîðûå, êàê ïîêàçàíî [101], âñòðå÷àþòñÿ â ìîäåëè è ðàçðóøàþò åå êîíñåðâàòèâíîñòü.
Îíè ïîÿâëÿþòñÿ çäåñü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå T2π ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì íåîðèåíòèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ T̃ = σTπ. Ñîîòâåòñòâåííî, ó îòîáðàæåíèÿ T̃
ðîæäàþùèåñÿ ñèììåòðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè áóäóò èìåòü ìóëüòèïëèêàòîðû+1
è −1, à çíà÷èò, îíè ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ íà 4 òî÷êè � äâå èç êîòîðûõ îáðàçóþò ñèììåò-
ðè÷íûé (è êîíñåðâàòèâíûé) öèêë ïåðèîäà 2, à äâå äðóãèå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè
òî÷êàìè íåêîíñåðâàòèâíîãî òèïà. Ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ òàêèõ áèôóðêàöèé, íàçûâàåìûõ
îáðàòèìûìè áèôóðêàöèÿìè ïîòåðè ñèììåòðèè (symmetry-breaking bifurcations), áû-
ëà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [105, 106, 101]. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â
ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè +1 è −1 âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ íåâûðîæäåííûõ áèôóðêàöèé òèïà �0 → 4�. Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êà
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñèììåòðè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèå òî÷êè ïåðèîäà 2 è äâå íåñèììåò-
ðè÷íûå ñåäëîâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñ ÿêîáèàíàìè áîëüøå è ìåíüøå 1. Âî âòîðîì
ñëó÷àå òî÷êà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñèììåòðè÷íûå ñåäëîâûå òî÷êè ïåðèîäà 2 è äâå
íåñèììåòðè÷íûå íåïîäâèæíûå óñòîé÷èâóþ è íåóñòîé÷èâóþ òî÷êè (ñòîê è èñòî÷íèê).
Ñîîòâåòñòâåííî, ó êâàäðàòà íåîðèåíòèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ 4 íåïî-
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äâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî áèôóðêàöèè �0 → 4�
äîëæíû áûòü õàðàêòåðíûìè äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ T2π â ñëó-
÷àå íå÷åòíûõ ïåðèîäîâ n = 2m + 1, ò.å. êîãäà îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ
T 2m+1
2π = (T̃ 2)2m+1 = (T̃ 2m+1)2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåîðèåíòèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíûõ ïåðèîäîâ îòîáðàæåíèå T 2m

2π áóäåò êâàäðàòîì îðèåíòè-
ðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ T̃ 2m, è ïîýòîìó çäåñü, ñêîðåå âñåãî, äîëæíû ïðîèñõîäèòü ëèøü
êîíñåðâàòèâíûå ïàðàáîëè÷åñêèå áèôóðêàöèè.

Ðèñ. 10: (a) Îáðàçîâàíèå �ìàëîãî� ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà ïðè ε ≈ 0.46207. (b) Îáðàçîâàíèå

�áîëüøîãî� ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà ïðè ε ≈ 0.463.

Â ðàáîòå [101] áûëè èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè òèïà �0 → 4� ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ T2π â ñëó÷àå íå÷åòíûõ ïåðèîäîâ n ≤ 9 (äëÿ òî÷åê ïåðèîäîâ ≥ 11 ìî-
ìåíòû áèôóðêàöèé åùå ìîæíî áûëî íàéòè, íî èñêëþ÷èòåëüíàÿ ìàëîñòü ìàñøòàáîâ
íå ïîçâîëÿëà èññëåäîâàòü ÷òî-òî áîëüøåå).

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè, êîòîðûå ðàçðóøàþò êîíñåðâà-
òèâíîñòü, âåäóò òàêæå è ê ãëîáàëüíûì áèôóðêàöèÿì, ñâÿçàííûì ñ îáðàçîâàíèåì
íåãðóáûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ñìåøàííîãî òèïà (ñîäåðæàùèõ ñåäëà ñ ÿêî-
áèàíàìè áîëüøå è ìåíüøå 1), òàêèõ êàê íà ðèñ. 9b. Â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íûõ ñå-
äåë ïåðèîäà 3, ïðèìåðû òàêèõ êîíòóðîâ, íàéäåííûõ â [101] ÷èñëåííî, ïîêàçàíû íà
ðèñ. 10. Â ñèëó òåîðåì èç ðàáîò [19, 107], áèôóðêàöèè òàêèõ êîíòóðîâ ïðèâîäÿò ê
âîçíèêíîâåíèþ ñìåøàííîé äèíàìèêè � êîãäà ó ñèñòåìû ïîÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ, èñòî÷íèêîâ è ñåäåë, â ñîâîêóïíîñòè íåîòäåëèìûõ äðóã
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îò äðóãà. Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñìåøàííîé äèíàìèêè ïðè ε = 0.6 ïîêàçàí íà ðèñ. 11.

Ðèñ. 11: Ïðèìåð õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ìîäåëè Ïèêîâñêîãî-Òîïàæà ïðè ε = 0.6. Çäåñü ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì. Ïîäñ÷èòàíî 2 · 105 èòåðàöèé,
ïîñëåäíèå 105 èç íèõ ïîêàçàíû íà êàðòèíêàõ; (a) àòòðàêòîð � ðåçóëüòàò èòåðèðîâàíèÿ âïåðåä ïîêà-

çàí ñèíèìè òî÷êàìè; (b) ðåïåëëåð � ðåçóëüòàò èòåðèðîâàíèÿ íàçàä ïîêàçàí êðàñíûìè òî÷êàìè; (c)

ñìåøàííàÿ äèíàìèêà � ðåçóëüòàò èòåðèðîâàíèÿ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ: òî ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó

àòòðàêòîð ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåïåëëåðîì, ïîëó÷èëîñü â ôèîëåòîâûõ òîíàõ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå [101] âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñìåøàííîé äèíàìèêè â
ìîäåëè Ïèêîâñêîãî-Òîïàæà áûë èññëåäîâàí ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Áûë ïîäòâåðæäåí íå
òîëüêî ôàêò åå ñóùåñòâîâàíèÿ, íî è èññëåäîâàíû áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû åå
âîçíèêíîâåíèÿ, êàê ëîêàëüíûå, ðàçðóøàþùèå êîíñåðâàòèâíîñòü, òàê è ãëîáàëüíûå,
ðàñïðîñòðàíÿþùèå íåêîíñåðâàòèâíûå ýëåìåíòû äèíàìèêè (ïåðèîäè÷åñêèå ñòîêè è
èñòî÷íèêè, íàïðèìåð) äàëåêî ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó.

6 Ïðèëîæåíèå. Ïðåìèÿ Îñêàðà II è ãîìîêëèíè÷å-

ñêèå òðàåêòîðèè Ïóàíêàðå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìíèì âîçìîæíî íå âñåì èçâåñòíûå ôàêòû èñòîðèè îòêðû-
òèÿ Ïóàíêàðå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è, òåì ñàìûì, îòêðûòèÿ äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà. Â ñâîåì èçëîæåíèè ìû âî ìíîãîì îïèðàåìñÿ íà íåêîòîðûå ïóáëèêàöèè ïî ýòîé
òåìå [37, 108, 109, 110] è, â îñîáåííîñòè, íà ñòàòüþ Àíäåðñîíà [111], â êîòîðîé áûëè
èñïîëüçîâàíû àðõèâíûå ìàòåðèàëû.

Â 1882 ãîäó áûë îñíîâàí ïåðâûé â Ñêàíäèíàâèè ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë Acta
Mathematica, êîòîðûé äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóð-
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íàëîâ. Åãî ïîêðîâèòåëåì áûë øâåäñêèé êîðîëü Oñêàð II. Â 1884 ãîäó ñ öåëüþ ïðè-
âëå÷åíèÿ âíèìàíèÿ ê Acta Mathematica áûëà ó÷ðåæäåíà ìåæäóíàðîäíàÿ ïðåìèÿ
èìåíè Oñêàðà II, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïîîùðåíèÿ îòêðûòèé â ìàòåìàòèêå. Áûëî
îáðàçîâàíî æþðè êîíêóðñà èç òðåõ ÷åëîâåê. Ïðåäñåäàòåëåì æþðè ñòàë Ãóñòàâ (Ã¼-
ñòà) Ìèòòàã-Ëåôôëåð � ãëàâíûé ðåäàêòîð Acta Mathematica, à ÷ëåíàìè æþðè � äâà
�ïàòðèàðõà� ìàòåìàòèêè òîãî âðåìåíè Øàðëü Ýðìèò è Êàðë Âåéåðøòðàññ.

Æþðè ïðåäëîæèëî ÷åòûðå êîíêóðñíûõ òåìû. Ïåðâîé òåìîé áûëà çàäà÷à íåáåñíîé
ìåõàíèêè (äðóãèå òåìû áûëè ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå). Ðå÷ü øëà î âîçìîæíîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è n òåë â îòñóòñòâèå ñîóäàðåíèé â âèäå ðÿäîâ ïî êàêèì-ëèáî
èçâåñòíûì ôóíêöèÿì âðåìåíè. Ïðè÷åì áûëî äîáàâëåíî: �Íî åñëè áû ïðåäëîæåííóþ
ïðîáëåìó íåëüçÿ áûëî ðåøèòü â íàçíà÷åííûé ñðîê, òî ïðåìèþ ìîæíî áûëî áû ïðè-
ñóäèòü çà ðàáîòó, â êîòîðîé óêàçàííûì îáðàçîì áûëà áû ðàññìîòðåíà è ïîëíîñòüþ
ðåøåíà äðóãàÿ ïðîáëåìà ìåõàíèêè.�

Âñåãî íà êîíêóðñ ïîñòóïèëî 11 ðàáîò èç ðàçíûõ ñòðàí, â òîì ÷èñëå è ìåìóàð Ïó-
àíêàðå. Ðàäè îáúåêòèâíîñòè, à òàêæå â òðàäèöèÿõ òîãî âðåìåíè, ðàáîòû ïîäàâàëèñü
àíîíèìíî, ïîä äåâèçàìè. Â êà÷åñòâå äåâèçà è ýïèãðàôà Ïóàíêàðå âûáðàë ëàòèíñêîå
èçðå÷åíèå: �Nunquam praescriptos transbunt sidera �nes� (�Íèêîãäà íå ïåðåéäóò ñâå-
òèëà ïðåäïèñàííûõ ãðàíèö�).

Èòîãè êîíêóðñà áûëè îôèöèàëüíî îáúÿâëåíû 21 ÿíâàðÿ 1889 ã., â äåíü 60-ëåòèÿ
êîðîëÿ Øâåöèè Îñêàðà II. Ãëàâíûé ïðèç, çîëîòàÿ ìåäàëü ñ ïîðòðåòîì êîðîëÿ è ïî-
îùðèòåëüíàÿ ïðåìèÿ ðàçìåðîì â 2500 øâåäñêèõ êðîí, áûë ïðèñóæäåí äâóì ôðàíöóç-
ñêèì ìàòåìàòèêàì Ïîëþ Àïïåëþ è Àíðè Ïóàíêàðå çà èõ ìåìóàðû, ïðåäñòàâëåííûå
íà êîíêóðñ. Îñòàâàëîñü òîëüêî îïóáëèêîâàòü ýòè òðóäû...

Îäíàêî ýòîò ïðîöåññ â ñëó÷àå ðàáîòû Ïóàíêàðå îêàçàëñÿ íåïðîñòûì. Âåéåðøòðàñ-
ñó ïðèøëîñü âçÿòü íà ñåáÿ ðîëü îñíîâíîãî �ðåöåíçåíòà�. Â ñâîèõ ïèñüìàõ ê Ìèòòàã-
Ëåôôëåðó îí æàëóåòñÿ, ÷òî ðàáîòà Ïóàíêàðå î÷åíü ñëîæíàÿ. Ïîýòîìó ê ÷òåíèþ ðó-
êîïèñè Ïóàíêàðå ïðèñîåäèíÿåòñÿ åùå è ìîëîäîé ïîìîùíèê ðåäàêòîðà Acta Mathematica
Ëàðñ Ýäâàð Ôðàãìåí (Lars Edvard Phragm�en). Çàìå÷àíèé ìíîãî, è íåêîòîðûå èç íèõ
ñóùåñòâåííûå. Òåì íå ìåíåå Ïóàíêàðå ñêðóïóëåçíî è áûñòðî îòâå÷àåò íà âñå çàìå-
÷àíèÿ è âíîñèò ñîîòâåòñòâóþùèå èñïðàâëåíèÿ â ðóêîïèñü.

Äàòà ïóáëèêàöèè òðóäîâ íàçíà÷åíà íà ñåðåäèíó íîÿáðÿ 1889 ãîäà. Ìåæäó Ôðàã-
ìåíîì è Ïóàíêàðå ïðîõîäèë àêòèâíûé îáìåí ïèñüìàìè, çàêàí÷èâàþùèéñÿ ïèñüìîì
Ôðàãìåíà, îòïðàâëåííûì 16 ñåíòÿáðÿ. Íî â ýòîò ðàç îò Ïóàíêàðå äîëãî íå áûëî
îòâåòà. Çàòåì 30 íîÿáðÿ (çàìåòèì, ÷òî óæå ïîñëå òîãî êàê ìåìóàð Ïóàíêàðå áûë
îïóáëèêîâàí è äàæå ÷àñòè÷íî ðàñïðîñòðàíåí) ïðèõîäèò òåëåãðàììà îò Ïóàíêàðå ñ
ïðîñüáîé ïðåêðàòèòü ïå÷àòü è æäàòü åãî ïèñüìà ñ ðàçúÿñíåíèåì ñèòóàöèè. 1 äåêàáðÿ
Ïóíêàðå ïèøåò Ìèòòàã-Ëåôôëåðó (öèòèðóåòñÿ ïî [111]):

• �Ìîé äîðîãîé äðóã, ñåãîäíÿ óòðîì ÿ íàïèñàë ìèñòåðó Ôðàãìåíó, ÷òîáû ñîîá-
ùèòü åìó îá îøèáêå, êîòîðóþ ÿ ñîâåðøèë, è îí, íåñîìíåííî, ñîîáùèë Âàì î
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ìîåì ïèñüìå. Íî ïîñëåäñòâèÿ ýòîé îøèáêè ãîðàçäî ñåðüåçíåå, ÷åì ÿ äóìàë ñíà-
÷àëà.

Íåâåðíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè çàìêíóòû, ïî êðàéíåé ìåðå, íå â
òîì ñìûñëå, êîòîðûé ÿ èìåë â âèäó ðàíåå. Âåðíî ëèøü òî, ÷òî åñëè ðàññìîò-
ðåòü äâå ÷àñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè (êîòîðûå ÿ åùå â÷åðà ñ÷èòàë ñîâïàäàþùèìè
äðóã ñ äðóãîì), òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó àñèìïòîòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, è, êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì µp, êàêèì áû áîëüøèì íè áûëî p.

ß äåéñòâèòåëüíî âåðèë, ÷òî âñå àñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå ïîñëå òîãî, êàê îñòà-
âèëè çàìêíóòóþ êðèâóþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ñíîâà
àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàëèñü ê òîé æå çàìêíóòîé êðèâîé. ×òî âåðíî, òàê ýòî
òî, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî [àñèìïòîòè÷åñêèõ êðèâûõ], îáëàäàþùèõ
ýòèì ñâîéñòâîì.

ß íå ñêðûâàþ îò Âàñ, êàêóþ òðåâîãó ïðè÷èíÿåò ìíå ýòî îòêðûòèå. Âî-ïåðâûõ,
ÿ íå çíàþ, ñ÷èòàåòå ëè Âû, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû, ò. å. ñóùåñòâî-
âàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, òåîðèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, îòñóòñòâèå àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è ðàñõîäèìîñòü
ðÿäîâ ã-íà Ëèíäøòåäòà äî ñèõ ïîð çàñëóæèâàþò òîé âûñîêîé íàãðàäû, êîòîðóþ
Âû èì ïðèñóäèëè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòðåáóþòñÿ îáøèðíûå äîðàáîòêè, è ÿ íå çíàþ ÷òî áóäåò,
åñëè êòî-òî íà÷àë ïå÷àòàòü ìåìóàðû; ÿ ïîñëàë îá ýòîì òåëåãðàììó ã-íó Ôðàã-
ìåíó.�

Ôàêòè÷åñêè, çäåñü Ïóàíêàðå ïèøåò î ñâîåì îòêðûòèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé, î òîì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îäíà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ, òî èõ ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî, è î òîì, ÷òî ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñ ïðè âîçìóùåíèÿõ èíòåãðèðóåìîé
ñèñòåìû (â çàäà÷å òðåõ òåë) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ïàðàìåòðó. Òî åñòü,
çäåñü ðå÷ü èäåò î ãèãàíòñêèõ îòêðûòèÿõ, çàõâàòûâàþùèõ, êîíå÷íî, íå òîëüêî íåáåñ-
íóþ ìåõàíèêó. Ìèòòàã-Ëåôôëåð ýòî ïðåêðàñíî ïîíèìàåò, à òàêæå ïîíèìàåò, ÷òî óæå
ïðîèñøåäøàÿ ïóáëèêàöèÿ ìîæåò çàòðîíóòü ðåïóòàöèþ æóðíàëà, à òàêæå êîðîëÿ. Îí
ïðåêðàòèë ðàñïðîñòðàíåíèå æóðíàëà è íàïèñàë ïèñüìà ðÿäó ìàòåìàòèêîâ ñ ïðîñü-
áîé âåðíóòü ïîëó÷åííûå ýêçåìïëÿðû. Îí òàêæå íàïèñàë Ïóàíêàðå ïèñüìî, â êîòîðîì
ïðåäëîæèë ïåðåäåëàòü ìåìóàðû è ñïðîñèë, ãîòîâ ëè Ïóàíêàðå âçÿòü íà ñåáÿ ðàñõî-
äû (∼ 3500 øâåäñêèõ êðîí) ïî ïåðåïóáëèêàöèè ìåìóàðîâ. Ïóàíêàðå ñîãëàñèëñÿ è
óæå 5 ÿíâàðÿ 1890 ã. Ïóàíêàðå ïðèñëàë íîâûé âàðèàíò. Â ñâîåì îêîí÷àòåëüíîì âèäå
�êîðîíîâàííûå ìåìóàðû� ïîÿâèëèñü â 13-ì òîìå Acta Mathematica â äåêàáðå 1890
ãîäà.

Â ýòîé èñòîðèè ñíà÷àëà �íåîòêðûòèÿ�, à çàòåì îòêðûòèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà,
åñòü îäèí ëþáîïûòíûé ìîìåíò. Êàêîå çàìå÷àíèå ñäåëàë Ôðàãìåí â ñâîåì ïèñüìå
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Ïóàíêàðå, êîòîðîå çàñòàâèëî òîãî íàäîëãî �çàìîë÷àòü�? Ñêîðåå âñåãî, ñóäÿ ïî îòâå-
òó Ïóàíêàðå, â ïèñüìå ñðåäè ïðî÷èõ ñîäåðæàëñÿ �íàèâíûé� âîïðîñ: à ïî÷åìó, ñîá-
ñòâåííî, àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè äîëæíû îñòàâàòüñÿ ñîâïàäàþùèìè è ïîñëå
âîçìóùåíèÿ? Ýòî òîò ñàìûé âîïðîñ, êîòîðûé äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷åëîâåêà ÿâëÿ-
åòñÿ ñâîåãî ðîäà èñêðîé-èñòî÷íèêîì ìãíîâåííîãî îçàðåíèÿ è ãëóáîêîãî îñìûñëåíèÿ
ñóùåñòâà ïðîáëåìû. Íàâåðíîå, â òîì ÷èñëå è ýòî, ïîðîäèëî îäèí ñàìûõ èçâåñòíûõ
àôîðèçìîâ Ïóàíêàðå: �Ïðîáëåìà íå â òîì, êàêîâ îòâåò, � ïðîáëåìà â òîì, êàêîâ âî-
ïðîñ�.

Ðèñ. 12: (a) Â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïîòîêà ñåïàðàòðèñûWu èW s ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè, è ïîýòîìó

ìîãóò ëèáî ñîâïàäàòü, ëèáî âîîáùå íå ïåðåñåêàòüñÿ � ïîñëåäíåå âëå÷åò, ÷òî ïëîùàäè íå ñîõðàíÿþò-

ñÿ. (b) Ó ñîõðàíÿþùåãî ïëîùàäü îòîáðàæåíèÿ èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé

òî÷êè ñîñòîÿò èç êîíòèíóóìà òðàåêòîðèé è òèïè÷íî ðàñùåïëÿþòñÿ.

Âî âñÿêîì ñëó÷àå, Ïóàíêàðå ìãíîâåííî ïîíÿë ñâîþ îøèáêó â àðãóìåíòàöèè ïî
ïîâîäó íåðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè âîçìóùåíèÿõ. Â èíòåãðèðó-
åìîì ñëó÷àå, ïðè ε = 0, � äëÿ äâóìåðíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, ñåïàðàòðèñû ñåäëà
äåéñòâèòåëüíî íå ìîãóò ðàçîéòèñü èç-çà ñîõðàíåíèÿ ïëîùàäè, ñì. ðèñ. 12a. Çäåñü ïëî-
ùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè [O, a], [a, b] è [b, O] , è ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé
êðèâûìè [O, a′], [a′, b′] è [b′, O] ïðè ñäâèãå íà ∆t, áóäóò ðàçíûìè. Â íåèíòåãðèðóåìîì
ñëó÷àå ε ̸= 0 äëÿ îòîáðàæåíèÿ Tε áóäåò òèïè÷íîé òàêàÿ êàðòèíêà, ðèñ. 12b, êîãäà
èíâàðèàíòíûå êðèâûå W s è W u ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ a è a′ � òîãäà ïëîùàäè ôè-
ãóð, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè [O, a] è [a,O] è êðèâûìè [O, a′] è [a′, O], áóäóò ðàâíûìè.
Ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ W s è W u � áåñêîíå÷íî âûðîæäåííûé.

Êîíå÷íî, Ïóàíêàðå ýòî çíàë... Îäíàêî åãî �ïîäâåëà� èíòåðïðåòàöèÿ ñäåëàííûõ èì
âû÷èñëåíèé èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ W s è W u ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó

√
µ:

W s,u = W 0 + ws,u
1

√
µ+ ws,u

2 µ+ ...,
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â êîòîðûõ îí îáíàðóæèë, ÷òî ws
i = wu

i äëÿ âñåõ i. Ïóàíêàðå, êàê ãîâîðèòñÿ �íà àâòî-
ìàòå�, ðåøèë, ÷òî ðÿäû ñõîäÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

èW u íå ðàñùåïëÿþòñÿ. Âïîñëåäñòâèè îí ïîêàçàë, ÷òî óêàçàííûå ðÿäû ðàñõîäÿòñÿ, à
ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò, ÷òî âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèé ìíîãîîáðàçèé W s è W u ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ïî µ, áûë ïîëó÷åí èì ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ðÿäîâ.
Èìåííî, ðÿäîâ âèäà (9) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε, ñì. � 2.3.

Âîîáùå, êàê íàì êàæåòñÿ, íå ñäåëàòü êàêîé-ëèáî �ïðèíöèïèàëüíîé� îøèáêè â òîé
çàäà÷å, êîòîðóþ ðàññìàòðèâàë Ïóàíêàðå, ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ñîáû-
òèåì, åñëè òîëüêî ñòðîãî íå ïðèäåðæèâàòüñÿ ñóõîé, ôîðìàëüíîé ëîãèêè íà êàæäîì
øàãó � íî òîãäà òàêæå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü êàêèå-ëèáî ïðèí-
öèïèàëüíûå ðåçóëüòàòû, íå ãîâîðÿ óæå î ôóíäàìåíòàëüíûõ îòêðûòèÿõ. Áîëåå òîãî,
ïåðâîíà÷àëüíàÿ îøèáêà Ïóàíêàðå âïîëíå ìîãëà ñòèìóëèðîâàòü åãî íà ãëóáîêîå èñ-
ñëåäîâàíèå õàðàêòåðà ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ è íà äîêàçàòåëüñòâî åãî
ýêñïîíåíöèàëüíîé ìàëîñòè. È çäåñü ìû ïîëíîñòüþ ñîãëàñíû ñ çàìå÷àòåëüíûì è â
êàêîì-òî ñìûñëå ïàðàäîêñàëüíûì äëÿ ìàòåìàòèêè âûñêàçûâàíèåì Â.È. Àðíîëüäà
[109]: �ß ïîëàãàþ, ÷òî îøèáêè âîîáùå ñîñòàâëÿþò âàæíóþ ÷àñòü íàó÷íîé äåÿòåëü-
íîñòè è ÷òî èõ ðîëü â ðàçâèòèè íàóêè ìîæåò áûòü áîëüøåé, ÷åì ðîëü íåïîíÿòíûõ,
íî ïðàâèëüíûõ ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ ñëåäñòâèé èç àêñèîì. Èñòîðèè ýòèõ îøè-
áîê ïðåäûäóùèõ ïîêîëåíèé íóæíî ðàññêàçûâàòü ñòóäåíòàì â âèäå ñòèìóëèðóþùèõ
ïðèìåðîâ è êàê èñòî÷íèê âäîõíîâåíüÿ, ïðè÷åì îøèáêè âåëè÷àéøèõ ó÷åíûõ íàèáîëåå
ïîó÷èòåëüíû.�
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