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Àííîòàöèÿ. Â íåäàâíåé ðàáîòå, ïî çàäàííîé îäíîðîäíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ
(ÊîãÒÏ) Ðîññè, Øàäðèí è âòîðîé àâòîð ïðåäëîæèëè ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ ñêîáêè íà ïðî-
ñòðàíñòâå ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðàÿ ãèïîòåòè÷åñêè çàäà¼ò âòîðóþ ãàìèëüòîíîâó
ñòðóêòóðó äëÿ DR-èåðàðõèè, àññîöèèðîâàííîé ñ ÊîãÒÏ. Â äàííîé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì
ýòó ãèïîòåçó â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 è ñâÿçûâàåì ýòó ñêîáêó ñî âòîðîé ïóàññîíîâîé
ñêîáêîé èåðàðõèè Äóáðîâèíà�Æàíãà ÿâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû.

1. Ââåäåíèå

Ïîÿâëåíèå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òåîðèè ïåðå-
ñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé Mg,n ñòàáèëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ñ n
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè áûëî âïåðâûå îïèñàíî òåîðåìîé Âèòòåíà�Êîíöåâè÷à [22, 18], êî-
òîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîèçâîäÿùèé ðÿä èíòåãðàëîâ ïî ïðîñòðàíñòâó Mg,n îò ìîíîìîâ
èç ïñè-êëàññîâ (ïåðâûõ êëàññîâ ×åðíà òàâòîëîãè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé) êîíòðîëè-
ðóåòñÿ ñïåöèàëüíûì ðåøåíèåì èåðàðõèè Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà. Áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷-
íûå âåðñèè ãèïîòåçû Âèòòåíà (äâå íàèáîëåå èçâåñòíûå êàñàþòñÿ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà
ïðîñòðàíñòâà CP1 [15, 21] è r-ñïèíîðíîé òåîðèè [23, 16]), ïðåæäå ÷åì áûëî ïîíÿòî, ÷òî èí-
òåãðèðóåìûå ñèñòåìû ïîÿâëÿþòñÿ â ãîðàçäî áîëåå îáùåì êîíòåêñòå, ãäå öåíòðàëüíóþ ðîëü
ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ (ÊîãÒÏ). Êîãîìîëîãè÷åñêèìè òåîðè-
ÿìè ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåéMg,n,
êîòîðûå ñîãëàñîâàíû ñ åñòåñòâåííûìè ìîðôèçìàìè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé. Îíè
áûëè ââåäåíû Êîíöåâè÷åì è Ìàíèíûì â ðàáîòå [19] äëÿ òîãî, ÷òîáû àêñèîìàòèçèðîâàòü
ñâîéñòâà êëàññîâ Ãðîìîâà�Âèòòåíà çàäàííîãî öåëåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Êîððåëÿòîðîì êî-
ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó Mg,n îò ìîíîìà èç
ïñè-êëàññîâ, óìíîæåííîãî íà êëàññ êîãîìîëîãèé, ñîäåðæàùèéñÿ â ÊîãÒÏ.

Â ðàáîòå [13] Äóáðîâèí è Æàíã ïîñòðîèëè ãàìèëüòîíîâó èåðàðõèþ, êîíòðîëèðóþùóþ
êîððåëÿòîðû ïðîèçâîëüíîé ÊîãÒÏ â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 è äîêàçàëè ïîëèíîìèàëü-
íîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ è ñêîáêè Ïóàññîíà. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ îíè
íàäåëèëè èåðàðõèþ ïîëèíîìèàëüíîé áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé (òàêæå â ïðèáëèæåíèè
äî ðîäà 1). Â ïîñëåäóþùåé ñòàòüå [14] Äóáðîâèí è Æàíã ïðåäëîæèëè êîíñòðóêöèþ áèãà-
ìèëüòîíîâîé èåðàðõèè, íàçûâàåìîé òåïåðü èåðàðõèåé Äóáðîâèíà�Æàíãà (DZ-èåðàðõèåé)
èëè èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, êîíòðîëèðóþùåé êîððåëÿòîðû (âî âñåõ ðîäàõ) ïðî-
èçâîëüíîé ïîëóïðîñòîé îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ. Îäíàêî, ïîëèíîìèàëüíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ
è äâóõ ñêîáîê Ïóàññîíà áûëà îñòàâëåíà â êà÷åñòâå îòêðûòîé ïðîáëåìû.

Â ñòàòüå [7] àâòîðû îáîáùèëè êîíñòðóêöèþ DZ-èåðàðõèè íà ïðîèçâîëüíóþ, íå îáÿ-
çàòåëüíî ïîëóïðîñòóþ, ÊîãÒÏ è äîêàçàëè ïîëèíîìèàëüíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ è ñêîáêè
Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå (áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî â ðàáî-
òå [6]). Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ èåðàðõèÿ íàäåëåíà âòîðîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé,
ïîëèíîìèàëüíîñòü êîòîðîé â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå áûëà íåäàâíî äîêàçàíà â ðàáîòå [20]. Â
îáùåì, íå îáÿçàòåëüíî ïîëóïðîñòîì, ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ è îáåèõ
ïóàññîíîâûõ ñêîáîê îñòà¼òñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.
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Â ðàáîòå [1] áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ãàìèëüòîíîâîé èåðàðõèè, àññîöèèðî-
âàííîé ñ ïðîèçâîëüíîé, íå îáÿçàòåëüíî ïîëóïðîñòîé, ÊîãÒÏ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ òàêæå îñíî-
âàíà íà òåîðèè ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâåMg,n, íî èñïîëüçóåò äðóãèå òàâòîëîãè÷åñêèå
êëàññû, â îñîáåííîñòè, öèêë äâîéíûõ âåòâëåíèé (DR-öèêë) (ïîäõîäÿùóþ êîìïàêòèôèêà-
öèþ ìíîæåñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ, ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ òî÷åê êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íîñèòå-
ëåì ãëàâíîãî äèâèçîðà), ÷òî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ýòà èåðàðõèÿ áûëà íàçâàíà DR-èåðàðõèåé.
Ïî êîíñòðóêöèè, ãàìèëüòîíèàíû DR-èåðàðõèè ïîëèíîìèàëüíû, à ñêîáêà Ïóàññîíà î÷åíü
ïðîñòà, áîëåå òîãî, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñêîáêå Ïóàññîíà DZ-èåðàðõèè, îíà íå çàâèñèò
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îò ÊîãÒÏ, ñ êîòîðîé ìû ñòàðòîâàëè. Äâå èåðàðõèè ñîâïàäàþò â
áåçäèñïåðñèîííîì (â ðîäå 0) ïðåäåëå, è ïî ãèïîòåçå èç ñòàòüè [1], íàçâàííîé ãèïîòåçîé î
DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè, îíè ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû, êîòîðîå áûëî ïîëíîñòüþ
îïèñàíî â ðàáîòå [2]. Íåñìîòðÿ íà íåäîêàçàííîñòü, ãèïîòåçà î DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè
èìååò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäòâåðæäåíèé è ïðîâåðîê (ñì., íàïðèìåð, [8, 4, 2, 3, 5, 11]). Â
÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà î DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè äîêàçàíà â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 [2].

Çàìå÷àíèå 1.1. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, óñëîâèå ïîëóïðîñòîòû ïðèñóòñòâóåò â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû 8.4 â ñòàòüå [2], óòâåðæäàþùåé, ÷òî ãèïîòåçà î DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè âåðíà
â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1. Îäíàêî, ýòî óñëîâèå íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå.
Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà î DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÊîãÒÏ â
ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1.

Â ñòàòüå [9], ñòàðòóÿ ñ ïðîèçâîëüíîé îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ, àâòîðû ïðåäëîæèëè ïðîñòóþ
ôîðìóëó äëÿ ñêîáêè íà ïðîñòðàíñòâå ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ è âûäâèíóëè ãèïîòåçó,
÷òî îíà ïóàññîíîâà è çàäà¼ò âòîðóþ ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó äëÿ DR-èåðàðõèè. Ýòè (ãè-
ïîòåòè÷åñêè) ïóàññîíîâû ñêîáêè çàâèñÿò îò çàäàííîé îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ çàìå÷àòåëüíî
ÿâíûì îáðàçîì. Â äàííîé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ãèïîòåçó èç ðàáîòû [9] â ïðèáëèæåíèè
äî ðîäà 1. Áîëåå òîãî, ìû èçó÷àåì ñâÿçü ñî âòîðîé ïóàññîíîâîé ñêîáêîé DZ-èåðàðõèè. Òîò
ôàêò, ÷òî ãàìèëüòîíèàíû è ïåðâûå ñêîáêè Ïóàññîíà DR- è DZ-èåðàðõèé ñâÿçàíû ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ìèóðû, îïèñàííûì â ñòàòüå [2], áûë äîêàçàí â ðàáîòå [2] â ïðèáëèæåíèè äî
ðîäà 1. Çäåñü æå ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû òàêæå ñâÿçûâàåò âòîðûå
ñêîáêè Ïóàññîíà (â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1).

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ.

• Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñîãëàøåíèþ Ýéíøòåéíà î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõ-
íèì è íèæíèì ãðå÷åñêèì èíäåêñàì.

• Òîãäà, êîãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ∗ äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ âåðõíåãî èëè íèæíåãî èíäåêñà â ïîäõîäÿùåì äèàïàçîíå.

• Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç H∗(X) êîëüöî êîãîìîëîãèé ïðî-
ñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå C.
• Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 îáîçíà÷èì [n] := {1, 2, . . . , n}.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà Î. Á. áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �Becas CONACYT para estudios
de Doctoradoen el extranjero� (íîìåð 2020-000000-01EXTF-00096), ïðåäîñòàâëåííûì ìåê-
ñèêàíñêèì ïðàâèòåëüñòâîì. Ðàáîòà À. Á. ôèíàíñèðîâàëàñü â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ.

2. Êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåçMg,n ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Äåëèíÿ�Ìàìôîðäà ñòàáèëüíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, g ≥ 0, n ≥ 0, 2g − 2 + n > 0. Îòìåòèì,
÷òîM0,3 = pt, è ïîýòîìó ìû áóäåò îòîæäåñòâëÿòü H∗(M0,3) = C. Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè:

• π : Mg,n+1 →Mg,n � ýòî îòîáðàæåíèå, çàáûâàþùåå ïîñëåäíþþ îòìå÷åííóþ òî÷êó.
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• glg1,I1;g2,I2 : Mg1,n1+1×Mg2,n2+1 →Mg1+g2,n1+n2 � ýòî ñêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
îòîæäåñòâëÿåò ïîñëåäíèå îòìå÷åííûå òî÷êè íà êðèâûõ ðîäîâ g1 è g2 è ïðåâðàùàåò èõ â
òî÷êó ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ìíîæåñòâà I1 è I2 ìîùíîñòåé n1 è n2, I1tI2 = [n1+n2],
îòñëåæèâàþò ïåðåíóìåðàöèþ îñòàâøèõñÿ îòìå÷åííûõ òî÷åê.

• glirrg,n+2 : Mg,n+2 →Mg+1,n � ýòî ñêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îòîæäåñòâëÿåò ïî-
ñëåäíèå äâå îòìå÷åííûå òî÷êè è ïðåâðàùàåò èõ â òî÷êó ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ðàçìåðíîñòè N ñ âû-
äåëåííûì âåêòîðîì e ∈ V , íàçûâàåìûì åäèíèöåé, è ñèììåòðè÷íîé íåâûðîæäåííîé áèëè-
íåéíîé ôîðìîé (·, ·) íà V , íàçûâàåìîé ìåòðèêîé. Ìû ôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , eN â V è
îáîçíà÷àåì ÷åðåç η = (ηαβ) ìàòðèöó ìåòðèêè â ýòîì áàçèñå, ηαβ := (eα, eβ), à òàêæå îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç Aα êîîðäèíàòû âåêòîðà e â ýòîì áàçèñå, e = Aαeα. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ηαβ

ìû îáîçíà÷àåì ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû, (ηαβ) := (ηαβ)−1.

Îïðåäåëåíèå 2.1 ([19]). Êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ (ÊîãÒÏ) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n), 2g − 2 + n > 0, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(1) Îòîáðàæåíèÿ cg,n ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê Sn-äåéñòâèþ, ïåðå-
ñòàâëÿþùåìó n êîïèé ïðîñòðàíñòâà V â V ⊗n è n îòìå÷åííûõ òî÷åê íà êðèâûõ èç
ïðîñòðàíñòâàMg,n, ñîîòâåòñòâåííî;

(2) π∗cg,n(⊗ni=1eαi) = cg,n+1(⊗ni=1eαi ⊗ e) è c0,3(eα1 ⊗ eα2 ⊗ e) = ηα1α2 ;

(3) gl∗g1,I1;g2,I2cg1+g2,n1+n2(⊗n1+n2
i=1 eαi) = cg1,n1+1(⊗i∈I1eαi ⊗ eµ)⊗ cg2,n2+1(⊗i∈I2eαi ⊗ eν)ηµν ;

(4) (glirrg,n+2)
∗cg+1,n(⊗ni=1eαi) = cg,n+2(⊗ni=1eαi ⊗ eµ ⊗ eν)ηµν .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V � ãðàäóèðîâàííîå, è ÷òî áàçèñ e1, . . . , eN ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, deg eα = qα, α = 1, . . . , N . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî deg e = 0. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Deg : H∗(Mg,n)→ H∗(Mg,n) îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå H i(Mg,n)
óìíîæåíèåì íà i

2
.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ {cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n)} íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíîé, èëè êîíôîðìíîé, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû rα, α = 1, . . . , N , è δ òàêèå, ÷òî

Deg cg,n(⊗ni=1eαi) + π∗cg,n+1(⊗ni=1eαi ⊗ rγeγ) =

(
n∑
i=1

qαi + δ(g − 1)

)
cg,n(⊗ni=1eαi).(2.1)

Êîíñòàíòà δ íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòüþ íàøåé ÊîãÒÏ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ ââåä¼ì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

F = F (t1, . . . , tN) :=
∑
n≥3

1

n!

∑
1≤α1,...,αn≤N

(∫
M0,n

c0,n(⊗ni=1eαi)

)
n∏
i=1

tαi

è îïðåäåëèì Cα
βγ := ηαν ∂3F

∂tν∂tβ∂tγ
. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cα

βγ çàäàþò ôîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî êîììóòàòèâíûx àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé ∂
∂t11

:= Aν ∂
∂tν

, è, áîëåå òîãî,

((1− qα)tα + rα)
∂F

∂tα
= (3− δ)F +

1

2
Aαβt

αtβ, ãäå Aαβ := rµc0,3(eα ⊗ eβ ⊗ eµ),

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìàëüíûé ðÿä F îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
Äóáðîâèíà�Ôðîáåíèóñà [12] íà ôîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 â V ñ ýéëåðîâûì ïîëåì,
çàäàííûì ðàâåíñòâîì E = Eα ∂

∂tα
:= ((1− qα)tα + rα) ∂

∂tα
. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì ñëåäóþ-

ùèå ñâîéñòâà:
Cα
βγC

γ
δθ = Cα

δγC
γ
βθ, (µα + µβ)ηαβ = 0,

ãäå µα := qα − δ
2
.
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Ñîãëàøåíèå 2.3. Ìû áóäåì ñèñòåìàòè÷åñêè ïîäíèìàòü è îïóñêàòü èíäåêñû â òåíçîðàõ,
èñïîëüçóÿ ìåòðèêó η. Íàïðèìåð, Cαβ

γ := ηανCβ
νγ.

3. DZ- è DR-èåðàðõèè

3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû, îïåðàòîðû Ïóàññîíà è ãàìèëüòîíîâû èåðàð-
õèè. Ïóñòü u1, . . . , uN � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå. Êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ â ôîðìàëüíîé òåîðèè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ, íàïðèìåð, ê ðàáîòå [9] çà äå-
òàëÿìè):

• Ôîðìàëüíûì ïåðåìåííûì uα ìû ñîïîñòàâëÿåì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå uαd , ãäå d ≥ 0,
è ââîäèì êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Au := C[[u∗]][u∗≥1] (â ðàáîòå [9] îíî
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A0

u). Ìû îòîæäåñòâëÿåì uα0 = uα, à òàêæå îáîçíà÷àåì uαx := uα1 ,
uαxx := uα2 , . . . .

• Ïðîñòðàíñòâî Λu := Au/ (C⊕ Im ∂x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ (â ðàáîòå [9] îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λ0

u).

• Au;d ⊂ Au è Λu;d ⊂ Λu � ýòî îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû (äèôôåðåíöèàëüíîé) ñòåïåíè d,
ãäå deg uαi := i.

• Ðàñøèðåííûå ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ëîêàëüíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê Âu := Au[[ε]] è Λ̂u := Λu[[ε]]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Âu;k ⊂ Âu
è Λ̂u;k ⊂ Λ̂u ïîäïðîñòðàíñòâà ñòåïåíè k, ãäå deg ε := −1.

• Ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó f ∈ Âu ìû ñîïîñòàâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ Lkα(f) :=

∑
i≥k
(
i
k

)
∂f
∂uαi

∂i−kx , α = 1, . . . , N , k ≥ 0. Ìû èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèå Lα(f) := L0
α(f).

• Ïî çàäàííîé N ×N ìàòðèöå K = (Kµν) èç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà Kµν =∑
j≥0K

µν
j ∂jx =

∑
l,j≥0 ε

lK
[l],µν
j ∂jx, ãäå K

[l],µν
j ∈ Au;l−j+1, çàäàäèì ñêîáêó ñòåïåíè 1 íà ïðî-

ñòðàíñòâå Λ̂u ðàâåíñòâîì {f, g}K :=
∫ (

δf
δuµ
Kµν δg

δuν

)
dx.

• Îïåðàòîð K íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâûì, åñëè ñêîáêà {·, ·}K ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé
è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïóàññîíîâûõ îïåðàòîðîâ
÷åðåç POu.
• Äâà ïóàññîíîâûõ îïåðàòîðà K1 è K2 íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ K2 − λK1 ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì äëÿ ëþáîãî λ ∈ C.
• Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû � ýòî çàìåíà ïåðåìåííûõ uα 7→ ũα(u∗∗, ε) âèäà ũ

α(u∗∗, ε) = uα +

εfα(u∗∗, ε), ãäå f
α ∈ Âu;1. Ìû áóäóì îáîçíà÷àòü ïóàññîíîâ îïåðàòîð K, ïåðåïèñàííûé â

íîâûõ ïåðåìåííûõ ũα, ÷åðåç Kũ.

• Äëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà A =
∑

mAm∂
m
x , Am ∈ Au (ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé), îáî-

çíà÷èì A† :=
∑

m(−∂x)m ◦ Am.
• Äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà K = (Kαβ), Kαβ =

∑
mK

αβ
m ∂mx , K

αβ
m ∈ Au (ñóììà ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íîé), îáîçíà÷èì K† = (K†;αβ), ãäå K†;αβ :=
∑

m(−∂x)m ◦Kβα
m .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãàìèëüòîíîâîé èåðàðõèåé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçû-
âàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

∂uα

∂τi
= Kαµ δhi

δuµ
, 1 ≤ α ≤ N, i ≥ 1,

ãäå hi ∈ Λ̂u;0, K = (Kµν) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì, è âûïîëíÿåòñÿ {hi, hj}K = 0,

i, j ≥ 1. Ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû hi íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíàìè.
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ãàìèëüòîíîâà èåðàðõèÿ âèäà

∂uα

∂tβq
= Kαµ

1

δhβ,q
δuµ

, 1 ≤ α, β ≤ N, q ≥ 0,(3.1)

îñíàù¼ííàÿ äîïîëíèòåëüíî N ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè Êàçèìèðà hα,−1, 1 ≤
α ≤ N , ïóàññîíîâîé ñêîáêè {·, ·}K1 , íàçûâàåòñÿ áèãàìèëüòîíîâîé, åñëè îíà íàäåëåíà ïóàñ-
ñîíîâûì îïåðàòîðîì K2, ñîãëàñîâàííûì ñ îïåðàòîðîì K1, è òàêèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

{·, hα,i−1}K2 =
i∑

j=0

Rj,β
i,α{·, hβ,i−j}K1 , 1 ≤ α ≤ N, i ≥ 0,(3.2)

ãäå Rj
i = (Rj,β

i,α), 0 ≤ j ≤ i � ýòî êîíñòàíòíûå N×N ìàòðèöû. Ñîîòíîøåíèå (3.2) íàçûâàåòñÿ
áèãàìèëüòîíîâîé ðåêóðñèåé.

3.2. DR-èåðàðõèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi ∈ H2(Mg,n) ïåðâûé êëàññ ×åðíà ëèíåéíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì Mg,n, îáðàçîâàííîãî êîêàñàòåëüíûìè ïðÿìûìè ê iîé îòìå-
÷åííîé òî÷êå íà ñòàáèëüíûõ êðèâûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ðàññëîåíèå Õîäæà ðàíãà g íàä
ïðîñòðàíñòâîì Mg,n, ÷üè ñëîè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ñòà-
áèëüíûõ êðèâûõ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå λj := cj(E) ∈ H2j(Mg,n).

Äëÿ ëþáûõ a1, . . . , an ∈ Z,
∑n

i=1 ai = 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç DRg(a1, . . . , an) ∈ H2g(Mg,n)
öèêë äâîéíûõ âåòâëåíèé (DR-öèêë). Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ, íàïðèìåð, ê ðàáîòå [10] çà
îïðåäåëåíèåì DR-öèêëà íà ïðîñòðàíñòâå Mg,n, êîòîðîå îñíîâàíî íà ïîíÿòèè ñòàáèëüíî-
ãî îòíîñèòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ â CP1. Åñëè íå âñå êðàòíîñòè ai ðàâíû íóëþ, òî ìîæíî
äóìàòü î êëàññå DRg(a1, . . . , an), êàê î äâîéñòâåííîì ïî Ïóàíêàðå ê êëàññó êîìïàêòèôè-
êàöèè â Mg,n ìíîæåñòâà ïîìå÷åííûõ ãëàäêèõ êðèâûõ (C; p1, . . . , pn), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñâîéñòâó OC (

∑n
i=1 aipi)

∼= OC .

Êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì DR-öèêëà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà∫
Mg,n+1

λgDRg

(
−
∑

ai, a1, . . . , an

)
θ

îò ÷èñåë a1, . . . , an äëÿ ëþáîãî êëàññà êîãîìîëîãèé θ ∈ H∗(Mg,n), ïðè ýòîì ïîëó÷àþ-
ùèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè 2g (ñì., íàïðèìåð, [1]). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ëþáîé çàäàííîé ÊîãÒÏ

{
cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n)

}
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äèôôåðåíöè-

àëüíûå ìíîãî÷ëåíû gα,d ∈ Âu;0, 1 ≤ α ≤ N , d ≥ 0, ðàâåíñòâîì:

gα,d :=
∑
g,n≥0

2g−1+n>0

ε2g

n!

∑
b1,...,bn≥0

b1+...+bn=2g

uα1
b1
. . . uαnbn ×

× Coef
a
b1
1 ...abnn

∫
Mg,n+1

DRg

(
−
∑

ai, a1, . . . , an

)
λgψ

d
1cg,n+1(eα ⊗⊗ni=1eαi).

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû gα,d :=
∫
gα,ddx ïîïàðíî êîììóòèðóþò

ïî îòíîøåíèþ ê ñêîáêå Ïóàññîíà {·, ·}η−1∂x .

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ãàìèëüòîíîâà èåðàðõèÿ

∂uα

∂tβq
= ηαµ∂x

δgβ,q
δuµ

, 1 ≤ α, β ≤ N, q ≥ 0,

íàçûâàåòñÿ DR-èåðàðõèåé.
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Îñíàñòèì DR-èåðàðõèþ ñëåäóþùèìè N ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè Êàçèìèðà
ñêîáêè Ïóàññîíà {·, ·}η−1∂x : gα,−1 :=

∫
ηαβu

βdx, 1 ≤ α ≤ N . Äðóãèì âàæíûì îáúåêòîì,

ñâÿçàííûì ñ DR-èåðàðõèåé, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë g ∈ Λ̂u;0, çàäàííûé ñîîòíî-
øåíèåì [1, ðàçäåë 4.2.5]

g11,1 = (D − 2)g, ãäå D :=
∑
n≥0

(n+ 1)uαn
∂

∂uαn
,

è g11,1 := Aαgα,1. Çàìåòèì, ÷òî
δg
δuα

= gα,0. Òàêæå, ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë g èìååò ñëåäóþ-
ùåå ÿâíîå âûðàæåíèå â ïðèáëèæåíèè äî ε2 [2, ëåììà 8.1]:

g =

∫
fdx− ε2

48

∫
cθθξc

ξ
αβu

α
xu

β
xdx+O(ε4),(3.3)

ãäå f := F |t∗=u∗ è cαβγ := Cα
βγ

∣∣
t∗=u∗

.

Ãèïîòåçà 1 ([9]). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îäíîðîäíóþ ÊîãÒÏ è ñîîòâåòñòâóþùóþ
DR-èåðàðõèþ. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Îïåðàòîð KDR
2 =

(
KDR;αβ

2

)
, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

KDR;αβ
2 := ηαµηβν

((
1

2
− µβ

)
∂x ◦ Lν(gµ,0) +

(
1

2
− µα

)
Lν(gµ,0) ◦ ∂x(3.4)

+ Aµν∂x + ∂x ◦ L1
ν(gµ,0) ◦ ∂x

)
,

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì è ñîãëàñîâàí ñ îïåðàòîðîì KDR
1 := η−1∂x.

(2) Ñêîáêè Ïóàññîíà {·, ·}KDR
2

è {·, ·}KDR
1

çàäàþò áèãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó DR-èåðàðõèè
ñî ñëåäóþùåé áèãàìèëüòîíîâîé ðåêóðñèåé:{

·, gα,d
}
KDR

2
=

(
d+

3

2
+ µα

){
·, gα,d+1

}
KDR

1
+ Aβα

{
·, gβ,d

}
KDR

1
, d ≥ −1,

ãäå Aαβ := ηανAνβ.

3.3. DZ-èåðàðõèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îäíîðîäíóþ ÊîãÒÏ {cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n)}.
Ïóñòü tαa , 1 ≤ α ≤ N , a ≥ 0 � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå, ãäå ìû îòîæäåñòâëÿåì tα0 = tα.
Ïîòåíöèàë íàøåé ÊîãÒÏ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F(t∗∗, ε) =
∑
g≥0

ε2gFg(t∗∗) :=
∑
g,n≥0

2g−2+n>0

ε2g

n!

∑
1≤α1,...,αn≤N
d1,...,dn≥0

(∫
Mg,n

cg,n(⊗ni=1eαi)
n∏
i=1

ψdii

)
n∏
i=1

tαidi ∈ C[[t∗∗, ε]],

è ââåä¼ì òàêæå ôîðìàëüíûå ðÿäû wtop;α := ηαµ ∂2F
∂tµ0∂t

11
0
è wtop;α

n := ∂n

(∂t110 )
nw

top;α, ãäå 1 ≤ α ≤ N

è n ≥ 0.

Ãèïîòåçà 2 ([14]). Ðàññìîòðèì êîëüöî Âw äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåí-
íûõ w1, . . . , wN .

(1) Äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α, β ≤ N è a, b ≥ 0 ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí

Ωα,a;β,b ∈ Âw;0 òàêîé, ÷òî

∂2F
∂tαa∂t

β
b

= Ωα,a;β,b|wγn=wtop;γ
n

.(3.5)
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(2) Ñóùåñòâóåò ïóàññîíîâ îïåðàòîð KDZ
1 =

(
KDZ;αβ

1

)
, äëÿ êîòîðîãî ëîêàëüíûå ôóíêöè-

îíàëû hα,−1 :=
∫
ηανw

νdx ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè Êàçèìèðà, òàêîé, ÷òî

ηαµ∂xΩµ,0;β,b = KDZ;αν
1

δhβ,b
δwν

,(3.6)

ãäå hβ,b :=
∫

Ω11,0;β,b+1dx, 1 ≤ α, β ≤ N , b ≥ 0.

(3) Ñóùåñòâóåò ïóàññîíîâ îïåðàòîð KDZ
2 =

(
KDZ;αβ

2

)
òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

{
·, hα,d

}
KDZ

2
=

(
d+

3

2
+ µα

){
·, hα,d+1

}
KDZ

1
+ Aβα

{
·, hβ,d

}
KDZ

1
, 1 ≤ α ≤ N, d ≥ −1.

(3.7)

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû èç ïåðâîé ÷àñòè ãèïîòåçû ñóùåñòâóþò, òî îíè
åäèíñòâåííû (ñì., íàïðèìåð, [2, ðàçäåë 7.1]). Áîëåå òîãî, åñëè ïóàññîíîâû îïåðàòîðû èç
âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòåé ñóùåñòâóþò, òî îíè òàêæå åäèíñòâåííû (ñì., íàïðèìåð, [7, ðàç-
äåë 6]). Èç âòîðîé ÷àñòè ãèïîòåçû ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû hα,d ïîïàðíî
êîììóòèðóþò ïî îòíîøåíèþ ê ñêîáêå {·, ·}KDZ

1
. Èòîãîâàÿ áèãàìèëüòîíîâà èåðàðõèÿ (åñëè

ãèïîòåçà âåðíà äëÿ çàäàííîé ÊîãÒÏ)

∂wα

∂tβq
= KDZ;αµ

1

δhβ,q
δuµ

, 1 ≤ α, β ≤ N, q ≥ 0,

íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé Äóáðîâèíà�Æàíãà (DZ-èåðàðõèåé). Íàáîð èç N ôîðìàëüíûõ ðÿ-
äîâ wtop;α ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè, ãäå ìû îòîæäåñòâëÿåì ïðîèçâîäíûå ∂x è

∂
∂t110

. Ýòî
ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ðåøåíèåì.

Ãèïîòåçà 2 äîêàçàíà â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 [13]. Â ÷àñòíîñòè,

Ωα,a;β,b =
∂2F0

∂tαa∂t
β
b

∣∣∣∣∣
tγc=δc,0wγ

+O(ε2),

KDZ;αβ
1 = ηαβ∂x +O(ε2),

KDZ;αβ
2 =

(
EγCαβ

γ

)∣∣
t∗=w∗ ∂x +

(
1

2
− µβ

) (
Cαβ
γ

)∣∣
t∗=w∗ w

γ
x +O(ε2).

×àñòè 1 è 2 ãèïîòåçû äîêàçàíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóïðîñòîé, íå îáÿçàòåëüíî îäíîðîä-
íîé, ÊîãÒÏ [7] (ñóùåñòâåííî óïðîù¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè 2 ïðåäñòàâëåíî â ðàáî-
òå [6]). ×àñòü 3 ãèïîòåçû äîêàçàíà â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå [20].

3.4. Ãèïîòåçà î DR/DZ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îïÿòü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîëóïðî-
ñòóþ ÊîãÒÏ.

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû DR-èåðàðõèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ũα(u∗∗, ε) := ηαµ
δgµ,0
δu11

.

Â ðàáîòå [2, ïðåäëîæåíèå 7.2] àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äèôôå-

ðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí P ∈ Âw;−2 òàêîé, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä F red ∈ C[[t∗∗, ε]], îïðåäåë¼ííûé
ðàâåíñòâîì F red := F + P|wγn=wtop;γ

n
, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó çàíóëåíèÿ:

Coefε2g
∂nF red

∂tα1
d1
. . . ∂tαndn

∣∣∣∣
t∗∗=0

= 0, åñëè
n∑
i=1

di ≤ 2g − 2.(3.8)

Äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí P èìååò ñëåäóþùèé âèä: P = −ε2G(w1, . . . , wN) + O(ε4),
ãäå G(t1, . . . , tN) := F1|t∗≥1=0. Ñòåïåííîé ðÿä F red íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì ïîòåíöèàëîì

íàøåé ÊîãÒÏ.
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Ñâÿæåì ïåðåìåííûå ũα ñ ïåðåìåííûìè wα ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåìÌèóðû: ũα(w∗∗, ε) :=
wα + ηαν∂x{P , hν,0}KDZ

1
.

Ãèïîòåçà 3 ([2] è [9]). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèïîòåçû 1 è 2 âåðíû, DR- è DZ-èåðàðõèè,
âìåñòå ñ áèãàìèëüòîíîâûìè ñòðóêòóðàìè, ñîâïàäàþò, åñëè ïåðåïèñàòü èõ â êîîðäèíà-
òàõ ũα.

Îñíîâíûì íàøèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Theorem 3.4. Ãèïîòåçû 1 è 3 âåðíû â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî â ðàçäåëå 5. Âìåñòå ñ ãèïîòåçîé 2, êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà â
ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 â ðàáîòå [13], òåîðåìà ïîëíîñòüþ ïðîÿñíÿåò áèãàìàëüòîíîâû ñòðóê-
òóðû DR- è DZ-èåðàðõèé, à òàêæå èõ ñâÿçü, â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îäíîðîäíîé ÊîãÒÏ.

4. Ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

äîïóñòèìûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó 3.4, ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ëåìì.

Ãèïîòåçà 2 íà äàííûé ìîìåíò íå äîêàçàíà, íî å¼ áîëåå ñëàáàÿ âåðñèÿ âåðíà, åñëè ìû
ðàñøèðèì ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäóÿ ñòàòüå [3, ðàçäåë 7.3],
ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå v1, . . . , vN , è äëÿ d ∈ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç Art

v;d âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî âûðàæåíèé âèäà ∑

i≥m

Pi(v
∗
∗)

(v1x)
i
,(4.1)

ãäå m ∈ Z, Pi ∈ Av;d+i è ∂Pi
∂v1x

= 0. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Art
v :=

⊕
d∈ZArt

v;d. Îïðåäåëèì òàêæå

ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî Ârt
v := Art

v [[ε]].

Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (4.1) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëü-
íàÿ êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî ∂Pi

∂vαk
= 0 äëÿ âñåõ k > C. Ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ôóíöèé

â ïðîñòðàíñòâå Art
v áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Art,t

v ⊂ Art
v . Ââåä¼ì òàêæå ðàñøèðåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî Ârt,t
v := Art,t

v [[ε]]. Ðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû � ýòî çàìåíà ïåðåìåííûõ

vα 7→ ṽα(v∗∗, ε) âèäà ṽ
α(v∗∗, ε) = vα + εfα(v∗∗, ε), ãäå f

α ∈ Ârt,t
v;1 .

Îïðåäåëèì ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû vtop;α := ηαµ ∂2F0

∂tµ0∂t
11
0
è vtop;αn := ∂n

(∂t110 )
nv

top;α. Çàìå-

òèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ârt,t
v → C[[t∗∗, ε]], çàäàííîå ðàâíñòâîì

Ârt,t
v 3 f 7→ f |vγc=vtop;γc

∈ C[[t∗∗, ε]],

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì [3, ðàçäåë 7.3]. Èç ðàáîòû [3, ïðåäëîæåíèå 7.6] ñëåäóåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ wα(v∗∗, ε) ∈ Â
rt,t
v;0 òàêàÿ, ÷òî

wα(vtop;∗∗ , ε) = wtop;α. Ìû òàêæå èìååì wα(v∗∗, ε) − vα ∈ Im ∂x (ñì., íàïðèìåð, [7, äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 20]). Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ Ωα,a;β,b ∈ Ârt,t
w;0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.5), ÷òî ìîæåò áûòü äîêàçàíî

òàêèì æå îáðàçîì, êàê è ïðåäëîæåíèå 7.6 â ñòàòüå [3].

×òî êàñàåòñÿ ïóàññîíîâûõ îïåðàòîðîâ, ðàññìîòðèì áîëåå îáùèå îïåðàòîðû âèäà Kµν =∑
j≥0K

µν
j ∂jx, ãäå K

µν
j ∈ Ârt,t

w;−j+1. Ìû áóäåò îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ïóàññîíîâûõ

îïåðàòîðîâ ÷åðåç POrt
w . Îáîçíà÷èì ÷åðåç KDZ

1 , KDZ
2 ∈ POrt

w ïóàññîíîâû îïåðàòîðû, ïîëó-
÷åííûå èç îïåðàòîðîâ

ηαβ∂x è
(
EγCαβ

γ

)∣∣
t∗=v∗

∂x +

(
1

2
− µβ

) (
Cαβ
γ

)∣∣
t∗=v∗

vγx ,
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ñîîòâåòñòâåííî, ðàöèîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû vα 7→ wα(v∗∗, ε). Ðàáîòàÿ ñ òàêèì
îïðåäåëåíèåì, ñîîòíîøåíèÿ (3.6) è (3.7) ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè (ñì., íàïðèìåð, [3, ðàçäåë 7.3]).

Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíî ïåðåôîðìóëèðóÿ, ãèïîòåçà 2 ãîâîðèò, ÷òî Ωα,a;β,b ∈ Âw;0 è
KDZ

1 , KDZ
2 ∈ POw.

Ëåììà 4.1. Ðàññìîòðèì ïóàññîíîâ îïåðàòîð K ∈ POrt
v è ðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ìèóðû vα 7→ ṽα(v∗∗, ε) òàêèå, ÷òî ṽ
α(v∗∗, ε)−vα ∈ Im ∂x. Òîãäà ìû èìååì ðàâåíñòâî Kαβ

ṽ;0 =∑
m≥0

∂ṽα

∂vρm
∂mx K

ρβ
0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèå

Kαβ
ṽ;0 =Coef∂0xK

αβ
ṽ = Coef∂0x

( ∑
m,n≥0

∂ṽα

∂vρm
∂mx ◦Kρθ ◦ (−∂x)n ◦

∂ṽβ

∂vθn

)
=

=Coef∂0x

(∑
m≥0

∂ṽα

∂vρm
∂mx ◦Kρθ ◦

∑
n≥0

(−∂x)n
∂ṽβ

∂vθn︸ ︷︷ ︸
= δṽβ

δvθ
=δβθ

)
= Coef∂0x

(∑
m≥0

∂ṽα

∂vρm
∂mx ◦Kρβ

)
=

=
∑
m≥0

∂ṽα

∂vρm
∂mx K

ρβ
0 .

�

Ëåììà 4.2. Ìû èìååì ðàâåíñòâî KDZ;αβ
2;0 =

(
1
2
− µβ

)
ηαθηβν∂xΩθ,0;ν,0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.1, ìû èìååìKDZ;αβ
2;0 =

(
1
2
− µβ

)∑
m≥0

∂wα

∂vρm
∂mx

((
Cρβ
γ

)∣∣
t∗=v∗

vγx

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
((
Cρβ
γ

)∣∣
t∗=v∗

vγx

)∣∣∣
v∗∗=v

top;∗
∗

= ηβν ∂v
top;ρ

∂tν0
. Òàêèì îáðàçîì,

∑
m≥0

∂wα

∂vρm
∂mx

((
Cρβ
γ

)∣∣
t∗=v∗

vγx

)∣∣∣∣∣
v∗∗=v

top;∗
∗

= ηβν
∂wtop;α

∂tν0
= ηαθηβν∂xΩθ,0;ν,0

∣∣
v∗∗=v

top;∗
∗

,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî
∑

m≥0
∂wα

∂vρm
∂mx

((
Cρβ
γ

)∣∣
t∗=v∗

vγx

)
= ηαθηβν∂xΩθ,0;ν,0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Çàìå÷àíèå 4.3. Èç ëåììû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòíûé ÷ëåí îïåðàòîðà KDZ
2

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëèíîìîì, åñëè Ωθ,0;ν,0 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïî-
ëèíîìîì, ÷òî âåðíî â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå. Ýòî áûëî òàêæå çàìå÷åíî â ðàáîòå [17, òåîðå-
ìà 4.11].

Ëåììà 4.4. Ìû èìååì ðàâåíñòâî KDR;αβ
2;0 =

(
1
2
− µβ

)
ηαθηβν∂x

δgν,0
δuθ

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (3.4). �
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5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4

Åñëè ìû èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ îïåðàòîðû KDZ
2 è KDR

2 , òî òîò ôàêò, ÷òî DZ-
èåðàðõèÿ è DR-èåðàðõèÿ ñîâïàäàþò â êîîðäèíàòàõ ũα â ïðèáëèæåíèè äî ðîäà 1, áûë
óæå äîêàçàí â ñòàòüå [2, òåîðåìà 8.4] (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 1.1). Òàêèì îáðàçîì, äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî KDZ
2;ũ = KDR

2;ũ + O(ε4). Òàê êàê ìû çíàåì, ÷òî K
DZ;[0]
2;ũ = K

DR;[0]
2;ũ [9,

ïðåäëîæåíèå 2.1], îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

K
DZ;[2]
2;ũ;l = K

DR;[2]
2;ũ;l äëÿ l = 0, 1, 2, 3.(5.1)

Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (5.1) äëÿ l = 2 è l = 3. Ìû ýòî ñäåëàåì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ∂α := ∂
∂uα

è

cαβγδ := ∂δc
αβ
γ , cαβγδθ := ∂θc

αβ
γδ , eγ := Eγ|t∗=u∗ = (1− qγ)uγ + rγ, gαβ = eγcαβγ .

Â ðàáîòå [13, òåîðåìà 2] àâòîðû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

K
DZ;[2],αβ
2;ũ;3 = hαβ

∣∣
u∗=ũ∗

,

K
DZ;[2],αβ
2;ũ;2 =

(
3

2
∂γh

αβ +
1

24

(
3

2
− µβ

)
cανγ c

βµ
νµ −

1

24

(
3

2
− µα

)
cβνγ c

αµ
νµ

)∣∣∣∣
u∗=ũ∗

ũγx,

ãäå

hαβ =
1

12

(
∂ν
(
gµνcαβµ

)
+

1

2
cµνν c

αβ
µ

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ũα = uα + ε2

24
∂2xc

αµ
µ + O(ε4) [2, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4],

ìû èìååì

KDR;αβ
2;ũ =Lν

(
uα +

ε2

24
∂2xc

αλ
λ

)
◦KDR;νρ

2 ◦ L†ρ
(
uβ +

ε2

24
∂2xc

βθ
θ

)
+O(ε4) =

=KDR;αβ
2 +

ε2

24

(
∂2x ◦ Lν

(
cαλλ
)
◦KDR;νβ

2 +KDR;αρ
2 ◦ L†ρ

(
cβθθ

)
◦ ∂2x

)
+O(ε4) =

=KDR;αβ
2 + ε2

1

24

(
∂2x ◦ cαλνλ ◦K

DR;[0],νβ
2 +K

DR;[0],αρ
2 ◦ cβθρθ ◦ ∂

2
x

)
︸ ︷︷ ︸

=:
∑3
i=0R

αβ
i ∂ix

+O(ε4),

ãäå Rαβ
i ∈ Au;3−i. Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå gµ,0 =

∑
g≥0 ε

2gg
[2g]
µ,0 , g

[2g]
µ,0 ∈ Au;2g, èç ðàâåí-

ñòâà (3.4) ìû ïîëó÷àåì

K
DR;[2],αβ
2;3 = (3− µα − µβ)ηαµηβν

∂g
[2]
µ,0

∂uνxx
,

K
DR;[2],αβ
2;2 = ηαµηβν

[
(2− µα − µβ)

∂g
[2]
µ,0

∂uνx
+

(
5

2
− µβ

)
∂x
∂g

[2]
µ,0

∂uνxx

]
.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.3), ìû çàòåì âû÷èñëÿåì

∂g
[2]
µ,0

∂uνxx
=

1

24
cθθξc

ξ
µν ,

∂g
[2]
µ,0

∂uνx
=

1

24

[
∂ν
(
cθθξc

ξ
µγ

)
+ ∂γ

(
cθθξc

ξ
µν

)
− ∂µ

(
cθθξc

ξ
νγ

)]
uγx,
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è â èòîãå ïîëó÷àåì

K
DR;[2],αβ
2;3 =

3− µα − µβ
24

cγσγ c
αβ
σ ,

K
DR;[2],αβ
2;2 =

[
2− µα − µβ

24

(
cβθθξ c

αξ
γ − cαθθξ cβξγ

)
+

9
2
− µα − 2µβ

24
∂γ

(
cθξθ c

αβ
ξ

)]
uγx.

Èñïîëüçóÿ, ÷òî K
DR;[0],αβ
2 = gαβ∂x +

(
1
2
− µβ

)
cαβγ uγx, ìû òàêæå âû÷èñëÿåì

Rαβ
3 =

1

24

(
cαλνλg

νβ + gανcβλνλ

)
,

Rαβ
2 =

1

24

[
2∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+ cαλνλc
νβ
γ

(
1

2
− µβ

)
+ gανcβλγνλ + cανγ

(
1

2
− µν

)
cβλνλ

]
uγx.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî (5.1) äëÿ l = 2 è l = 3, íàì íóæíî ïðîâåðèòü
ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà:

1

12

(
∂ν
(
gνµcαβµ

)
+

1

2
cµνν c

αβ
µ

)
=

3− µα − µβ
24

cγσγ c
αβ
σ +

1

24

(
cαλνλg

νβ + gανcβλνλ

)
,(5.2)

1

8
∂γ

(
∂ν
(
gµνcαβµ

)
+

1

2
cµνν c

αβ
µ︸ ︷︷ ︸
∗

)
+

1

24

(
3

2
− µβ

)
cανγ c

βµ
νµ︸ ︷︷ ︸

∗∗

− 1

24

(
3

2
− µα

)
cβνγ c

αµ
νµ︸ ︷︷ ︸

∗∗∗

=(5.3)

=

[
2− µα − µβ

24

(
cβθθξ c

αξ
γ︸ ︷︷ ︸

∗∗

− cαθθξ cβξγ︸ ︷︷ ︸
∗∗∗

)
+

9
2
− µα − 2µβ

24
∂γ
(
cθξθ c

αβ
ξ︸ ︷︷ ︸
∗

)]

+
1

24

[
2∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+

(
1

2
− µβ

)
cαλνλc

νβ
γ︸ ︷︷ ︸

∗∗∗

+gανcβλγνλ +

(
1

2
− µν

)
cανγ c

βλ
νλ︸ ︷︷ ︸

∗∗

]
.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (5.2). Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû, èñïîëüçóÿ, ÷òî gαβ =
eγcαβγ , è óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà 12, ìû âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî (5.2) ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

(1− qν)cνµν cαβµ + eγ∂ν
(
cνµγ c

αβ
µ

)
=

2− µα − µβ
2

cγσγ c
αβ
σ +

1

2
eγ
(
cαλνλc

νβ
γ + cανγ c

βλ
νλ

)
.

Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû, ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèå â ðàìêå êàê eγ∂ν
(
cνµγ c

αβ
µ

)
=

eγ∂ν
(
cβµγ c

αν
µ

)
= eγ

(
cβµνγ c

αν
µ + cβµγ c

αν
νµ

)
, è ïåðåíîñÿ âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ìû ïðèõîäèì ê

âûðàæåíèþ

µα + µβ − 2qν
2

cνµν c
αβ
µ + eγ

(
cβµνγ c

αν
µ + cβµγ c

αν
νµ −

1

2
cαλνλc

νβ
γ −

1

2
cανγ c

βλ
νλ

)
=

=
µα + µβ − 2qν

2
cνµν c

αβ
µ + eγcβµνγ c

αν
µ + eγ

(
1

2
cβµγ c

αν
νµ −

1

2
cανγ c

βλ
νλ

)
,(5.4)

ðàâåíñòâî íóëþ êîòîðîãî íàì íóæíî äîêàçàòü. Èç òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Äóáðîâèíà�Ôðîáåíèóñà [12]
ìû çíàåì, ÷òî LECα

βγ = Cα
βγ, ãäå ÷åðåç LE ìû îáîçíà÷àåì ïðîèçâîäíóþ Ëè, èç ÷åãî âûòå-

êàåò

eλcαβλγ = (δ − qα − qβ + qγ) c
αβ
γ .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê âûðàæåíèþ â ðàìêå, ìû âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå (5.4) ðàâíî

qα + qβ − 2qν − δ
2

cνµν c
αβ
µ + (δ − qβ − qµ + qν)c

βµ
ν c

αν
µ + eγ

(
1

2
cβµγ c

αν
νµ −

1

2
cανγ c

βλ
νλ

)
=

=
qα − qβ + δ − 2qµ

2
cβµν c

αν
µ +

1

2
eγ
(
cβµγ c

αν
νµ − cανγ c

βλ
νλ

)
.(5.5)
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Ìû ïðåîáðàçîâûâàåì ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cβµγ c
αν
νµ − cανγ c

βλ
νλ =

(
∂ν(c

βµ
γ c

αν
µ )− cβµνγ cανµ

)
−
(
∂λ(c

αν
γ c

βλ
ν )− cανλγcβλν

)
= cανµγc

βµ
ν − cβµνγ cανµ ,

è, çíà÷èò, âûðàæåíèå (5.5) ðàâíî

qα − qβ + δ − 2qµ
2

cβµν c
αν
µ +

1

2
eγ
(
cανµγc

βµ
ν − cβµνγ cανµ

)
=

=
qα − qβ + δ − 2qµ

2
cβµν c

αν
µ +

δ − qα − qν + qµ
2

cανµ c
βµ
ν −

δ − qβ − qµ + qν
2

cβµν c
αν
µ =

=− µνcβµν cανµ = −µνcνµν cαβµ .

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî µνc
ν
αν = 0 äëÿ ëþáîãî α. Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì X := µνc

ν
αν =

µνη
νληνθc

θ
αλ = −µληνληνθcθαλ = −µλcλαλ = −X, èç ÷åãî âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî X = 0.

Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî (5.3). Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîäîáíûå ÷ëåíû, ìû ïðèõîäèì ê ýê-
âèâàëåíòíîìó ðàâåíñòâó

1

8
∂γ∂ν

(
gµνcαβµ

)
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ =

3− µα − 2µβ
24

∂γ
(
cνµν c

αβ
µ

)
+

1

24

[
2∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+ gανcβλγνλ

]
,

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

1− δ
2
− µν

8
∂γ
(
cνµν c

αβ
µ

)︸ ︷︷ ︸
∗

+
1

8
∂γ
(
eθ∂ν

(
cµνθ c

αβ
µ

))
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

µα + 2µβ − 3

24
∂γ
(
cνµν c

αβ
µ

)︸ ︷︷ ︸
∗

− 1

24

[
2∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+ gανcβλγνλ

]
= 0.

Èñïîëüçóÿ, ÷òî µνc
νµ
ν = 0, ìû âèäèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà

1

8
∂γ
(
eθ∂ν

(
cµνθ c

αβ
µ

))
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

qα + 2qβ − 3δ

24
∂γ
(
cνµν c

αβ
µ

)
− 1

24

[
2∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+ gανcβλγνλ

]
.

Ïðåîáðàçóÿ ïåðâûé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè êàê

∂γ
(
eθ∂ν

(
cµνθ c

αβ
µ

))
= ∂γ

(
eθ∂ν

(
cµβθ c

αν
µ

))
= ∂γ

(
eθcµβθν c

αν
µ

)
+ ∂γ

(
eθcµβθ c

αν
µν

)
=

=(δ − qµ − qβ + qν)∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+ ∂γ

(
gµβcανµν

)
=

=(δ − qβ)∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+ (−qµ + qν)∂γ

(
cµβν c

αν
µ

)︸ ︷︷ ︸
=0

+∂γ
(
gµβcανµν

)
=

=(δ − qβ)∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+ ∂γ

(
gµβcανµν

)
,

ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

δ − qβ
8

∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+

1

8
∂γ
(
gµβcανµν

)
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

qα + 2qβ − 3δ

24
∂γ
(
cνµν c

αβ
µ

)
− 1

24

[
2 ∂γ

(
cαλνλg

νβ
)

+ gανcβλγνλ

]
=

=
µα − µβ

24
∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

1

24

[
∂γ
(
cαλνλg

νβ
)
− gανcβλγνλ

]
.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîä÷¼ðêíóòîìó ÷ëåíó ôîðìóëó

∂γg
νβ = (1− qγ) cνβγ + eθcνβθγ = (1− µν − µβ) cνβγ ,

ìû ïîëó÷àåì

µα − µβ
24

∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

1

24

[
cαλνλγg

νβ + (1− µν − µβ) cαλνλc
νβ
γ − gανc

βλ
γνλ

]
=

=
µα − µβ

24
∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)
+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ +

1− µν − µβ
24

cαλνλc
νβ
γ +

1

24

[
cαλνλγg

νβ − gανcβλγνλ
]
.
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Âûðàæàÿ ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂λ∂γ
(
cαλν g

νβ − gανcβλν
)︸ ︷︷ ︸

=0

−cαλνλ∂γgνβ − cαλνγ∂λgνβ − cαλν ∂λ∂γgνβ + ∂γg
ανcβλνλ + ∂λg

ανcβλνγ + ∂λ∂γg
ανcβλν =

= (µβ + µν − µλ − µα) ∂γ

(
cαλν c

βν
λ

)
+ (µβ + µν − 1) cαλνλc

βν
γ + (1− µα − µν) cανγ c

βλ
νλ ,

ìû ïîëó÷àåì

µα − µβ
24

∂γ
(
cµβν c

αν
µ

)︸ ︷︷ ︸
∗

+
µα + µν − 1

24
cανγ c

βµ
νµ︸ ︷︷ ︸

∗∗

+
1− µν − µβ

24
cαλνλc

νβ
γ︸ ︷︷ ︸

∗∗∗

+
µβ + µν − µλ − µα

24
∂γ

(
cαλν c

βν
λ

)
︸ ︷︷ ︸

∗

+
µβ + µν − 1

24
cαλνλc

βν
γ︸ ︷︷ ︸

∗∗∗

+
1− µα − µν

24
cανγ c

βλ
νλ︸ ︷︷ ︸

∗∗

=

=
µν − µλ

24
∂γ

(
cαλν c

βν
λ

)
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Øàã 2. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (5.1) äëÿ l = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìû èìååì
ũα(w∗∗, ε)− wα ∈ Im ∂x. Òàêèì îáðàçîì, èç ëåìì 4.1 è 4.2 âûòåêàåò, ÷òî

KDZ;αβ
2;ũ;0 =

(
1

2
− µβ

)
ηβν

∑
m≥0

∂ũα

∂wρm
ηρθ∂m+1

x Ωθ,0;ν,0 =

(
1

2
− µβ

)
ηβν

∑
m≥0

{
ũα, hν,0

}
KDZ

1
.

Ëåììû 4.1 è 4.4, âìåñòå ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ũα(u∗∗, ε)− uα ∈ Im ∂x [2, ëåììà 7.1], äàþò íàì,
÷òî

KDR;αβ
2;ũ;0 =

(
1

2
− µβ

)
ηβν

∑
m≥0

∂ũα

∂uρm
ηρθ∂m+1

x

δgν,0
δuθ

=

(
1

2
− µβ

)
ηβν

∑
m≥0

{
ũα, gν,0

}
KDR

1
.

Òàê êàê â êîîðäèíàòàõ ũα è â ïðèáëèæåíèè äî ε2 ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû hα,a ñîâïàäàþò
ñ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè gα,a, à ïóàññîíîâ îïåðàòîð KDZ

1 ñîâïàäàåò ñ ïóàññîíîâûì

îïåðàòîðîì KDR
1 , ìû ïîëó÷àåì KDZ;αβ

2;ũ;0 = KDR;αβ
2;ũ;0 +O(ε4), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Øàã 3. Äîêàæåì â èòîãå, ÷òî K
DZ;[2]
2;ũ = K

DR;[2]
2;ũ . Òàê êàê ìû óæå äîêàçàëè ðàâåíñòâî (5.1)

äëÿ l = 0, 2, 3, ðàçíîñòü K
DZ;[2]
2;ũ −KDR;[2]

2;ũ èìååò âèä R∂x, R = (Rαβ), ãäå Rαβ ∈ Aũ;2. Òàê êàê
îïåðàòîðû K

DZ;[2]
2;ũ è K

DR;[2]
2;ũ êîñîñèììåòðè÷íû, ìû èìååì

(R∂x)
† = −R∂x ⇔ RT = R è ∂xR = 0.

Èç ñâîéñòâà ∂xR = 0 ìãíîâåííî âûòåêàåò, ÷òî R = 0, çàâåðøàÿ äîêàòåëüñòâî òåîðåìû.
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