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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñëîåíèÿ F ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåð-
íîñòè íà n-ìåðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ìåòðèêà íà ñëîÿõ êîòîðûõ íå
âûðîæäàåòñÿ, à äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíî-
ñòüþ Ýðåñìàíà. Îáùåïðèíÿòûé ãðàôèê G(F ) òàêîãî ñëîåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿ-
åòñÿ íåõàóñäîðôîâûì ìíîãîîáðàçèåì, ïîýòîìó ìû èññëåäóåì ãðàôèê GM(F ) ñëîåíèÿ
ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M, ââåäåííûé ðàíåå àâòîðîì, êîòîðûé âñåãäà õàóñäîðôîâ.
Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íà ãðàôèêå GM(F ) îïðåäåëåíà ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîé èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå è ïðîñòûå ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííûå ñëîÿìè
êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé, ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè. Äîêàçàíî, ÷òî ñëîè èíäó-
öèðîâàííîãî ñëîåíèÿ íà èññëåäóåìîì ãðàôèêå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìû-
ìè ïñåâäîðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè è äàíî îïèñàíèå èõ ñòðóêòóðû. Ðàññìîòðåíî
ïðèëîæåíèå ê ãðàôèêàì ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé íà íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìûõ ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ñëîåíèå, ïîëó÷åííîå íàäñòðîéêîé
ãîìîìîðôèçìà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, îòíîñèòñÿ ê
èññëåäóåìîìó êëàññó ñëîåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå, ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ãðà-
ôèê ñëîåíèÿ, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ.

Mathematics Subject Classi�cation: 53C12, 53C50, 57R30

1. Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ãðóïïîèä ãîëîíîìèè ñëîåíèÿ ââåäåí Ø. Ýðåñìàíîì, ýêâèâàëåíòíóþ êîíñòðóêöèþ ïðåäëîæèë
Õ. Âèíêåëüíêåìïåð [1] ïîä íàçâàíèåì ãðàôèêà ñëîåíèÿ. Ãðàôèê ñëîåíèÿ ñîäåðæèò âñþ èíôîð-
ìàöèþ î ñëîåíèè è î åãî ðîñêîâûõ ãðóïïàõ ãîëîíîìèè, îáùåïðèíÿòûõ â òåîðèè ñëîåíèé [2].
C∗-àëãåáðû êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ ôóíêöèè äëÿ ñëîåíèé, ââåäåííûå Êîííîì [3], îïðåäåëÿþòñÿ íà
ãðóïïîèäàõ ãîëîíîìèè ýòèõ ñëîåíèé.
Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M .

Ð.À. Áëþìåíòàëü è Äæ. Õåáäà ([4] è [5]) îïðåäåëèëè ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ) êàê q-ìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì, èíòåãðàëüíûå êðèâûå êîòîðîãî äîïóñêàþò ïåðåíîñ
âäîëü ëþáîé êðèâîé â ñëîå ñëîåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ Lα ñëîåíèÿ (M,F ) ââåäåíî ïîíÿòèå
ãðóïïû M-ãîëîíîìèè. Ìû ïðèâîäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ â ðàçäåëå 2.
Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ ãðàôèêà GM(F ) ñëîåíèÿ F êîðàçìåðíîñòè q ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà

M íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , ââåäåííîãî íàìè â [6] (ñì. òàêæå [7], [8]). Ðàññìîòðèì ëþáûå
äâå òî÷êè x è y èç îäíîãî ñëîÿ Lα ýòîãî ñëîåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(x, y) ìíîæåñòâî êóñî÷íî
ãëàäêèõ ïóòåé â Lα, ñîåäèíÿþùèõ x ñ y. Ïóòè h è f èç A(x, y) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
h ∼ f , åñëè ïåòëÿ h · f−1, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ïóòåé h è f−1, ïîðîæäàåò òðèâèàëüíûé ýëåìåíò
ãðóïïû M-ãîëîíîìèè HM(Lα, x) ñëîÿ Lα â òî÷êå x. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ïóòü h,

N.I. Zhukova, Graphs of totally geodesic foliations on pseudo-Riemannian manifolds.
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îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {h}. Ìíîæåñòâî GM(F ) òðîåê âèäà (x, {h}, y), ãäå x ∈M , y ∈ L(x), h ∈ A(x, y),
íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ñëîåíèÿ (M,F ) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M, à îòîáðàæåíèÿ p1 : GM(F ) →
M : (x, {h}, y) 7→ x, p2 : GM(F ) → M : (x, {h}, y) 7→ y íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè.
Íàìè äîêàçàíî, ÷òî ãðàôèêGM(F ) åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé (2n−q)-ìåðíîãî
õàóñäîðôîâà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ [6] (ñì. òàêæå [7], [8]).
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà GM(F ) îïðåäåëåí àíàëîãè÷íî êëàñ-

ñè÷åñêîìó ãðàôèêó ñëîåíèÿ G(F ) [1] çàìåíîé ðîñòêîâîé ãðóïïû ãîëîíîìèè Γ(L, x) ñëîÿ L, x ∈M ,
íà ãðóïïó M-ãîëîíîìèè HM(L, x). Â îòëè÷èå îò GM(F ), òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãðàôèêà
G(F ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå õàóñäîðôîâî.
Îòîáðàæåíèå

β : GM(F )→ G(F ), β(x, {h}, y) = (x,< h >, y),

ãäå (x,< h >, y) ∈ G(F ), ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Îáà ãðàôèêà G(F ) è GM(F )
íàäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé ãðóïïîèäîâ, ïðè÷åì β � ãîìîìîðôèçì ýòèõ ãðóïïîèäîâ, òî åñòü îòîá-
ðàæàåò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ îäíîãî ãðóïïîèäà â ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
äðóãîãî.
Ïóñòü p : M → B � ñóáìåðñèÿ è M � ðàñïðåäåëåíèå íà B. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

p∗M := {Nx |x ∈M}, ãäå Nx = {Y ∈ TxM | p∗xY ∈Mp(x)}
Íàìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óêàçàííûõ âûøå äâóõ ãðàôèêîâ ïðîèçâîëüíîãî ñëîåíèÿ

ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà [6], [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM ,
äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M. Òîãäà :
1. Ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ β : GM(F ) → G(F ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ãðàôèê G(F ) õàóñäîðôîâ.
2. Êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè pi : GM(F ) → M , i = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè

ðàññëîåíèÿìè.
3. Ðàñïðåäåëåíèå N := p∗1M ∩ p∗2M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ

F := {p−1
1 (L) |L ∈ F} = {p−1

2 (L) |L ∈ F},

íà ãðàôèêå GM(F ), ïðè÷åì ãðóïïû ãîëîíîìèè HN(L, z) è HM(L, x), x = p1(z), ñëîåâ L è L = p1(L),
à òàêæå ðîñòêîâûå ãðóïïû ãîëîíîìèè ýòèõ ñëîåâ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïñåâäîãðóïïà H ëîêàëüíûõ ãîëîíîìíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M
íàçûâàåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêîé, åñëè èç òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà V â M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåñòâî h|V = idV äëÿ êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà h ∈ H, ñëåäóåò,
÷òî h = idD(h) íà âñåé ñâÿçíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(h) ýëåìåíòà h, ñîäåðæàùåé V .

Ñîãëàñíî [9, Ïðåäëîæåíèå 2], êðèòåðèé Âèíêåëüêåìïåðà î õàóñäîðôîâîñòè ãðàôèêà G(F ) ìî-
æåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðåäëîæåíèå 1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãðàôèêà G(F ) ñëîåíèÿ (M,F ) õàóñäîðôîâî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîãî ñëîåíèÿ êâàçèàíàëèòè÷íà.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 è Ïðåäëîæåíèþ 1 äëÿ ñëîåíèé ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, èìåþùèõ êâà-
çèàíàëèòè÷åñêóþ ïñåâäîãðóïïó ãîëîíîìèè, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ãðàôèêè GM(F ) è G(F ) ïî
êàíîíè÷åñêîìó èçîìîðôèçìó β è îáîçíà÷èòü ýòî ÷åðåç GM(F ) ∼= G(F ). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê
GM(F ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåñèíãóëÿðèçàöèþ íåõàóñäîðôîâà ãðàôèêà G(F ), ãäå ïîä ñèí-
ãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ íåõàóñäîðôîâîñòü. Òàêîå ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ñâîéñòâ ýòèõ ãðàôèêîâ
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðóïïà M-ãîëîíîìèè H(Lα, x) èìååò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð, â òî âðåìÿ êàê
ðîñòêîâàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè Γ(Lα, x) íîñèò ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûõ õàðàêòåð, ãëîáàëüíûé ïî ñëîÿì
è ëîêàëüíûé ïî òðàíñâåðñàëÿì.
Íà ãðàôèêå GM(F ) èíäóöèðóþòñÿ ñëåäóþùèå òðè ñëîåíèÿ

F (1) = {p−1
1 (x) |x ∈M}, F (2) = {p−1

2 (x) |x ∈M}, F = {p−1
1 (L) |L ∈ F}.

Çàìåòèì, ÷òî F = {p−1
2 (L) |L ∈ F}.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå N = p∗1M ∩ p∗2M è M(1) = N ⊕ TF (2). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëþáîå ãëàäêîå

âåêòîðíîå ïîëå X íà ãðàôèêå GM(F ) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå X = X(1) +XN +X(2), ãäå

X(i) ∈ XF (i)(GM(F )), i = 1, 2, XN ∈ XN(GM(F )), à òàêæå â âèäå

X = X(1) +XM(1)
, (1)

ãäå XM(1) ∈ XM(1)(GM(F )).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè (M, g), 0 < q < n, ïðè÷åì íà ñëîÿõ èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y ∈ X(GM(F )), ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå (1), ðàâåíñòâî

d(X,Y ) := (p∗1g)(XM(1)
, YM(1)

) + (p∗2g)(X(1), Y (1)) (2)

îïðåäåëÿåò ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó d íà ãðàôèêå GM(F ), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé.

Â ñëó÷àå êîãäà (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîå ðèìàíîâî ñëîåíèå, à M � îðòîãî-
íàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, ãðàôèê G(F ) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ãðàôèêîì GM(F ), èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà d íà G(F ) ðàññìàòðèâàëàñü Ð. Âîëàêîì â [10].

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàñïðåäåëåíèå M íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) íàçûâàåòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, åñëè ëþáàÿ ãëàäêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè
g, êàñàþùàÿñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M â îäíîé òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ýòîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.
Ñëîåíèÿ ñ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì êàñàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàçûâàþòñÿ âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêèìè ñëîåíèÿìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (M,F ) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q íà
n-ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ïðè÷åì íà ñëîÿõ èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìà-
íîâà ìåòðèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, îðòîãîíàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ),

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ). Òîãäà îïðåäåëåííûå âûøå ñëîåíèÿ F (1), F (2) è F
íà ãðàôèêå GM(F ) ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé d ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè, à q-ìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå N, îðòîãîíàëüíîå F, ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî.

Â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 1 è Ïðåäëîæåíèÿ 1 èç Òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2, è
ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîãî ñëîåíèÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêàÿ. Òîãäà ãðàôèê G(F ) îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ãðàôèêîì GM(F ), íàäåëåííûì èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå
(G(F ),F) è ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííûå ñëîÿìè êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé pi : G(F ) → M , i = 1, 2,
ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè.

Ïîñêîëüêó ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ (M,F ) ÿâëÿåò-
ñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêîé, ãðàôèêè G(F ) è GM(F ) îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Òàê êàê ïîëíîòà ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ âëå÷åò ïîëíîòó ëþáîãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ñëîåíèÿ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè, òî,
ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4, äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ê TF ðàñïðåäåëåíèå M � ñâÿç-
íîñòü Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ). Ïîýòîìó èç Òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àíàëèòè÷åñêîå ñëîåíèå íà ïîëíîì ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè (M, g) è G(F ) � ãðàôèê ýòîãî ñëîåíèÿ, íàäåëåííûé èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, òî

èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå (G(F ),F) è ñëîåíèÿ (G(F ), F (i)), i = 1, 2, îáðàçîâàííûå ñëîÿìè êàíîíè-
÷åñêèõ ïðîåêöèé pi : G(F )→M , ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîåíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ñëåäñòâèÿ 2 Ð. Âîëàêîì äîêàçàíà âïîëíå ãåîäåçè÷-
íîñòü ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ñëîÿìè òîëüêî îäíîé êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè p1 : G(F ) → M [10,
Òåîðåìà 2].
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Çàìå÷àíèå 2. Ãðàôèêè ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ íåâû-
ðîæäåííîé ìåòðèêîé íà ñëîÿõ èññëåäîâàëèñü À. Þ. Äîëãîíîñîâîé è àâòîðîì â [11].

Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 2, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðàôèêîâ èññëåäóåìîãî êëàññà
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ñëîåíèé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Òåîðåìû 2, F (1), F (2), F
� óêàçàííûå âûøå ñëîåíèÿ íà ãðàôèêå GM(F ) è L0 = p−1

1 (x), x ∈ M, � ïðîèçâîëüíûé ñëîé
êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ, ïðè÷åì ãðàôèê è ñëîè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé d. Òîãäà:
1. Êàæäûé ñëîé L = p−1

1 (L) èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ (GM(F ),F) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííî
ïðèâîäèìûì ïñåâäîðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ, äîïîëíèòåëüíûõ ïî îðòî-
ãîíàëüíîñòè ñëîåíèé F (1)|L è F (2)|L.
2. Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L ñëîåíèÿ (M,F ) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ïñåâäîðèìàíîâî íàêðûòèå fL :

L0 → L ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, èçîìîðôíîé ãðóïïå M-ãîëîíîìèè HM(L).
3. Ãðóïïà HM(L) äèàãîíàëüíî ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî ðàçðûâíî äåéñòâóåò íà ïñåâäîðèìàíîâîì

ïðîèçâåäåíèè L0 × L0 ïîñðåäñòâîì ãðóïïû èçîìåòðèé Ψ òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

η : L→ (L0 × L0)/Ψ

ñëîÿ L = p−1
1 (L) íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå (L0 × L0)/Ψ, ïåðåâîäÿùàÿ ñëîè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé

F (1)|L è F (2)|L â ñëîåíèÿ, íàêðûòûå ïðîèçâåäåíèåì L0 × L0.

Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 3 êàæäûé ñëîé (Lα, g) ñëîåíèÿ (M,F ) ëîêàëüíî èçî-
ìåòðè÷åí (L0, d), îòêóäà âûòåêàåò ñäåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ñëîé L âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ñëîåíèÿ (M,F ), èìåþùèé ïî-
ñòîÿííóþ êðèâèçíó, òî êàæäûé ñëîé Lα ýòîãî ñëîåíèÿ èìååò òó æå ñàìóþ ïîñòîÿííóþ êðè-
âèçíó.

Ïóñòü (M, g) � íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ðàññìàòðèâàåìîå ñî
ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Mx êàñàòåëüíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈M, íà êîòîðîì ñóæåíèå ìåòðèêè g íå âûðîæäà-
åòñÿ, ïðè÷åì Mx èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü êóñî÷íî ãëàäêèõ ïå-
òåëü â òî÷êå x. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïîäïðîñòðàíñòâàMx â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ
M îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèåM íàM, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì. Òàê êàê ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, òî äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâî
M⊥x èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü ïåòåëü â òî÷êå x è, ñëåäîâàòåëü-
íî, òàêæå îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå M⊥ íà M . Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ïàðàëëåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî è ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê íåêîòîðîìó ñëîåíèþ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåëüíûì.
Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñóùå-

ñòâóåò ïàðà (F, F⊥) äîïîëíèòåëüíûõ ïî îðòîãîíàëüíîñòè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (M, g) � íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîå ïñåâäîðèìíîâî ìíîãîîáðàçèå, F è F⊥

� åãî ïàðàëëåëüíûå ñëîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì M = TF⊥ � ñâÿçíîñòü Ýðå-
ñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ). Òîãäà âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ:
1. Ãðàôèêè G(F ) è GM(F ) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû è îòîæäåñòâëÿþòñÿ; G(F ) íàäåëÿåòñÿ

ïñåâäîðèìàíîâîé ìåðèêîé d.
2. Ïî÷òè äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ G(F ) è x = p1(z) ∈M ñëîè L = L(z) è L = L(x) èìåþò òðèâè-

àëüíûå ãðóïïû ãîëîíîìèè è èçîìåòðè÷íû L0×L0 è L0, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå L0 � ïðîèçâîëüíûé
ôèêñèðîâàííûé ñëîé êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè p1 : G(F )→M ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé.

3. Îïðåäåëåíû ñëîåíèÿ FN, F (i), i = 1, 2, òàêèå, ÷òî TFN = N è TF (i) = M(i) íà ãðàôèêå
G(F ).
4. Ãðàôèê G(F ) ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé d � íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîå ïñåâäîðèìàíî-

âî ìíîãîîáðàçèå ñ òðåìÿ ïàðàìè äîïîëíèòåëüíûõ ïî îðòîãîíàëüíîñòè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé
(F (1),F (1)); (F (2),F (2)) è (FN,F).
5. Êàæäîå èç óêàçàííûõ âûøå øåñòè ñëîåíèé îáëàäàåò èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà,

à åãî ãðàôèê óäîâëåòâîðÿåò Òåîðåìàì 2 è 3, à òàêæå óòâåðæäåíèÿì 1�4 äàííîé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 4 è ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ èññëåäóåìûõ çäåñü ñëîåíèé
äîñòàòî÷íî øèðîê.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü (M,F ) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì
ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ãäå 0 < q < n. Åñëè íà ñëîÿõ ýòîãî ñëîåíèÿ èíäóöèðóåòñÿ
ïîëíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà, òî q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, îðòîãîíàëüíîå ñëîÿì, ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü (B, gB) � ïðîèçâîëüíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Åñëè (M,F )
� ñëîåíèå, ïîëó÷åííîå íàäñòðîéêîé ãîìîìîðôèçìà

ρ : π1(B, b)→ Diff(T ),

òî íà M ñóùåñòâóåò ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà òàêàÿ, ÷òî:
1) (M,F ) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå ñ èíäóöèðîâàííîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà

ñëîÿõ, ïðè÷åì ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) � ïîëíûå ïñåâäîðèìàíîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ (B, gB);
2) àññîöèèðîâàííîå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå îáðàçîâàíî ñëîÿìè ïñåâäîðèìàíîâîé ñóá-

ìåðñèè p : M → B;
3) ðàñïðåäåëåíèå, îáðàçîâàííîå êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ê ñëîÿì ñóáìåðñèè p : M → B

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ (M,F );
4) ãðàôèê G(F ) õàóñäîðôîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà Ψ := ρ(π1(B, b)) êâàçèàíàëè-

òè÷åñêè äåéñòâóåò íà T.

Îáîçíà÷åíèÿ Ñëåäóÿ [15], ìû îáîçíà÷àåì P (N,H) ãëàâíîå H-ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðà-
çèåì N . ×åðåç X(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè M íàä
àëãåáðîé F(M) ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ñëîåíèå F íà ìíîãîîáðàçèè M îáîçíà÷àåòñÿ êàê îäíîé
áóêâîé, òàê è ïàðîé (M,F ). Ïóñòü M � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M , òîãäà
XM(M) := {X ∈ X(M) | Xu ∈Mu ∀u ∈ M}. Åñëè M èíòåãðèðóåìî è M = TF, òî XM(M)
îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå XF (M).
×åðåç Fol îáîçíà÷àåòñÿ êàòåãîðèÿ ñëîåíèé, â êîòîðîé ìîðôèçìû îòîáðàæàþò ñëîè îäíîãî ñëî-

åíèÿ â ñëîè äðóãîãî ñëîåíèÿ.
Ñóæåíèå ñëîåíèÿ (èëè ìåòðèêè) íà ïîäìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå áóêâîé, ÷òî è èñõîä-

íîå ñëîåíèå (èëè ìåòðèêà).
×åðåç ∼= îáîçíà÷àåòñÿ èçîìîðôèçì â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè, à ⊕ � ñèìâîë ïðÿìîé ñóììû

âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ðàñïðåäåëåíèé.

2. Cëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà

2.1. Ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèé. Ïóñòü íà ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çà-
äàíî ñëîåíèå F ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ≥ 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM q-ìåðíîå òðàíñâåðñàëüíîå ê F ðàñïðåäåëåíèå, òîãäà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M â êàæäîé ñâîåé òî÷êå x ∈M ïðåäñòàâèìî â âèäå TxM = TxF ⊕Mx.
Ðàñïðåäåëåíèå M è êóñî÷íî ãëàäêèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþòñÿ
M-ãîðèçîíòàëüíûìè èëè ïðîñòî ãîðèçîíòàëüíûìè. Êàñàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå TF ê ñëîÿì ñëî-
åíèÿ F è êàæäûé âåêòîð X èç TxF , x ∈M , íàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè. Êðèâàÿ â ìíîãîîáðàçèè
M , ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ F , íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé.
Êóñî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå H : I × I → M , ãäå I = [0, 1], íàçûâàþò âåðòèêàëüíî-

ãîðèçîíòàëüíîé ãîìîòîïèåé (äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, âãã), åñëè äëÿ ëþáûõ (s, t) ∈ I × I
êðèâàÿ H|I×{t} ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, à H|{s}×I ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé êðèâîé. Ïàðà
(H|I×{0}, H|{0}×I) íàçûâàåòñÿ áàçîé âãã H. Äâå êðèâûå (δ, τ) íàM íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìîé ïàðîé
ïóòåé, åñëè δ(0) = τ(0), ïðè÷åì ïóòü δ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, à τ � âåðòèêàëüíûì.
Åñëè äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû ïóòåé (δ, τ) ñóùåñòâóåò âãã ñ áàçîé (δ, τ), òî ðàñïðåäåëåíèå

M íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ F . Åñëè ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå M èíòåãðèðóåìî, òî
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ δ̃ ïîëó÷åíà ïåðåíîñîì êðèâîé δ âäîëü τ îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà

M, åñëè δ̃ := H|I×{1}. Îáîçíà÷èì ýòîò ïåðåíîñ ÷åðåç δ
τ−→> δ̃.
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2.2. Ãðóïïû M-ãîëîíîìèè. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Ωx, x ∈ M, ìíîæåñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x. Äåéñòâèå
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(L, x) ñëîÿ L = L(x) íà ìíîæåñòâå Ωx îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: Φx : π1(L, x) × Ωx → Ωx : ([h], σ) 7→ σ̃, ãäå [h] ∈ π1(L, x), è σ̃ � ðåçóëüòàò ïå-
ðåíîñà êðèâîé σ ∈ Ωx âäîëü h îòíîñèòåëüíî M. Ïóñòü KM(L, x) � ÿäðî äåéñòâèÿ Φx, ò.å.
KM(L, x) = {α ∈ π1(L, x) |α(σ) = σ ∀σ ∈ Ωx}. Ôàêòîð-ãðóïïà HM(L, x) = π1(L, x)/KM(L, x)
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé M-ãîëîíîìèè ñëîÿ L [4]. Áëàãîäàðÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñëîåâ, ãðóïïû
M-ãîëîíîìèè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îäíîãî è òîãî æå ñëîÿ èçîìîðôíû. Ïóñòü Γ(L, x) � ðîñòêîâàÿ
ãðóïïà ãîëîíîìèè ñëîÿ L. Îïðåäåëåí ýïèìîðôèçì ãðóïï χ : HM(L, x) → Γ(L, x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ðàâåíñòâó

χ ◦ µ = ν, (3)

ãäå µ : π1(L, x) → HM(L, x) � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå è ν([h]) :=< h > � ðîñòîê ëîêàëüíîãî
ãîëîíîìíîãî äèôôåîìîðôèçìà òðàíñâåðñàëüíîãî q-ìåðíîãî äèñêà âäîëü ïåòëè h â òî÷êå x.

2.3. Ëîêàëüíûå ãîðèçîíòàëüíûå ãîëîíîìíûå äèôôåîìîðôèçìû. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíîå ãëàäêîå ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Ïóñòü M �
ãëàäêîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M, òðàíñâåðñàëüíîå ýòîìó ñëîåíèþ, ò.å. TxM = TxF ⊕Mx

∀x ∈ M. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå ãîìîòîïèè îòíîñèòåëüíî ðàñ-
ïðåäåëåíèé TM è M. Â ëþáîé òî÷êå x ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vx, ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ïàðû ïóòåé (σ, h) â Vx ñ îáùèì íà÷àëîì â x ñóùåñòâóåò âãã â Vx ñ áàçîé (σ, h). Ïóñòü
σ : [0, 1] → M � ëþáàÿ ãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M ñ íà÷àëîì x0 := σ(0) è
êîíöîì x1 := σ(1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ñòÿãèâàåìûå îêðåñòíîñòè U0

òî÷êè x0 â ñëîå L0 3 x0 è U1 òî÷êè x1 â ñëîå L1 3 x1, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U0 è ëþáîãî
êóñî÷íî ãëàäêîãî ïóòè hx : [0, 1] → U0 ñîåäèíÿþùåãî h(0) = x0 ñ h(1) = x, ñóùåñòâóåò âãã Hx ñ
áàçîé (σ, hx). Ïðè ýòîì M-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ σx(s) := Hx(s, 1), s ∈ [0, 1], ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è,
â ñèëó ñòÿãèâàåìîñòè U0, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè hx, ñîåäèíÿþùåãî x0 ñ x â U0. Äàëåå áóäåì
íàçûâàòü σx ïåðåíîñîì ïóòè σ â òî÷êó x ∈ U0. Ïðè ýòîì îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì

Φσ : U0 → U1 : x 7→ σx(1), x ∈ U0,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ãîðèçîíòàëüíûì ãîëîíîìíûì äèôôåîìîðôèçìîì âäîëü
M-êðèâîé σ [5].
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé Ëè LXg îò 2-ôîðìû g âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ X âûòåêàåò ñïðà-

âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ïñåâäîðèìà-
íîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ïðè÷åì èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà ñëîÿõ íå âûðîæäàåòñÿ, è M
� q-ìåðíîå îðòîãîíàëüíîå ê TF ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü σ : [0, 1] → M � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ
M-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ â M , Φσ : U0 → U1 � ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèô-
ôåîìîðôèçì âäîëü σ è W := {σx(s) |x ∈ U0, s ∈ (0, 1)}, ãäå σx � ïåðåíîñ σ â òî÷êó x ∈ U0. Òîãäà
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Äèôôåîìîðôèçì Φσ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé (U0, g) è (U1, g);
2. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XM(W ) òàêîãî, ÷òî X|σx(s) = σ̇x(s), ãäå x ∈ U0, s ∈ [0, 1],

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (LXg)(Y, Z) = 0 äëÿ âñåõ Y,Z ∈ XF (W ).

3. Ïñåâäîðèìàíîâû ñóáìåðñèè

Èçó÷åíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé áûëî èíèöèèðîâàíî B. Î'Íåéëîì [12] è À. Ãðýéåì [13].
Ãëàäêàÿ ñþðúåêòèâíàÿ ñóáìåðñèÿ p : M → B ìåæäó äâóìÿ ïñåâäîðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
(M, g) è (B, gB) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâîé ñóáìåðñèåé, åñëè ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ íà êàæ-
äîì ñëîå ñóáìåðñèè p−1(b), ãäå b ∈ B, íå âûðîæäàåòñÿ, è p ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ ñëîÿì ñóáìåðñèè.
Èññëåäîâàíèþ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àâ-

òîðîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïñåâäîðèìàíîâû ñóáìåðñèè ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëî-
ÿìè, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ êîòîðûõ äîêàçàíû êëàññèôèêàöèîííûå òåîðåìû (ñì. [14] è ññûëêè
òàì).
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Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïñåâäîðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîÿìè ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóþòñÿ äàëåå â äàííîé ðàáîòå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè (M, g) è (B, gB) � ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n è q,
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå 0 < q < n, à p : M → B � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ, ñëîè êîòîðîé �
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â (M, g), òî:
(i) ïðîåêöèÿ σ = p ◦ γ ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé γ èç (M, g) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â (B, gB);
(ii) ïðîîáðàç p−1(L) ëþáîãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ L èç áàçû (B, gB) ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â (M, g), íåñâÿçíûì, åñëè ñëîè ñóáìåðñèè p íå ñâÿçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p : M → B � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ ñ âïîëíå ãåîäåçè-
÷åñêèìè ñëîÿìè.

(i). Ñâîéñòâî êðèâîé ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) áûòü ãåîäåçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé γ â ïðîèçâîëüíîé êîîðäè-
íàòíîé îêðåñòíîñòè U , àäàïòèðîâàííîé ê (M,F ), åå ïðîåêöèÿ p◦γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè
V := p(U) ìíîãîîáðàçèÿ (B, gB). Çàìåòèì, ÷òî p|U : U → V � ïðåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ íà
ñòÿãèâàåìîì ìíîãîîáðàçèè ñî ñòÿãèâàåìûìè ñëîÿìè. Ïîýòîìó, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, â äàííîì
äîêàçàòåëüñòâå ïîëîæèì M = U , B = V , p : M → B � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ ñ âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîÿìè, à F = {p−1(b) | b ∈ B}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâû ìåòðèêè g è gB èìåþò ñèãíàòóðû (k, s) è (k1, s1), ñîîò-

âåòñòâåííî, ãäå k + s = n, k1 + s1 = q. Ïóñòü H1 = O(k1, s1), H = O(k, s). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç L(M,H) = M × H è P1(B,H1) = B × H1 ðàññëîåíèÿ ïñåâäî-îðòîãîíàëüíûõ ðåïåðîâ íà
M è B, îïðåäåëåííûå ìåòðèêàìè g è gB, ñîîòâåòñòâåííî, îíè ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ãëàâ-
íûìè ðàññëîåíèÿìè ñ ïðîåêöèÿìè π : L → M è f1 : P1 → B. Ïóñòü M � q-ìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, îðòîãîíàëüíîå ñëîÿì ñóáìåðñèè p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P = M × H1 ðàññëîåíèå M-
òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ, ÿâëÿþùååñÿ ïðîîáðàçîì ðàññëîåíèÿ P1(B,H1) îòíîñèòåëüíî ñóáìåð-
ñèè p, òî åñòü P = {(y, v) ∈ M × P1| p(y) = f1(v)}. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíû ïðîåêöèè f : P → M ,
f(y, v) := y, è h : P → P1, h(y, v) = v ∀(y, v) ∈ P, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f1 ◦h = p ◦ f. Ñëîè
ñóáìåðñèè h : P → P1 îáðàçóþò ñëîåíèå (P, FP ).
Òàê êàê M = U � êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü, àäàïòèðîâàííàÿ ê ñëîåíèþ (M,F ), òî â êàæäîé

òî÷êå y ∈ M îïðåäåëåí êîîðäèíàòíûé ðåïåð ( ∂
∂xa |y,

∂
∂xα |y), a = 1, ..., n − q, α = n − q + 1, ..., n,

ïðè÷åì { ∂
∂xa |y} � áàçèñ TyF , êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ñëîþ ñëîåíèÿ (M,F ) â òî÷êå y. Ëþáàÿ

òî÷êà (y, v) ∈ P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàíñâåðñàëüíûé ðåïåð, òî åñòü áàçèñ {Zα|y} âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà My â òî÷êå y ∈ M, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì p∗y(Zα|y) = Xα|x, ãäå {Xα|x} = v
� áàçèñ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà TxB â òî÷êå x = f1(v) = p(y). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå J : P → L, J(y, v) = { ∂

∂xa |y, Zα|y}, ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ
P â L è óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó π ◦ J = f.
Ïóñòü En−q � åäèíè÷íàÿ (n− q)-ìåðíàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç j : H1 → H :A 7→

(
En−q 0

0 A

)
âëîæåíèå ãðóïïû H1 â ãðóïïó H. Ïðè ýòîì ïàðà (J, j) îïðåäåëÿåò ðåäóêöèþ R H-ðàññëîåíèÿ
L ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå j(H1) [15, Ãëàâà 1, �5]. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå J : P → R = J(P ) �
èçîìîðôèçì ãëàâíûõ ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îòîæäåñòèòü P ñ R ïîñðåäñòâîì J . Ïðè
ýòîì êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

L ⊃ R ∼= P
h−−−−→ P1

πR=f

y yf1
M

p−−−−→ B,

(4)

ãäå πR := π|R. Òàêèì îáðàçîì, íà R îïðåäåëåíî ñëîåíèå F êàê îáðàç ñëîåíèÿ (P, FP ) ïðè óêàçàí-
íîì îòîæäåñòâëåíèè, ïðè÷åì ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ πR íà ëþáîé ñëîé ñëîåíèÿ (R,F) ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîé (M,F ).
Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇ ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) îïðåäåëÿåò H-ñâÿçíîñòü Q íà

L. Ïóñòü Q(1) � H1-ñâÿçíîñòü íà P1, îïðåäåëåííàÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ∇B ïñåâäîðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ (B, gB). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω gl(n,R)-çíà÷íóþ 1-ôîðìó ñâÿçíîñòè Q, à ÷åðåç θ �
êàíîíè÷åñêóþ 1-ôîðìó ýòîé ñâÿçíîñòè íà L ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Íàïîìíèì, ÷òî Bξ ∈ X(L) íàçû-
âàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãîðèçîíòàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè ω(Bξ) = 0, òî åñòü Bξ ∈ XQ(L),
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è θ(Bξ) = ξ = const ∈ Rn. Êàê èçâåñòíî [15, Ãëàâà III, Ïðåäëîæåíèå 6.3], êðèâàÿ γ � ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ â (M,∇) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé íåêîòîðîãî
ñòàíäàðòíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Ïîñêîëüêó ëèôò â L ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé èç (M,∇) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñ-

ïðåëåëåíèÿ Q, òî âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü (M,F ) âëå÷åò âêëþ÷åíèå TF ⊂ Q|R. Ñëåäîâàòåëüíî,
Q|R = TF ⊕N, ãäå N = π∗M ∩Q|R.
Òàê êàê p : M → B � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ, ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà 1], ðàñïðåäåëåíèå M

ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó Q-ëèôò γ̃ â òî÷êó u ∈ π−1(γ0) ∩R ëþáîé M-ãîðèçîíòàëüíîé
ãåîäåçè÷åñêîé γ : [0, 1] → M ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ N. Áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà Y ∈ Nu, u ∈ R, òàêîãî, ÷òî θ(Y ) = ξ ∈ {0n−q} × Rq, ãäå 0n−q � íîëü â Rn−q,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ M-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ íà M , Q-ëèôò êîòîðîé â òî÷êó u
åñòü èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñòàíäàðòíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Bξ, ïðè÷åì Bξ|u = Y.
Ïî ñâîéñòâó ïñåâäîðèìàíîâîé ñóáìåðñèè, ëþáàÿM-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîñðåäñòâîì

p : M → B ïðîåêòèðóåòñÿ â ãåîäåçè÷åñêóþ áàçû (B,∇B) [12]. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

f1 ◦ h = p ◦ πR, ìû ïîëó÷àåì h∗u(Nu) = h∗u(Qu) = Q
(1)
h(u) äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R.

Ïóñòü γ � ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M, g), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x = γ(0) â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà X = γ̇(0) ∈ TxM . Âîçüìåì òàêóþ òî÷êó u0 ∈ R, ÷òî π(u0) = x. Ðàññìàòðèì ðåïåð
u0 êàê îòîáðàæåíèå u0 : Rn → TxM , êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó èç Rn c êîîðäè-
íàòàìè λ1, ..., λn â ñòàíäàðòíîì áàçèñå â Rn âåêòîð â TxM ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè â áàçèñå
u0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η := u−1

0 (X) ∈ Rn. Ïóñòü pr : Rn ∼= Rn−q × Rq → Rq � êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ íà ñîìíîæèòåëü è ξ := pr(η) ∈ Rq. Òàê êàê γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñóùåñòâóåò èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ γ̂ ñòàíäàðòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Bη íà R ñ íà÷àëîì â òî÷êå γ̂(0) = u0. Ïðè ýòîì
γ = π ◦ γ̂ è σ̂ := h ◦ γ̂ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñòàíäàðòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Bξ íà P1, ïðîõî-
äÿùåãî ÷åðåç òî÷êó v0 = h(u0) = σ̂(0). Ïîñêîëüêó p ◦ πR = f1 ◦ h, ìû èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ
σ = p ◦ γ = p ◦ (π ◦ γ̂) = (p ◦ π) ◦ γ̂ = (f1 ◦ h) ◦ γ̂ = f1 ◦ (h ◦ γ̂) = f1 ◦ σ̂.
Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ σ := f1 ◦ σ̂ � ãåîäåçè÷åñêàÿ íà (B, gB), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé ãåîäå-

çè÷åñêîé γ ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), ò.å. p ◦ γ = σ, è óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.
(ii). Ïóñòü L � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â (B, gB) è N := p−1(L) � ãëàäêîå

âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â M, íåñâÿçíîå, åñëè ñëîè ñóáìåðñèè p : M → B íå ñâÿçíû. Âîçüìåì
ëþáóþ òî÷êó y ∈ N è âåêòîð Y ∈ TyN . Ïóñòü γ = γY (s), s ∈ [0, 1], � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M, g),
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó y = γY (0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Y , òî åñòü Y = γ̇Y (0). Ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ (i) σ := p ◦ γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (B, gB), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
b = p(y) = σ(0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X = p∗yY ∈ TbL. Òàê êàê L � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå, òî σ(s) ∈ L ∀s ∈ [0, 1], ñëåäîâàòåëüíî, γ(s) ∈ N ∀s ∈ [0, 1]. Ýòî îçíà÷àåò
âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ N â (M, g).

4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2

4.1. Êðèòåðèé âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñëîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Âåêòîðíîå ïîëå X íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì îòíîñèòåëüíî
ñëîåíèÿ (M,F ), åñëè [X,Y ] ∈ XF (M) äëÿ ëþáîãî Y ∈ XF (M).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñî ñâÿç-
íîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ∇, ïðè÷åì íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà, è
M � ðàñïðåäåëåíèå, äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ê TF . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñëîåíèå (M,F ) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå;
(2) LXg(Y,Z) = 0 äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ XM(M) è Y,Z ∈ XF (M);
(3) LXg(Y,Z) = 0 äëÿ ëþáîãî ñëîåíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XM(M) è ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

Y,Z ∈ XF (M);
(4) äëÿ ëþáîé M-ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé σ : [0, 1] → M ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîì-

íûé äèôôåîìîðôèçì Φσ : U0 → U1 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé (U0, g) è (U1, g).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αM(Y, Z) îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ∇Y Z â XM(M) îòíî-
ñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ TM = TF ⊕ M. Âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ (M,F ) ýêâèâàëåíòíà
αM(Y,Z) = 0 ∀Y,Z ∈ XF (M).
Ýêâèâàëåíòíîñòü (1) è (2) äîêàçàíà â [16, Ïðåäëîæåíèå 2.7] ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇ ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî

LXg(Y, Z) = g(X,αM(Y,Z)) ∀X ∈ XM(M), ∀Y, Z ∈ XF (M), (5)

îòêóäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè íà ñëîÿõ, âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîñòü
LXg(Y,Z) = 0 ∀X ∈ XM(M) ⇔ αM(Y,Z) = 0, òî åñòü (1)⇔ (2).
Èìïëèêàöèÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíà. Ïóñòü èìååò ìåñòî (3). Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëü-

íîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM(M) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñëîåíûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé èç XM(M), òî åñòü X = βkXk, ãäå Xk ∈ XM(M) � ñëîåíûå âåê-
òîðíûå ïîëÿ, βk ∈ F(M). Ïðèìåíÿÿ (5), áëàãîäàðÿ áèëèíåéíîñòè g, ìû ïîëó÷àåì
LXg(Y,Z) = g(X,αM(Y, Z)) = g(βkXk, αM(Y,Z)) = βkg(Xk, αM(Y, Z)) = βkLXkg(Y, Z). Ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ LXkg(Y,Z) = 0, ïîýòîìó LXg(Y,Z) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (3)⇒ (2) è (2)⇔ (3)
Åñëè σ � êóñî÷íî ãëàäêàÿM-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ, òî Φσ � êîìïîçèöèÿ ëîêàëüíûõ ãîðèçîí-

òàëüíûõ ãîëîíîìíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàäêèì êóñêàì êðèâîé σ. Ïîýòîìó,
íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, â (4) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ : [0, 1] → M � ãëàäêàÿ M-ãîðèçîíòàëüíàÿ
êðèâàÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3). Ïóñòü σ : [0, 1]→M � ãëàäêàÿM-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ,

Φσ : U0 → U1 � ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèôôåîìîðôèçì âäîëü σ è X � âåêòîð-
íîå ïîëå, èíäóöèðîâàííîå Φσ óêàçàííûì â Ëåììå 1 ñïîñîáîì. Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ ñëîåíûì âåê-
òîðíûì ïîëåì, îðòîãîíàëüíûì ñëîåíèþ (M,F ), òî èç (3) ñëåäóåò LXg(Y,Z) = 0 ∀Y,Z ∈ XF (M).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 1 Φσ � èçîìåòðèÿ (U0, g) è (U1, g). Òàêèì îáðàçîì, (3)⇒ (4).
Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (4) ⇒ (3). Ïóñòü X ∈ XM(M) � ëþáîå ñëîåíîå âåêòîðíîå

ïîëå è σ : [0, 1]→M � ëþáàÿ åãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Òàê êàê σ � M-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ,
òî îïðåäåëåí ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèôôåîìîðôèçì Φσ : U0 → U1 âäîëü σ.
ÏîñêîëüêóX � ñëîåíîå âåêòîðíîå ïîëå, òî ïåðåíîñ σx êðèâîé σ â òî÷êó x ∈ U0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ X. Ñîãëàñíî Ëåììå 1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî LXg(Y,Z) = 0 ∀Y,Z ∈ XF (M).
Òàêèì îáðàçîì, (4)⇒ (3).

Çàìå÷àíèå 3. Ïðåäëîæåíèå 5 äîêàçàíî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçíîñòè Ýðå-
ñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

4.2. Âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ F (1). Äîêàæåì, ÷òî F (1) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîå-
íèå íà ãðàôèêå (GM(F ), d).
Ïóñòü γ : [0, 1] → GM(F ) � ãëàäêàÿ N-êðèâàÿ â GM(F ) ñ íà÷àëîì â òî÷êå

γ(0) = z0 = (x0, {h}, y0) ∈ GM(F ). Òîãäà σ := p1 ◦ γ � M-êðèâàÿ â M ñ íà÷àëîì â òî÷êå
x0 = σ(0) = p1(z0). Òàê êàê (σ, h) � äîïóñòèìàÿ ïàðà, òî ñóùåñòâóåò âãã H ñ áàçîé (σ, h). Ïóñòü

σ
h−→> σ̃, ïðè ýòîì σ̃ = p2◦γ.Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî V0 òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

z0 â ñëîå p
−1
1 (x0), ÷òî îêðåñòíîñòü U0 = p2(V0), ïðèíàäëåæàùàÿ ñëîþ L = L(x0), ïðàâèëüíî íàêðû-

òà îòîáðàæåíèåì p2|L(1) : L(1) → L, ãäå L(1) = L(1)(z0) = p−1
1 (x0). Åñëè Φγ : V0 → V1 : z 7→ Φγ(z) �

ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèôôåîìîðôèçì âäîëü γ â GM(F ), ãäå V1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè γ(1)
â ñëîå p−1

1 (σ(1)), òî äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ V0 è N-ëèôòà γz êðèâîé σ â òî÷êó z, ïî îïðåäåëåíèþ,
Φγ(z) = γz(1). Ïðè ýòîì z = (x0, {hy}, y), ãäå y = p2(z), hy = h · ty, ty � ïóòü â U0, ñîåäèíÿþùèé
y0 ñ y â U0. Çàìåòèì, ÷òî σy = p2 ◦γz � M-êðèâàÿ âM, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïåðåíîñîì σ âäîëü ïóòè
hy, à Φσ̃ := p2 ◦ Φγ : U0 = p2(V0)→ U1 = p2(V1) � ëîêàëüíûé M-ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé
äèôôåîìîðôèçì âäîëü σ̃, óäîâëåòâîðÿþùèé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå:

V0
Φγ−−−−→ V1

p2|V0

y yp2|V1
U0 −−−−→

Φσ̃
U1.

(6)
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Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 5 èç âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñëîåíèÿ F âûòåêàåò, ÷òî Φσ̃ : U0 → U1 � èçî-
ìåòðèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (U0, g) è (U1, g). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
p1|V0 : V0 → U0, p2|V1 : V1 → U1 � èçîìåòðèè, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (6) ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî Φγ : V0 → V1 èçîìåòðèÿ (V1, d) è (V2, d). Îòñþäà, àíàëîãè÷íî Ïðåäëîæåíèþ 5 ìû
ïîëó÷àåì

(LXd)(Y,Z) = 0 ∀X ∈ XN(GM(F )), ∀Y, Z ∈ XF (1)(GM(F )). (7)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (LXd)(Y, Z) = 0 ∀Y, Z ∈ XF (1)(GM(F )) è äëÿ êàæäîãîX ∈ XF (2)(GM(F )).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(i) = L(i)(z0), i = 1, 2, è L = L(z0) ñëîè ñëîåíèé F (i) è F, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç z0. Ïóñòü γ � ïðîèçâîëüíàÿ TF (2)-êðèâàÿ ñ íà÷àëîì z0 = γ(0), òî åñòü

γ(s) ∈ L(2), s ∈ [0, 1]. Îïðåäåëåí ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φγ : W0 → W1

âäîëü γ, ãäå W0 � îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 â ñëîå L
(1), à W1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè z1 = γ(1) â ñëîå

L(1)(z1) ñëîåíèÿ F (1), ïðîõîäÿùåì ÷åðåç z1.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (N,FN ) íàçûâàåòñÿ FN -íàñûùåííûì,

åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ ñëîåâ ñëîåíèÿ (N,FN ).

Ëþáîé ñëîé L èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ (GM(F ),F) ÿâëÿåòñÿ êàê F (1)-íàñûùåííûì, òàê è

F (2)-íàñûùåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ãðàôèêà GM(F ), ïðè÷åì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè d,
ñëîé L ñ èíäóöèðîâàííîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (L, d) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì

ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (L(1), d) è (L(2), d). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F (1)|L è

F (2)|L � ïàðàëëåëüíûå ñëîåíèÿ íà íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

(L, d) (ñì., íàïðèìåð, [19]). Ñëåäîâàòåëüíî, F (1)|L è F (2)|L � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñëîåíèÿ íà
(L, d), ïîýòîìó, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 5 Φγ : W0 →W1 � èçîìåòðèÿ è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(LXd)(Y, Z) = 0 ∀X ∈ XF (2)(GM(F )), ∀Y, Z ∈ XF (1)(GM(F )). (8)

Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ãðàôèêà GM(F ) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W, àäàïòèðîâàííàÿ ê

ñëîåíèÿì F, F (1) è F (2) îäíîâðåìåííî, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îáà ðàâåíñòâà (7) è (8). Òàê

êàê M(1) = N ⊕ TF (2), òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM(1)(W ) â îêðåñòíîñòè W ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êè z ∈ GM(F ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå X = αXN + βX(2), ãäå XN ∈ XN(GM(F )),

X(2) ∈ XF (2)(GM(F )), α, β ∈ F(W ). Òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 5 ìû ïîêàçûâà-
åì, ÷òî (LαXN+βX(2)d)(Y, Z) = α(LXNd)(Y,Z) + β(LX(2)d)(Y,Z) äëÿ ëþáûõ Y,Z ∈ XF (1)(GM(F )).

Ðàâåíñòâà (7) è (8) âëåêóò (LXNd)(Y,Z) = 0 è (LX(2)d)(Y,Z) = 0. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì,
÷òî

(LXd)(Y, Z) = 0 ∀X ∈ XM(1)(GM(F )),∀Y,Z ∈ XF (1)(GM(F )).

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 5 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F (1) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå.

4.3. Ãåîäåçè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ðàñïðåäåëåíèé M(1), TF è TF (2). Èç îïðåäåëåíèÿ
ìåòðèêè d âûòåêàåò, ÷òî p1 : GM → M � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ, à M(1) � ðàñïðåäåëåíèå,
äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ê ñëîÿì ýòîé ñóáìåðñèè. Ïîýòîìó ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà 1]

ðàñïðåäåëåíèå M(1) ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî.
Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñëîåíèå F (1) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå, ñëåäîâàòåëüíî, p1 : GM(F ) → M �

ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîÿìè. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå (ii)
Ïðåäëîæåíèÿ 4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ (M,F ) âëå÷åò âïîëíå ãåîäåçè÷-
íîñòü èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ (GM(F ),F), ïîñêîëüêó êàæäûé åãî ñëîé L = p−1

1 (L) åñòü ïðîîá-
ðàç íåêîòîðîãî ñëîÿ L ñëîåíèÿ (M,F ), ÿâëÿþùåãîñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â
(M, g).

Òàê êàê TF (2) = M(1) ∩ TF, òî TF (2) � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå êàê ïåðå-
ñå÷åíèå ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé M(1) è TF. Ñëåäîâàòåëüíî, (GM(F ), F (2)) �
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå íà (GM(F ), d). �

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3

1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3 îáîñíîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 (ïîäðàçäåë 4.2).
2. Ïóñòü x1 è x2 � ëþáûå äâå òî÷êè ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g). Ñîãëàñíî [4, Ëåììà

1.1], ñëîè L1 3 x1 è L2 3 x2 ìîæíî ñîåäèíèòü M-ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé σ : [0, 1] → M , ãäå



40 Í.È. ÆÓÊÎÂÀ

y1 = σ(0) ∈ L1, y2 = σ(1) ∈ L2. Ñîåäèíèì xi ñ yi êðèâîé σi â ñëîå Li, i = 1, 2. Òîãäà ïðîèçâå-
äåíèå ïóòåé γ = σ1 · σ · σ−1

2 ñîåäèíÿåò òî÷êó x1 ñ òî÷êîé x2. Êàê èçâåñòíî [7, Ëåììà 1], ëþáàÿ
M-ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ èç M îáëàäàåò N-ãîðèçîíòàëüíûìè ëèôòàìè â GM(F ). Êðèâûå σ1 è

σ2 îáëàäàþò TF (2)-ãîðèçîíòàëüíûìè ëèôòàìè â GM(F ), ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L èíäóöè-

ðîâàííîãî ñëîåíèÿ (GM(F ),F) ðàñïðåäåëåíèå TF (2)|L � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñóáìåðñèè p1|L.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè z èç p−1

1 (x1) ñóùåñòâóåò M(1)-ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò γ̂ êðèâîé

γ ñ íà÷àëîì γ̂(0) = z è êîíöîì γ̂(1) ∈ p−1
1 (x1). Òàê êàê

Φγ̂ : p−1
1 (x0)→ p−1

1 (x1) : z 7→ γ̂(1)

� ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèôôåîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (GM, F
(1)) âäîëü M(1)-

ãîðèçîíòàëüíîãî ïóòè γ̂, òî â ñèëó âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè óêàçàííîãî ñëîåíèÿ, èç Ïðåäëîæåíèÿ 5
âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Φγ̂ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïñåâäîðèìàíî-

âî ìíîãîîáðàçèå L
(1)
0 , èçîìåòðè÷íîå ëþáîìó ñëîþ ñóáìåðñèè p1. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ïñåâ-

äîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå L
(2)
0 , èçîìåòðè÷íîå ëþáîìó ñëîþ ñóáìåðñèè p2. Çàôèêñèðóåì òî÷êó

z0 = (x0, {1x0}, x0) ∈ GM(F ), ãäå 1x0 � ïîñòîÿííûé ïóòü â òî÷êå x0. Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå èíâåð-
ñèè i : GM(F ) → GM(F ), i(x, {h}, y) = (y, {h−1}, x) íà ñëîé p−1

1 (x0) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé p−1
1 (x0)

íà ñëîé p−1
2 (x0). Îòñþäà âûòåêàåò èçîìåòðè÷íîñòü L

(1)
0 è L

(2)
0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0 ïñåâäîðèìà-

íîâî ìíîãîîáðàçèå, èçîìåòðè÷íîå L
(i)
0 , i = 1, 2.

Ïóñòü L = L(x), x ∈ M , � ëþáîé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ). Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôèêà GM(F )
âûòåêàåò, ÷òî ñóæåíèå êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè p1|p−1

2 (x) : p−1
2 (x) → L � ðåãóëÿðíîå íàêðûâà-

þùåå îòîáðàæåíèå ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, èçîìîðôíîé ãðóïïå M-ãîëîíîìèè
HM(L, x). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè d íà GM(F ), ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîðèìàíîâûì íàêðûòèåì. Äîêàçàííàÿ âûøå
èçîìåòðè÷íîñòü p−1

2 (x) è L0 âëå÷åò âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ (i) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé L = p−1
1 (L) èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ F íà ãðàôèêå GM(F )

ñ ìåòðèêîé d|L. Êàê ïîêàçàíî â ïîäðàçäåëå 4.2, ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (L, d) ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìûì, ïðè÷åì F (1)|L è F (2)|L � åãî îðòîãîíàëüíûå ïàðàëëåëüíûå ñëîåíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî TF (1)|L � èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ F (2)|L, à TF (2)|L � èíòåãðèðó-

åìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ F (1)|L. Òàêèì îáðàçîì, (L, p1|L, p1|L, L, L) � ñèììåòðè÷íîå ïðîñòîå
òðàíñâåðñàëüíîå äâóðàññëîåíèå â ñìûñëå [8].
Çàôèêñèðóåì òî÷êó z = (x, {1x}, x) ∈ L. Ñîãëàñíî (i) ãðóïïà Ψ ∼= HM(L, x) äåéñòâóåò èçîìåòðè-

ÿìè íà ïñåâäîðèìàíîâîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè L0 êàê ãðóïïà íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ïîýòîìó îïðåäåëåíî äèàãîíàëüíîå äåéñòâèå Φ ãðóïïû Ψ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîèçâåäåíèè
L0×L0 ïî ïðàâèëó ψ(z1, z2) = (ψ(z1), ψ(z2)), (z1, z2) ∈ L0×L0. Äåéñòâèå Φ ñâîáîäíîå, ñîáñòâåííî
ðàçðûâíîå è ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ïðîèçâåäåíèÿ. Îïðåäåëåíî ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå (L0 × L0)/Ψ
ñ ïàðîé ñëîåíèé F1, F2, íàêðûòûõ ïðîèçâåäåíèåì L0 × L0. Òàê êàê Φ ñîõðàíÿåò ìåòðèêó ïñåâäî-
ðèìàíîâà ïðîèçâåäåíèÿ íà L0 × L0, òî íà (L0 × L0)/Ψ èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ôàêòîð-îòîáðàæåíèå L0×L0 → (L0×L0)/Ψ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì íà-
êðûòèåì. Ïðè ýòîì íà (L0×L0)/Ψ îïðåäåëåíà ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé (F1, F2), ñëîè êîòîðûõ
íàêðûòû ñëîÿìè òðèâèàëüíûõ ñëîåíèé ïðîèçâåäåíèÿ L0 × L0.
Êàê èçâåñòíî [8, Ïðåäëîæåíèÿ 5 è 6], ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì

Θ : L→ (L0 × L0)/Ψ,

ÿâëÿþùèéñÿ èçîìîðôèçìîì îáåèõ ïàð ñëîåíèé F (i)|L è Fi, i = 1, 2 â êàòåãîðèè ñëîåíèé Fol.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L0 × L0 îáùåå ïñåâäîðèìàíîâî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ L è äëÿ
(L0×L0)/Ψ, ñëåäîâàòåëüíî, Θ � äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé, ò. å., Θ �
èçîìåòðèÿ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (ii) Òåîðåìû 3. �
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6. Ãðàôèêè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé

6.1. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðà òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè (F1, F2) íà
ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ äâóñëîåíèåì.

Åñëè (F1, F2) � äâóñëîåíèå íà M , òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
TxM = TxF1 ⊕ TxF2.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü (F1, F2) � äâóñëîåíèå íà M , à κ : M̂ → M � óíèâåðñàëüíîå íàêðû-
âàþùåå îòîáðàæåíèå. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) M̂ = M1 ×M2 � ïðîèçâåäåíèå îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2,
2) κ∗F1 = {M1 × {x2} |x2 ∈ M2}, κ∗F2 = {x1 ×M2 |x1 ∈ M1}, òî ãîâîðÿò, ÷òî äâóñëîåíèå

(F1, F2) íàêðûòî ïðîèçâåäåíèåì.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ø. Êàñèâàáàðà [17, Òåîðåìà 2], íåòðóäíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâà-
íèÿ èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ãëàäêîãî ñëîåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò êðèòåðèé â
ñëåäóþùåì óäîáíîì äëÿ íàñ âèäå.

Òåîðåìà 5. Äâóñëîåíèå (F1, F2) íà ìíîãîîáðàçèè M íàêðûòî ïðîèçâåäåíèåì òîãäà è òîëüåî
òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå TF2 � èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F1).

Ïóñòü (F1, F2) � äâóñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèèM . Èç îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà âûòåêàåò,
÷òî TF2 � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà TF1 � ñâÿçíîñòü
Ýðåñìàíà äëÿ (M,F2).

6.2. Ëåììà. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïî ñóùåñòâó èìååò ëî-
êàëüíûé õàðàêòåð.

Ëåììà 2. Ïóñòü (F, F⊥) � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ñëîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè
íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ïðè÷åì èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ
(M,F ) íå âûðîæäàåòñÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïñåâäîðèìàíîâûì è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì;
(2) îáà ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå;
(3) îáà ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) ïñåâäîðèìàíîâû;
(4) îáà ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ëåììû 2, ïðè÷åì dim(M) = n, à
dim(F ) = q, ãäå 0 < q < n, ïðè ýòîì dim(F⊥) = n− q.
Ïóñòü ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïñåâäîðèìàíîâûì è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì. Òàê

êàê (M,F ) ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå, òî ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà 1] (n − q)-ìåðíîå îðòîãîíàëüíîå
åìó ðàñïðåäåëåíèå M⊥ � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå. Ïîñêîëüêó M⊥ = TF⊥, ýòî îçíà÷àåò âïîëíå
ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ (M,F⊥). Òàêèì îáðàçîì, (1)⇒ (2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå. Ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà

1] îáà ýòèõ ñëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûìè, òî åñòü, (2)⇒ (3).
Ïóñòü îáà ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) � ïñåâäîðèìàíîâû. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî äâóñëî-

åíèÿ (F, F⊥) â êàæäîé òî÷êå x ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà (U,ϕ), ÷òî U = U1 × U2, ãäå
F |U = {U1 × {x2} |x2 ∈ U2} è F⊥|U = {{x1} × U2 |x1 ∈ U1}. Ïñåâäîðèìàíîâîñòü ñëîåíèé (M,F ) è
(M,F⊥) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå íà U1 è U2 òàêèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìåòðèê g1 è g2, ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî ïðîåêöèè íà ñîìíîæèòåëè U1 × U2 → Ui, i = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûìè ñóáìåðñèÿìè
(U1 × U2, g) íà (Ui, gi). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (U1 × U2, g) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïñåâäîðèìàíîâî ïðîèç-
âåäåíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (U1, g1) è (U2, g2). Ïîñêîëüêó x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ìíîãîîáðàçèÿM , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (M, g) � íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå ñ ïàðàëëåëüíûìè ñëîåíèÿìè (M,F ) è (M,F⊥) (ñì., íàïðèìåð, [19]). Èòàê, ìû äîêàçàëè,
÷òî (3)⇒ (4).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (M,F ) è (M,F⊥) � ïàðàëëåëüíûå ñëîåíèÿ íà (M, g). Òàê êàê êà-

ñàòåëüíûå âåêòîðû ê ãåîäåçè÷åñêîé îáðàçóþò ïîëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, òî èç îïðåäåëåíèÿ
ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé âûòåêàåò èõ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü, ïîýòîìó èç äîêàçàííîé èìïëèêàöèè
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(2) ⇒ (3) ñëåäóåò, ÷òî îáà óêàçàííûå ñëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûìè. Òàêèì îáðàçîì,
(4)⇒ (1).

6.3. Ãðóïïû ãîëîíîìèè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè F � ïàðàëëåëüíîå ñëîåíèå íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g),
ïðè÷åì ìåòðèêà íà ñëîÿõ íå âûðîæäàåòñÿ, à äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèå � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ F , òî ïî÷òè êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ F èìååò òðèâèàëüíóþ
ãðóïïó ãîëîíîìèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïî îðòîãîíàëüíîñòè ê F
ïàðàëëåëüíîãî ñëîåíèÿ F⊥. Òàê êàê TF⊥ � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ F , òî èç Òåîðåìû 5 ñëå-
äóåò, ÷òî äâóñëîåíèå (F, F⊥) íàêðûòî ïðîèçâåäåíèåì, òî åñòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äëÿ M
èìååò âèä κ : M1 × M2 → M , ïðè÷åì κ∗F = {M1 × {z} | z ∈ M2}. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ M è
(y0, z0) ∈ M1 ×M2, . p1(y0, z0) = x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L è L⊥ ñëîè ñëîåíèé F è F⊥, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç x0. Ïîëîæèì M1

∼= M1 × {z0} è M2
∼= {y0} ×M2. Ïóñòü g1 = g|L è g2 = g|L⊥ . Òàê êàê

κ|M1 : M1 → L è κ|M2 : M2 → L⊥ � óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ, òî îïðåäåëåíû
ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ (M1, κ

∗g1) è (M2, κ
∗g2). Ïîñêîëüêó (M, g) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, èíäóöèðîâàííûõ íà ëîêàëüíûõ ñëîÿõ ñëîåíèé F è
F⊥, òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M1 ×M2, κ

∗g) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé (M1, κ

∗g1) è (M2, κ
∗g2).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M,x0) äåéñòâóåò íà M1 ×M2 êàê ãðóïïà íàêðûâàþùèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé G íàêðûòèÿ κ, ñîõðàíÿþøàÿ ñòðóêòóðó ïðîèçâåäåíèÿ è ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó κ∗g.
Ïîýòîìó íà M2 èíäóöèðóåòñÿ ãðóïïà èçîìåòðèé Ψ è îïðåäåëåí ýïèìîðôèçì ãðóïï χ : G→ Ψ. Â
ñèëó êâàçèàíàëèòèíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû Ψ íàM2, ãðóïïà ãîëîíîìèè Γ(L, x) ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ
L = L(x) ñëîåíèÿ F èçîìîðôíà ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Ψz ãðóïïû Ψ â òî÷êå z ∈ pr(κ−1(x)),
ãäå pr : M1 ×M2 → M2 � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîèíîæèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîé
L = L(x) èìååò òðèâèàëüíóþ ãðóïïó ãîëîíîìèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà Ψz òðèâè-
àëüíà ïðè z ∈ pr(κ−1(x)).
Ïóñòü fix(ψ) � ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê èçîìåòðèè ψ ∈ Ψ. Äîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå

âñåõ ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ) ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè èìååò ìåðó íîëü â M . Ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî K =

⋃
ψ∈Ψ fix(ψ) èìååò ìåðó íîëü â M2.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî N m-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò ìåðó íîëü, åñëè â êàæäîé
òî÷êå ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà (U, f) ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÷òî ïîäìíîæåñòâî f(U ∩N) ⊂ Rm èìååò
ìåðó íóëü â Rm.
Ïóñòü ψ � ëþáîé ýëåìåíò èç Ψ è z � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç fix(ψ). Òàê êàê ïñåâäîðè-

ìàíîâà ìåòðèêà îïðåäåëÿåò G-ñòðóêòóðó ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì µ : Ψz →
DΨz, µ({ψ}z) = ψ∗z, ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû Ψz íà ëèíåéíóþ ãðóïïó DΨz, ñòàâÿùèé â ñîîò-
âåòñòâèå ëþáîé èçîìåòðèè ψ ∈ Ψz äèôåðåíöèàë ψ∗z â òî÷êå z.
Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íóëÿ W0 â TzM2 òàêàÿ, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Exp|W0 :

W0 → M2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü W òî÷êè z â M2. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ψ∗z íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü W ′0 íóëÿ â TzM2, äëÿ êîòîðîé ψ∗z(W

′
0) ⊂ W0. Ïóñòü

W ′ = Exp(W ′0). Ïîñêîëüêó ψ � èçîìåòðèÿ, îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

Exp ◦ ψ∗z|W ′0 = ψ ◦ Exp|W ′0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, Exp−1(fix(ψ) ∩ W ′) = fix(ψ∗z) ∩ W ′0. Òàê êàê ψ∗z � íåòðèâèàëüíîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà TzM2, òî fix(ψ∗z) � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â TzM2,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî fix(ψ∗z) ∩W ′0 èìååò ìåðó íîëü â TzM2

∼= Rq. Çàìåòèì, ÷òî (W ′, Exp−1|W ′)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàðòó â òî÷êå z íà ìíîãîîáðàçèèM2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî fix(ψ)
èìååò ìåðó íîëü â M2. Òàê êàê ãðóïïà Ψ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
K òàêæå ìåðó íîëü â M2.

6.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M, g) � íåâûðîæäåííî ïðèâîäèìîå
ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à F è F⊥ � åãî ïàðàëëåëüíûå ñëîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåð-
íîñòè, ïðè÷åì M = TF⊥ � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ). Ïî Ëåììå 2 ñëîåíèÿ F è
F⊥ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè è ïñåâäîðèìàíîâûìè. Ïîýòîìó ïñåâäîãðóïïà
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ãîëîíîìèè ñëîåíèÿ (M,F ) îáðàçîâàíà ëîêàëüíûìè èçîìåòðèÿìè è ÿâëÿåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêîé.
Îòñþäà â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò õàóñäîðôîâîñòü ãðàôèêà G(F ). Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 ãðà-
ôèêè G(F ) è GM(F ) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû è îòîæäåñòâëÿþòñÿ, è óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.
Ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà 2] èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå (G(F ),F) òàêæå ïñåâäîðèìàíîâî, òî óòâåð-

æäåíèå 2 ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 6 è óòâåðæäåíèé 2 è 3 Òåîðåìû 3.
Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå N èíòåãðèðóåìî. Äëÿ ëþáîãî X ∈ XN(G(F )) ïî ñâîéñòâó äèô-

ôåðåíöèàëà pi∗(X) ∈ XM(M) ïðè i = 1, 2. Ó÷èòûâàÿ ýòî, â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè M, ìû èìååì
p1∗([X,Y ]) = [p1∗(X), p1∗(Y )] ∈ XM(M) è p2∗([X,Y ]) = [p1∗(X), p2∗(Y )] ∈ XM(M). Îòñþäà, ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî N = p∗1M ∩ p∗2M, ìû ïîëó÷àåì [X,Y ] ∈ XN(G(F )). Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà
ðàñïðåäåëåíèå N èíòåãðèðóåìî è îïðåäåëÿåò ñëîåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç FN. Èç Òåîðåìû 2
âûòåêàåò, ÷òî ñëîåíèÿ FN è F � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå. Ñîãëàñíî Ëåììå 2 ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî (FN,F) � ïàðà äîïîëíèòåëüíûõ ïî îðòîãîíàëüíîñòè ïàðàëëåëüíûõ ñëîåíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå M(2) èíòåãðèðóåìî. Âîçüìåì ëþáûå âåêòîðíûå ïîëÿ X,Y ,
êàñàòåëüíûå ê M(2). Ïóñòü Z := [X,Y ]. Òàê êàê M(2) = TF (1) ⊕ N = p∗1M,
òî áëàãîäàðÿ èíòåãðèðóåìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ M = TF⊥ âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ
p1∗(Z) = p1∗([X,Y ]) = [p1∗(X), p1∗(Y )] ∈ XM(M), ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû Z ∈ XM(2)(G(M)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ðàñïðåäåëåíèå M(2) èíòåãðèðóåìî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (2) ñëîåíèå,
äëÿ êîòîðîãîM(2) = TF (2). Ïî óñëîâèþ ñëîåíèÿ (M,F ) è (M,F⊥) ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó èç Ëåì-
ìû 2 ñëåäóåò âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ (M,F ). Ïî Òåîðåìå 2 âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ

(M,F ) âëå÷åò âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñëîåíèÿ (G(F ), F (2)), à ñîãëàñíî [11, Òåîðåìà 2] ïñåâäîðè-

ìàíîâîñòü (M,F ) âëå÷åò ïñåâäîðèìàíîâîñòü ñëîåíèÿ (G(F ), F (2)), ïîýòîìó áëàãîäàðÿ Ëåììå 2

äîïîëíèòåëüíûå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ñëîåíèÿ F (2) è F (2) íà ãðàôèêå (G(F ), d) ïàðàëëåëüíû.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïàðû äîïîëíèòåëüíûõ ïî îðòîãîíàëüíîñòè ñëîåíèé
(F (1),F (1)). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèÿ 2 è 3 äîêàçàíû.

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå f : G̃(F ) → G(F ). Òàê êàê
N = TFN � èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (G(M),F), òî ïî Òåîðåìå 5

G̃(F ) = L̃N × L̃ � ïðîèçâåäåíèå îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðè÷åì f∗FN = {L̃N × {v} | v ∈ L̃}
è f∗F = {{u} × L̃ |u ∈ L̃N}. Èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî L̃ ∼= L̃0 × L̃0, ãäå f |L̃0

: L̃0 → L0 � óíè-

âåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ L0. Òàêèì îáðàçîì, G̃(F ) ∼= L̃N × L̃0 × L̃0. Ïîñêîëüêó

äâóñëîåíèå (F (2), F (2)) íàêðûòî ïðîèçâåäåíèåì (L̃N × L̃0) × L̃0, òî, ñîãëàñíî Òåîðåìå 5, TF
(2) �

èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (G(F ),F (2)) è íàîáîðîò, TF (2) � èíòåãðèðóåìàÿ

ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ (G(F ), F (2)). Àíàëîãè÷íî, TF (1) � èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà

äëÿ (G(F ),F (1)) è íàîáîðîò. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 4 äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. �

7. Äâà êëàññà èññëåäóåìûõ ñëîåíèé

7.1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4. Ñåìåéñòâî êóñî÷íî ãëàäêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëþáîãî
ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îáðàçóåò ñèñòåìó ïóòåé â ñìûñëå [18]. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì
ñëîå (Lα, g) ñëîåíèÿ (M,F ) îïðåäåëåíà ñèñòåìà ïóòåé. Â ñèëó ïîëíîòû èíäóöèðîâàííîé ìåòðè-
êè íà ñëîÿõ, àôôèííûé ïàðàìåòð íà êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé, ëåæàùåé â ñëîå, èçìåíÿåòñÿ íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ýòî îçíà÷àåò ïîëíîòó óêàçàííîé ñèñòåìû ïóòåé. Ñîãëàñíî Ëåììå 1 è [16, Ïðåä-
ëîæåíèå 2.7] áëàãîäàðÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñëîåíèÿ (M,F ), äëÿ ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé σ
ðàñïðåäåëåíèÿ M ëîêàëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîëîíîìíûé äèôôåîìîðôèçì Φσ : U0 → U1 ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìåòðèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, Φσ îòîáðàæàåò ãåîäåçè÷åñêóþ â ãåîäåçè÷åñêóþ ñ ñîõðàíåíèåì
ïàðàìåòðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) M-ñîãëàñîâàíî ñ ñèñòåìàìè ïóòåé íà ñëîÿõ, ïîýòîìó
èç [18, Òåîðåìà 6.1] âûòåêàåò, ÷òî M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

7.2. Íàäñòðîå÷íûå ñëîåíèÿ íàä ïñåâäîðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Íàäñòðîå÷íûå
ñëîåíèÿ. Ïóñòü (B, gB) � ïðîèçâîëüíîå m-ìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è T � ëþáîå
ãëàäêîå q-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí ãîìîìîðôèçì ρ : G→ Diff(T ) ãðóïïû
G = π1(B, b) â ãðóïïó Diff(T ) äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ T. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò
ñïðàâà êàê ãðóïïà íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå

B̂. Òîãäà ðàâåíñòâî f(x, t, g) = (x · g, ρ(g−1)(t)), ãäå (x, t, g) ∈ B̂ × T × G, îïðåäåëÿåò ïðàâîå
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äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîèçâåäåíèè ìíîãîîáðàçèé B̂ × T . Ôàêòîð-îòîáðàæåíèå f : B̂ × T → M

íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå M := (B̂ × T )/G èíäóöèðóåò ãëàäêîå ñëîåíèå F = {f(B̂ × {v}) | v ∈ T}
íà M , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íàäñòðîå÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (M,F ) = Sus(T,B, ρ). Ïðîåêöèÿ

p : M = (B̂ × T )/G → B = B̂/G îáðàçóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ àññîöèèðîâàííûì. Ãðóïïà Ψ = ρ(π1(B, b)) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé íàäñòðîå÷íîãî
ñëîåíèÿ (M,F ).

7.3. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïóñòü p : M → B � àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå, à
M � ðàñïðåäåëåíèå, îáðàçîâàííîå êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ê åãî ñëîÿì. Ëþáîå âåêòîðíîå
ïîëå X íà M îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå X = XF + XM, ãäå XF ∈ XF (M), XM ∈ XM(M).
Ïóñòü gM � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêàM, íå âûðîæäàþùàÿñÿ íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ (M,F ). Óêàçàííàÿ
ìåòðèêà gM ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå gM ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó.
Òîãäà ðàâåíñòâî

g(X,Y ) := (p∗gB)(XF , Y F ) + gM (XM, YM) ∀X,Y ∈ X(M)

îïðåäåëÿåò ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó g íà ìíîãîîáðàçèè M. Èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè g âûòåêà-
åò, ÷òî p : M → B � ïñåâäîðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ (M, g) íà (B, gB). Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíûå
ãîðèçîíòàëüíûå ãîëîíîìíûå äèôôåîìîðôèçìû ñëîåíèÿ F ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè, ïîýòîìó, ñî-
ãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 5, F � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
(M, g). Ïî ñâîéñòâó íàäñòðîå÷íîãî ñëîåíèÿ, ñóæåíèå p|Lα ïðîåêöèè p íà ïðîèçâîëüíûé ñëîé Lα
ñëîåíèÿ F ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì íà áàçó B, ñëåäîâàòåëüíî, p|Lα : Lα → B �
ïñåâäîðèìàíîâî íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñëîè Lα, íàäåëåííûå èíäó-
öèðîâàííîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé, ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïñåâäîðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (B, gB) � ïîëíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.
Ïîëíîòà ìåòðèêè gB íàìè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ñëîåíèå (M,F ) íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñ èíäóöèðîâàííîé ïñåâäîðèìàíîâîé
ìåòðèêîé íà ñëîÿõ, ïðè÷åì îðòîãîíàëüíîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ýòîãî ñëîåíèÿ.
Èòàê, óòâåðæäåíèÿ 1) � 3) äîêàçàíû.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ãðàôèê ñëîåíèÿ G(F ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå õàóñäîðôîâ. Òàê êàê ïñåâäîãðóïïà

ãîëîíîìèè H(F ) ñëîåíèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ãðóïïû
Ψ := ρ(π1(B, b)) ⊂ Diff(T ), òî, ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå 1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðàôèê G(F )
õàóñäîðôîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà Ψ êâàçèàíàëèòè÷åñêè äåéñòâóåò íà T. Ýòî äîêà-
çûâàåò óòâåðæäåíèå 4).
Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèÿ, ïîëó÷åííûå íàäñòðîéêîé ãîìîìîðôèçìà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàò ê èññëåäóåìîìó êëàññó ñëîåíèé.

Çàìå÷àíèå 4. Âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, ãðàôèê GM(F ) íàäñòðîå÷íîãî ñëîåíèÿ
(M,F ) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ãëàäêèì (2m+ q)-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ ïñåâäîðèìàíîâîé
ìåòðèêîé d. Ñëîè êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé p1 è p2 � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå m-ìåðíûå ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ â (GM(F ), d), èçîìåòðè÷íûå ëþáîìó ñëîþ (L0, d) ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé M-ãîëîíîìèè
ñëîåíèÿ (M,F ), åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò. q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå N, îðòîãîíàëüíîå èíäóöèðî-
âàííîìó âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîìó ñëîåíèþ F, èíòåãðèðóåìî è ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê íåêîòîðî-
ìó ïñåâäîðèìàíîâîìó ñëîåíèþ.
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