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О гиперболических аттракторах
и репеллерах эндоморфизмов

В. З. Гринес, Е.Д.Куренков

Хорошо известно, что топологическая классификация динамических систем с гипербо-
лической динамикой существенным образом определяется динамикой на неблуждающем
множестве. Ф.Пшитыцким было дано обобщение аксиомы A, ранее введенной С.Смей-
лом для диффеоморфизмов, на случай гладких эндоморфизмов, а также доказана теорема
о спектральном разложении, утверждающая, что неблуждающее множество A-эндоморфиз-
ма представляется в виде объединения базисных множеств.

В настоящей работе приводится критерий того, что базисное множество является ат-
трактором. Кроме того, изучается динамика на базисных множествах коразмерности один.
Показано, что если базисное множество типа (n−1, 1) является аттрактором и топологиче-
ским подмногообразием коразмерности один, то оно является гладко вложенным подмно-
гообразием, а ограничение эндоморфизма на данное базисное множество является растя-
гивающим эндоморфизмом. Если базисное множество типа (n, 0) является топологическим
подмногообразием коразмерности один, то оно является репеллером, а ограничение эндо-
морфизма на данное базисное множество является растягивающим эндоморфизмом.
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1. Введение и формулировка результатов

Хорошо известно, что выполнение аксиомы A С.Смейла и строгое условие транс-
версальности является необходимым и достаточным условием структурной устойчивости
динамической системы (гладкого потока или каскада, порожденного диффеоморфизмом),
заданной на гладком замкнутом многообразии. К настоящему времени для таких систем
имеется ряд законченных классификационных результатов, в основе которых лежит теоре-
ма С.Смейла о спектральном разложении, утверждающая, что неблуждающее множество
структурно устойчивой динамической системы представляется в виде объединения замкну-
тых инвариантных (базисных) множеств, каждое из которых обладает транзитивной орби-
той динамической системы. В ряде важных случаев структура базисных множеств хорошо
изучена, что и позволяет получить глобальные классификационные результаты (см., на-
пример, работы [2, 4, 5, 7] для информации и ссылок).

Что же касается дискретных динамических систем, порожденных гладкими, но не вза-
имно-однозначными отображениями (эндоморфизмами), то к настоящему времени имеется
небольшое число классов систем, для которых выполняется обобщение аксиомы A С.Смей-
ла и для которых удается описать структуру базисных множеств и получить закончен-
ные классификационные результаты. К таким классам относятся эндоморфизмы интервала
и окружности [8, 23], эндоморфизмы, возникающие в комплексной динамике на римановой
сфере [12, 15], и растягивающие эндоморфизмы многообразий большей размерности [21].
В то же время следует отметить, что структура базисных множеств эндоморфизмов, удо-
влетворяющих аксиоме A, до сих пор изучена далеко не столь исчерпывающим образом,
как это было сделано для диффеоморфизмов. Настоящая работа является одним из шагов
в этом направлении. Перейдем к строгим формулировкам.

Под Cr-эндоморфизмом гладкого замкнутого связного многообразия Mn понимается
гладкое сюрьективное отображение класса Cr, r � 1. Если эндоморфизм f обладает обрат-
ным отображением класса Cr, то он называется Cr-диффеоморфизмом.

Пусть f : Mn →Mn — эндоморфизм класса Cr (r � 1), заданный на замкнутом много-

образииMn, снабженном римановой метрикой. Положим M̃ =
+∞∏
i=−∞

Mn — счетное произве-

дение копий многообразия Mn, наделенное тихоновской топологией, и M̂ =
{
{xi}i∈Z ∈ M̃ |

f(xi) = xi+1

}
. Для любой точки x ∈Mn положим x̂ =

{
{xi}i∈Z ∈ M̂ | x0 = x

}
.

Если f является диффеоморфизмом, то для любой точки x ∈ Mn множество x̂ со-
стоит ровно из одной точки. Если же f не является взаимно-однозначным, то это, вообще
говоря, не верно, и тогда через x будем обозначать некоторый фиксированный элемент
из x̂, то есть x = {xi}i∈Z, xi ∈ M,f(xi) = xi+1, x0 = x. Для f -инвариантного множества Λ

(т. е. f(Λ) = Λ) введем множество Λ̂ ⊂ M̂ как Λ̂ =
{
{xi}i∈Z ∈ M̂ | xi ∈ Λ, ∀i ∈ Z

}
. Для

x ∈ M̂ обозначим через f̂(x) сдвиг x (т. е. f̂({xi}i∈Z) = {xi+1}i∈Z, f̂−1({xi}i∈Z) = {xi−1}i∈Z).
Пусть Λ ⊂Mn — замкнутое f -инвариантное (инвариантное относительно эндоморфиз-

ма f) множество, то есть f(Λ) = Λ.
Следуя Ф.Пшитыцкому [18], дадим определение гиперболического множества, обобща-

ющее определение для диффеоморфизмов, данное С.Смейлом [20].

Определение 1. Множество Λ эндоморфизма f : Mn →Mn называется гиперболиче-
ским, если существуют константы C > 0, 0 < λ < 1, такие, что для любых x ∈ Λ и x ∈ x̂∩ Λ̂
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(x = {xi}i∈Z) существует представление касательного подрасслоения
⋃
i∈Z

TxiM
n в виде объ-

единения прямых сумм
⋃
i∈Z

TxiM
n =

⋃
i∈Z

Es
xi, �f i(x)

⊕ Eu
xi, �f i(x)

(где символ ⊕ означает прямую

сумму линейных подпространств), такое, что

1) Df
(
Es
xi, �f i(x)

)
= Es

xi+1, �f i+1(x)
, Df

(
Eu
xi, �f i(x)

)
= Eu

xi+1, �f i+1(x)
, где Es

xi, �f i(x)
, Eu

xi, �f i(x)
⊂

⊂ TxiM
n,

2) ‖Dfk(v)‖ � Cλk‖v‖, для любого k � 0, i ∈ Z, v ∈ Es
xi, �f i(x)

,

3) ‖Dfk(v)‖ � (1/C)λ−k‖v‖, для любого k � 0, i ∈ Z, v ∈ Eu
xi, �f i(x)

.

Замечание 1. Можно показать, что устойчивое подпространство Es
xi,�fi(x)

в касательном про-
странстве TxiM

n к точке x не зависит от выбора x ∈ x̂, в то время как для Eu
xi,�fi(x)

это, вообще
говоря, не так (см., например, [18]). Кроме того, для дальнейшего заметим, что Es

x0,x = Es
x0,�f0(x)

,
а Eu

x0,x = Eu
x0,�f0(x)

.

Для гладкого отображения f : Mn → Mn точка x ∈ Mn называется регулярной, ес-
ли ранг отображения Df(x) : TxMn → Tf(x)M

n в точности равен n. В противном случае
точка x называется критической.

В работе [18] для эндоморфизмов было предложено обобщение аксиомы A, введенной
С.Смейлом в [20] для диффеоморфизмов.

Определение 2. Говорят, что эндоморфизм f : Mn → Mn удовлетворяет аксиоме A
(является A-эндоморфизмом), если выполнены следующие условия:

1) неблуждающее множество Ωf гиперболично и не содержит критических точек эндо-
морфизма f ,

2) множество периодических точек Perf эндоморфизма f плотно в неблуждающем мно-
жестве Ωf .

Для A-эндоморфизма имеет место теорема о спектральном разложении, доказанная
в [18] и обобщающая соответствующий результат, полученный С.Смейлом в [20].

Предложение 1. Пусть эндоморфизм f удовлетворяет аксиоме A. Тогда его неблуж-
дающее множество Ωf единственным образом представляется в виде объединения ко-
нечного числа непересекающихся замкнутых f -инвариантных подмножеств (называемых

базисными множествами) Ωf =
l⋃
i=1

Ωi, таких, что ограничение f на каждое базисное

множество является топологически транзитивным.

Определение 3. Базисное множество Λ эндоморфизма f называется аттрактором,

если существует его замкнутая окрестность1 U , такая, что f(U) ⊂ IntU и
∞⋂
n=0

fn(U) = Λ.

Определение 4. Базисное множество Λ эндоморфизма f называется репеллером, если

существует его открытая окрестность U такая, что cl (U) ⊂ f(U) и
∞⋂
n=0

f−n(U) = Λ2.

1Множество U будем называть замкнутой окрестностью множества K, если U замкнуто
и K ⊂ intU .

2Под f−1(A) понимается полный прообраз множества A, а под f−n(A) понимается (fn)−1(A).
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Следующее определение принадлежит М.Шубу [21].

Определение 5. Cr-эндоморфизм f : Mn → Mn называется растягивающим, если
существуют константы C > 0 и λ > 1, такие, что ‖Dfn(v)‖ � Cλn‖v‖ для любого v ∈ TMn,
n = 0, 1, 2, . . ..

Наличие гладкой структуры на многообразии Mn не является обязательным условием
для того, чтобы задать растягивающий эндоморфизм. Определение растягивающего эндо-
морфизма, заданного на произвольном метрическом пространстве, было предложено в кни-
ге [11].

Определение 6. Непрерывное отображение f : X → X метрического пространства X
называется растягивающим, если существуют такие константы ε > 0 и μ > 1, что для
любых x, y ∈ X, x �= y, ρ(x, y) < ε выполняется неравенство ρ(f(x), f(y)) > μρ(x, y).

В том случае, когда X является C1-гладким компактным многообразием и f являет-
ся C1-гладким, выполнение условий определения 6 влечет за собой выполнение условий
определения 5 (см. [11]).

Из определения 5 следует, что объемлющее многообразие Mn растягивающего эндо-
морфизма f является гиперболическим множеством. Более того, в работе [21] доказано,
что если Mn компактно, то периодические точки растягивающего эндоморфизма f плот-
ны в Mn. Таким образом, любой растягивающий эндоморфизм компактного многообразия
автоматически удовлетворяет аксиоме A, а его неблуждающее множество совпадает со всем
объемлющим многообразием. В той же работе было показано, что любое гладкое компакт-
ное многообразие, допускающее растягивающий эндоморфизм, имеет эйлерову характери-
стику, равную нулю, а его универсальное накрывающее пространство диффеоморфно R

n.
Если компактное многообразие Mn является плоским3, то, как следует из работы [10],
на нем существует растягивающий эндоморфизм.

В работе [21] показано, что если многообразие Mn диффеоморфно n-мерному тору T
n,

то растягивающий эндоморфизм f топологически сопряжен с алгебраическим растягиваю-
щим автоморфизмом этого тора.4

Определение 7. Эндоморфизм f : Mn → Mn называется эндоморфизмом Аносова,
если все объемлющее многообразие Mn является гиперболическим множеством эндомор-
физма f .

Из определения 7 следует, что растягивающий эндморфизм является частным случаем
аносовского.

Наряду с растягивающими эндоморфизмами, примерами эндоморфизмов, для кото-
рых объемлющее многообразие является единственным базисным множеством, являются
аносовские алгебраические эндоморфизмы n-мерного тора, такие, что задающие их мат-
рицы An×n имеют собственные значения, по модулю большие или меньшие единицы, и не
имеют собственных значений, модуль которых равен единице.

Как известно, произвольный диффеоморфизм Аносова, заданный на n-мерном торе,
сопряжен с алгебраическим гиперболическим автоморфизмом [14, 16, 22]. Что же касается

3То есть таким, у которого кривизна всюду равна нулю.
4Под алгебраическим эндоморфизмом n-мерного тора Tn = Rn/Zn понимается эндоморфизм,

заданный матрицей An×n с целочисленными коэффициентами по формуле X = An×nX mod 1.
Заметим, что алгебраический эндоморфизм является растягивающим тогда и только тогда, когда
модули всех собственных значений матрицы An×n больше единицы.
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аносовских эндоморфизмов, не являющихся диффеоморфизмами и растягивающими эн-
доморфизмами, то такой результат, вообще говоря, не имеет места, что следует из ра-
бот [13, 18]. Более того, в работе [24] показано, что во множестве эндоморфизмов Аносова
на n-мерном торе множество эндоморфизмов, не сопряженных с алгебраическим, образуют
массивное множество. Таким образом, вопрос о том, является ли объемлющее многообразие
неблуждающим множеством любого аносовского эндоморфизма, остается открытым.

В силу [1] и [21], диффеоморфизмы Аносова и растягивающие эндоморфизмы струк-
турно утойчивы. Однако Ф.Пшитыцким [18] (и независимо авторами работы [13]) было до-
казано, что аносовские эндоморфизмы, отличные от растягивающих эндоморфизмов и диф-
феоморфизмов, уже не являются структурно устойчивыми.

Для базисного множества Λ эндоморфизма f : Mn → Mn, удовлетворяющего аксио-
ме A, пару чисел (dimEu

xi
�f i(x)

,dimEs
xi

�f i(x)
) будем называть типом базисного множества Λ.

Из работы [18] следует, что данное определение корректно, поскольку dimEu
xi

�f i(x)

и dimEs
xi

�f i(x)
не зависят от x ∈ Λ̂ и xi ∈ x.

В том случае, когда f является A-диффеоморфизмом, хорошо изучена структура базис-
ных множеств коразмерности один. В силу результатов Р.В.Плыкина [17], любое базисное
множество коразмерности один необходимо является либо аттрактором, либо репеллером.
В случае, когда n = 2, оно локально устроено как прямое произведение канторовского мно-
жества на отрезок. В серии работ Х.Бонатти, В. З. Гринеса, Р.В.Плыкина, А.Ю.Жирова
и Р.Ланжевена была получена топологическая классификация ограничений A-диффеомор-
физмов на одномерные базисные множества и топологическая классификация структурно
устойчивых диффеоморфизмов поверхностей с такими базисными множествами (см., на-
пример, [4] для информации и ссылок).

Если f : M3 → M3 — A-диффеоморфизм замкнутого 3-многообразия, а Λ — двумер-
ное базисное множество типа (2, 1) ((1, 2)), совпадающее с объединением неустойчивых
(устойчивых) многообразий своих точек, то оно называется растягивающимся аттракто-
ром (сживающимся репеллером) и оно локально гомеоморфно прямому произведению R

2

на канторовское множество. Если же Λ двумерно и не совпадает с объединением неустой-
чивых (устойчивых) многообразий его точек, то, как следует из [3, 17], Λ гомеоморфно
2-тору T

2, а ограничение fΛ топологически сопряжено алгебраическому диффеоморфизму
Аносова. Более того, в работах [6, 7] получена топологическая классификация структур-
но устойчивых диффеоморфизмов трехмерных многообразий, неблуждающее множество
которых содержит двумерное базисное множество (состоит из двумерных базисных мно-
жеств).

В настоящей работе устанавливается критерий того, что базисное множество Λ являет-
ся аттрактором эндоморфизма f : Mn →Mn. Кроме того, изучается динамика ограничения
A-эндоморфизма f : Mn → Mn на базисное множество Λ, являющееся подмногообразием
коразмерности один. Выясняется также наличие гладкой структуры на таком базисном
множестве.

Теорема 1. Базисное множество Λ A-эндоморфизма f : Mn → Mn является ат-
трактором тогда и только тогда, когда существует ε > 0, такое, что для любой точки
x ∈ Λ и любого x ∈ x̂ ∩ Λ̂ имеет место включение W u

x,x,ε ⊂ Λ.5

5Определение Wu
x,x,ε дано в разделе 2 (определение 8).
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Теорема 2. Пусть базисное множество Λ A-эндоморфизма f : Mn → Mn имеет
тип (n, 0) и является замкнутым топологическим подмногообразием коразмерности один
многообразия Mn. Тогда

1) Λ является репеллером,

2) ограничение эндоморфизма f на Λ является растягивающим эндоморфизмом.6

Замечание 2. Если в условиях теоремы 2 A-эндоморфизм f : Mn →Mn является A-диффео-
морфизмом, то теорема справедлива лишь в случае, когда n = 1, в случае же n > 1 A-эндоморфизм
f : Mn →Mn в условиях теоремы необходимо не является диффеоморфизмом, так как в противном
случае базисное множество типа (n, 0) является периодической источниковой орбитой и не является
подмногообразием коразмерности один.

Замечание 3. Базисное множество Λ в теореме 2, являющееся топологическим многообрази-
ем, не обязательно гладко вложено в Mn. Примером может служить отображение римановой сфе-
ры, порожденное отображением вида z → z2 + c (z принадлежит комплексной плоскости). При всех
достаточно малых, отличных от нуля, значениях параметра c нетривиальное (отличное от непо-
движной точки) базисное множество является репеллером, гомеоморфно окружности и не является
гладким ни в одной точке (см., например, [12]).

Замечание 4. Существуют репеллеры типа (n, 0), не являющиеся подмногообразиями. Из-
вестно, например, что эндоморфизмы поверхностей, возникающие в комплексной динамике, могут
обладать одномерными репеллерами, имеющими фрактальную структуру [12, 15].

Теорема 3. Пусть базисное множество Λ есть аттрактор A-эндоморфизма
f : Mn → Mn, имеет тип (n − 1, 1) и является замкнутым компактным топологиче-
ским подмногообразием коразмерности один многообразия Mn. Тогда

1) Λ является гладким подмногообразием,

2) ограничение эндоморфизма f на Λ является растягивающим эндоморфизмом.7

Замечание 5. Существуют аттракторы типа (n − 1, 1), которые не являются топологиче-
скими подмногообразиями. В качестве примера можно рассмотреть эндоморфизм трехмерного то-
ра f : T3 → T3, заданный как прямое произведения растягивающего эндоморфизма окружности
и DA-диффеоморфизма двумерного тора с одномерным аттрактором (см., например, [20]). Тогда
неблуждающее множество эндоморфизма f содержит аттрактор Λ типа (2, 1), локально устроенный
как прямое произведение канторовского множества на двумерный диск.

2. Вспомогательные сведения

Пусть 〈·, ·〉 — гладкая риманова метрика на TMn, а ρ — метрика на Mn, индуциро-
ванная 〈·, ·〉. Пусть Λ — инвариантное гиперболическое множество эндоморфизма f . Тогда
для точек гиперболического множества, как и в случае диффеоморфизмов, можно ввести
понятия локального устойчивого и неустойчивого многообразий. При этом из замечания 1
следует, что существенное отличие эндоморфизмов от диффеоморфизмов состоит в том,
что у эндоморфизмов, в силу отсутствия обратного отображения, локальное неустойчивое
многообразие зависит, вообще говоря, от выбора x ∈ x̂∩ Λ̂, тогда как локальное устойчивое
многообразие определяется однозначно.

6В смысле определения 6 в метрике на Mn, индуцированной метрикой 〈·, ·〉Λ, определенной
в предложении 2.

7В смысле определения 5.
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Определение 8. Пусть Λ — гиперболическое инвариантное множество эндоморфизма
f : Mn →Mn и x ∈ Λ, x ∈ x̂ ∩ Λ̂. Множество

W s
x,ε = {y ∈Mn | ρ(fn(x), fn(y)) < ε, n = 0, 1, 2, . . .}

называется локальным устойчивым многообразием точки x, а множество

W u
x,x,ε = {y ∈Mn | ∃ y ∈ ŷ, ρ(xn, yn) < ε, n = 0,−1,−2, . . .}

называется локальным неустойчивым многообразием точки x.

Структура гиперболических множеств эндоморфизмов подробно изучалась в [18]. При-
ведем некоторые важные для данной работы результаты.

Предложение 2. Для любого гиперболического множества Λ эндоморфизма f су-
ществует гладкая риманова метрика 〈·, ·〉Λ на TM , эквивалентная метрике 〈·, ·〉, ассо-
циированная с гиперболическим множеством Λ, и число λ, 0 < λ < 1, такие, что для
любых x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂ имеют место неравенства

‖Dfxi(v)‖Λ � λ‖v‖Λ, где v ∈ Es
xi, �f i(x)

,

‖Dfxi(v)‖Λ � (1/λ)‖v‖Λ, где v ∈ Eu
xi, �f i(x)

,

i ∈ Z.

Предложение 3. Пусть Λ — гиперболическое множество эндоморфизма f , тогда

1) существует ε > 0, такое, что для любых x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂, локальное устойчи-
вое W s

x,ε и локальное неустойчивое W u
x,x,ε многообразия являются гладко вложенны-

ми дисками топологической размерности dimEsx0,x
и dimEux0,x

, касающимися Esx0,x

и Eux0,x
в точке x,

2) W s
x,ε непрерывно зависит от точки x ∈ Λ в C1-топологии, а W u

x,x,ε непрерывно зави-
сит от x ∈ Λ̂ в C1-топологии,

3) существует такое μ > 1, что в метрике ρ на Mn, индуцированной римановой мет-
рикой 〈·, ·〉Λ, верны следующие утверждения:

(a) для любых y, z ∈ W s
x,ε выполнены неравенства ρ(fn+1(y), fn+1(z)) � (1/μ)×

×ρ(fn(y), fn(z)), n = 0, 1, 2, . . .,
(b) а для любых двух точек y, z ∈ W u

x,x,ε и y ∈ ŷ, z ∈ ẑ, удовлетворяющих сис-
теме неравенств, входящих в определение W u

x,x,ε, выполнены неравенства
ρ(y−n−1, z−n−1) � (1/μ)ρ(y−n, z−n), n = 0, 1, 2, . . ..

Предложение 4. Пусть f : Mn →Mn — эндоморфизм, удовлетворяющий аксиоме A,

и Ω =
l⋃

j=1
Λj — его спектральное разложение. Тогда

1) для любой точки x∈Mn существует единственное базисное множество Λj1 (j1 =1, l),
такое, что fk(x) → Λj1 при k → +∞; более того, существует такая точка y ∈ Λj1,
что ρ(fk(x), fk(y)) → 0 при k → +∞,

2) для любого x ∈ M̂ существует единственное базисное множество Λj2 (j1 = 1, l),
такое что xi → Λj2 при i → −∞; более того, существует такое y ∈ Λ̂j2 , что
ρ(xi, yi) → 0 при i→ −∞.
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Обозначим через Bδ(x) открытый шар радиуса δ > 0 с центром в точке x ∈ Mn

(т. е. Bδ(x) = {y ∈ Mn | ρ(x, y) < δ}), а через Bδ(x) — замкнутый шар радиуса δ в центом
точке x (т. е. Bδ(x) = {y ∈Mn | ρ(x, y) � δ}).

Следующие утверждения, доказательство которых мы приводим для полноты изложе-
ния, являются следствием компактности подмножества K многообразия Mn и определения
регулярной точки гладкого эндоморфизма f : Mn →Mn.

Лемма 1. Пусть K — произвольное компактное множество некоторого метриче-
ского пространства X, и U — открытая окрестность K. Тогда существует δ > 0, такое,
что для любой точки x ∈ K выполнено включение Bδ(x) ⊂ U .

Доказательство. Предположим противное. Тогда для любого δ > 0 существует та-
кая точка x ∈ K, что Bδ(x) \ U �= ∅. Рассмотрим последовательность положительных
чисел {δi}∞i=1, такую, что δi → 0 при i → ∞, и последовательность точек {xi}∞i=1, та-
кую, что Bδi(xi) \ U �= ∅. Так как K компактно, то без ограничения общности последо-
вательность xi можно считать сходящейся к некоторой точке x0 ∈ K. Так как U открыто,
то найдется δ0 > 0, такое, что Bδ0(x0) ⊂ U . Ввиду сходимости последовательностей {xi}∞i=1

и {δi}∞i=0 найдется такой номер k ∈ N, что будут верны неравенства ρ(x0, xk) < δ0/2
и δk < δ0/2.

Рассмотрим произвольную точку y ∈ Bδk(xk). В силу цепочки неравенств ρ(x0, y) �
� ρ(x0, xk) + ρ(xk, y) < δ0/2 + δk < δ0 имеем y ∈ Bδ0(x0) ⊂ U . Таким образом, ввиду
произвольности выбора y ∈ Bδk(xk) получаем противоречие с тем что Bδk(xk) \ U �= ∅.

Лемма 2. Пусть f — произвольный Cr-эндоморфизм (r � 1) и пусть K ⊂ Mn —
компактное подмножество, состоящее из регулярных точек эндоморфизма f . Тогда най-
дутся ε > 0 и открытая окрестность V множества K, такие, что если x′, x′′ ∈ V
и ρ(x′, x′′) < ε, то f(x′) �= f(x′′).

Доказательство. Так как для любой точки x ∈ K касательное отображение
Dfx : TxMn → Tf(x)M

n невырожденно, то из теоремы о неявной функции следует существо-
вание окрестности U(x) точки x, такой, что ограничение f |U(x) : U(x) → f(U(x)) является
диффеоморфизмом. Рассмотрим открытое покрытие U =

⋃
x∈K

U(x) множества K такими

окрестностями. Так как Mn — нормальное топологическое пространство, то существует
открытая окрестность V множества K, такая, что U ⊃ cl (V ) ⊃ V ⊃ K (см., например, [9]).

Так как многообразие Mn компактно, то множество cl (V ) также компактно. Из лем-
мы Лебега8 найдется число λ > 0, такое, что для любой пары точек x′, x′′ ∈ cl (V ), та-
ких, что ρ(x′, x′′) < λ, найдется элемент покрытия U(x), содержащий x′ и x′′. Если поло-
жить ε = λ, то V будет искомой окрестностью.

8Пусть X — компактное метрическое пространство, а {U} — его открытое покрытие. Тогда
найдется такое число λ > 0 (называемое числом Лебега), что любое подмножество X диаметром
меньше λ целиком принадлежит некоторому подмножеству {U} (см., например, [9]). Данная лемма
верна также и для любого компактного подмножества метрического пространства и его открытого
покрытия данного подмножества.
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3. Критерий существования аттрактора
(доказательство теоремы 1)

Для базисного множества Λ эндоморфизма f , удовлетворяющего аксиоме A, будем
предполагать использовать далее риманову метрику 〈·, ·〉Λ, определенную на TMn в пред-
ложении 2 и индуцирующую метрику ρ на Mn.

Доказательство теоремы 1 будет следовать из доказательства лемм 3, 4 и 5.

Лемма 3. Пусть f — A-эндоморфизм, и пусть Λ — его базисное множество, явля-
ющееся аттрактором. Тогда существует ε > 0, такое, что для любых x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂
имеет место включение W u

x,x,ε ⊂ Λ.

Доказательство. Пусть Λ имеет тип (k, n − k). В случае k = 0 лемма очевидна, по-
скольку W u

x,x,ε совпадает с точкой x. Таким образом, будем полагать, что k � 1. Предпо-
ложим, что Λ не совпадает с объемлющим многообразием Mn (в противном случае утвер-
ждение очевидно). Пусть U — замкнутая окрестность из определения 3 аттрактора эн-
доморфизма f . Так как Ω не содержит критических точек, то касательное отображение
Dfx : TxMn → TxM

n невырожденно для любой точки x ∈ Λ. Из теоремы о неявной функ-
ции следует, что существует окрестность V (x) точки x, такая, что ограничение fV (x) яв-
ляется диффеоморфизмом. Тогда для любого � � 0 множество f �(U) содержит открытую
окрестность множества Λ. Действительно, при � = 0 это непосредственно следует из опре-
деления аттрактора. Множество V1 =

⋃
x∈Λ

f(intU ∩ V (x)) есть открытое множество, такое,

что Λ ⊂ V1 ⊂ f(U). Применяя такое же рассуждение к окрестности V1, а далее к V2, V3 . . .,
по индукции получаем требуемый факт для f � при � � 1.

Выберем ε, удовлетворяющее заключению утверждения 3, и предположим, что утвер-
ждение леммы неверно; тогда найдется точка x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂, такие, что W u

x,x,ε �⊂ Λ.
Из предложения 3 следует, что W u

x,x,ε гомеоморфно k-мерному диску. Тогда найдется точ-
ка y ∈ (U \ Λ) ∩W u

x,x,ε. По определению аттрактора, f
l(y) → Λ при l → +∞. По опреде-

лению аттрактора,
+∞⋂
j=0

f j(U) = Λ, следовательно, найдется m ∈ N, такое, что y �∈ fm(U).

Из пункта 3 предложения 3 следует, что для точки y найдется y ∈ ŷ, такое, что ρ(yl,Λ) → 0
при l → −∞. Отсюда и из того, что fm(U) содержит открытую окрестность Λ, следует суще-
ствование числа t ∈ N, такого, что y−t ∈ fm(U) и f t(y−t) = y. Так как f t(fm(U)) ⊂ fm(U),
то y = f t(y−t) ∈ fm(U), что противоречит выбору числа m.

Лемма 4. Пусть Λ — базисное множество A-эндоморфизма типа (n, 0). Если суще-
ствует ε1 > 0, такое, что W u

x,x,ε1
⊂ Λ для любой точки x ∈ Λ и для некоторого x ∈ x̂∩ Λ̂,

то Λ совпадает с объемлющим многообразием Mn.

Доказательство. Положим ε = min{ε1, ε2}, где ε2 удовлетворяет заключению пред-
ложения 3. Так как Λ имеет тип (n, 0), то в силу предложения 3 локальное неустойчивое
многообразие W u

x,x,ε содержит открытый n-мерный диск. Следовательно, Λ является от-
крытым множеством. Таким образом, Λ одновременно является открытым и замкнутым,
и поэтому совпадает с Mn.

Лемма 5. Пусть Λ — базисное множество A-эндоморфизма типа (k, n − k),
0 � k � n− 1. Если существует ε1 > 0, такое, что для любой точки x ∈ Λ и для некото-
рого x ∈ x̂ ∩ Λ̂ выполняется включение W u

x,x,ε1
⊂ Λ, то Λ является аттрактором.
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Доказательство. Положим ε = min{ε1, ε2}, где ε2 удовлетворяет заключению утвер-
ждения 3.

Пусть x ∈ Λ. Так как W s
x,ε — гладко вложенный (n − k)-мерный диск, то найдется

δ(x) > 0, такое, что для любого η, удовлетворяющего неравенству 0 < η � δ(x), выполня-
ются следующие свойства:

1) пересечение Bη(x) ∩W s
ε состоит из одной компоненты связности,

2) пересечение ∂Bη(x) ∩W s
x,ε гомеоморфно (n− k − 1)-мерной сфере.

Покажем, что δ > 0 можно выбрать независящим от точки x, то есть для любой точ-
ки x ∈ Λ и для любого η, удовлетворяющего неравенствам 0 < η � δ, выполняются свой-
ства 1 и 2.

Предположим противное. Тогда существует последовательность {δi}+∞
i=1 , δi > 0 и δi → 0

при i → ∞, такая, что для любого δi найдется по крайней мере одна точка xi ∈ Λ, такая,
что для δi не выполняется по крайней мере одно из свойств 1 или 2 в точке xi. Так как Λ
компактно, то без ограничения общности можно считать последовательность {xi}∞i=1 схо-
дящейся к некоторой точке x0 ∈ Λ. Тогда для точки x0 найдется δ0 > 0, удовлетворяющее
условиям 1, 2. Из непрерывной зависимостиW s

x,ε от точки x ∈ Λ в C1-топологии следует, что
найдется такая окрестность V точки x0, что δ0/2 удовлетворяет условиям 1, 2 в любой точке
x ∈ V ∩ Λ. Это противоречит тому, что V ∩ Λ содержит точки последовательности {xi}+∞

i=1 ,
такие, что δi < δ0/2.

Пусть δ такое, что условия 1, 2 имеют место в любой точке x ∈ Λ при 0 < η � δ.
Положим U =

⋃
x∈Λ

(
Bδ(x) ∩W s

x,ε

)
.

Покажем, что U является замкнутой окрестностью аттрактора. В силу выбора δ для
любой точки x ∈ Λ множество Bδ(x) ∩ W s

x,ε гомеоморфно замкнутому (n − k)-мерному
диску. Рассмотрим произвольную точку x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂, такие, что имеет место вклю-
чение W u

x,x,ε ⊂ Λ. Так как неустойчивое многообразие W u
x,x,ε является гладко вложенным

k-мерным диском, а устойчивое многообразие W s
x,ε непрерывно зависит от точки x в C1-то-

пологии, то множество
⋃

x∈Wu
x,x,ε

(
Bδ(x) ∩W s

x,ε

)
⊂ U гомеоморфно прямому произведению от-

крытого k-мерного диска на (n−k)-мерный замкнутый диск, и x∈ int

( ⋃
x∈Wu

x,x,ε

(
Bδ(x) ∩W s

x,ε

))
.

Таким образом, Λ ⊂ intU .
Покажем, что U — замкнутое множество. Рассмотрим произвольную точку y ∈ cl(U).

Существует последовательность точек {yi}+∞
i=1 , yi ∈ U , сходящаяся к y0. По построению, для

любого элемента последовательности {yi}+∞
i=1 найдется точка xi ∈ Λ, такая, что yi ∈ W s

xi,ε

и ρ(xi, yi) � δ. Так как Λ компактно, то без ограничения общности можно считать, что
последовательность {xi}+∞

i=1 сходится к некоторой точке x0 ∈ Λ. Метрика ρ, как отобра-
жение из прямого произведения Mn ×Mn в R, является непрерывной функцией. Так как
последовательность точек (xi, yi) сходится в Mn×Mn к точке (x0, y) и ρ(xi, yi) � δ для лю-
бого i ∈ N, то имеет место неравенство ρ(x0, y) � δ. В силу непрерывной зависимости W s

x,ε

от точки x ∈ Λ в C1-топологии точка y принадлежит множеству W s
x0,ε. Таким образом,

y ∈ Bδ(x0) ∩W s
x0,ε, и поэтому y ∈ U .

Покажем, что f(U) ⊂ int(U). Рассмотрим произвольную точку y ∈ U . По построению,
найдется точка x ∈ Λ, такая, что x ∈ Bδ(x0) ∩W s

x,ε. В силу пункта 3 предложения 3 имеет
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место неравенство ρ(f(y), f(x)) � δ/μ для некоторого μ > 1. Таким образом, f(y) принад-
лежит внутренности (n − k)-мерного замкнутого диска Bδ(f(x)) ∩ W s

f(x),ε. В силу непре-
рывной зависимости локальных устойчивых многообразий от точки в C1-топологии имеет
место включение y ∈ intU .

По построению, для любой точки y ∈ U найдется точка x ∈ Λ, такая, что y ∈W s
x,ε. Тогда

из пункта 3 предложения 3 следует равенство
∞⋂
n=0

fn(U) = Λ. Таким образом, U является

искомой окрестностью из определения аттрактора.

3.1. Доказательство теоремы 2

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2, докажем следующие леммы.

Лемма 6. Пусть Λ — базисное множество типа (n, 0) эндоморфизма f , и ε > 0
удовлетворяет заключению утверждения 3. Тогда существует δ > 0, такое, что для
любой точки x ∈ Λ и x ∈ x̂ ∩ Λ̂ имеет место включение Bδ(x) ⊂ (W u

x,x,ε).

Доказательство. Из непрерывности f и компактности Λ следует, что множество Λ̂
является замкнутым подмножеством M̃ . В силу компактности Mn множество M̃ также
компактно. Так как Λ̂ — замкнутое множество, то оно компактно, как подмножество ком-
пактного пространства.

Предположим, что утверждение леммы неверно, тогда существует последовательность
{xi}∞i=1 точек в Λ̂ и последовательность чисел {δi}∞i=1, такие, что Bδi(x) \ W u

xi
0,x

i,ε
�= ∅

и δi → 0 при i→ ∞. Без ограничения общности будем считать, что исходная последователь-
ность {xi}∞i=0 является сходящейся к некоторой точке x

0 ∈ Λ. Тогда в силу пункта 1 пред-
ложения 3 локальное неустойчивое многообразие W u

x0
0,x

0,ε
содержит открытый диск Bδ0(x0

0).
В силу пункта 2 того же предложения найдется целое число N , такое, что для любого i > N
имеет место равенство Bδ0/2(x) ⊂ W u

xi
0,x

i,ε
, что противоречит выбору последовательностей

{xi}∞i=0 и {δi}∞i=0.

Лемма 7. Пусть Λ — базисное множество A-эндоморфизма f , являющееся топо-
логическим подмногообразием коразмерности один. Тогда существует открытая окрест-
ность U базисного множества Λ, такая, что f−1(Λ) ∩ U = Λ.

Доказательство. Предположим противное; тогда для любой окрестности U множе-
ства Λ найдется точка x ∈ U \ Λ, такая, что f(x) ∈ Λ. Следовательно, найдется последова-
тельность {xi}+∞

i=0 , xi ∈ Mn \ Λ, такая, что ρ(xi,Λ) → 0 при i→ +∞ и f(xi) ∈ Λ для любо-
го i ∈ N. В силу компактности Mn последовательность {xi}+∞

i=0 можно считать сходящейся
к некоторой точке x0 ∈ Λ. По теореме о неявной функции, найдется окрестность V1 точки x0,
такая, что ограничение f на V1 является локальным диффеоморфизмом. Так как Λ являет-
ся топологическим (n−1)-мерным подмногообразием, то найдется окрестность V2 точки x0,
такая, что V2 ∩ Λ гомеоморфно (n − 1)-мерному диску. Пусть V — открытый диск, такой,
что x ∈ V ⊂ V1∩V2. Множество V ∩Λ также гомеоморфно открытому (n−1)-мерному диску,
диффеоморфный образ которого (ввиду инвариантности Λ) содержится в f(V )∩Λ, причем
f(x0) ∈ f(V ) ∩ Λ. Так как xi → x0 при i → +∞, f(xi) ∈ Λ, то в силу непрерывности f для
достаточно больших значений i имеет место включение f(xi) ∈ f(V ) ∩ Λ. То есть ограни-
чение эндоморфизма f на окрестность V оказывается неинъективным отображением, что
противоречит тому, что ограничение f |V является диффеоморфизмом.
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Лемма 8. Пусть Λ — базисное множество A-эндоморфизма f имеет тип (n, 0)
и является топологическим подмногообразием коразмерности один. Тогда существует
окрестность Q множества Λ, такая, что f является растягивающим на Q в смысле
определения 6.9

Доказательство. Пусть ε1 удовлетворяет заключению предложения 3, и Π — окрест-
ность Λ, удовлетворяющая заключению леммы 2 с некоторой константой ε2 > 0. Так
как Λ является базисным множеством A-эндоморфизма f , то найдется x ∈ Λ, такое, что

множество
∞⋃
i=0

f i(x) плотно в Λ. Зафиксируем некоторый элемент x ∈ x̂∩Λ̂. В силу леммы 1,

найдется ε3 > 0, такое, что верно включение
⋃
i∈Z

W u
xi, �f i(x),ε3

⊂ Π.

Положим ε = min
{
ε1,

ε2
2 , ε3

}
и V =

⋃
i∈Z

[
W u
xi, �f i(x),ε

∩ f−1
(
W u
xi+1, �f i+1(x),ε

)]
.

По построению, точки из множества V удовлетворяет следующим свойствам:

1) если y ∈W u
xi, �f i(x),ε

∩ V , то f(y) ∈W u
xi+1, �f i+1(x),ε

,

2) если y1, y2 ∈W u
xi, �f i(x),ε

и y1 �= y2, то f(y1) �= f(y2).

Покажем, что V является открытой окрестностью базисного множества Λ. Так как
∞⋃
i=0

f i(x) плотно в Λ, то достаточно показать, что найдется δ > 0, такое, что для любо-

го xi имеет место включение Bδ(xi) ⊂ W u
xi, �f i(x),ε

∩ f−1
(
W u
xi+1, �f i+1(x),ε

)
. В силу леммы 6,

найдется δ1 > 0, такое, что Bδ1(xi) ⊂ W u
xi, �f i(x),ε

для любого i ∈ Z. Покажем, что найдется

δ2 > 0, такое, что f (Bδ2(xi)) ⊂ W u
xi+1, �f i+1(x),ε

для любого i ∈ Z. Предположим противное

и выберем последовательность {ηj}+∞
j=1, такую, что ηj → 0 при j → +∞. Тогда для любо-

го j ∈ N найдутся точки xij , yj, такие, что ρ(xij , yj) < ηj и f(yj) �∈ W u
xij+1, �f

ij+1(x),ε
. Так

как Bδ1(xi+1) ⊂ W u
xi+1, �f i+1(x),ε

, то ρ(f(yj), f(xij )) = ρ(f(yj), xij+1) > δ1. В силу компактно-
сти Mn, не уменьшая общности, можно считать последовательности xij и yj сходящимися
к некоторой точке x0. Так как ρ(f(x0), f(x0)) = 0, получаем противоречие с непрерывностью
отображения f . Полагая δ = min{δ1, δ2}, получаем, что множество V является открытой
окрестностью множества Λ.

Выберем открытое множество Q, такое, что V ⊃ cl (Q) ⊃ Q ⊃ Λ10, и покажем, что Q
является искомой окрестностью.

Из леммы Лебега и компактности cl (Q) следует, что существует λ > 0, такое, что для
любой пары точек y, z ∈ Q, таких, что ρ(y, z) < λ, найдется такое xi, что y, z ∈W u

xi, �f i(x),ε
. Бо-

лее того, так как Q ⊂ V , то f(y), f(z) ∈W u
xi+1, �f i+1(x),ε

. Положим y+ = f(y), z+ = f(z). В си-

лу определения локального неустойчивого многообразия, существуют y+ ∈ ŷ+ и z+ ∈ ẑ+,
такие, что ρ(y+

i, xi+1) < ε, ρ(z+
i, xi+1) < ε при i � 0.

Покажем, что y = y+−1 и z = z+−1. Пусть y′ = y+−1 и z′ = y+−1. Тогда ρ(xi, y′) < ε
и ρ(xi, z′) < ε. Покажем, что данные неравенства не могут выполняться ни для каких
прообразов точек y+ и z+, отличных от y и z. В силу неравенства треугольника имеет

9То есть ρ(f(x), f(y)) > μρ(x, y) для любых x, y ∈ Q, x �= y и некоторого μ > 1.
10Существование Q следует из того, что Mn является нормальным топологическим простран-

ством [9].
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место цепочка неравенств ρ(y, y′) � ρ(xi, y) + ρ(xi, y′) < ε + ε � ε2. Тогда из леммы 2
следует равенство y = y′. Аналогично имеем равенство z = z′.

В силу пункта 3 предложения 3 существует μ > 1, такое, что для любых точек y, z ∈ Q,
таких, что ρ(y, z) < λ, имеет место неравенство ρ(f(y), f(z)) > μρ(y, z). Таким образом,
ограничение f на Q является растягивающим эндоморфизмом в смысле определения 6.

Доказательство теоремы 2.
Тот факт, что ограничение f |Λ является растягивающим эндоморфизмом, следует из

леммы 8. Покажем, что Λ имеет окрестность U из определения 4.

Рассмотрим точку x ∈ Λ, такую, что множество
∞⋃
i=0

f i(x) плотно в Λ. Выберем ε, удо-

влетворяющее заключению предложения 3, и элемент x ∈ x̂ ∩ Λ̂. Из леммы 6 следует, что
объединение V1 =

⋃
i∈Z

W u
xi, �f i(x),ε

является открытым покрытием множества Λ. Пусть V2 —

открытая окрестность Λ, удовлетворяющая заключению леммы 7. Так как Mn — нормаль-
ное топологическое пространство, а базисные множества Λ1, . . .Λl замкнуты, то найдутся
их непересекающиеся открытые окрестности Q1, . . . , Ql. Положим V3 = Qs, где Qs — окрест-
ность рассматриваемого базисного множества Λ. Так как Λ компактно, то из леммы 1 сле-
дует, что найдутся δ1 > 0, δ2 > 0 и δ3 > 0, такие, что верны включения Bδ1(xi) ⊂ V1,
Bδ2(xi) ⊂ V2 и Bδ3(xi) ⊂ V3 для любого i ∈ Z. Положим δ = min{δ1/μ, δ2, δ3}, где μ > 1 удо-
влетворяет заключению пункта 3 предложения 3. Положим U =

⋃
i∈Z

Bδ(xi). По построению,

U также является открытым покрытием Λ и U ⊂ V1 ∩ V2 ∩ V3. Покажем, что U является
искомой окрестностью репеллера Λ, то есть что выполнены следующие условия:

1) f(U) ⊃ cl (U) и

2)
+∞⋂
k=0

f−k(U) = Λ.

1) Положим W =
⋃
i∈Z

Bμδ(xi), тогда cl (U) ⊂ W ⊂ V1. Покажем, что имеет место вклю-

чение W ⊂ f(U). Действительно, по определению W , для любой точки y ∈ W найдется
такое i ∈ Z, что ρ(y, xi) < μδ, и, следовательно, y ∈ W u

xi, �f i(x),ε
. В силу пункта 3 предло-

жения 3 найдется точка y′ ∈ f−1(y), такая, что ρ(y′, xi−1) � (1/μ)ρ(y, xi) < (1/μ)(μδ) = δ.
Таким образом, y′ ∈ Bδ(xi−1) ⊂ U и y = f(y′) ∈ f(U).

2) Предположим противное, то есть
+∞⋂
k=0

f−k(U) �= Λ, что равносильно тому, что

+∞⋂
k=0

f−k(U) \ Λ �= ∅. Пусть x ∈
∞⋂
k=0

f−k(U) \ Λ — произвольная точка, тогда имеет место

включение fk(x) ∈ U для любого k � 0. В силу предложения 4, существует базисное мно-
жество Λj, такое, что ρ(f i(x),Λj) → 0 при i → +∞, и y ∈ Λj, такое, что ρ(f i(x), f i(y)) → 0
при i → +∞. Так как окрестность U отделена от базисных множеств, отличных от Λ,
то Λj = Λ. Так как f i(x) �= f i(y) в силу леммы 7, то получаем противоречие с заключением
леммы 8.

3.2. Доказательство теоремы 3

Покажем, что Λ является гладким подмногообразием многообразия Mn. Так как Λ
является топологическим подмногообразием, то для любой достаточно малой окрестно-
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сти U(x) точки x ∈ Λ множество Λ ∩ U(x) гомеоморфно (n − 1)-мерному диску. Выбе-
рем ε > 0, удовлетворяющее заключению предложения 3. Так как базисное множество Λ
является аттрактором типа (n − 1, 1), то в силу леммы 3 для любой точки x ∈ Λ многооб-
разие W u

x,x,ε принадлежит Λ и является гладко вложенным (n − 1)-мерным диском, явля-
ющимся окрестностью точки x в Λ. Отсюда следует, что базисное множество Λ является
гладким подмногообразием.

Покажем, что ограничение fΛ является растягивающим отображением. Так как под-
пространство Eux0,x

является касательным к W u
x,x,ε, то оно не зависит от выбора x ∈ x̂ ∩ Λ̂.

Следовательно, TΛ =
⋃
x∈Λ

Eux0,x
. Тогда из гиперболичности множества Λ следует выпол-

нение условий определения 5. Таким образом, ограничение f |Λ является растягивающим
эндоморфизмом.
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On hyperbolic attractors and repellers of endomorphisms

Vyacheslav Z.Grines1, Evgeny D.Kurenkov2
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It is well known that the topological classification of dynamical systems with hyperbolic dynamics
is significantly defined by dynamics on a nonwandering set. F. Przytycki generalized axiom A
for smooth endomorphisms that was previously introduced by S. Smale for diffeomorphisms,
and proved the spectral decomposition theorem which claims that the nonwandering set of an
A-endomorphism is a union of a finite number of basic sets.
In the present paper the criterion for a basic set of an A-endomorphism to be an attractor is
given. Moreover, dynamics on basic sets of codimension one is studied. It is shown that if an
attractor is a topological submanifold of codimension one of type (n− 1, 1), then it is smoothly
embedded in the ambient manifold, and the restriction of the endomorphism to this basic set is an
expanding endomorphism. If a basic set of type (n, 0) is a topological submanifold of codimension
one, then it is a repeller, and the restriction of the endomorphism to this basic set is also an
expanding endomorphism.
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