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Î ñóùåñòâîâàíèè ýíäîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà ñî

ñòðîãî èíâàðèàíòíûì ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì

c⃝ Å.Ä. Êóðåíêîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ýíäîìîðôèçì f äâóìåðíîãî òîðà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé àêñèîìå A , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî îáëàäàåò îäíîìåðíûì ñæèìàþùèìñÿ
ðåïåëëåðîì Λ . Ýòîò ðåïåëëåð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) f(Λ) = Λ , f−1(Λ) = Λ ;
2) Λ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçîê;
3) T 2 \ Λ ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äèñêîâ.
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâàíà íà ¾õèðóðãè÷åñêîé¿ îïåðàöèè, ïðåäëîæåííîé Ñ. Ñìåéëîì [1], â
ïðèìåíåíèè ê àëãåáðàè÷åñêîìó ýíäîìîðôèçìó Àíîñîâà íà òîðå. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî ïîñòðîåííûé ýíäîìîðôèçì èìååò óêàçàííûå
ñâîéñòâà. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñòðóêòó-
ðîé îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ýíäîìîôèçìîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
äèôôåîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîíòðàñòèðóåò ñ ôàêòîì êîíå÷íî-
ñòè ìíîæåñòâà äèñêîâ â ìíîæåñòâå T 2 \ Λ , â ñëó÷àå, êîãäà äèôôåîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìå A è îáëàäàåò ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûì ðåïåëëåðîì Λ [2].
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíäîìîðôèçì, àêñèîìà A , áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ðåïåëëåð.

1. Ââåäåíèå

Ïîä Cr � ýíäîìîðôèçìîì ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîíèìàåò-
ñÿ ãëàäêîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà Cr , r > 1 . Åñëè ýíäîìîðôèçì f îáëàäàåò
îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì êëàññà Cr , òî îí íàçûâàåòñÿ Cr -äèôôåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü f : Mn →Mn � ýíäîìîðôèçì êëàññà Cr ( r > 1 ), çàäàííûé íà çàìêíóòîì ìíî-
ãîîáðàçèè Mn , ñíàáæåííîì ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Mn ñóùåñòâóåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà x̄ = {xi ∈ Mn | x0 =
x, f(xi) = xi+1, i ∈ Z} . Êàæäóþ èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé
òðàåêòîðèåé òî÷êè x .

Ïóñòü Λ ⊂ Mn çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå (èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèç-
ìà f ) ìíîæåñòâî, òî åñòü f(Λ) = Λ .

Ñëåäóÿ Ô. Ïøåòûöêîìó [3] äàäèì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, îáîáùà-
þùåå îïðåäåëåíèå äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, äàííîå Ñ. Ñìåéëîì [1]

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ìíîæåñòâî Λ ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 , 0 < λ < 1 òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ òî÷êè x ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå êàñàòåëüíîãî
ïîäðàññëîåíèÿ Tx̄M

n â âèäå Tx̄M
n =

∪
xi∈x̄

Es
xi,x̄

⊕ Eu
xi,x̄

2 òàêîå, ÷òî:

1. Df(Es
xi,x̄

) = Es
xi+1,x̄

, Df(Eu
xi,x̄

) = Eu
xi+1,x̄

, ãäå Es
xi,x̄

, Eu
xi,x̄

⊂ TxiM
n ;
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2 Ñèìâîë ⊕ îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó ëèíåéíûé ïîäïðîñòðàíñòâ.
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2. ∥Dfk(v)∥ 6 Cλk∥v∥ , äëÿ ëþáûõ k > 0, i ∈ Z , v ∈ Es
xi,x̄

;

3. ∥Dfk(v)∥ > (1/C)λ−k∥v∥ , äëÿ ëþáûõ k > 0, i ∈ Z , v ∈ Eu
xi,x̄

.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn , íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèç-
ìîì Àíîñîâà, åñëè âñåîáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå Mn ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâîì ýíäîìîôèçìà f .

Â ðàáîòå [3] äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå àêñèîìû A , ââåäåííîé
Ñ. Ñìåéëîì â [1] äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå A (ÿâëÿåòñÿ A -ýíäîìîðôèçìîì), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf � ãèïåðáîëè÷íî è íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ýíäîìîðôèçìà f ;

2. ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Perf ýíäîìîðôèçìà f ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå Ωf .

Äëÿ A -ýíäîìîðôèçìà, èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè, äîêàçàííàÿ
â [3], è îáîáùàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ñ. Ñìåéëîì â [1].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü ýíäîìîðôèçì f :Mn →Mn óäîâëåòâîðÿåò àê-
ñèîìå A . Òîãäà åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ f -èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè) Ω =

∪l
i=1Ωi òàêèõ, ÷òî îãðàíè-

÷åíèå f íà êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn

íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî

f(U) ⊂ IntU è
∞∩
n=0

fn(U) = Ωi .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî

cl (U) ⊂ f(U) è
∞∩
n=0

f−n(U) = Ωi
3.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Ðåïåëëåð (àòòðàêòîð) Ωi A -ýíäîìîðôèçìà f : Mn →
Mn íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ (ðàñòÿãèâàþùèìñÿ), åñëè åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ óñòîé÷èâûõ (íåóñòîé÷èâûõ) èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé òî÷åê èç Ωi .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû, ñïðàâåäëèâîñòü
êîòîðîé íà äàííîì ýòàïå ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóåò C∞ -ãëàäêèé À-ýíäîìîðôèçì f : T2 → T2 òàêîé,
÷òî åãî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò îäíîìåðíûé ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð Λ .
Áîëåå òîãî, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ íå çàâèñèò îò ÷àñòíîé
òðàåêòîðèè òî÷êè x , è ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåïåëëåðîì, òî åñòü
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

3 Ïîä f−1(A) ïîíèìàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A .
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2. Êîíñòðóêöèÿ ýíäîìîðôèçìà

Ïðåäñòàâèì T2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2/Z2 è îáîçíà÷èì ÷åðåç π : R2 → T2

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ R2 íà T2 . Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì g : T2 →

T2 äâóìåðíîãî òîðà, èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé A =

(
3 1
1 1

)
ïî ôîðìóëå g(x) = Ax

mod 1 , ãäå x ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè R2 .
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ýíäîìîðôèçìîì Àíî-

ñîâà ñ óñòîé÷èâûì W s
g è íåóñòîé÷èâûì W u

g îäíîìåðíûìè ñëîåíèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ îáðàçàìè â ñèëó ïðîåêöèè π èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé ìàòðèöû A , ñîñòîÿùèìè èç âñåõ

ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðàì e⃗s =

(
1−

√
2

1

)
, e⃗u =

(
1 +

√
2

1

)
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè

âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λs = 2−

√
2 < 1 , λu = 2 +

√
2 > 1 . ×åðåç W s

g (x) (W u
g (x) ) áóäåì îáîçíà÷àòü

ýëåìåíò ñëîåíèÿ W s
g (W u

g ), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x ∈ T2 . Äàëåå, ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïàðó e⃗u/∥e⃗u∥ , e⃗s/∥e⃗s∥ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò
(u1;u2) òàê, ÷òî (1; 0) è (0; 1) ñóòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e⃗u/∥e⃗u∥ , e⃗s/∥e⃗s∥ ñîîòâåòñòâåííî.

Ýíäîìîðôèçì g èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç O ,
g(O) = O . Ïîñêîëüêó det g = 2 , òî g ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, è ïîëíûé ïðî-
îáðàç g−1(O) ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê O è O1 ̸= O . Âîçüìåì r0 > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû
λur0 -îêðåñòíîñòè òî÷åê O è O1 íå ïåðåñåêàëèñü. Ïóñòü δ : [0;∞) → [0; 1] � C∞ -ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî δ(r) ≡ 1 ïðè 0 6 r 6 r0

2
, è δ(r) ≡ 0 ïðè r > r0 .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
u̇1 = −u1 · δ(

√
u21 + u22)

u̇2 = 0
(2.1)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç φt ñäâèã íà âðåìÿ t âäîëü òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû. Âîçüìåì ÷èñëî
τ > 0 òàêîå, ÷òî

e−τ · λu < 1. (2.2)

Ïîëîæèì
f = φτ ◦ g. (2.3)

ßñíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì òîðà T2 íà ñåáÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.3) âûòåêàåò,
÷òî ýíäîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ 2-
ëèñòíûì íàêðûòèåì T2 → T2 , è ãîìîòîïåí ýíäîìîðôèçìó g . Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ
ñëîåíèå W u

g èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f , f
(
W u
g (z)

)
=W u

g (f(z)) .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 (t,M0) , u2 (t,M0) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(0,M0) , òî åñòü òàêîå ðåøåíèå, ÷òî ui (0,M0) =M0 , i = 1, 2 . Åñëè òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò
r0 -îêðåñòíîñòè U(r0) òî÷êè O , è èìååò â íåé êîîðäèíàòû (u10;u20) , òî ìû òàêæå áóäåì
çàïèñûâàòü ðåøåíèå â âèäå ui (t, (u10;u20)) , i = 1, 2 . Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî u2 (t, (u10;u20)) =
u20 äëÿ ∀ t . Ïîýòîìó ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà

φτ : (u10;u20) → (u1 (τ, (u10;u20)) ; u2 (τ, (u10;u20)))

ðàâåí

D(φτ ) =

(
∂u1
∂u10

∂u1
∂u20

0 1

)
,

ãäå ∂u1
∂u10

, ∂u1
∂u20

âû÷èñëÿþòñÿ ïðè t = τ . Îòñþäà è (2.3) âûòåêàåò, ÷òî ÿêîáèàí ýíäîìîð-
ôèçìà f ðàâåí

D(f) = Dφτ ·Dg =
(

∂u1
∂u10

∂u1
∂u20

0 1

)
·
(
λu 0
0 λs

)
=

(
λu · ∂u1

∂u10
λs · ∂u1

∂u20

0 λs

)
. (2.4)
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Ðàâåíñòâî (2.4) èìååò ìåñòî íà âñåì òîðå T2 , ïîñêîëüêó âíå îêðåñòíîñòè U(r0) , â ñèëó
(2.1), ∂u1

∂u10
= 1 è ∂u1

∂u20
= 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà O = p0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñòîêîì ýíäîìîðôèçìà f . Äåé-
ñòâèòåëüíî, â r0

2
-îêðåñòíîñòè U( r0

2
) òî÷êè p0 ñèñòåìà (2.1) èìååò âèä u̇1 = −u1 , u̇2 = 0 .

Ïîýòîìó ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà φτ ðàâåí Dφτ =

(
e−τ 0
0 1

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿêî-

áèàí ýíäîìîðôèçìà f â òî÷êå O ðàâåí

Df =

(
e−τ 0
0 1

)
·
(
λu 0
0 λs

)
=

(
e−τλu 0
0 λs

)
.

Îòñþäà è (2.2) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî êðèâàÿ W u

g (O) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî f , f
(
W u
g (O)

)
= W u

g (O) .
Áîëåå òîãî, íà W u

g (O) èìåþòñÿ ðîâíî òðè íåïîäâèæíûå îòíîñèòåëüíî f òî÷êè p0 , p1 ,
p2 , ïðè÷åì p1 è p2 ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñåäëàìè, è p0 íà W u

g (O) íàõîäèòñÿ
ìåæäó òî÷êàìè p1 , p2 . Äàëåå, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôíàÿ äèñêó îêðåñòíîñòü V òî÷êè
p0 , íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê p1 , p2 , è òàêàÿ, ÷òî

1. cl f(V ) ⊂ V ,
∩
n>0 f

n(V ) = p0 .

2. Ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(V ) ñîñòîèò èç äâóõ (ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ) êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äèñêó.

3. λu · ∂u1
∂u10

|V < 1 , λu · ∂u1
∂u10

|T2\ compV [f−1(V )] > 1 , ãäå compV [f
−1(V )] � êîìïîíåíòà ñâÿç-

íîñòè ìíîæåñòâà f−1(V ) , ñîäåðæàùàÿ V .

Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè p0 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ âûøåïðèâåäåííûì óñëîâèÿì, è
ïóñòü

W s
f (p0) = W s

0 =
∪
i>0

f−i(V ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, W s
0 åñòü îáúåäèíåíèå ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ îêðåñòíîñòè V îòíîñè-

òåëüíî îòîáðàæåíèé f i äëÿ âñåõ i > 0 , ãäå f 0 = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ìíîæåñòâî W s

0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. W s
0 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì òàêèì, ÷òî f j(x) → p0 ïðè j → ∞ äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ W s
0 .

2. W s
0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì,

f (W s
0 ) = W s

0 = f−1 (W s
0 ) .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè z /∈ W s
0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî ëþáàÿ ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç z , íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s
0 .

3. p1 , p2 /∈ W s
0 .

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî W s
0 îòêðûòîå, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíîå. Åñ-

ëè x ∈ W s
0 , òî fk(x) ∈ V äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N . Îòñþäà âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Èç íåãî è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà W s
0 ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî êîíñòðóêöèè, òî÷-

êè p1 , p2 íå ïðèíàäëåæàò V è ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f .
Òîãäà p1 , p2 /∈ W s

0 è, ñëåäîâàòåëüíî, W s
0 ̸= T2 . Ïîëîæèì

T2 \W s
0 = Λ ̸= ∅.
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Ïî ïîñòðîåíèþ, Λ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì:

f(Λ) = Λ = f−1(Λ).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðåïåëëåð

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà Λ ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè (ñì.
ðèñ. 2.1), îíî ïîêàçàëî, ÷òî èññëåäóåìûé ýíäîìîðôèçì îáëàäàåò èíâàðèàíòíûì ãèïåð-
áîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà
x ∈ Λ ïðîõîäèò óñòîé÷èâîå W s

f (x) è íåóñòîé÷èâîå W u
f (x) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ,

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s

f (x) öåëèêîì ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó Λ ;

2) íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
f (x) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Λ íå çàâèñèò îò ÷àñòíîé

òðàåêòîðèè (ëåæàùåé â Λ ) ýòîé òî÷êè, à çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîé òî÷êè x , ïîýòîìó
îáîçíà÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u

f (x) êîððåêòíî.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ ìíîãîîáðàçèå W u

f (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé
êðèâîé âñþäó ïëîòíîé â T2 .

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ f âûòåêàåò, ÷òî W u
f (x) = W u

g (x) äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Λ \W u

g (O) . Òàê êàê W u
g (x) âñþäó ïëîòíî â T2 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäå-

íèå òîëüêî äëÿ W u
f (p1) è W u

f (p2) . Èìååì ðàâåíñòâî W u
f (p1) ∪W u

f (p2) = W u
g (p0) \ {p0} .

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ïîëóñëîåâ ìíîæåñòâà W u
g (p0)\{p0} âñþäó ïëîòåí â T2 , òî íåóñòîé-

÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W u
f (p1) , W

u
f (p2) âñþäó ïëîòíû â T2 . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
f (p0) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â T2 . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

êàæäîå èç óñòîé÷èâûõ W s
f (p1) , W

s
f (p2) ìíîãîîáðàçèé âñþäó ïëîòíî â Λ .
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Ïîêàæåì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Λ ðàâíà åäèíèöå,

dimΛ = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó Λ îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî. Ïîýòîìó Λ íèãäå
íå ïëîòíî, è ñëåäîâàòåëüíî dimΛ 6 1 . Òàê êàê Λ ñîäåðæèò îäíîìåðíûå êðèâûå, òî
dimΛ > 1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-
íûì ðåïåëëåðîì, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Â. Ç. Ãðèíåñà è Å.Â. Æóæîìó çà ïîñòàíîâêó çà-
äà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2017 ãîäó (ïðîåêò Ò-90) ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå
ÐÔÔÈ (ãðàíò 16-51-10005-Ko_a).
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On existence of an endomorphism of 2 -torus with strictly

invariant repeller

c⃝ E.D. Kurenkov 4

Abstract. In the article we construct endomorphism f of 2-torus. This endomorphism satis�es an
axiom A and has non-wondering set that contains one-dimensional contracting repeller satisfying
following properties:
1) f(Λ) = Λ , f−1(Λ) = Λ ;
2) Λ is locally homeomorphic to the product of the Cantor set and the interval;
3) T 2 \ Λ consist of a countable family of disjoint open disks.
The key idea of construction consists in applying the surgery introduced by S. Smale [1] to
an algebraic Anosov endomorphism of the two-torus. We present the results of computational
experiment that demonstrate correctness of our construction. Suggested construction reveals
signi�cant di�erence between one-dimensional basic sets of endomorphismsand one-dimensional
basic sets of corresponding di�oemorphisms. In particular, the result contrasts with the fact that
wondering set of axiom A -satisfying di�eomorphism consists of a �nite number of open disks in
case of spaciously situated basic set [2].
Key Words: endomorphism, axiom A , basic set, repeller.
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