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Используя наши результаты про лоренцевы алгебры Каца — Муди и арифметическую зеркаль-
ную симметрию, мы находим шесть серий примеров решёточно-поляризованных K3-поверхно-
стей с автоморфным дискриминантом.
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§ 1. Введение

Используя результаты нашей недавней работы [13] и предыдущих работ,
мы строим серии примеров таких чётных гиперболических решёток S, что
S-поляризованные комплексные K3-поверхности X имеют автоморфный дис-
криминант.

Напомним, что для S-поляризованной K3-поверхности X фиксировано
примитивное вложение S⊂S𝑋 , где S𝑋 — решётка Пикара поверхности X . По-
верхность X называется вырожденной (или она принадлежит дискриминан-
ту), если существует такой элемент δ ∈ (S)⊥𝑆𝑋

, что δ2 = −2. Из геометрии
K3-поверхностей следует, что тогда X не имеет поляризации h, принадле-
жащей S. В силу глобальной теоремы Торелли [25] и эпиморфности отобра-
жения периодов для K3-поверхностей [17], модули таких K3-поверхностей
накрываются соответствующими эрмитовыми симметрическими областями,
и алгебраические функции на модулях являются автоморфными формами
на этих областях. Голоморфная автоморфная форма называется дискрими-
нантной, если носитель её дивизора нулей равен прообразу дискриминанта
модулей таких K3-поверхностей. Если дискриминантная автоморфная фор-
ма существует, то дискриминант называется автоморфным.
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Например, для S=Zh ранга один с h2=n, где n¾2 чётно (т. е. для обычных
поляризованных K3-поверхностей), хорошо известно, что дискриминантная
автоморфная форма существует для n=2. Борчердс построил дискриминант-
ную автоморфную форму для n= 2 явно (см. [2, с. 200–201]). В [24] было
показано, что для бесконечного числа чётных n¾ 2 дискриминантная авто-
морфная форма не существует (вероятно, это был первый результат в этом
направлении). Позднее Лойенга [18] показал, что дискриминантная авто-
морфная форма не существует и дискриминант не является автоморфным
для всех n>2.

В настоящей работе мы находим примеры автоморфных дискриминантов
для S-поляризованных K3-поверхностей с rk S¾2. См. некоторые результаты
конечности в работе Ма [19].

В § 2 даются необходимые определения, связанные с S-поляризованными
K3-поверхностями, их дискриминантами и автоморфными дискриминантами.

В § 3 доказываются основные теоремы 3.1 и 3.2, которые дают шесть серий
таких чётных гиперболических решёток S ранга rk S¾2, что S-поляризован-
ные K3-поверхности имеют автоморфный дискриминант. Они приведены
в таблицах 1–6. Все эти примеры связаны с лоренцевыми алгебрами Каца —
Муди, построенными в [13], которые являются гиперболическими автоморф-
ными (супералгебрами Ли) Каца — Муди. Соответствующие дискриминант-
ные автоморфные формы построены в [13]. Они определяют такие алгебры
Каца — Муди g и дают их тождества для знаменателя.

Было бы интересно понять геометрический смысл дискриминатных ав-
томорфных форм и алгебр Каца — Муди для геометрии соответствующих
K3-поверхностей. Например, мы знаем, что если вес дискриминантной ав-
томорфной формы больше размерности пространства модулей, то простран-
ство модулей по крайней мере унилинейчато (см. теорему 3.4 в § 3).

Предварительный вариант данной работы был опубликован как препринт
[14].

§ 2. Решёточно-поляризованные K3-поверхности,
их модули и дискриминанты

Для решёток мы пользуемся определениями и результатами из [21]. На-
помним, что решётка M (эквивалентно, невырожденная целочисленная сим-
метрическая билинейная форма) означает, что M — свободный Z-модуль M
конечного ранга с симметричным Z-билинейным спариванием x · y ∈Z для
x, y ∈M. Под сигнатурой M понимается сигнатура соответствующей веще-
ственной формы M ⊗R над R (т. е. числа t(+), t(−) положительных и отри-
цательных квадратов соответственно). Решётка M сигнатуры (1, rk M − 1)
называется гиперболической. Решётка M называется чётной, если x2= x · x
чётно для любого x ∈M. Через O(M) обозначается группа автоморфизмов
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решётки M. Каждый элемент δ ∈M с 0 6= δ2 и δ2|2(δ ·M) (он называется
корнем) определяет отражение sδ : x 7→ x − [(2(x · δ)/δ2]δ для x ∈M. Легко
видеть, что sδ∈O(M), sδ(δ)=−δ и sδ является тождественным на δ⊥𝑀. Через
W (2)(M)⊂O(M) обозначается подгруппа, порождённая отражениями во всех
элементах δ∈M с δ2=−2 (все они являются корнями).

Пусть S — гиперболическая решётка и

V(S) = {x ∈ S⊗R | x2 > 0}

— конус решётки S. Он имеет две компоненты связности: V+(S) и V−(S)=
=−V+(S). Зафиксируем одну из них, V+(S), и соответствующее гиперболи-
ческое пространство L (S)= V+(S)/R++. Здесь R++ обозначает все положи-
тельные действительные числа и R+ — все неотрицательные действительные
числа. Пусть Amp(S), Amp(S)/R++ — внутренность фундаментальной каме-
ры для группы отражений W (2)(S) в V+(S) и L (S) соответственно. Мы фик-
сируем одну из них. Таким образом, фиксируется пара (V+(S), Amp(S)), кото-
рая определена однозначно с точностью до действия O(S). Она называется
обильным конусом решётки S и эквивалентна Amp(S) или Amp(S)/R++.

Пусть X — кэлерова K3-поверхность (о них см., например, [4, 17, 25–27]),
т. е. X — неособая компактная комплексная поверхность с нулевым канониче-
ским классом K𝑋 (эквивалентно, 0 6=ω𝑋 ∈H2,0(X)=Ω2[X] имеет нулевой ди-
визор) и иррегулярностью q(X), равной 0 (эквивалентно, X не имеет ненуле-
вых 1-мерных голоморфных дифференциальных форм). Тогда H2,0(X)=Cω𝑋
и H2(X ,Z) с формой пересечения является чётной унимодулярной (т. е. с опре-
делителем ±1) решёткой L𝐾3 сигнатуры (3, 19). Примитивная подрешётка

S𝑋 = H2(X , Z)∩H1,1(X) = {x ∈ H2(X , Z) | x ·ω𝑋 = 0} ⊂ H2(X , Z)

является решёткой Пикара поверхности X , порождённой первыми класса-
ми Черна всех линейных расслоений на X . Здесь примитивная означает,
что H2(X , Z)/S𝑋 не имеет кручения. По определению, S𝑋 может быть либо
отрицательно определена, либо полуотрицательно определена, либо гипер-
болична. В силу результатов Кодаиры, последний случай — это в точности
случай, когда X алгебраична и проективна.

Далее предполагается, что K3-поверхность X алгебраична. Через V+(S𝑋)=
= V(X) обозначается половина конуса решётки S𝑋 , которая содержит поля-
ризацию поверхности X , и через Amp(X)⊂V(X) — обильный конус поверх-
ности X . Имеем Amp(S𝑋)=Amp(X), поэтому Amp(X) даёт обильный конус
решётки Пикара S𝑋 , см. [25].

Далее мы фиксируем чётную гиперболическую решётку S и её обильный
конус Amp(S).

Напомним (см., например, [6, 7, 20]), что K3-поверхность X называется
S-поляризованной, если фиксировано такое примитивное вложение S ⊂ S𝑋

решёток, что Amp(S)∩Amp(X) 6=∅.



92 в. а. гриценко, в. в. никулин

Если вместо последнего условия выполняются только условия Amp(S)∩
∩Amp(X) 6=∅ и Amp(S)∩Amp(X)=∅, то говорят, что X — вырожденная S-по-
ляризованная K3-поверхность, эквивалентно: X принадлежит дискриминан-
ту модулей S-поляризованных K3-поверхностей. Из геометрии K3-поверхно-
стей (см. [25]) вытекает, что это имеет место тогда и только тогда, когда
существует такой δ∈ (S)⊥𝑆𝑋

, что δ2=−2.
В силу глобальной теоремы Торелли для K3-поверхностей [25] и эпиморф-

ности отображения периодов для K3-поверхностей [17], для общей S-поляри-
зованной K3-поверхности имеем S𝑋=S и Amp(X)=Amp(S), для невырожден-
ной S-поляризованной K3-поверхнности X верно, что (S)⊥𝑆𝑋

не имеет элемен-
тов δ с δ2=−2 и Amp(X)∩Amp(S) 6=∅, для вырожденной S-поляризованной
K3-поверхности решётка (S)⊥𝑆𝑋

имеет элементы δ с δ2=−2 и выполнено толь-
ко, что Amp(S)∩Amp(X) 6=∅, эквивалентно: X принадлежит дискриминанту
модулей S-поляризованных K3-поверхностей.

Для S-поляризованной K3-поверхности X рассмотрим периоды

H2,0(X) = Cω𝑋 ⊂ T𝑋 ⊗C ⊂ T ⊗C,

где T𝑋= (S𝑋)⊥𝐻2(𝑋,Z) — решётка трансцендентных циклов поверхности X и T =
= (S)⊥𝐻2(𝑋,Z) — решётка трансцендентных циклов S-поляризации. Периоды дают
точку эрмитовой симметрической области типа IV

Ω(T) = {Cω ⊂ T ⊗C | ω ·ω = 0 и ω ·ω > 0}+,

где + означает выбор одной из двух компонент связности. Эта точка принад-
лежит дополнению к дискриминанту

Discr(T) =
⋃

β ∈𝑇(2)

Dβ , (2.1)

где Dβ = {Cω∈Ω(T) |ω ·β =0}— рациональный квадратичный дивизор, ор-
тогональный к β ∈ T с β2<0; напомним, что β2=−2 для β ∈ T (2). Конечно,
Dβ =D−β , и мы отождествляем ±β в этом определении. Далее

O+(T) = {g ∈ O(T) | g(Ω(T)) = Ω(T)}

— группа автоморфизмов решётки T , которая сохраняет компоненту связно-
сти Ω(T).

Рассмотрим все возможные классы изоморфизма T1, . . . , T𝑛 решёток транс-
цендентных циклов T для всех возможных примитивных вложений S⊂ L𝐾3,
мы сопоставим S-поляризованной K3-поверхности X точку в

Mod(S) =
⋃

1¶𝑘¶𝑛

G𝑘\(Ω(T𝑘)−Discr(T𝑘)), (2.2)

где G𝑘⊂O+(T𝑘) — подходящая подгруппа конечного индекса. В силу глобаль-
ной теоремы Торелли [25] и эпиморфности отображения периодов [17] для
K3-поверхностей, каждая точка в Mod(S) соответствует некоторой S-поляри-
зованной K3-поверхности X .
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Напомним, что голоморфная функция Φ на аффинном конусе

Ω(T)• = {ω ∈ T ⊗C | ω ·ω = 0 и ω ·ω > 0}+

над Ω(T) (таким образом, Ω(T)=Ω(T)•/C∗) называется автоморфной формой
на Ω(T) веса d∈N, если Φ однородна степени (−d) относительно действия C∗
и симметрична относительно подгруппы H ⊂O+(T) конечного индекса.

Теперь мы можем дать определение.
Определение 2.1. Фиксируем чётную гиперболическую решётку S.
По определению, S-поляризованные K3-поверхности имеют автоморфный

дискриминант, если для любого 1¶k¶n в (2.2) существует такая голоморф-
ная автоморфная форма на Ω(T𝑘), что носитель её дивизора нулей равен
Discr(T𝑘) в (2.1). Данная автоморфная форма называется дискриминантной
автоморфной формой.

Стабильная ортогональная группа

eO+(T) = {g ∈ O+(T) | g|𝑇∗/𝑇 = id}

является подгруппой конечного индекса в O+(T). Для примитивного вложе-
ния S⊂ L𝐾3 и T = (S)⊥𝐿𝐾3

группа eO+(T) состоит из автоморфизмов из O+(T),
которые продолжаются до элементов O(L𝐾3) тождественно на S. Поэтому мы
можем предполагать, что eO+(T𝑘)⊂G𝑘.

§ 3. Решёточно-поляризованные K3-поверхности
с автоморфным дискриминантом, связанные с лоренцевыми

алгебрами Каца — Муди с группой Вейля 2-отражений

Ниже для решёток используются следующие обозначения. Через ⊕ обозна-
чается ортогональная сумма решёток. Через tM обозначается ортогональная
сумма t копий решётки M. Через A𝑘, k¾ 1, D𝑚, m¾ 4, E𝑙, l= 6, 7, 8, обозна-
чаются стандартные решётки корней с диаграммами Дынкина A𝑘, D𝑚, E𝑙

соответственно и корнями с квадратом (−2). Для решётки M через M(t)
обозначается решётка, которая получается из M умножением на 0 6= t ∈Q
билинейной формы решётки M, если форма M(t) остаётся целочисленной.
Через 〈A〉 обозначается решётка с симметричной матрицей A. Так,

U =
¬0 1

1 0

¶

(3.1)

даёт чётную унимодулярную решётку сигнатуры (1, 1). Например,

L𝐾3
∼= 3U ⊕2E8.

Напомним, что для целочисленной решётки M мы имеем каноническое
вложение M ⊂M∗=Hom(M, Z). Оно определяет (конечную) дискриминант-
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ную группу A𝑀 =M∗/M решётки M. Продолжая симметрическую билиней-
ную форму с решётки M на M∗, получаем конечную симметрическую били-
нейную форму b𝑀 на A𝑀 со значениями в Q/Z и конечную квадратичную
форму q𝑀 на A𝑀 со значениями в Q/2Z, если решётка M чётна. Они называ-
ются дискриминантными формами решётки M.

Если нет других условий, то через (M)⊥𝐿 обозначается ортогональное до-
полнение к решётке M в решётке L для некоторого примитивного вложения
M ⊂ L. Для большинства случаев нижеприведённых теорем 3.1 и 3.2 ортого-
нальное дополнение единственно с точностью до изоморфизма. Для других
случаев не имеет значения, какой класс изоморфизма берётся.

Имеем следующие шесть серий примеров таких чётных гиперболических
решёток S ранга rk S¾ 2, что S-поляризованные K3-поверхности имеют ав-
томорфный дискриминант.

Теорема 3.1. Для гиперболических решёток S, приведённых в последних
столбцах таблиц 1–6, S-поляризованные K3-поверхности имеют автоморф-
ный дискриминант. Даётся также дискриминантная квадратичная форма q𝑆
решётки S в обозначениях [5]. Чётная гиперболическая решётка S определя-
ется её рангом и q𝑆 однозначно с точностью до изоморфизма (см. доказа-
тельство).

Для всех этих случаев решётка трансцендентных циклов T= (S)⊥𝐿𝐾3
, где L𝐾3=

=3U ⊕2E8, единственна с точностью до изоморфизма и её класс изоморфизма
равен T=U(m)⊕Smir, где гиперболическая решётка Smir дана в первом столбце
и m дано во втором столбце таблицы в той же самой строке, что и S.

Теорема 3.2. Во всех случаях теоремы 3.1 дискриминантная автоморф-
ная форма Φ(z), найденная в [13], имеет разложение Фурье с целыми коэф-
фициентами в одномерном каспе, задаваемом ортогональным разложением
T =U(m)⊕Smir (см. [13]), z∈Smir⊗R+

p
−1 V+(Smir). Данные коэффициенты

Фурье определяют лоренцеву (гиперболическую и автоморфную) супералгеб-
ру Ли Каца — Муди g, которая градуирована гиперболической решёткой Smir.
Форма Φ(z) имеет разложение в бесконечное произведение (Борчердса), кото-
рое даёт кратности корней этой алгебры. См. [1, 2, 15, 16].

Дивизор формы Φ(z) является суммой рациональных квадратичных диви-
зоров Dα, α∈T (2), кратности один.

Smir-поляризованные K3-поверхности можно рассматривать как зеркально
симметричные к S-поляризованным K3-поверхностям зеркальной симметри-
ей, рассмотренной в [6, 7, 11, 12]. Они имеют замечательное свойство, что су-
ществует такой ρ∈Smir⊗Q, что ρ · E=1 для каждой неособой рациональной
кривой E⊂ X с S𝑋=Smir (для ρ2>0 и rk Smir=4 такие Smir содержатся в списке
из 14 решёток, найденных Э. Б. Винбергом в [28]; о других Smir см. [22] и [23]).

Доказательство. Теоремы 3.1 и 3.2 являются, главным образом, перефор-
мулировками результатов [13], с использованием техники дискриминантных
форм, развитой в [21].
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Пусть S — решётка одной из таблиц 1–6. Из результатов [21] получаем, что
T = (S)⊥3𝑈⊕2𝐸8

∼=U(m)⊕Smir, где Smir и m указаны в той же строке таблицы, что
и S. Здесь важно, что дискриминантные квадратичные формы q𝑇 и q𝑆 связа-
ны изоморфизмом q𝑇

∼=−q𝑆, так как T ⊥S в чётной унимодулярной решётке
3U ⊕ 2E8. Обратно, (S)⊥3𝑈⊕2𝐸8

= T и (T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
= S для некоторых примитив-

ных вложений S⊂ 3U ⊕ 2E8 и T ⊂ 3U ⊕ 2E8, если сигнатуры T , S и 3U ⊕ 2E8

согласованы и q𝑇
∼=−q𝑆; сигнатура (t(+), t(−)) и дискриминантная квадратич-

ная форма q определяют род чётной решётки. Теорема [21, теорема 1.13.1]
(которая использует результаты Кнезера) даёт условия, при которых чётная
неопределённая решётка с инвариантами (t(+), t(−), q) единственна с точно-
стью до изоморфизма.

Для всех Smir и m, указанных в строках таблиц 1–6, автоморфная форма Φ(z)
со свойствами, указанными в теоремах 3.1 и 3.2, построена в [13]. Для решё-
ток таблицы 1 это сделано в [13, теорема 4.2 и предложение 4.1]; таблицы 2
в [13, теорема 4.4]; таблицы 3 в [13, пример 6.1 и теорема 6.1], последний
случай Smir = U ⊕ E8(2) и m= 2 этой таблицы, связанный с поверхностями
Энриквеса, был рассмотрен Борчердсом в [3], а также в [8]; таблицы 4 в [13,
теоремы 6.2 и 6.3]; таблицы 5 в [13, лемма 6.4]; таблицы 6 в [13, теорема 6.5].

В силу упомянутых выше результатов из [21] получаем, что с точностью
до изоморфизма решётка S= (T)⊥3𝑈⊕𝐸8

единственна, и S указана в таблицах.
Эти рассуждения дают доказательство.
Часто существование автоморфного дискриминанта указывает на то, что

соответствующие S-поляризованные K3-поверхности имеют специальную
геометрию. Напомним, что алгебраическое многообразие V называется
унилинейчатым, если существует доминантное рациональное отображение
Y ×P1 ¹¹ËV, где Y — алгебраическое многообразие с dim Y =dim V −1. Имеет
место следующий критерий.

Теорема 3.3 (см. [9, теорема 2.1]). Пусть Ω(T) — компонента связности
области типа IV, определённой решёткой T сигнатуры (2, n), где n ¾ 3,
и пусть Γ ⊂O+(T) — арифметическая подгруппа конечного индекса ортого-
нальной группы. Пусть eB=

∑

𝑟 D𝑟 в Ω(T) — дивизориальная часть множе-
ства ветвления отображения факторизации Ω(T)→ Γ\Ω(T). (Это означа-
ет, что отражение s𝑟 или −s𝑟 принадлежит Γ .) Предположим, что суще-
ствует такая модулярная форма F𝑘 относительно Γ веса k с характером
(конечного порядка), что {F𝑘=0}=

∑

𝑟 m𝑟D𝑟, где m𝑟 — неотрицательные це-
лые числа. Пусть m=max{m𝑟} (m>0 в силу принципа Кёхера). Если k>m ·n,
то Γ ′\D унилинейчато для всякой арифметической группы Γ ′, содержащей Γ .

Используя этот критерий, получаем
Теорема 3.4. Пространство модулей S-поляризованных K3-поверхностей

является по крайней мере унилинейчатым, если S — одна из решёток табли-
цы 1 или 2, решётка первых пяти строк таблицы 3 (до решётки 〈2〉⊕5A1),
первых двух строк таблицы 4 и первых двух строк таблиц 5 и 6.
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Таблица 1
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T =U(m)⊕Smir вес Φ(z) S= (T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

U ⊕ A1 m=1 35 U ⊕ E8⊕ E7 2+1
1

U ⊕2A1 m=1 34 U ⊕ E8⊕D6 2+2
2

U ⊕ A2 m=1 45 U ⊕ E8⊕ E6 3−1

U ⊕3A1 m=1 33 U ⊕ E7⊕D6 2+3
3

U ⊕ A3 m=1 54 U ⊕ E8⊕D5 4−1
3

U ⊕4A1 m=1 32 U ⊕D6⊕D6 2+4
4

U ⊕2A2 m=1 42 U ⊕ E6⊕ E6 3+2

U ⊕ A4 m=1 62 U ⊕ E8⊕ A4 5+1

U ⊕D4 m=1 72 U ⊕ E8⊕D4 2−2
𝐼𝐼

U ⊕D4 m=2 40 U(2)⊕ E8⊕D4 2−4
𝐼𝐼

U ⊕ A5 m=1 69 U ⊕ E8⊕ A2⊕ A1 2+1
−1, 3+1

U ⊕D5 m=1 88 U ⊕ E8⊕ A3 4−1
5

U ⊕3A2 m=1 39 U ⊕ E6⊕2A2 3−3

U ⊕2A3 m=1 48 U ⊕2D5 4+2
6

U ⊕ A6 m=1 75 U ⊕ E8⊕
¬

−2 1
1 −4

¶

7−1

U ⊕D6 m=1 102 U ⊕ E8⊕2A1 2+2
−2

U ⊕ E6 m=1 120 U ⊕ E8⊕ A2 3+1

U ⊕ A7 m=1 80 U ⊕ E8⊕〈−8〉 8+1
−1

U ⊕D7 m=1 114 U ⊕ E8⊕〈−4〉 4+1
−1

U ⊕ E7 m=1 165 U ⊕ E8⊕ A1 2+1
−1

U ⊕2D4 m=1 60 U ⊕2D4 2+4
𝐼𝐼

U ⊕D8 m=1 124 U ⊕D8 2+2
𝐼𝐼

U ⊕ E8 m=1 252 U ⊕ E8 0

U(2)⊕2D4 m=1 28 U(2)⊕2D4 2+6
𝐼𝐼

U ⊕2E8 m=1 132 U 0

Доказательство. Пространство модулей S-поляризованных K3-поверхно-
стей определено в (2.2). Для решёток S таблиц 1–6 имеется только один
класс изоморфизма соответствующей решётки T , т. е. в (2.2) имеется толь-
ко один член. Модулярная группа G = G1 пространства модулей всегда со-
держит стабильную ортогональную группу eO

+
(T), действующую тривиально
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Таблица 2
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T =U(m)⊕Smir вес Φ(z) S= (T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

U m=1 12 U ⊕ E8⊕ E8 0

U ⊕ A1(2) m=1 12 U ⊕ E8⊕D7 4+1
1

U ⊕ A1(3) m=1 12 U ⊕ E8⊕ E6⊕ A1 2+1
−1, 3−1

U ⊕ A1(4) m=1 12 U ⊕ E8⊕ A7 8+1
1

U ⊕2A1(2) m=1 12 U ⊕D7⊕D7 4+2
2

U ⊕ A2(2) m=1 12 U ⊕ E8⊕D4⊕ A2 2−2
𝐼𝐼 , 3+1

U ⊕ A2(3) m=1 12 U ⊕ E8⊕ (A2(3))⊥𝐸8
3−1, 9−1

U ⊕ A3(2) m=1 12 U ⊕ E8⊕ (A3(2))⊥𝐸8
2−2

𝐼𝐼 , 8−1
3

U ⊕D4(2) m=1 12 U ⊕ E8⊕D4(2) 2−2
𝐼𝐼 , 4−2

𝐼𝐼

U ⊕ E8(2) m=1 12 U ⊕ E8(2) 2+8
𝐼𝐼

Таблица 3
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T =U(m)⊕Smir вес Φ(z) S= (T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

〈2〉⊕ A1 m=2 12 U(2)⊕ E8⊕ E7⊕ A1 2+4
0

〈2〉⊕2A1 m=2 11 U(2)⊕ E7⊕ E7⊕ A1 2+5
1

〈2〉⊕3A1 m=2 10 U(2)⊕ E7⊕D6⊕ A1 2+6
2

〈2〉⊕4A1 m=2 9 U(2)⊕D6⊕D6⊕ A1 2+7
3

〈2〉⊕5A1 m=2 8 U ⊕D6⊕6A1 2+8
4

〈2〉⊕6A1 m=2 7 U(2)⊕D6⊕5A1 2+9
5

〈2〉⊕7A1 m=2 6 U(2)⊕D4⊕6A1 2+10
6

〈2〉⊕8A1 m=2 5 U(2)⊕ E8(2)⊕ A1 2+11
7

U ⊕ E8(2) m=2 4 U(2)⊕ E8(2) 2+10
𝐼𝐼

на дискриминантную квадратичную форму решётки T . Дивизор D𝑟 с r2=−2,
r∈T , всегда принадлежит дивизору ветвления, так как s𝑟 ∈ eO

+
(T). Заметим,

что eO+(T) порождена −2-отражениями для большинства решёток таблиц 1
и 2 (см. [10]). По построению (см. [13, § 4]), любая дискриминантная ав-
томорфная форма таблиц 1 и 2 является модулярной формой относитель-
но eO

+
(T) с характером det c простейшим возможным дивизором Discr(T)
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Таблица 4
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T =U(m)⊕Smir вес Φ(z) S= (T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

U(2)⊕D4 m=1 40 U(2)⊕ E8⊕D4 2−4
𝐼𝐼

U(2)⊕D4 m=2 24 U ⊕3D4 2−6
𝐼𝐼

U(4)⊕D4 m=4 6 U(4)⊕ (U(4)⊕D4)⊥𝑈⊕2𝐸8
2−2

𝐼𝐼 , 4+4
𝐼𝐼

Таблица 5
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T=U(m)⊕Smir вес Φ(z) S=(T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

U(4)⊕A1 m=4 5 U(4)⊕(U(4))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕E7 2+1

1 , 4+4
𝐼𝐼

U(4)⊕2A1 m=4 4 U(4)⊕(U(4))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕D6 2+2

2 , 4+4
𝐼𝐼

U(4)⊕3A1 m=4 3 U(4)⊕(U(4))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕D4⊕A1 2+3

3 , 4+4
𝐼𝐼

U(4)⊕4A1 m=4 2 U(4)⊕(U(4))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕4A1 2+4

4 , 4+4
𝐼𝐼

Таблица 6
S-поляризованные K3-поверхности с автоморфным дискриминантом

Smir T=U(m)⊕Smir вес Φ(z) S=(T)⊥3𝑈⊕2𝐸8
q𝑆

U(3)⊕A2 m=3 9 U(3)⊕(U(3))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕E6 3−5

U(3)⊕2A2 m=3 6 U(3)⊕(U(3))⊥𝑈⊕𝐸8
⊕2A2 3+6

U(3)⊕3A2 m=3 3 U(3)⊕(U(3)⊕A2)⊥𝑈⊕𝐸8
⊕2A2 3−7

кратности один. Вес дискриминантной автоморфной формы указан в табли-
цах. Если размерность n пространства модулей больше чем 2, применяем
теорему 3.3. Если n= 1 или 2, соответствующее модулярное многообразие
является по крайней мере унирациональным.

Конструкция дискриминантных автоморфных форм таблицы 3 использует
изоморфизмы

O(U(2)⊕ (〈2〉⊕ (k+1)〈−2〉)) ∼= O(U ⊕ (〈1〉⊕ (k+1)〈−1〉)) ∼= O(U ⊕U ⊕D𝑘)
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(см. [13, лемма 6.1]). Кроме того, отражения относительно −2-элементов ре-
шётки 〈2〉⊕ (k+1)〈−2〉 соответствуют отражениям относительно −4-корней
решётки U ⊕D𝑘 или −1-корней решётки U ⊕D∗𝑘. Если k 6=4, то все −1-корни
решётки 2U ⊕ D∗𝑘 принадлежат единственной eO

+
(2U ⊕D𝑘)-орбите, которая

равна множеству −1-элементов решётки 2U ⊕ k〈−1〉. Если k=4, то имеются
три такие eO

+
(2U ⊕ D4)-орбиты и они совпадают с −1-элементами решётки

2U ⊕k〈−1〉.
Дискриминантные автоморфные формы таблицы 3 (см. [13, § 6]) являются

модулярными относительно полной ортогональной группы O+(2U ⊕D𝑘), если
k 6=4, и подгруппы eO

+
(2U ⊕D4), содержащей eO

+
(U(2)⊕ (〈2〉⊕ (5〈−2〉)). Если

k¶5, то вес дискриминантной автоморфной формы строго больше, чем раз-
мерность пространства модулей.

Аналогичные аргументы работают для остальных случаев модулярных
форм, построенных в [13, § 6.3–6.5].

Замечание. В каждой таблице 3–6 имеется одна дискриминантная авто-
морфная форма веса, равного размерности однородной области. Отсюда сле-
дует, что размерность Кодаиры некоторого конечного фактора соответствую-
щего пространства модулей равна 0. (См. критерии в [8] и [9, теорема 1.3].)
Мы надеемся рассмотреть эти случаи в деталях в дальнейших публикациях.
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