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Динамические системы, называемые сейчас системами Морса–Смейла, были введены
Смейлом в 1960 г. в работе [1]. Условия, выделяющие эти системы, обобщают необходимые
и достаточные условия грубости потоков на двумерной сфере, полученные Андроновым
и Понтрягиным в классической работе [2]. Несмотря на то, что системы Морса–Смейла
на многообразиях размерности 2 и выше (для каскадов), и 3 и выше (для потоков) уже
не исчерпывают класса грубых систем, они продолжительное время находятся в фоку-
се внимания математиков. Это объясняется как значимостью систем Морса–Смейла для
приложений, так и замечательной взаимосвязью между их динамикой и топологией несу-
щего многообразия, что делает возможным получить весьма законченные результаты по
топологической классификации таких систем. К настоящему времени получены исчерпы-
вающие результаты по топологической классификации потоков и каскадов Морса–Смейла
на многообразиях размерности 1, 2 и 3 (см. для ссылок обзор [3]), а также сделаны первые
шаги в изучении диффеоморфизмов Морса–Смейла на многообразиях большей размер-
ности (см. [4]–[7]). Дополнительные сложности, возникающие при решении этой задачи,
связаны с относительно небольшим числом результатов по топологии гладких многомер-
ных многообразий, а также имеющимися в этих размерностях принципиальными разли-
чиями между топологической и гладкой категориями. В связи с этим при решении зада-
чи о топологической классификации гладких динамических систем естественно возникает
вопрос о выделении тех свойств систем, которые не зависят от гладкости, но в то же время
порождают топологические инварианты.

В настоящей работе вводится класс гомеоморфизмов 𝑛-мерных многообразий, назван-
ных гомеоморфизмами Морса–Смейла, и изучается взаимосвязь между их динамикой и
топологией несущего многообразия; а именно доказывается теорема, обобщающая на слу-
чай гомеоморфизмов Морса–Смейла теорему 2.3 из [1].

Напомним, что линейный автоморфизм 𝐿 : R𝑛 → R𝑛 называется гиперболическим, если
его матрица не имеет собственных чисел, равных по модулю единице. В этом случае
пространство R𝑛 единственным образом раскладывается в прямую сумму 𝐿-инвариантных
подпространств 𝐸𝑠, 𝐸𝑢 таких, что ‖𝐿|𝐸𝑠‖ < 1 и ‖𝐿−1|𝐸𝑢‖ < 1 в некоторой норме ‖ · ‖ (см.,
например, предложения 2.9, 2.10 гл. 2 в [8]).

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 17-11-01041) (доказательство теоремы) и в рамках Программы Фундаментальных исследований
в НИУ ВШЭ в 2017 г. (проект 90) (доказательство леммы).

c○ В. З. Гринес, Е.Я. Гуревич, В.C. Медведев, О.В. Починка, 2017
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В силу предложения 5.4 книги [8] любой гиперболический автоморфизм 𝐿 топологически
сопряжен с линейным отображением следующего вида:

𝑎𝜆,𝜇,𝜈(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝜆, 𝑥𝜆+1, 𝑥𝜆+2, . . . , 𝑥𝑛) =

(︂
2𝜇𝑥1, 2𝑥2, . . . , 2𝑥𝜆,

1

2
𝜈𝑥𝜆+1,

1

2
𝑥𝜆+2, . . . ,

1

2
𝑥𝑛

)︂
,

где 𝜆 = dim𝐸𝑢 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, 𝜇, 𝜈 ∈ {−1, 1}, причем 𝜇 = −1 (𝜈 = −1), если ограниче-
ние 𝐿|𝐸𝑢 (𝐿|𝐸𝑠) меняет ориентацию 𝐸𝑢 (𝐸𝑠) и 𝜇 = 1 (𝜈 = 1), если ограничение 𝐿|𝐸𝑢 (𝐿|𝐸𝑠)
сохраняет ориентацию 𝐸𝑢 (𝐸𝑠).

Положим
E𝑠

𝜆 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥1 = 𝑥2 = · · · = 𝑥𝜆 = 0},
E𝑢

𝜆 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝜆+1 = 𝑥𝜆+2 = · · · = 𝑥𝑛 = 0},

и обозначим через 𝑃 𝑠
𝑥 (𝑃𝑢

𝑦 ) гиперплоскость, параллельную гиперплоскости E𝑠
𝜆 (E𝑢

𝜆) и про-
ходящую через точку 𝑥 ∈ E𝑢

𝜆 (𝑦 ∈ E𝑠
𝜆). Совокупности 𝒫𝑠

𝜆 = {𝑃 𝑠
𝑥}𝑥∈E𝑢

𝜆
, 𝒫𝑢

𝜆 = {𝑃𝑢
𝑦 }𝑦∈E𝑠

𝜆
об-

разуют 𝑎𝜆,𝜇,𝜈-инвариантные слоения.
Пусть 𝑀𝑛 – 𝑛-мерное топологическое многообразие, 𝑓 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛 – гомеоморфизм и 𝑝 –

неподвижная точка гомеоморфизма 𝑓 . Назовем точку 𝑝 топологически гиперболической
точкой индекса 𝜆𝑝, если существует ее окрестность 𝑈𝑝 ⊂ 𝑀𝑛, числа 𝜆𝑝 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛},
𝜇𝑝, 𝜈𝑝 ∈ {+1,−1} и гомеоморфизм ℎ𝑝 : 𝑈𝑝 → R𝑛 такие, что ℎ𝑝𝑓 |𝑈𝑝 = 𝑎𝜆𝑝,𝜇𝑝,𝜈𝑝ℎ𝑝|𝑈𝑝 всякий
раз, когда левая и правая части определены.

Для топологически гиперболической неподвижной точки 𝑝 гомеоморфизма 𝑓 множест-
ва ℎ−1

𝑝 (𝐸𝑠), ℎ−1
𝑝 (𝐸𝑢) будем называть ее локальными инвариантными многообразиями и

обозначать их 𝑊 𝑠
𝑝,loc, 𝑊

𝑢
𝑝,loc соответственно. Множества

𝑊 𝑠
𝑝 =

⋃︁
𝑖∈Z

𝑓 𝑖(𝑊 𝑠
𝑝,loc), 𝑊𝑢

𝑝 =
⋃︁
𝑖∈Z

𝑓 𝑖(𝑊𝑢
𝑝,loc)

будем называть устойчивым и неустойчивым инвариантными многообразиями точки 𝑝
соответственно. Из определения следует, что

𝑊 𝑠
𝑝 =

{︁
𝑥 ∈𝑀𝑛 : lim

𝑖→+∞
𝑓 𝑖(𝑥) = 𝑝

}︁
, 𝑊𝑢

𝑝 =
{︁
𝑥 ∈𝑀𝑛 : lim

𝑖→+∞
𝑓−𝑖(𝑥) = 𝑝

}︁
и 𝑊𝑢

𝑝 ∩ 𝑊𝑢
𝑞 = ∅ (𝑊 𝑠

𝑝 ∩ 𝑊 𝑠
𝑞 = ∅) для любых различных гиперболических точек 𝑝, 𝑞.

Кроме того, существует инъективная непрерывная иммерсия 𝐽 : R𝜆𝑝 → 𝑀𝑛 такая, что
𝑊𝑢

𝑝 = 𝐽(R𝜆𝑝)1.
Точки индексов 𝑛 и 0 будем называть источниковыми и стоковыми соответственно;

любую точку 𝑝 такую, что 0 < 𝜆𝑝 < 𝑛, будем называть седловой.
Периодическую точку 𝑝 периода 𝑚𝑝 гомеоморфизма 𝑓 будем называть топологически

гиперболической (стоковой, источниковой, седловой), если она является топологически
гиперболической (стоковой, источниковой, седловой) неподвижной точкой для гомеомор-
физма 𝑓𝑚𝑝 . Устойчивым и неустойчивым многообразием периодической точки 𝑝 будем
называть устойчивое и неустойчивое многообразие точки 𝑝 как неподвижной точки для
гомеоморфизма 𝑓𝑚𝑝 .

Если 𝑝 – седловая периодическая точка, то каждую компоненту связности множества
𝑊 𝑠

𝑝 ∖ 𝑝 (𝑊𝑢
𝑝 ∖ 𝑝) будем называть устойчивой (соответственно неустойчивой) сепаратрисой

и обозначать через 𝑙𝑠𝑝 (соответственно 𝑙𝑢𝑝 ).
Пусть 𝑝 – седловая периодическая точка периода 𝑚𝑝 гомеоморфизма 𝑓 . Тогда линеари-

зующий гомеоморфизм ℎ𝑝 : 𝑈𝑝 → R𝑛 индуцирует на окрестности 𝑈𝑝 пару трансверсальных
слоений

ℱ𝑠
𝑝 = ℎ−1

𝑝 (𝒫𝑠
𝜆𝑝

), ℱ𝑢
𝑝 = ℎ−1

𝑝 (𝒫𝑢
𝜆𝑝

),

1Отображение 𝐽 : R𝑚 → 𝑀𝑛 называется иммерсией, если для любой точки 𝑥 ∈ R𝑚 существует
окрестность 𝑈𝑥 ∈ R𝑚 такая, что ограничение 𝐽 |𝑈𝑥 отображения 𝐽 на 𝑈𝑥 является гомеоморфизмом.
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каждый слой которых является открытым 𝜆𝑝-диском или (𝑛−𝜆𝑝)-диском соответственно2.
Для любой точки 𝑥 ∈ 𝑈𝑝 обозначим через 𝐹 𝑠

𝑝,𝑥, 𝐹𝑢
𝑝,𝑥 слой слоения ℱ𝑠

𝑝 , ℱ𝑢
𝑝 соответственно,

проходящий через точку 𝑥.
Будем говорить, что многообразия 𝑊 𝑠

𝑝 и 𝑊𝑢
𝑞 седловых периодических точек гомеомор-

физма 𝑓 пересекаются согласованно трансверсально, если выполняется одно из следующих
условий:

1) 𝑊 𝑠
𝑝 ∩𝑊𝑢

𝑞 = ∅;

2) 𝑊 𝑠
𝑝 ∩𝑊𝑢

𝑞 ̸= ∅ и 𝐹 𝑠
𝑞,𝑥 ⊂𝑊 𝑠

𝑝 ; 𝐹𝑢
𝑝,𝑦 ⊂𝑊𝑢

𝑞 для любой точки 𝑥 ∈𝑊 𝑠
𝑝 ∩𝑈𝑞 и любой точки

𝑦 ∈𝑊𝑢
𝑞 ∩ 𝑈𝑝.

Определение. Назовем гомеоморфизм 𝑓 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛 гомеоморфизмом Морса–Смейла,
если выполняются следующие условия:

1) его неблуждающее множество Ω𝑓 конечно, и любая точка 𝑝 ∈ Ω𝑓 является тополо-
гически гиперболической;

2) инвариантные многообразия любых двух седловых точек 𝑝, 𝑞 ∈ Ω𝑓 пересекаются
согласованно трансверсально.

Лемма. Пусть 𝑓 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛 – гомеоморфизм Морса–Смейла. Тогда выполнены следу-
ющие утверждения:

1) 𝑊𝑢
𝑝 ∩𝑊 𝑠

𝑝 = 𝑝 для любой седловой точки 𝑝 ∈ Ω𝑓 ;

2) для любых седловых точек 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ Ω𝑓 из условий

(𝑊 𝑠
𝑝 ∖ 𝑝) ∩ (𝑊𝑢

𝑞 ∖ 𝑞) ̸= ∅, (𝑊 𝑠
𝑞 ∖ 𝑞) ∩ (𝑊𝑢

𝑟 ∖ 𝑟) ̸= ∅

следует, что
(𝑊 𝑠

𝑝 ∖ 𝑝) ∩ (𝑊𝑢
𝑟 ∖ 𝑟) ̸= ∅;

3) не существует последовательности различных седловых точек 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 ∈ Ω𝑓 ,
𝑘 > 1, такой, что

(𝑊 𝑠
𝑝𝑖
∖ 𝑝𝑖) ∩ (𝑊𝑢

𝑝𝑖+1 ∖ 𝑝𝑖+1) ̸= ∅, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}, (𝑊 𝑠
𝑝𝑘
∖ 𝑝𝑘) ∩ (𝑊𝑢

𝑝1 ∖ 𝑝1) ̸= ∅.

Доказательство. Не уменьшая общности, предположим, что неблуждающее множе-
ство Ω𝑓 состоит только из неподвижных точек и ограничение диффеоморфизма 𝑓 на
инвариантное многообразие любой неподвижной точки является сохраняющим ориента-
цию (в противном случае перейдем к подходящей степени 𝑓𝑁 диффеоморфизма 𝑓).

Докажем утверждение 1). Предположим, что существует точка 𝑥 ∈𝑊 𝑠
𝑝 ∩𝑊𝑢

𝑝 , отличная
от 𝑝, и покажем, что точка 𝑥 является неблуждающей. Тогда отсюда будет следовать,
что для любого 𝑚 > 0 точка 𝑓𝑚(𝑥) также неблуждающая, что противоречит конечности
неблуждающего множества гомеоморфизма 𝑓 .

Пусть 𝑈𝑝 ⊂𝑀𝑛 – такая окрестность точки 𝑝, что 𝑓 |𝑈𝑝 топологически сопряжен с линей-
ным гиперболическим автоморфизмом 𝑎𝜆𝑝,1,1 : R𝑛 → R𝑛. Не уменьшая общности, пред-
положим, что точка 𝑥 принадлежит 𝑊 𝑠

𝑝,loc ⊂ 𝑈𝑝. Так как 𝑥 ∈ 𝑊𝑢
𝑝 , то существует такое

𝑚 > 0, что 𝑓−𝑚(𝑥) ⊂ 𝑊𝑢
𝑝,loc. Обозначим через 𝑢𝑥 ⊂ 𝑈𝑝 такую окрестность точки 𝑥, что

𝑓−𝑚(𝑢𝑥) ⊂ 𝑈𝑝. Из определения согласованной трансверсальности следует, что существует
𝑘 > 0 такое, что 𝑓𝑘(𝑢𝑥) ∩ 𝑓−𝑚(𝑢𝑥) ̸= ∅, откуда следует, что

𝑓𝑘(𝑓𝑚(𝑢𝑥)) ∩ 𝑢𝑥 ̸= ∅,

т.е. точка 𝑥 неблуждающая.

2Напомним, что 𝑛-шаром (𝑛-диском) называется многообразие с краем, гомеоморфное стан-
дартному шару B𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥2

1 + · · · + 𝑥2
𝑛 6 1}. Открытым 𝑛-шаром (𝑛-диском)

называется многообразие, гомеоморфное внутренности B𝑛.



616 КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Докажем утверждение 2). Пусть 𝑈𝑞 ⊂ 𝑀𝑛 – такая окрестность точки 𝑞, что 𝑓 |𝑈𝑞 топо-
логически сопряжен с линейным гиперболическим автоморфизмом 𝑎𝜆𝑞,1,1. Из условия
предложения следует, что существуют точки

𝑥 ∈𝑊 𝑠
𝑞,loc ∩𝑊𝑢

𝑟 , 𝑦 ∈𝑊𝑢
𝑞,loc ∩𝑊 𝑠

𝑝 .

Так как 𝑊𝑢
𝑟 (𝑊 𝑠

𝑝 ) является образом R𝜆𝑟 (R𝑛−𝜆𝑝) относительно иммерсии, то существует
диск ̃︀𝐵𝜆𝑟

𝑥 ⊂ 𝑊𝑢
𝑟 ∩ 𝑈𝑞 (соответственно ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑝

𝑦 ⊂ 𝑊 𝑠
𝑝 ∩ 𝑈𝑞), содержащий точку 𝑥 (соответ-

ственно 𝑦). Из согласованной трансверсальности пересечений 𝑊 𝑠
𝑞 ∪𝑊𝑢

𝑟 , 𝑊 𝑠
𝑝 ∪𝑊𝑢

𝑞 следует,
что 𝜆𝑝 6 𝜆𝑞 6 𝜆𝑟 и существует такое 𝑘, что

𝑓𝑘( ̃︀𝐵𝜆𝑟
𝑥 ) ∩ ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑝

𝑦 ̸= ∅, т.е. 𝑊𝑢
𝑟 ∩𝑊 𝑠

𝑝 ̸= ∅.

Докажем утверждение 3). Предположим, что существует последовательность различ-
ных седловых точек 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘, 𝑘 > 1, такая, что

(𝑊 𝑠
𝑝𝑖
∖ 𝑝𝑖) ∩ (𝑊𝑢

𝑝𝑖+1 ∖ 𝑝𝑖+1) ̸= ∅, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}, (𝑊 𝑠
𝑝𝑘
∖ 𝑝𝑘) ∩ (𝑊𝑢

𝑝1 ∖ 𝑝1) ̸= ∅.

Тогда в силу пункта 2) 𝑊 𝑠
𝑝1 ∩𝑊

𝑢
𝑝1 ∖ 𝑝1 ̸= ∅, что невозможно в силу пункта 1).

Следующее утверждение доказано в книге [9] (см. лемму 2.1.1).

Предложение. Пусть 𝑎𝜆,𝜇,𝜈 : R𝑛 → R𝑛 – гиперболический автоморфизм, 0 < 𝜆 < 𝑛.
Тогда если {𝑥𝑚} – последовательность точек из R𝑛 ∖ (𝐸𝑠 ∪ 𝐸𝑢), сходящаяся при 𝑚→∞
к некоторой точке 𝑥 ∈ 𝐸𝑢 ∖ {𝑂}, то существует подпоследовательность {𝑥𝑚𝑗} последо-
вательности {𝑥𝑚}, последовательность натуральных чисел {𝑘𝑚𝑗} и точка 𝑦 ∈ 𝐸𝑠 ∖ {𝑂}
такая, что последовательность {𝑦𝑗} = {𝑓−𝑘𝑚𝑗 (𝑥𝑚𝑗 )} сходится при 𝑗 →∞ к точке 𝑦 .

Основным результатом работы является следующая теорема, обобщающая на случай
гомеоморфизмов Морса–Смейла теорему 2.3 из [1].

Теорема. Пусть 𝑓 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛 – гомеоморфизм Морса–Смейла. Тогда выполнены сле-
дующие утверждения:

1) 𝑀𝑛 =
⋃︀

𝑝∈Ω𝑓
𝑊𝑢

𝑝 ;

2) для любой точки 𝑝 ∈ Ω𝑓 многообразие 𝑊𝑢
𝑝 является топологическим подмногооб-

разием3 многообразия 𝑀𝑛 ;

3) для любой точки 𝑝 ∈ Ω𝑓 и компоненты связности 𝑙𝑢𝑝 множества 𝑊𝑢
𝑝 ∖ 𝑝 верно

равенство4

cl 𝑙𝑢𝑝 ∖ (𝑙𝑢𝑝 ∪ 𝑝) =
⋃︁

𝑞∈Ω𝑓 : 𝑊 𝑠
𝑞 ∩𝑙𝑢𝑝 ̸=∅

𝑊𝑢
𝑞 .

Замечание. Утверждения теоремы остаются справедливыми после формальной заме-
ны символов 𝑢, 𝑠 на символы 𝑠, 𝑢 соответственно.

Доказательство. Доказательство первого утверждения дословно повторяет доказа-
тельство аналогичного утверждения теоремы 2.1.1 в книге [9]. Докажем утверждения 2
и 3. Не уменьшая общности, предположим, что неблуждающее множество Ω𝑓 состоит
только из неподвижных точек и ограничение диффеоморфизма 𝑓 на инвариантное много-
образие любой неподвижной точки является сохраняющим ориентацию.

3Многообразие 𝑁𝑘 размерности 𝑘 называется подмногообразием многообразия 𝑀𝑛 размернос-
ти 𝑛, 𝑘 6 𝑛, если для любой точки 𝑥 ∈ 𝑁𝑘 существует окрестность 𝑈(𝑥) ⊂ 𝑀𝑛 точки 𝑥 и
гомеоморфизм 𝜙 : 𝑈(𝑥) → R𝑛 такой, что 𝜙(𝑁𝑘 ∩ 𝑈(𝑥)) = R𝑘, где R𝑛 – евклидово пространство,
а R𝑘 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘+2 = · · · = 𝑥𝑛 = 0}.

4Здесь cl 𝑙𝑢𝑝 обозначает замыкание множества 𝑙𝑢𝑝 .
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Пусть 𝑥 ∈𝑊𝑢
𝑝 и 𝑇𝑝(𝑥) ⊂𝑊𝑢

𝑝 – компактная окрестность точки 𝑥. Так как иммерсия явля-
ется вложением на компакте, то существует карта (𝑈𝑥, 𝜓𝑥) в структуре многообразия 𝑀𝑛

такая, что
𝜓𝑥(𝑇𝑝(𝑥) ∩ 𝑈𝑥) = R𝜆𝑝 .

Если 𝜆𝑝 ∈ {0, 𝑛}, то 𝑇𝑝(𝑥)∩𝑈𝑥 = 𝑊𝑢
𝑝 ∩𝑈𝑥, откуда следует, что неустойчивое многообразие

любой стоковой или источниковой точки является топологическим подмногообразием.
Покажем теперь, что неустойчивое многообразие произвольной седловой точки 𝑝 ∈ Ω𝑓

является топологическим подмногообразием многообразия 𝑀𝑛. Предположим противное:
пусть 𝑊𝑢

𝑝 не является топологическим подмногообразием. Тогда существует точка 𝑥 ∈𝑊𝑢
𝑝

такая, что 𝑈𝑥 ∩𝑊𝑢
𝑝 ∖ 𝑇𝑝(𝑥) ̸= ∅ для любой окрестности 𝑈𝑥 ∈𝑀𝑛 точки 𝑥. Следовательно,

существует последовательность {𝑥𝑖}𝑖∈N ⊂𝑊𝑢
𝑝 ∖ 𝑇𝑝(𝑥), сходящаяся к 𝑥 при 𝑖→ +∞.

Из предложения следует, что существует подпоследовательность {𝑥𝑖𝑗} последователь-
ности {𝑥𝑖}, последовательность натуральных чисел {𝑘𝑖𝑗} такая, что 𝑘𝑖𝑗 → ∞ при 𝑗 → ∞
и точка 𝑦 ∈ 𝑊 𝑠

𝑝 ∖ 𝑝 такая, что последовательность {𝑦𝑗} = 𝑓
−𝑘𝑖𝑗 (𝑥𝑖𝑗 ) сходится при 𝑗 → ∞

к точке 𝑦. В силу первого пункта точка 𝑦 принадлежит неустойчивому многообразию неко-
торой точки 𝑞 ∈ Ω𝑓 . Точка 𝑞 не является стоковой точкой, так как множество 𝑊 𝑠

𝑝 ∖ 𝑝 не
содержит неблуждающих точек. Точка 𝑞 не является также источниковой, так как в этом
случае 𝑊𝑢

𝑞 было бы открыто в 𝑀𝑛 и cуществовала бы подпоследовательность {𝑦̃︀𝑗} после-
довательности {𝑦𝑗}, принадлежащая 𝑊𝑢

𝑞 , что невозможно, так как из определения следует,
что неустойчивые многообразия различных периодических точек не пересекаются. Таким
образом, точка 𝑞 является седловой. В силу пункта 1) утверждения леммы точка 𝑞 отлична
от точки 𝑝. Тогда существует последовательность 𝜈𝑘 натуральных чисел и подпоследова-
тельность {𝑦𝑗𝑘} последовательности {𝑦𝑗} такая, что последовательность {𝑧𝑘 = 𝑓−𝜈𝑘 (𝑦𝑗𝑘 )}
сходится к некоторой точке 𝑧 ∈ 𝑊 𝑠

𝑞 . Точка 𝑧 принадлежит неустойчивому многообразию
некоторой точки 𝑟 ∈ Ω𝑓 , которая в силу тех же аргументов, что и выше, является седло-
вой точкой, отличной от точки 𝑞. Точка 𝑟 не совпадает также и с точкой 𝑝, так как это
означало бы, что

(𝑊 𝑠
𝑝 ∖ 𝑝) ∩ (𝑊𝑢

𝑞 ∖ 𝑞) ̸= ∅, (𝑊 𝑠
𝑞 ∖ 𝑞) ∩ (𝑊𝑢

𝑝 ∖ 𝑝) ̸= ∅,

что невозможно в силу пункта 3) утверждения леммы. Продолжая рассуждения, получим
бесконечную последовательность попарно различных седловых точек, что противоречит
конечности множества Ω𝑓 .

Для доказательства утверждения 3) достаточно доказать следующие импликации:

3a) если 𝑥 ∈ cl 𝑙𝑢𝑝 ∖(𝑙𝑢𝑝 ∪𝑝), то 𝑥 ∈𝑊𝑢
𝑟 для некоторой точки 𝑟 ∈ Ω𝑓 такой, что 𝑊 𝑠

𝑟 ∩𝑙𝑢𝑝 ̸= ∅;

3b) если 𝑊 𝑠
𝑟 ∩ 𝑙𝑢𝑝 ̸= ∅ для некоторой точки 𝑟 ∈ Ω𝑓 , то 𝑊𝑢

𝑟 ⊂ cl 𝑙𝑢𝑝 ∖ (𝑙𝑢𝑝 ∪ 𝑝).

Докажем импликацию 3a). Пусть 𝑥 ∈ cl 𝑙𝑢𝑝∖(𝑙𝑢𝑝∪𝑝). Тогда существует последовательность
{𝑥𝑖} ∈ 𝑙𝑢𝑝 ∖ 𝑝, сходящая к 𝑥 при 𝑖 → +∞. В силу первого пункта 𝑥 ∈ 𝑊𝑢

𝑟 для некоторой
точки 𝑟 ∈ Ω𝑓 . Точка 𝑟 не может быть источником, так как в этом случае 𝑥𝑖 ∈ 𝑊𝑢

𝑟 для
всех 𝑖, начиная с некоторого, и 𝑊𝑢

𝑝 ∩𝑊𝑢
𝑟 ̸= ∅, что противоречит определению. Если 𝑟 –

сток, то 𝑊𝑢
𝑟 = 𝑟, 𝑥 = 𝑟 и 𝑥𝑖 ⊂ 𝑊 𝑠

𝑟 для всех 𝑖, начиная с некоторого, т.е. 𝑙𝑢𝑝 ∩𝑊 𝑠
𝑟 ̸= ∅ и

импликация 3a) верна.

Пусть 𝑟 – седло. Тогда в силу предложения существует подпоследовательность {𝑥𝑖𝑗}
последовательности {𝑥𝑖} и последовательность натуральных чисел {𝑚𝑗} такая, что после-
довательность {𝑦𝑗} = {𝑓−𝑚𝑗 (𝑥𝑖𝑗 )} сходится к некоторой точке 𝑦 ∈ 𝑊 𝑠

𝑟 . В силу первого
пункта существует точка 𝑣 ∈ Ω𝑓 такая, что 𝑦 ∈𝑊𝑢

𝑣 . Рассуждая, как выше, получим, что 𝑣
не может быть источником. Очевидно, 𝑣 не может быть и стоком, так как в этом случае
𝑊𝑢

𝑣 = 𝑣. Таким образом, 𝑣 – седловая точка. В силу пункта 1) предложения точка 𝑣
отлична от точки 𝑟. Если 𝑣 = 𝑝 и 𝑦 ∈ 𝑙𝑢𝑣 , то импликация верна. Если 𝑣 = 𝑝, но 𝑦 ∈𝑊𝑢

𝑣 ∖ 𝑙𝑢𝑣 ,
то из предложения следует, что существует последовательность {𝑦𝑘} ⊂ 𝑊𝑢

𝑣 ∖ 𝑙𝑢𝑣 , сходя-
щаяся к точке 𝑥, что противоречит установленному в пункте 2) факту, что 𝑊𝑢

𝑣 является
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топологическим подмногообразием. Если 𝑣 отлична от 𝑝, то, повторяя рассуждения, учи-
тывая пункт 2) предложения и конечность неблуждающего множества, получим требуемое
утверждение через конечное число шагов.

Докажем 3b). Возможно два случая: 𝑟 – сток и 𝑟 – седло.
Если 𝑟 – сток и 𝑥 ∈ 𝑙𝑢𝑝 ∩ 𝑊 𝑠

𝑟 , то lim𝑘→∞ 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑟, следовательно, 𝑟 = 𝑊𝑢
𝑟 лежит

в множестве cl 𝑙𝑢𝑝 ∖ (𝑙𝑢𝑝 ∪ 𝑝).
Пусть 𝑟 – седло, 𝑈𝑟 – окрестность точки 𝑟 такая, что 𝑓 |𝑈𝑟 локально топологически сопря-

жен с линейным отображением 𝑎𝜆𝑟,1,1, 𝑥 ∈ 𝑙𝑢𝑝 ∩𝑊 𝑠
𝑟,loc, ̃︀𝐵𝜆𝑝

𝑥 ⊂ 𝑙𝑢𝑝 ∩ 𝑈𝑟 – диск, содержащий
внутри точку 𝑥, 𝑦 ∈𝑊𝑢

𝑟 ∖ 𝑟 – произвольная точка и ̂︀𝐵𝑛−𝜆𝑟
𝑦 – диск, трансверсально пересе-

кающий 𝑊𝑢
𝑟 в единственной точке 𝑦. Тогда существует диск ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑟

𝑦 ⊂ ̂︀𝐵𝑛−𝜆𝑟
𝑦 , 𝑦 ∈ ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑟

𝑦 , и
число 𝑚 > 0 такие, что

𝑓−𝑚( ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑟
𝑦 ) ⊂ 𝑈𝑟.

В силу пункта 2) предложения существует такое 𝑘 > 0, что 𝑓𝑘( ̃︀𝐵𝜆𝑝
𝑥 ) ∩ 𝑓−𝑚( ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑟

𝑦 ) ̸= ∅;
тогда 𝑓𝑘+𝑚( ̃︀𝐵𝜆𝑝

𝑥 )∩( ̃︀𝐵𝑛−𝜆𝑟
𝑦 ) ̸= ∅. В силу произвольного выбора точки 𝑦 и диска ̃︀𝐵𝜆𝑝

𝑥 отсюда
следует, что

𝑊𝑢
𝑟 ⊂ cl 𝑙𝑢𝑝 ∖ (𝑙𝑢𝑝 ∪ 𝑝).
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